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Indem  ich  mein  Werk  demr^pr^usenacliaftlichen  Publikam 
zum  dritten  Male  vorlege,  geschieht  es  wiederum  in  erweiterter 
Form.  Ich  gebe  hier  von  den  drei  Theilen  desselben  zunächst 
nnr  den  ersten,  die  Methodenlehre,  dem  ich  die  beiden 
andern,  die  darstellende  Geometrie  der  krummen 
Linien  und  der  Flächen  und  die  construierende  und 
analytische  Geometrie  der  Lage  als  selbständige  Bände 
fqlgen  lassen  will.  Die  Eigenthümlichkeiten  des  Werkes  sind 
unverändert  geblieben,  weil  sie  mit  der  demselben  zu  Grunde 
liegenden  Reform-Idee  mir  nothwendig  verbunden  erscheinen. 
Ich  lasse  die  Vorrede  zur  ersten  Auflage  (1871)  darüber  sprechen. 

,,Die  Form  des  Buches  ist  die  eines  Grundrisses;  in  den 
grundlegenden  Hauptsachen  wollte  ich  deutlich  und  klar,  in  den 
Folgerungen  möglichst  kurz  sein,  doch  aber  auch  reich  genug, 
um  den  Vortragen  schon  innerhalb  des  Gegebenen  die  Freiheit 
einer  auswählenden  Bewegung  zu  lassen,  und  um  auch  dem 
liebevolleren  Selbststudium  noch  dauernd  Stoff  zu  bieten;  diesem 
suche  ich  durch  Quellen-  und  Literatur- Nach  Weisungen  noch 
weiter  zu  dienen. 

Das  Buch  ist  eine  darstellende  Geometrie  ohne  Atlas; 
denn  dass  die  Figur  dem  Texte,  der  sich  auf  sie  bezieht,  un- 
mittelbar zur  Seite  stehe,  erschien  mir  so  werthvoU^  dass  ich 
mich  entschloss,  auf  alle  die  grösseren  Ausführungen  zu  ver- 
zichten, welche  eine  reiche  Beigabe  gestochener  Tafeln  in 
Quart  ermöglicht  hätte,  und  dass  ich  selbst  die  Gefahr  nicht 
scheute,  zuweilen  auch  eine  unentbehrliche  Figur  durch  die 
nöthige  Kleinheit  dem  VerstiCndniss  etwas  weniger  bequem 
werden  zu  sehen.  Die  ausgeführten  Beispiele  sollen  ja  nur  die 
selbständige  Wiederdurchführung  erleichtem  ujid  damit 
zur  Durchführung  der  grossen  Menge  anderer  Probleme  an- 
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leiten  und  anregen,  welche  nur  in  Worten  gegeben  sind.  Dem 
sorgfaltigen  Leser ,  welcher  mit  den  Elementen  der  darstellen- 
den Geometrie  in  dem  Maasse  vertraut  ist,  wie  solches  heut- 
zutage an  den  technischen  Hochschulen  vorausgesetzt  werden 
darf,  wird  diese  Anleitung  ausreichend  sein;  die  Selbstaus- 
führung zu  ersparen  ist  in  keinem  Falle  meine  Ab- 
sicht gewesen. 

Eigentlich  technische  Beispiele  und  Anwendungen  sind 
ausgeschlossen,  einmal  um  Raum  und  Figuren  zu  ersparen, 
namentlich  aber,  weil  sie  zeitlich  und  ortlich  vielfach  bedingt 
und  darum  nicht  von  allgemeingültigem  Werthe  für  den  Zweck 
der  Wissenschaffc  sind. 

Der  Entwickelungsgang,  welchen  ich  befolge,  ist  in  der 
Aufgabe  der  darstellenden  Geometrie  an  der  technischen 
Hochschule  der  Gegenwart  und  in  ihrer  Stellung  im  Unter- 
richts -  Organismus  derselben  begründet.  Natürlich  sind  beide 
durch  die  Herausbildung  der  technischen  Schulen  zu  Hoch- 
schulen der  Mathematik  und  der  Naturwissenschaf- 
ten, die  sie  jetzt  seiu  müssen,  um  ihre  Aufgabe  ganz  zu  er- 
füllen, wesentlich  beeinflusst  worden ;  und  weil  jene  Entwicke- 
lung  erst  im  letzten  Jahrzehnt  mehr  und  mehr  vollzogen, 
respective  angestrebt  oder  doch  für  nothwendig  erkannt  worden 
ist,  so  mag  es  nicht  überflüssig  sein,  in  Kürze  von  dem  zu 
sprechen,  was  dabei  die  darstellende  Geometrie  betrifft. 

Die  Stellung  derselben  im  Unterrichts -Organismus  ist 
insofern  dieselbe  geblieben,  als  sie  ihrer  technischen  Anwen- 
dungen wegen  nach  wie  vor  zu  den  Studien  des  ersten  Jahres 
gehört;  aber  sie  ist  wesentlich  dadurch  verändert,  dass  sie 
mathematische  Kenntnisse  überhaupt  und  ihre  Elemente  selbst 
in  gegen  frQher  nicht  unbeträchtlich  erweitertem  Umfange 
voraussetzen  darf,  nur  nicht  die  analytische  Geometrie  des 
Raumes;  und  dass  streng  wissenschaftliche  mathematische  Vor- 
lesungen, insbesondere  ein  umfassender  Gurs  der  höhern  Ana- 
lysis,  ihr  parallel  gehen. 

Was  die  Aufgabe  der  darstellenden  Geometrie  an  der 
technischen  Hochschule  betrifft,  so  ist  das  zu  bewältigende 
Material  im  Wesentlichen  gleichfalls  das  Alte  geblieben;  für 
Kegel  und  Cylinder,  für  die  Flächen  zweiten  Grades,  für 
windschiefe  Regelflächen  und  Rotationsflächen  als  die  technisch 
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Yorzugsweise  zur  Yerwendung  kommenden  Typen  hat  sie  die 
Darstellung  und  die  constructive  Behandlung  der  Berührungs- 
und Durchdringungsprobleme  zu  lehren.  Dagegen  hat  man  im 
Fortschritt  jener  Entwickelung  immer  mehr  erkennen  müssen^ 
dass  die  eigentliche  Aufgabe  dieses  Unterrichts  die  wissen- 
schaftliche Entwickelung  und  Durchbildung  desVer- 
mogens  der  Raumanschauung  sei;  und  dass  diese  Aufgabe 
nicht  wohl  durch  die  Ueberlieferung  einer  blossen  Methode 
der  Darstellung  und  einer  Anzahl  technisch  nothwendiger  oder 
brauchbarer  Constructionen  erfüllt  werden  kann. 

Und  wenn  von  Monge  und  seinen  nächsten  Nachfolgern 
die  darstellende  Geometrie  hingestellt  werden  konnte  als  die 
Anwendung  auch  von  Lehrsätzen  ^  die  anderwärts  und  zwar 
analytisch  bewiesen  wurden,  zur  Begründung  der  Constructionen, 
die  in  den  verschiedenen  Zweigen  des  Ingenieurwesens  gebraucht 
werden,  so  hat  sich  mit  der  fortschreitenden  Arbeitstheilung 
im  Gebiete  des  höheren  Unterrichts  eine  dem  entsprechende 
Behandlung  immer  mehr  als  unwissenschaftlich  u^^d  als  ganz 
unverträglich  mit  dem  Charakter  einer  Hochschule  herausstellen 
müssen.  Man  hat  daher  selbst  mit  einem  Schein  von  Conse- 
queuz  bis  zu  einer  vollständigen  Verweisung  dieser  Disciplin 
an  die  Vorbereitungsschulen  vorgehen  können;  aber  es  ist  dies 
gewiss  mit  Unrecht  und  zum  grossen  Schaden  der  Sache  ge- 
schehen, denn  die  Durchbildung  des  Baumanschauungsver- 
mögens ist  für  den  Techniker  ebenso  wichtig  und  nothwendig, 
als  im  erforderlichen  Umfange  auf  frühereu  Stufen  des  Unter- 
richts unerreichbar,  und  nicht  so  gut  oder  doch  nicht  so  natür- 
lich durch  andere  DiscipUnen  zu  erzielen. 

Vielmehr  nur  das  bleibt  übrig,  dass  die  darstellende  Geo- 
metrie an  der  technischen  Hochschule  durch  die  Behandlung  ihres 
Materials  das  geistige  Interesse  tief  und  nachhaltig  genug  an- 
zuregen wisse,  um  den  Schülern  neben  gediegenen  rein  mathe- 
matischen Collegien  doch  soviel  Arbeitslust  und  Liebe  abzu-  * 
gewinnen,  dass  die  mühsame  constructive  Durchführung  einer 
grossem  Reihe  von  Problemen  nicht  zu  lästig  wird,  —  denn  nur 
durch  solche  ideelle  Anregung  und  Durchdringung  kann  das  in 
der  freien  Luft  der  Hochschule  gelingen ;  und  anderseits,  nur  durch 
solche  vielseitige  geistige  und  graphische  Arbeit  kann  jenes 
eigentliche  zugleich  im  höchsten  Sinne  praktische  Ziel  der  Wissen* 
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Schaft,  die  Durchbildung  der  Raumauffassung ,  erreicht  werden. 
Es  ist  eine  Durchbildung  an  der  Hand  der  zeichnenden 
Darstellung;  aber  mit  dem  Endziele^  die  ideelle  An- 
schauung so  lebendig  und  so  sicher  zu  machen^  dass 
jenC;  die  Zeichnung;  ganz  oder  doch  auf  weite  Strecken 
erspart  werden  kann.  Und  die  Geschichte  dßr  Geometrie 
in  der  jüngsten  Epoche  selbst  predigt  ja  durch  die  Rolle^  die 
wir  darin  die  Schule  von  Monge  spielen  sehen,  die  Wahrheit, 
und  predigt  sie  nicht  für  die  Kreise  der  technischen  Hoch- 
schulen allein,  dass  die  Geometrie  so  lange  graphisch 
constrifieren  musS;  bis  gelernt  ist,  ohne  äussere  An- 
schauung räumlich  zu  denken. 

Die  Lösung  der  Aufgabe^  die  ich  hier  darbiete ;  habe  ich 
vor  einer  Reihe  von  Jahren  (1863  in  der  ,,  Zeitschrift  f.  Mathem. 
u.  Physik^)  in  kurzem  Ueberblick  skizziert  und  seitdem  vielfach 
erprobt.  Ich  entwickele  an  der  Betrachtung  der  Raumelemente: 
Gerade  Linie ;  Punkt  und  Ebene,  und  an  ihren  gegenseitigen 
Beziehungen  und  einfachsten  Zusammensetzungen  in  Polygonen 
und  Polyedern;  an  der  Kugel  und  den  Rotationskegeln,  sowie 
an  den  als  Projectionen  des  Kreises  entstehenden  Kegelschnitten 
die  Methoden  der  darstellenden  Geometrie.  Aus- 
gehend von  der  Ceutralprojection;  dann  aufsteigend  zur  cen- 
trischeu  Collineation  der  Räume  als  der  Theorie  der  Modellie- 
rungs- Methoden  und  zurückgebend  zu  dem  Specialfall  der 
Parallelprojection  gewinne  ich  alle  die  Hilfsmittel,  welche  für 
die  constructive  Theorie  der  krummen  Linien  und  Flachen 
nothig  sind.  Es  sind  die  Untersuchungsmittel  der  neueren 
synthetischen  oder  der  Geometrie  der  Lage.  Vor  allem  wichtig 
für  das  Ziel  der  darstellenden  Geometrie  ist  die  klare  Einsicht 
in  den  Zusammenhang  und  den  Formenwandel  der  coUinear- 
verwandten  Figuren ;  und  die  Erkenntniss,  dass  die  involuto- 
rischen  Systeme  in  der  Ebene  und  im  Raum  die  Quelle  bilden; 
aus  der  alle  Arten  von  Symmetrie  entspringen. 

Eine  solche  Entwickelung  ist,  wenn  nicht  überhaupt  für 
GereifterC;  so  doch  in  der  Voraussetzung  möglich,  dass  ein 
elementarer  Gursus  der  darstellenden  Geometrie  vorausgegangen 
ist.  Dann  genügt  es,  in  dem  Abschnitt  von  der  Parallelpro- 
jection, wie  ich  gethan,  nur  recapitulierend  und  ergänzend  zu 
verfahren;  um  namentlich  die  Vortheile  zu  entwickeln ;  welche 
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Yon  den  gewonnenen  allgemeinen  Gesichtspunkten  und  Metho* 
den  für  diese  elementaren  Gebiete  zu  ziehen  sind.  Darum  siud 
hier  ganze  Richtungen  der  Untersuchung  und  Entwickelung 
nur  flüchtig  berührt  worden;  ich  habe  die  Gefahr  nicht  unter- 
schätzt,  die  darin  liegt  ^  und  muss  es  der  billigen  Beurtheilung 
der  Leser  überlassen,  festzustellen  ob  ich  sie  vermieden  habe. 
Jedenfalls  ist  dieser  Abschnitt  aus  zahlreichen  Lehrbüchern 
leicht  zu  ergänzen.'' 

Die  sehr  bedeutende  Vermehrung  des  Umfaiigs  dieser  Me- 
tbodenlehre auch  gegen  den  des  betre£Penden  Theiles  der  zwei- 
ten Auflage  hat  nun  ihren  Grund  nicht  nur  darin  ^  dass  ich, 
wie  schon  dort^  auch  weiter  bemüht  gewesen  bin,  das  Buch 
für  die  von  meinen  Vorlesungen  unabhängige  Benutzung  immer 
geeigneter  zu  machen,  durch  vollständigere  Entwickelung,  durch 
stellenweise  grossere  Ausführlichkeit  der  Besprechung,  durch 
Hinzufügung  zahlreicher  neuer  Beispiele  aus  dem  grossen  Vor- 
rath  derer,  die  ich  durchgearbeitet  habe.  Beinahe  jeder  Para- 
graph des  Buches  giebt  Belege  dafür.  Sondern  zum  Theil  ist 
jene  Vermehrung  bedingt  durch  •  die  seit  dem  Erscheinen  der 
zweiten  Auflage  in  einem  wichtigen  Punkte  wesentlich  veränderte 
Situation. 

Damals  glaubte  ich  noch  an  das  baldige  Erscheinen  des 
im  Jahre  1826  von  J.  Steiner  als  nahe  druckbereit  ange- 
kündigten Manuscripts  (von  25 — 30  Bogen)  ^^über  das  Schnei- 
den (mit  Einschluss  der  Berührung)  der  Kreise  in  der  Ebene^ 
das  Schneiden  der  Kugeln  im  Räume  und  das  Schneiden  der 
Kreise  auf  der  Kugelfläche'',  in  welchem  der  auf  die  Kreis-  und 
Kugel -Geometrie  bezügliche  Theil  der  Consequenzen  von  der 
Einführung  des  Distanzkreises  und  der  Benutzung  der  Central- 
projection  entwickelt  gewesen  sein  müssten^  und  schloss  alles 
dies  von  meinem  Buche  aus.  Seitdem  ist  durch  die  von  der 
K.  Preuss.  Akad.  d.  Wissensch.  veranstaltete  Ausgabe  ^^Jacob 
Steiner's  Gesammelte  Werke"  (Berlin  1881  f.,  2  Bde.)  ausser 
Zweifel  gestellt  worden,  dass  Manuscripte  Steiner's  aus  jener 
Epoche  nicht  mehr  vorhanden  sind.  Ich  habe  in  Folge  dessen 
in  meiner  „Cyklographie"  (Leipzig  1882)  diesen  Theil  meiner 
Eutwickelungen  zunächst  selbständig  und  elementar  dargestellt, 
konnte  und  wollte  ihn  aber  als  ein  wesentliches  Stück  der 
Ausgestaltung  der  Grundidee  dieses  Werkes  nun  auch  in  diesem 
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Vorrede. 


selbst  nicht  unterdrücken.  Die  §§  (7),  (36),  (36«)  bis  (36») 
und  eine  Reihe  von  Bemerkungen  des  Ueberblicks  zum  Ab- 
schnitt B  sind  seiner  Einführung  gewidmet  und  der  zweite  Band 
wird  die  Fortsetzung  dieser  Anfange  bringen. 

Ich  habe  aber  drittens  in  der  Zwischenzeit  auch  den  lange 
zurückgehaltenen  vervollslandigenden  Ausbau  meiner  Methoden- 
lehre an  die  Oeffentlichkeit  gebracht  und  gebe  nun  hier  zum 
ersten  male  (man  vergl.  §  6*,  Ueberblick  zu  Abschnitt  A^ 
§  43;  §  54"^;  §  61  und  den  Schlussüberblick)  die  vollständige 
Entwickelung  und  damit  auch  die  Kritik  der  Methoden 
nach  dem  Princip  des  Sehprozesses,  das  ich  mit  Recht 
an  die  Spitze  der  darstellenden  Geometrie  gestellt  zu  haben 
glaube.  Es  entspricht  diesen  Erweiterungen  des  Textes,  dass 
dem  Buche  sechs  lithographierte  Tafeln  und  eine  Anzahl  neuer 
Figuren  im  Text  beigefügt  worden  sind. 


Hottingen-Zürich,  Juni  1883. 


Dr.  Wilh.  FiecUer. 
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Uebersicht  der  Figuren  und  Tafeln 

des  ersten  Theiles. 


Im  Allgemeinen  kann  ffir  die  nfthere  Erlftntemng  der  fignren  überall  auf  den  Text 
Terwiesen  werden;  nar  in  einigen  F&Uen,  besonders  bei  Tafeln,  ist  dieselbe  der  Natur 
der  Sache  naoh  hier  zu  geben. 

Fig.   1,   p.   8.    Der  projiderende  Strahl,  seine  Länge  und  Tafelneigang. 

Neigrm^akreise. 

2,  -     9.    Die  projicierende  Ebene,  ihre  Breite  und  Tafebieigung. 

Neigungakreise. 

3,  -  10.    Die  Centralprojection  der  Geraden  und  ihre  Tafebieigung. 

4,  -  11.    Die  Abschnitte  der  Geraden;  Bildlänge  und  Bildmitte. 

Axonometrisch. 

5,  -  13.    Die  ümlegungen  der  Geraden  mit  ihrer  projicierenden 

Ebene  in  die  Bildebene. 

6,  -   16.    Die  Centralprojection  und  die  vier  Regionen  der  Ebene. 

AxonometriBch. 

7,  -  16.    Bestimmung  der  Ebenen  aus  der  Fluchtlinie  und   dem 

Abstand  vom  Centrum. 

8,  -  19.    Allgemeine  Centialprojection  mit  fester  Ebene  U  im  End- 

lichen für  eine  Gerade  (S^  ü')  und  eine  Ebene  («,  u). 
Axonometrisch. 

9,  -  20.    Die  ümlegung  der  Geraden  mit  der  zur  Tafel  normalen 

Ebene. 

-  10,    -  29.    Die  Umlegunff  des  Winkels  von  zwei  sich  schneidenden 

Geraden  m  me  Bildebene;   wiederholt  gebraucht  p.  87 
fSr  die  Umlegunff  des  ebenen  Systems. 

-  11,    -  81.    Der  Normalenflucntpunkt  einer  Schaar  von  Parallelebenen 

und  die  Fluchtlinie  der  Normalebenen  einer  Schaar  von 
parallelen  Geraden. 

-  12,    -  34.    Die  Construction  von  Ebenen  aus  ihrer  Schnittlinie  und 

ihrem  Neigunpwinkel  mit  einer  gegebenen  Ebeoe. 

-  13,    -  34.    Die  Construction  von  Ebenen  durch  eine  gegebene  Ge- 

rade SQ'  und  unter  yorgeschriebenem  Winkel  a^  gegen 
eine  gegebene  Ebene  8^  mittelst  der  Flucht- Elemente. 

-  14,    -  86.    Construction   der  gemeinschaftlichen  Normale  S^Q^   zu 

zwei  Geraden. 

-  16,    -  36.    Die  trirectanguläre  Ecke  von  projicierenden  Strahlen  und 

Ebenen. 

-  16,    -  38.    Umlegung   und   Aufteilung   der  Ebene    mittelst   ihres 

Hauptpunktes  und  ihrer  Distanzpunkte. 

-  17  und  18,  ^.  42.    Transformation  durch  Verschiebung  des  Centrums 

in  der  Verschwindungsebeue  und  respective  in  der  Tafel- 
normale:  Veränderung  der  Bestimmungsstücke  von  Ge- 
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19,    p.44. 


rade,  Ebene  und  Punkt 

Centralprojection  eines  rechtwinkligen  Parallelepipeds  aus 
seinen  Bestimmungsstücken  unter  Benutzung  der  redu- 
eierten  Distanz. 
20,    -  46.    Transformation   durch   Verschiebung   der  Bildebene   in 
Normalen  zu  ihr:  Gerade,  Ebene  und  Punkt. 
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Fig.  ^iy   p.  49.    Die  symmetrisch  gleichen  Reiben  und  Büschel  in  centrisch 

coÜinearen  Ebenen  aus  der  Centralprojection  abgeleitet. 

-  22,    -  50.    Gollinearverwandte  des  Vierecks. 
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in  der  Geraden  und  ihrem  Bild;  entoprechende  Null- 
strecken. 
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-  28,  a.  und  b.,  p.  62.    Viereck  und  Quadrat  in  Proiectiviiftt  zur  Be- 

gründung ihrer  ^rojecti vischen  Eigenschaften. 

-  29,    p.  67.    uonstruction  proiectivischer  Reihen  aus  drei  Paaren  ent- 

sprechender Funkte  AA\  BB\  Cü'\  speciell  mittelst 
paralleler  Büschel. 
•     30,  a.,  b.,  p.  68.    Bestimmung  der  Geraden  aus  den   Bildern   und 

Tafelabständen  von  drei  Punkten  derselben.  Fig.  28,  a. 
azonometrisches  Bild;  b.  Construction. 

-  31,    p.  70.    Construction  projectivischer  Büschel  aus  drei  Paaren  ent- 

sprechender strahlen. 
.     32,    -  72.    Construction   der   entsprechenden    Rechtwinkelpaare    in 

zwei  perspectivischen  Buschein. 

-  33,    -  75.    Die  proiectivischen  Doppelreihen  und  Doppelbüschel  in 

centnsch  collinearen  ebenen  Systemen. 
.     34,    .  77.    Die  geometrische  Bedeutung  der  charakteristischen  Con- 
stanten der  Central- Collineation.    Axonometrisch. 

-  36,    -  79.    Die  entsprechenden  Rechtwinkelpaare  der  projectivischen 

Doppelbüschel  in  centrisch  collinearen  ebenen  Systemen. 

-  36,    -  80.    Perspectivische  Dreiecke:  Centrum  und  Axe. 

-  37,    -  81.    Die  Drehung  centralprojectivischer  ebener  Systeme  um 

ihre  Durchschnittslinie. 

-  38,    -  82.    Die  involutorische  Centralcollineation  ebener  Svsteme. 

-  39,  a.  und  b.,  p.  91.     Die  Doppelpunkte  projectivischer  Reihen   in 

derselben  geraden  Linie,  a.  bei  gleichem  Sinn,  b.  bei  un- 

fleichem  Sinn,  aus  den  Gegenpankten  und  einem  Paare. 
•.,  p.  95.    Parallelprojection  ebener  Systeme.   Fig.  40,  b. 
axonometrisch. 

-  41,   p.  96.    Axensymmetrie  ebener  Systeme. 

.    42,    -  97.    Flächengleichheit   ebener   Systeme;  ihr  Zusammenhang 

mit  der  axialen  Svmmetrie. 

.  43,  a.  und  b.,  p.  97.  Aehnlicnkeit  und  ähnliche  Lage  ebener  Sy- 
steme.   Fig.  43,  b.  axonometrisch. 

-  44,   p.  98.    Centrale  Symmeirie  ebener  Systeme. 

.  45,  a.  und  b.,  p.  99.  Congruenz  ebener  Systeme.  Fig.  45,  b.  axo- 
nometrisch. 

-  46,  a.,  b.,  c;  p.  105.     Die  centrische  Collineation  ebener  Svsteme 

wild  durch  zwei  einander  entsprechende  VierecKe  be- 
stimmt; a)  die  Vierecke  ABGJD^  A'  JB^  C D\  Ableitung 
der  Gegenaxen  r  und  q  und  der  Centra  ^|,  (St,  (S/,  Qf 
aus  denselben  mittelst  der  projectivischen  Reihen  in  zwei 
Gegenseiten,  b)  Die  vier  centrisch  collinearen  Anord- 
nungen in  der  Ebene ,  ihre  Axen  und  Gegenaxen.  c)  Axo- 
nometriache  Skizze  über  die  beiden  räumlichen  central- 
projectivischen  Lagen. 
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XX  Ueberaicht  der  Figuren  und  Tafeln. 

Fig.  47f   p.  lU.    Die  Reihe  der  DnrchstoBspunkte  eines  projicierenden 

StrahlenbQschels  und  das  büschel   der  SpureD  der  zu 
ihnen  respective  normalen  projicierenden  Ebenen. 

-  48,    -  119.    Die  Fundamentaleigenachaften  des  Kreises,  seiner  Punkte 

und  seiner  Tangenten. 

-  49,    -  120.    Derüebergang  derselben  aufdieProjectionen  des  Kreises, 

und  zwar  die  elliptischen. 

-  50,    -  121.    Der  Ueberffanff  derselben  auf  die  Projectionen  des  Krei- 

ses, nämliäi  me  hyperbolischen. 

-  61,  a.  und  b.,  p.  124.    Fundamentaleiffenschaften  des  Kec^elschnitt- 

buscheis  und  der  Kegelsdnittschaar  mit  lauSsr  reellen 

gemeinsamen  Punkten  resp.  Tangenten, 
^ie  centrischen  Gollinearrerwandten  des  Kreises  als  Uy- 
perbel,  Ellipse,  Parabel. 

-  53,  a.  und  b.,  p.  ISO.  Die  Collineation  zweier  Kegelschnitte  überhaupt. 

-  54,    p.  130.    Die  centrische  Collineation  zweier  Kegelschnitte. 

-  55,    -  133.    Das  Pascal'sche  Sechseck  AB^CAiBCi, 

'    56,    -  134.    Die  CoDstmction  des  Kegelschnittes  aus  fünf  Punkten 

und  die  der  Tanc^nte  in  jedem  seiner  Punkte. 

-  57,    -  135.    Construction  der  Tan^nten  in  zweien  der  fünf  Bestim- 

mnngspunkte  eines  ^Igelschnittes. 

-  58,    -  135.    Construction  eines  Kegelschnittes  aus  drei  Punkten  und 

den  Tangenten  in  zweien  derselben. 

-  59,    -  137.    Das  Brianchon'sche  Sechsseit  abtCafhCi, 

'    60,    -  140.    Die  Identität  der  Curven  zweiter  Classe  mit  denen  zwei- 
ter Ordnung.  • 

-  61,    -  145.    Construction  der  Schnittpunkte  J^t ,  ^2  einer  Geraden  t 

mit  einem  durch  fünf  Punkte  1,  2,  8,  T,  T^  gegebenen 
Kegelschnitt. 

-  62,    -  144.    Construction  der  Tangenten  fi,  f^  aus  einem  Punkte  T 

an  einen  durch  fünf  Tangenten  a,  6,  c,  £,  t'  bestimmten 
Kegelschnitt. 
63,    -  147.    Construction  der  Kegelschnitte,  welche  durch  vier  Punkte 
1,  S,  3,  4  gehen  und  eine  Gezade  t  berühren. 

-  64,  a.,  b.,  c,  p.  151.    Der  Kegelschnitt  als  in  involutorischer  Cen- 

tral-Collineation  mit  sich  selbst  für  einen  Punkt  seiner 
Ebene  als  Oentrum  oder  eine  Gerade  derselben  als  Axe. 
a)  Elliptisch  mit  Doppelelementen,  b)  Hyperbolisch  mit 
Doppelelementen.  c)  Elliptisch  ohne  Doppelelemente 
und  narabolisch  mit  solchen. 

-  65,    p.  163.    Die  Gerade  von  einem  Punkte  nach  dem  unzugänglichen 

Schnittpunkt  von  zwei  Geraden  mittelst  der  Involution 
(vergl.  Fi^.  124). 

-  66,    •   153.    Construction  der  Polare  p  eines  Punktes  P  in  Bezug  auf 

den  durch  fünf  Punkte  1,  2,  3,  4,  6  bestimmten  Kegel- 
schnitt. 

-  67,    -  154.    Construction  des  Mittelpunkts  ffir  den  durch  fünf  Tan- 

genten 1,  2,  3,  4,  5  bestimmten  Kegelschnitt. 

-  68,  a.  und  b.,  p.  155.    Construction  der  Involution  von  Punkten  (a) 

und  von  Strahlen  (b)  aus  zwei  Paaren,  insbesondere  ihrer 
Doppelelemente,  mittelst  des  Uilfskreises. 

-  69,   p.  166.    Construction  der  Kechtwinkelstrahlen  r,  r|  eines  invo- 

lutorischen  Büschels  aus  zwei  Paaren  aa*,  bb^, 

70,  -  164.    Die  Involutionen  harmonischer  Pole  und  rolaren  auf  der 

Polare  p  und  um  den  Pol  P  in  Bezug  auf  den  Kegel- 
schnitt. 

71,  *  166»    Construction  der  Involution  harmonischer  Pole  in  einer 

Geraden  jp  und  der  Involution  harmonischer  Polaren  um 
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•  ihren  Pol  P  in  Bezuff   auf  einen  durch  fKnf  Punkte 
1,  . . . ,  5  bestimmten  Kegelschnitt. 
Fig.  72y    p.  167.    Badial-conjugierte  Punkro  in  Bezug  auf  einen  Kreis  und 

orthogonale  Kreise. 

73,  -   178.    Ein  Durchmesser  der  Hyperbel  und  zu  ihm  conjugierte 

Sehnen  derselben. 

74,  -   177.    Constructionen  der  Tangenten*  und  der  Punkte  der  El- 
«  lipse  aus  zwei  conjugierten  Durchmessern. 

75,  -   180.    Construction  der  Schnittpunkte  einer  Geraden  und  der 

Tangenten  aus  einem  Punkte  mit  einer  Ellipse,  die 
durch  zwei  conjugierte  Durchmesser  bestimmt  ist;  mit 
Hilfe  der  Affinität  derselben  zum  Kreise. 

-  76,     -   188.^Der  Krümmungskreis  für  einen  Punkt  €  im  Kegelschnitt 

und  seine  Construction :  Bestimmung  seines  Mittelpunktes. 

77,     -   191.    Construction  des  Krümmungskreises  im  Scheitel  (E  aus 

der  Hauptaxe  und  einem  Punkte  3  des  Kegelschnittes. 

-  78,  a.,  b.,  c,  p.  195.   Die  Collinearverwandten  des  Kreises  für  seinen 

Mittelpunkt  als  CoUineationscentrum :  Ellipse ,  Hyperbel, 
ParabeL 

-  79  und  Fig.  80,  p.  196.    Die  Brennpunkte  eines  Kegelschnittes  als 

Scheitel  rechtwinkliger  Involutionen  harmonischer  Po- 
laren: Ellipse  und  Hyperbel. 

-  81,  a.  und  b.,  p.  198.    Die  Beziehungen  der  Brennpunkte  zu  den 

Tangenten  der  Keeelschuitte :  Ellipse,  Hyperbel. 

-  82,    p.  804.    Der  Kegelschnitt  als  Ort  der  Centra  der  berührenden  zu 

zwei  festen  Kreisen;  wieder  benutzt  p.  220  f.   für  reci- 

Broke  Radien, 
^as  Kreisbüschel  und  die  Kreise  unter  Winkeln  von  ge- 
gebenem  Cosinus   zu   einem   fetten  Kreis;   Netzhyper- 
Doloide  und  Winkelschnitthyperboloide. 

Tafel  I,  n,  III.  Büschel  und  Schaaren  von  Kegelschnitten 
Fi^.  a  bis  n.  Alle  Hauptfölle  sind  darffestellt,  für  jeden  Fall  ist  der 
Ke^bchnitt  eingezeichnet,  welcher  die  Mittelpunkte  der  Kegelschnitte 
des  Büachels  enthält,  und  ebenso  die  gerade  Linie,  in  der  die  Mittelnunkte 
der  Kegelschnitte  der  Schaar  liegen.  Die  gemeinschaftlichen  Punkte 
sind  überall  durch  Ä^  By  C,  D  und  die  Ecken  des  gemeinsamen  Tripels 
harmonischer  Pole  durch  X,  Y,  Z  bezeichnet;  ein  imagioäres  Paar  Ö,  B 
ist  durch  die  elliptische  Involution  harmonischer  Pole  0C7],  2>D|  er- 
setzt; etc.  Ebenso  heissen  die  gemeinsamen  Tangenten  a«  &,  c,  d  und  die 
sie  ersetzenden  Involutionen  aa^,  &&,;  cci,  <lc2|.  Der  Ort  der  Mittel- 
poakte  ist  dyrch  M  bezeichnet  und  in  punktierter  Linie  ausgeführt,  die 
Mittelpunkte  der  verzeichneten  Kegelschnitte  sind  angegeben. 

Tafel  I,  Fig.  a  bis  d.  Fig.  a  enthält  das  Büschel  mit  vier  reellen 
gemeinsamen  Punkten«  die  ein  convexes  Viereck  bilden;  man 
sieht  die  beiden  Parabeln  desselben,  eine  Ellipse,  zwei  Hyperbeln  und 
die  Hyperbel  der  Mittelpunkte,  die  durch  die  Diagonalpunkte  des 
Vierecks  geht  und  die  Durchmesserrichtungen  der  Parabeln  enthält. 
Wenn  die  vier  gemeinsamen  Punkte  auf  einem  Kreise  lägen,  so  sind 
die  Durchmesserrichtungen  der  Parabeln  rechtwinklig  zu  einander  und 
der  Mittelpunktsort  ist  eine  gleichseitige  Hyperbel.  (Vergl.  Taf.  III, 
Fig.  i.) 

In  Fig.  b  ist  das  Büschel  durch  vier  reelle  Punkte  dargestellt, 
von  denen  einer  im  Dreieck  der  andern  liegt;  das  daher  keine 
EUipsen  und  Parabeln,  sondern  nur  Hvperbeln  entiiält,  dessen  Mittel- 
pnoKtsort  somit  eine  Ellipse  ist.  Die  Figur  giebt  die  gleichseitige,  die 
Deiden  Hyperbeln  mit  60^  AsymptotenwinKel  und  die  mit  dem  Mmimal- 
werth  desselben.  Wäre  die  Gruppe  der  vier  Punkte  aus  den  Ecken 
eines  Dreiecks  und  dem  SchnittpunKt  seiner  Höhen  gebildet,  so  würden 
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alle  Hyperbeln  gleicbaeitig  nnd  der  Mittelpunktsort  der  durch  die  Höben- 
fufißpunkte  des  Dreiecks  sehende  Kreis  —  der  Feuerbach'sche. 

Fig.  cgiebt  das  Büschel  für  zwei  reelle  und  zwei  conjugiert 
imaginäre  gemeinsame  Punkte,  dessen  Mittelpunktskegelschnitt 
eine  Ellipse  ist;  von  seinen  Hyperbeln  ist  die  gleichseitige  und  die  mit 
dem  kleinsten  Asymptoten  winket  hervorgehoben;  auch  die  beiden  mit 
75<*  sind  eingetragen.  Die  Gerade  der  elliptischen  Involution,  die  die 
imaginären  Punkte  definiert,  schneidet  die  Verbindungslinie  der  reellen, 
Punkte  zwischen  diesen. 

Fig.  d  ist  das  Büschel  für  zwei  reelle  und  zwei  conjugiert 
imaginäre  gemeinsame  Punkte,  dessen  Mittelpunktokegelschnitt 
eine  Hyperbel  ist,  das  also  zwei  Parabeln  und  neben  unendlich  vielen 
Hyperbeln  auch  unendlich  viele  Ellipsen  enthält.  Die  ^rade  der  ellip- 
tiscmen  die  imaginären  Punkte  definierenden  Involution  schneidet  die 
der  reeUen  ausserhalb  ihres  endlichen  Segments.  Beide  Parabeln  und 
die  gleichseitige  Hyperbel  des  Büscheis  sind  eingezeichnet.  Hier  kann 
die  Mittelpunktshyperbel  gleichseitig  werden,  d.  h.  unter  den  Ellipsen 
des  Büschels  der  Kreis  auftreten;  in  c)  kann  der  Mittelpunktsort  zum 
Kreise  werden  und  das  Büschel  aus  lauter  gleichseitigen  Hyperbeln  be- 
stehen. 

Tafel  II,  Fig.  e  bis  h.  Fig.  e  ist  das  Büschel  mit  zwei  Paaren 
conjuffiert  imaginärer  gemeinsamer  Punkte;  der  Mittelpunkts- 
kegelscnnitt  ist  eine  Hyperbel,  die  beiden  Parabeln  und  die  gleich- 
seitige Hyperbel  des  oüschels  sind  eingezeichnet.  Das  Büschel  von 
Kreisen  mit  Grenzpunkten  ist  ein  Büschel  dieser  Art,  sowie  das  Kreis- 
büschel mit  Grundpunkten  eines  der  vorigen  Art. 

Fip^*  f  giebt  die  Schaar  von  Kegelschnitten  mit  vier  reellen 

femeinsamen  Tangenten  an;  die  Gruppen  von  Ellipsen,  die  Parabel 
er  Schaar  und  ihre  Hyperbelreihen   sind  angegeben;    die  Linie   der 
Mittelpunkte  ist  eingetragen. 

Flg.  g  ist  die  Schaar  der  Kegelschnitte  mit  zwei  reellen 
und  zwei  conjugiert  imaginären  gemeinsamen  Tangenten, 
wenn  diese  letzten  speciell  parallel  sind  —  für  den  Fall  von  lauter  Hy- 
perbeln. Der  Strahl  Xf  ist  die  Mittelpunktslinie.  Man  ist  veranlasst, 
nach  dem  Falle  vop  lauter  Ellipsen  zu  fra^n. 

Fig.  h  enthält  eine  Schaar  mit  zwei  Paaren  von  conjugiert 
imaginären  gemeinsamen  Tangenten;  die  Parabel  der  Schaar, 
zwei  Ellipsen  und  drei  Hyperbeln  sind  angegeben.  Sind  die  beiden  ellip- 
tischen Polarinvolutionen  xXfy  yyi  und  x  x^',  yyi  speciell  rechtwinklig, 
so  hat  man  die  Schaar  der  confocalen  Kegelschnitte. 

Tafel  III,  Fig.  i  bis  n;  die  hauptsächhchen  Grenz-  und  Special-' 
fälle  der  Büscnei  und  Schaaren.  Wir  erwähnen  hier  zugleich  die 
nicht  gezeichneten  in  Anknüpfung  an  die  Figuren,  aus  denen  sie  am 
einfachsten  vorstellbar  sind.  Wenn  man  in  Flg.  a  zwei  der  gemeinsamen 
Punkte,  etwa  die  beiden  unteren,  unendlich  nahe  zusammengerückt 
denkt,  so  entsteht  das  Büschel  mit  Berührung  und  noch  zwei  reellen 
gemeinsamen  Punkten.  Ebenso  kann  aus  d)  ein  Büschel  mit  Berührung 
und  zwei  coi^ugiert  imaginären  gemeinsamen  Punkten  gemacht  werden. 
(Warum  nicht  analog  beides  aus  b)  und  c)?)  Eine  Schaar  mit  Be- 
rührung und  zwei  reellen  gemeinsamen  Punkten  lässt  sich  aus  Fig.  f, 
Tafel  II  und  eine  Schaar  mit  Berührung  und  zwei  coinugiert  imagi- 
nären gemeinsamen  Tangenten  aus  g)  entwickein.  Tafel  III  enthält  nun 
zunächst  die  Haupt  fälle  der  Osculation  oder  der  Berührung  zwei- 
ten Grades  unter  den  Kegelschnitten;  in  Fig.  i  für  das  Büschel  mit 
Angabe  der  zwei  Parabeln  und  der  gleichseitigen  Hyperbel.  Der  Mittel- 
punktsort ist  eine  gleichseitige  Hjperbel,  die  im  Osculationspunkte  die 
Kegelschnitte  berührt.    (Vergl.  Fig.  a,  Tafel  I.) 

Sodann  in  Fig.  k  die  Schaar  der  osculierenden  Kegelschnitte 
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Ellipsen  und  Hyperbeln  mit  äer  Parabel  des  Ueberganges  und  der  ge- 
raden Linie  der  Mittelpunkte. 

In  Fi^.  1  die  vierpunktiff  berührenden  Eegelschnitte,  die 
Kogleich  ein  Büschel  und  eine  ochaar  bilden. 

Die  Figuren  m  und  n  ffeben  endlich  die  T^en  der  doppelt- 
berührenden EegelBchnitte,  die  wiederum  gleichzeitig  Büschel  und 
Schaar  aind;  m)  mit  reellen  Berührungspunkten,  n)  mit  cozgugiert  ima- 
ginlbren. 

Zur  Ableitung  von  Specialf&Uen  aus  den  typischen  Formen  ver- 
gleiche man  die  Erörterungen  im  Text  §  33,  20.  Man  verwandelt  die 
Fig.  n  durch  eine  centrische  GoUineation  mit  x  als  Gegenaxe  in  ein 
System  concentrischer  ähnlicher  und  ähnlich  gelegener  Ellipsen  und 
durch  gleichzeitige  üeberfühning  der  Involution  um  X  in  eine  rectan- 
goläre  m  ein  System  concentrischer  Kreise:  ebenso  m]  durch  GoUineation 
mit  X  als  G-egenaxe  unter  gleichzeitiger  Verwandlung  der  Involution  in 
eine  symmetrische  in  das  System  eleicheeitiger  Hyperbeln  mit  denselben 
Affrinptoten.  Man  verwandelt  h)  durch  eine  gewisse  Umformung  dieser 
Art  in  die  Schaar  der  confocalen  Kegelschnitte,  b)  in  das  Büscnel  aus 
lauter  gleichseitigen  Hyperbeln  mit  dem  Feuerbach*8chen  Kreise  der  ge- 
meinsamen Punkte  als  Mittelpunktsort;  etc.,  etc. 

Fig.  84,    p.  244.    Der  constructive  Zusammenhang  von  zwei  centrisch  col- 

linearen  Raumfiguren;  axonometrisch.    Die  Grundform 
eines  Geb&udes  und  ihr  Reliefmodell. 

-  85  und  Fig.  86,  p.  247.    Die  Ableitung  der  orthogonalen  ParaUelpro- 

jectionen  der  centrisch  collinearen  Raumfigur  zu  emer 

gegebenen  aus  den  Projectionen  der  letzteren;  die  Gol- 

Hneationsebene  normal  zur  Axe  x^  resp.  in  der  Ebene  xz. 

87,    p.  251.    Per8pectivisc];i  affine  räumliche  Systeme;  axonometrisch. 

-  88,    -  356.    Die  Gharakteristik  der  Parallelprojection  und  der  Vor- 

zug der  orthogonalen  vor  der  schiefen. 

-  89,    -  257.    Zur  Bestimmung   von  projectivisch   collinearen   räum- 

lichen Systemen. 

-  90,    -  259.    Drei  in  Paaren  centrisch  collineare  räumliche  Systeme 

haben  ihre  Gentra  in  einer  Geraden. 

-  91,    -  261.    Die  Bestimmung   des  Punktes  A  in  Bezug  auf  zwei 

Ebenen  und  einen  Anfangspunkt  0  in  ihrer  Schnittlinie 
X:  axonometrisch. 

-  92,    -  261  und  Fig.  130,  u.  323.    Die  Bestimmung  des  Punktes  Ä  in 

Bezug  auf  arei   Projections-   oder   Goordinatenebenen 
XOT,  XOZ,  YOZi  axonometrisch. 

-  98,    -  263.    Die  sechs  Halbierungsebenen  und  ihre  Schnittlinien  zu 

dreien,  die  vier  Halbierangsaxen  §,  1^^,  ^  ,  1^,  des  Pro- 

jectionssystems  als  Diaffonalebenen  und  Diagonalen  eines 
Würfels;  axonometrisch.  (Vergl.  die  Anmerk.  von  p.  326.) 

-  94,    -  264  und  Fig.  132,  p.  324.  Die  Spuren  einer  Ebene  S^S^S^,  ihre 

Normale  ON  vom  Anfangspunkte  und  ihre  Schnittlinien 
h^j  h^';  Ay,  h  .;  h^^  h^,  mit  den  Halbierungsebenen  des 

Projectionssystems;  axonometrisch. 

-  95,    -  265.    Die  Gonstruction  des  vollständigen  Vierecks  ^l/^lf^lT^ 

der  Schnittpunkte  der  Halbierungsaxen  einer  Ebene  aus 
dem  Spurendreieck  Sj^S  S^  derselben. 

•    96,    -  267.    DerZeichenwechselderGoordinatenindenFlächentheilen 

der  Ebene,  welche  die  Goordinatenebenen  begrenzen. 

-  97,    •  268.    Die  projicierenden  Ebenen  gg\  ga\  gg'"  und  die  Durch- 

stosspunkte  ^^|,  S^t  ^%  ^'^'^  Geraden  g  mit  den  Projec- 
tionsebenen;  axonometrisch. 
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__.,        >ie  Auflösung  des  axonometrischen  Problems  für  or- 
thogonale Parallelprojection  durch  Transformation. 

-  131,    -  324.    Die  directe  Auflösung  des  axonometrischen  Problems 

für  orthogonale  Parallelprojection. 

-  183,  a.,  b.,  c,  p.  327.    Die  directe  Lösung  des  axonometrischen  Pro- 

blems für  die  gegebenen  Maassstabyerhältnisse  10 : 9 :  6 
resp    10:6:9. 

-  134,    p.  328.    Zur  Ableitung  des  Schlömilch'schen  Satzes. 

-  135,    -  330.    Die  Umlegung  einer  axonometrisch  bestimmten  Ebene 

in  eine  Bildebene. 

-  136,    -  333.    Die  Tangentialebenen  einer  Kugel  durch  eine  Gerade 

und  die  Berührungspunkte   aller  ihr  parallelen  Tan- 
gentialebenen ;  axonometrisch. 

-  137,    -  335     Der  Zusammenhang  zwischen  den  Bildebenen  und  dem 

Normalschnitt     des    projicierenden    Strahls    bei    der 
schrägen  Axonometrie. 

-  138,  a.  und  b.,  p.  336.    Die  Construction  des  axonometrischen  Pro- 

blems für  schiefwinklige  Parallelprojection:  Bestimmung 
der  projicierenden  Strahlen  und  der  Proiectionsebenen 
für  gegebene  Azen  und  Maassstab Verhältnisse. 
Tafel  YI,  Fig.  a,  \  c.   Der  Parameterkörper  2  03,  ein  Fall  der  all- 
gemeinen Grundgestalt  des  regulären  Erystallsystems,  in  Centralproiec- 
tion,  in  schräger  und  in  orthogonaler  Axonometrie  dargestellt  zur  Ver- 
gleichung  der  Bilder.    Die  Figur  auf  der  linken  Seite  der  Tafel  ist  die 
Centralprojection  des  Körpers  von  dem  durch  den  Distanzkreis  D  vom 
Centrum  Ci  bestimmten  Centrum  aus;  die  Ebene  seiner  Hauptaxen  x^ 
und  y  ist  normal  zur  Tafel  uud  durch  die  Spur  8  und  die  Fluchtlinie  q^ 
(den  Horizont)  angegebeu,  0'  ist  das  Bild  des  Mittelpunktes  und  x\  y\  t 
sind  die  Bilder  der  Hauptaxen  des  Körpers;  der  Fluchtpunkt  Q'  und  der 

Theilungspunkt  T^  liegen  im  Blatte.     Die  Bilder  der  *  Endpunkte  der 

von  O  aus  auf  die  Axen  abgetra|penen  Längen  1,  2,  8  sind  angegeben, 
soweit  sie  auf  das  Blatt  fallen.  Vom  Bilde  des  Körpers  sind  die  sicht- 
baren Kanten  als  stärkere  Linien  von  den  verdeckten  unterschieden. 

Die  Fi^r  in  der  Mitte  ist  ein  schräg  axonometrisches  Bild  desselben 
Körpers  mit  den  Axenrichtungen  des  perspectivischen  Bildes  und  den- 
selben Einheiten  in  der  Axe  z  sowie  mit  den  Längen  der  von  O  nach 
vom  aufgetragenen  Einheiten  in  den  Axen  x  und  y. 

Die  Fi^r  rechts  endlich  ist  das  orthogonal  axonometrische  Bild 
desselben  Körpers,  welches  man  erhält,  wenn  man  die  Axenrichtungen 
der  Figuren  a)  und  b)  beibehält  und  der  Einheit  in  der  Axe  z  dieselbe 
Jiiänge  giebt,  wie  in  ihnen.  Die  Vergleichun^  der  Bilder  besteht  in  der 
Anschauung  der  relativen  Lage  der  zwölf  vierseitigen,  der  acht  sechs- 
seitigen und  der  sechs  achtseitigen  Ecken  des  Körpers  in  demselben.  In 
der  Mittelfigur  sind  zwei  Flächen  des  Körpers  zufällig  nahe  genau  pro- 
jicierende  Eoenen,  rechts  findet  dasselbe  statt  für  zwei  Ebenen,  welche 
zwei  Gegenkanten  des  Achtecks  in  yz  mit  zwei  bestimmten  sechsseitigen 
Mittelecken  verbinden ;  in  der  Centralprojection  kommt  dergleichen  nicht 
vor.  Die  Herstellung  beider  axonometrischen  Bilder  ist  gleich  einfach; 
in  dem  orthogonalen  ist  die  Bequemlichkeit  ein  wesentGcher  Vorzug, 
mit  der  man  die  Lage  der  Bildebene  und  die  Maassstäbe,  also  die  wahre 
Grösse,  des  dargestellten  Objects  erhält. 
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Zweck  und  Bedeutung.  Der  nächste  Zweck  der 
darstellenden  Geomötrie  ist  die  Bestimmung  räumlicher 
Formen  nach  Lage^  Grösse  und  Gestalt  durch  andere  räumliche 
Formen;  zumeist  geschieht  sie  durch  die  graphische  Darstel- 
lung in  einer  Fläche,  in  manchen  Fällen  durch  das  räumliche 
Abbild  oder  Modell.  Die  Untersuchung  der  gegenseitigen  Be- 
ziehungen der  so  bestimmten  Baumformen  mittelst  ihrer  Dar- 
stellung wird  daran  angeschlossen.^) 

Beides  macht  die  darstellende  Geometrie  zu  einer  wich- 
tigen Hilfswissenschaft  des  Technikers;  sie  dient  ihm 
gleichmässig  bei  der  Nachahmung  schon  vorhandener  Erzeug- 
nisse seines  Faches,  wie  bei  der  Erfindung  neuer.  In  der 
Regel  ersetzen  die  nach  ihren  Methoden  hergestellten  Zeich- 
nungen die  so  viel  kostbareren  Modelle ;  natürlich  liegt  in  der 
EinÜMhheit  ihrer  Herstellung  und  Verwendung  ihr  praktischer 
Werth.  Die  erste  systematisch -pädagogische  Anleitung  zur 
Befriedigung  dieser  Bedürfnisse  durch  Zeichnung  auf  ebener 
Fläche  boten  J.  H.  Lamberts  Freie*  Perspective  —  Zürich 
1759  und  G.  Monge' s  Geometrie  descriptive  —  Paris  1795. 

In  zwei  Richtungen  erweitert  sich  diese  Bedeutung  noch. 
Zuerst  insofern  der  angestrebte  nächste  Zweck  gefördert  wird 
durch  die  Bildlichkeit  der  Darstellung^  d.  h.  durch  ihre 
Aehnlichkeit  mit  dem  Gesichtseindrucke  ^  den  das  dargestellte 
Object  selbst  hervorbringen  würde ;  man»ist  dadurch  veranlasst, 
diese  Bildlichkeit  zu  gewinnen  und  sucht  dieselbe  für  die 
ebenen  Darstellungen  zu  erhöhen  durch  die  Aufnahme  der 
Beleuchtungsverhältnisse  in  die  Darstellung.    Damit  erweitert 
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sich  die  darstellende  Geometrie  nach  der  praktischen  Seite,  der 
Seite  der  Darstellung,  zur  wissenschaftlichen  Grund- 
lage der  Zeich enkunst;  sie  nimmt  für  ihre  Ausführungen 
neben  der  Genauigkeit  die  Schönheit  zum  Ziel. 

Sodann  aber,  insofern  der  bezeichnete  Zweck  recht  ver- 
standen die  Darlegung  aller  Constructionen  der  Raumgeometrie 
und  die  Lösung  ihrer  Aufgaben  verlangt,  hat  die  darstellen  de 
Geometrie  sich  als  geeignet  zur  naturgemässen  Entwickelung 
hiervon  zu  erweisen;  und  es  ergiebt  sich,  dass  sie  allerdings 
vermag,  in  den  Besitz  gerade  der  Elemente  zu  setzen,  aas 
denen  die  Eigenschaften  der  Figuren  gleichzeitig  mit  der 
Erzeugung  derselben  in  der  einfachsten  Weise  entspringen  — 
*  mit  andern  Worten,  dass  sie  durch  ihr  Verfahren  den  Orga- 
nismus der  Baumformen  erkennen  lässt.  Daher  die  histo- 
rische Stellung  der  darstellenden  Geometrie  am  Anfang  der 
neuesten  Eutwickelungs -Epoche  der  Geometrie;  nach  Lambert 
und  Monge  kommen  Poncelet  (1822),  Möbius  (1827),  Steiner 
(1832),  Chasles  (1831,  1837),  v.  Staudt  (1847)  in  stetiger  Folge, 
indess  vorher  Desargues  (1636)  ganz  vereinzelt  erscheint. 
Insofern  erweitert  sie  sich  nach  der  geometrischen  oder  theo- 
retischen Seite,  ihr  Studium  wird  zum  ersten  Hauptstück 
der  höheren  geometrischen  Studien;  die  Erreichung 
der  Constructionsziele  mit  einer  Minimalzahl  von  Constructions- 
linien  in  allen  Fällen  und  die  Begründung  strenger  Construc- 
tionen mit  Zirkel  und  Lineal  bei  allen  Aufgaben,  die  nicht 
mehr  als  zwei  Lösungen  zulassen,  sind  die  wichtigen  prak- 
tischen Ergebnisse  des  Beginns  dieser  Entwickelung.  Die 
Geometrie  der  Lage  ist  als  diejenige  Fortsetzung 
und  Erweiterung  der  darstellenden  Geometrie  anzu- 
sehen, bei  welcher  die  systematische  wissenschaftliche  Ent- 
wickelung alleiniger  Zweck  ist,  so  dass  die  Rücksicht  auf  die 
Darstellung  und  selbst  auf  die  Darstellbarkeit  wegfallt. 

Methode.  Zum  Zwecke  der  graphischen  Darstellung 
wird  die  Raumform  auf  die  Bildebene  bezogen  und  diese 
durch  die  Zeichnungsebene  repräsentiert  —  allgemeiner 
Bildfläcbe  und  Zeichnungs fläche.  Die  Vereinigung  der  in 
der  Bildebene  vorhandenen  Bestimmungselemente  heisst  das 
Bild  oder  die  Projection  der  Raumform;  die  Methode 
der  Beziehung,   durch    welche    aus  der  Raumform  oder  dem 
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Original  das  Bild  hervorgeht^  heisst  die  Abbildungs-  oder 
Projections-Methode. 

Die  nächste  und  natürlichste  Quelle  der  Abbilduugs- 
methoden  —  wir  wollen  desshalb  die  aus  ihr  entspringenden 
die  elementaren  Abbildungsmethoden  nennen  —  ist 
das  mathematische  Abstractum  des  Sehprozesses:  Von  einem 
Centrum  der  Projection  aus  gehen  nach  allen  Punkten  und 
geraden  Linien  des  darzustellenden  Objects  gerade  Linien  und 
Ebenen  —  wir  bezeichnen  ihre  Gesammtheit  als  das  Bündel 
der  projicierenden  Strahlen  und  Ebenen  oder  als  den 
Schein  des  Objects  —  deren  Durchschnittspunkte  und  -linien 
mit  der  Bildebene  die  Bilder  oder  Projectionen  dieser  Punkte 
imd  Geraden  sind. 

Von  der  gegenseitigen  Lage  im  Moment  der  Abbildung 
abgesehen,  also  auch  nach  der  Aufhebung  derselben;  sind 
daher  Original  und  Bild  durch  die  beiden  Gesetze  verbunden: 
Jedem  Punkte  des  Originals  entspricht  ein  Punkt 
des  Bildes  und  jeder  geraden  Linie  des  Originals 
entspricht  eine  gerade  Linie  im  Bilde.  Ist  das  Ori- 
ginal sowie  das  Bild  eine  ebene  Figur ^  so  gelten  beide  Ge- 
setze im  Allgemeinen  auch  umgekehrt;  mau  macht  sie  durch 
gewisse  Voraussetzungen  über  das  Unendlichferne  im  Raum, 
welche  widerspruchsfrei  sind,  ohne  Ausnahme  gültig  und  sagt: 
Original  und  Bild  sind  projectivisch  oder  stehen  in  der  Ver- 
wandtschaft der  Projectivität,  specieller  der  Colli- 
neation.  Die  besondere  gegenseitige  Lage,  die  beide  im 
Momente  der  Abbildung  haben^  kann  man  immer  als  die  per- 
spectivische  Lage  derselben  bezeichnen. 

Die  Theorie  der  ebenen  Abbildung  nach  diesen  Grund- 
sätzen nennen  wir  die  Lehre  von  der  Centralprojection; 
sie  enthält  als  einen  durch  die  Forderung  auf  Bildlichkeit 
ausgesonderten  Theil  die  Theorie  der  Perspective;  als  ein 
Specialfall  geht  aus  ihr  die  Lehre  von  der  orthogonalen  und 
schiefen  Parallelprojection  hervor.^) 

Der  Verfolg  zeigt  sodann^  dass  man  auch  den  Raum  d.  i. 
die  nicht  ebenen  Formen  nach  Anleitung  derselben  Gesetze 
der  Projectivität  von  einem  Centrum  aus  und  für  dasselbe 
abbilden,  nämlich  in  solcher  Art  räumlich  abbilden  oder 
modellieren   kann,   dass  jedem  Punkte   des  Originals   ein 
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Punkt  des  Bildes  und  jeder  Geraden  desselben  eine  Gerade 
des  Bildes  sowie  umgekehrt  ausnahmslos  entspricht.  Mit 
Einschränkungen  y  welche  den  beim  Uebergang  von  der  Cen- 
tralprojection  zur  Perspective  Erforderlichen  analog  sind,  kann 
man  auch  dieser  Abbildung  einen  hohen  Grad  von  Bildlichkeit 
verleihen;  daher  umfasst  sie  die  in  der  Kunst  wie  die  in  der 
Technik  verwendeten  Modellierungs-Methoden. 

Wenn  wir  aber  speciell  an  die  Art  anknüpfen,  wie  bei 
der  Centralprojection  die  Lage  des  Gentrums  gegen  die  Bild* 
ebene  durch  einen  Kreis  fixiert  vrird ,  dessen  Kenntniss  für  die 
Bestimmtheit  der  metrischen  Verhältnisse  der  dargestellten 
Raumformen  unentbehrlich  ist,  so  entspringt  eine  Abbildung 
der  Punkte  des  Baumes  durch  die  Kreise  derEbene^ 
vermittelst  welcher  die  Aufgaben  über  die  Bestimmung  der 
Kreise  und  Kugeln  etc.  der  darstellenden  Geometrie  unter- 
worfen werden.  Wie  die  bildlichen  Projectionsmethoden 
zu  den  projectivischen  Verwandtschaften  führen,  so 
giebt  diese  Abbildung  der  Cyklographie  uns  Kenntniss  von 
der  fundamentalen  metrischen  Verwandtschaft  der 
Inversion  oder  der  reciproken  Badienvectoren. 

Perspectivische  Raumansicht.  Wir  fassen  unter 
diesem  Namen  die  vorher  bezeichneten  Voraussetzungen  über 
die  unendlich  fernen  Elemente  des  Raumes  zusammen,  durch 
welche  das  eindeutige  Entsprechen  von  Punkt  zu  Punkt  und 
von  Gerade  zu  Gerade  zwischen  Original  und  Bild  von  schein- 
baren Ausnahmen  befreit  vnrd;  denn  solche  treten  nur  bei 
jenen  auf.  Wenn  die  Punkte  einer  Geraden  durch  gerade 
Strahlen  vom  Centrum  der  Projection  aus  auf  die  Bildebene 
projiciert  werden,  so  giebt  es  unter  diesen  einen,  der  zu  ihr 
selbst,  und  einen  anderen,  der  zur  Bildebene  parallel  ist;  der 
erste  liefert  ein  bestimmtes  Bild  von  dem  —  wir  wollen  zu- 
nächst sagen  —  uneigentlichen  Punkte  der  Geraden,  den  der 
Parallelstrahl  projiciert  und  den  Manche  als  gar  nicht  existie- 
rend, Andere  als  aus  einer  Vielheit  von  Punkten  bestehend 
ansehen  wollen;  der  zweite  liefert  ebenso  zu  einem  bestimmten 
Original  ein  uneigentliches  Bild.  Die  Frage  gehört  zur  Theorie 
des  Maasses  und  des  Messens,  die  mit  den  uns  empirisch  ge- 
läufigen Voraussetzungen  darüber  nicht  entschieden  und  noch 
weniger  gegeben  ist  und  die  man  zu  fassen  hat  als  die  pro- 
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jectivische  YergleichuDg  der  Figuren  mit  einer  als  fest  oder 
absolnt  gedachten  die  Maasseinheiten  liefernden  Figur;  ihre 
Beantwortung  fallt  daher  je  nach  der  Wahl  des  Absoluten 
Terschieden  aus.  Ueber  die  Zweckmässigkeit  oder  den  Vorzug 
der  einen  oder  andern  muss  das  Ganze  der  Wissenschaft 
als  entscheidend  angesehen  werden,  und  dies  hat  für  denjenigen 
Bereich  der  Geometrie,  den  man  als  Geometrie  der  Pro- 
jectivität  oder  als  projectivische  Geometrie  bezeichnen 
kann,  und  dem  die  Elementargeometrie  unbedingt 
angehört,  die  Entscheidung  dahin  gegeben,  dass  es  noth- 
wendig  ist,  anzunehmen,  jede  Gerade  habe  einen  ein- 
zigen und  bestimmten  unendlich  fernen  Punkt.  Wir 
nennen  denselben  in  genauer  Uebereinstimmung  mit  dem 
Sprachgebrauch  die  Richtung  der  Geraden  und  haben 
damit  zugleich  die  Erklärung  dieses  BegriflTes  gewonnen. 

In  unmittelbarer  Gonsequenz  ergiebt  sich  daraus,  dass  die 
unendlich  entfernten  Punkte  einer  Ebene  angesehen  werden 
müssen  als  eine  gerade  Reihe  bildend,  die  man  die  unendlich 
ferne  Gerade  derselben  oder  ihre  Stellung  nennt;  und 
zuletzt,  dass  alle  die  unendlich  fernen  Punkte  des  Raumes  und 
alle  die  unendlich  fernen  Geraden  desselben  als  einer  Ebene, 
der  unendlich  fernen  Ebene,  angehörig  anzusehen  sind.^) 

Die  Sätze:  Zwei  Gerade  in  derselben  Ebene  schneiden 
sich  in  einem  Punkte;  zwei  Ebenen  schneiden  sich  in  einer 
geraden  Linie;  eine  Gerade  und  eine  Ebene  haben  nur  einen 
Punkt  gemein,  wenn  nicht  die  Erste  gauz  in  der  Letzteren 
liegt  —  erhalten  damit  zugleich  ausnahmsfreie  Gültigkeit. 
Ebenso  die  Bestimmungssätze  der  Geraden  aus  zwei  Punkten 
oder  Ebenen,  der  Ebene  aus  drei  Punkten  und  des  Punktes 
aus  drei  Ebenen;  ein  unendlich  ferner  Punkt  ist  durch  eine 
Gerade  bestimmt,  in  der  er  liegt,  eine  unendlich  ferne  Gerade 
durch  eine  Ebene,  der  sie  angehört,  und  man  construirt  be- 
kanntlich mit  solchen  Elementen  mit  der  gleichen  oder  selbst 
mit  grösserer  Leichtigkeit,  wie  mit  denen  des  endlichen  Raumes. 

Entwickelungsgang.  Unsere  Entwickelung  gilt  haupt- 
sächlich den  bildlichen  unter  den  elementaren  Projections- 
methoden  und  hat  daher  mit  der  Darstellung  und  Be- 
stimmung der  projicierenden  Strahlen  zu  beginnen, 
als  durch  welche  alles  Andere  dargestellt  und  bestimmt  werden 
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muss;  sie  hat  sodann  die  Bestimmung  der  das  Gentrum  nicht 
enthaltenden  Geraden  und  Ebenen  zu  zeigen  und  jene  Verwen- 
dung auf  allen  Stufen  durchzuführen.  Die  Objecte  der 
Darstellung  sind  die  geometrischen  Gebilde^  welche  durch 
Reihung  oder  durch  Bewegung  aus  den  geometrischen 
Elementar  formen:  Gerade  Linie,  Punkt  und  Ebene  erzeugt 
werden.  Die  Berücksichtigung  des  raumerfüllenden  Inhaltes 
bleibt  den  Anwendungen  überlassen  —  dem  Architektur-  und 
Mascbinenzeichnen ;  dem  topographischen  Zeichnen,  etc.  Für 
die  Darstellung  der  Beleuchtungsverhältnisse  und  sonst  zur 
Erhöhung  der  Bildlichkeit  der  Zeichnungen  wird  den  geometri- 
schen Flächen  die  Eigenschaft  der  Undurchsichtigkeit  beigelegt. 
Wir  entwickeln  zuerst  —  in  diesem  Bande  —  an  der 
Behandlung  der  geometrischen  Elementarformen 
und  der  einfachsten  aus  den  Elementen  der  Geo- 
metrie bekannten  Gebilde  die  Methoden  der  dar- 
stellenden Geometrie,  bei  welchen  die  Bestimmung  der 
geraden  Linie  fundamental  ist,  also  die  Centralprojection  und 
die  verschiedenen  Formen  der  Parallelprojection,  sowie  die  da- 
mit verbundenen  Elemente  der  projecti vischen  Geometrie.  Wir 
schliessen  daran  —  im  zweiten  Bande  —  ihre  Anwen- 
dung auf  das  Studium  und  die  Darstellung  der  zu- 
sammengesetzten Formen  an,  insbesondere  derOur- 
ven  und  der  Flächen.  Dadurch  ermöglichen  wir  bei  diesen 
die  Verwendung  aller  Methoden  und  die  Wahl  der  für  die 
specielle  Absicht  zweckgemässesten  unter  denselben  und  sichern 
so  ein  tieferes  und  rascheres  Eindringen  in  die  nothwendigen 
Theorien  und  die  möglichste  Kürze  und  Genauigkeit  bei  den 
praktischen  Anwendungen.  Auf  die  Consequenzen  des  Ge- 
dankens von  der  Abbildung  der  Punkte  des  Raumes  durch  die 
Kreise  einer  Ebene  werden  wir  an  den  geeigneten  Orten  in 
beiden  Bänden  kurz  eingehen;  ihre  Verwendung  zur  Losung 
von  Problemen  bietet  vortreffliche  Uebungen  im  Gebrauch  der 
elementaren  projectivischen  Methoden.  Die  vollständige  Ent- 
wicklung der  Geometrie  der  Lage  in  construierender 
und  in  analytischer  Form,  in  beiden  Gestalten  beherrscht 
durch  die  so  zu  sagen  raumbildende  Kraft  des  Projec- 
tionsprozesses,  enthält  der  dritte  Band.'*) 


Erster  Theil. 


Die  Methodenlehre,  entwickelt  an  der  Untersuchung 
der  geometrisohen  Elemente  und  ihrer  einfachen 

Verbindungen. 

A«  Die  Centralprojeetion  als  Darstellunggmethode  und  nach  ihren 

allgemeinen  Gesetzen« 

1.  Das  Centrum  C  der  Projection,  der  Scheitel  oder 
Trager  des  Strahlenbündels  der  projicierenden  Geraden  ^  wird 
auf  die  Bildebene^  die  zugleich  Zeichnungsebene  oder 
Tafel  sein  mag,  durch  die  Normale  von  ihm  auf  sie  bezogen; 
ilir  Fusspunkt  C^  heisst  der  Hauptpunkt,  ihre  Länge  CC^ 
die  Distanz  d  und  der  mit  dieser  aus  dem  Hauptpunkt  in  der 
Bildebene  beschriebene  Kreis  B  der  Distanzkreis.    (Fig.  1.) 

Dies  Yorausgesetzt  bestimmt  jeder  Punkt  P  der  Bildebene 
den  projicierenden  Strahl  CP,  der  nach  ihm  geht  (seinen 
Schein);  alle  die  unendlich  vielen  Punkte,  die  in  diesem 
Strahle  liegen,  werden  in  jenem  Punkte  der  Bildebene  abge- 
bildet, also  dass  kein  Einzelner  unter  ihnen  bestimmt  wird. 
Hiervon  machen  nur  zwei  Punkte  des  projicierenden  Strahls 
Ausnahme,  nämlich  der  Durchstosspunkt  P  des  Strahls 
mit  der  Bildebene  selbst,  welcher  mit  seinem  Bilde  P'  zu- 
sammenföllt,  und  die  Richtung  des  Strahles  oder  der  un- 
endlich ferne  Punkt  Q  desselben,  der  Punkt,  den  er  mit  allen 
anderen  ihm  parallelen  Geraden  gemein  hat. 

Betrachten  wir  an  einem  projicierenden  Strahl  seine 
Länge  CPoder  /  vom  Centrum  bis  zur  Tafel  und  seine  Tafel - 
neigung  oder  den  Neigungswinkel  ß  =  LCPC^,  den  er  mit 
der  Tafelebene  bildet,  so  sind  beide  in  dem  bei  C^  rechtwink- 
ligen Dreieck  CC^  P  enthalten,  welches  die  Distanz  CC^  und  die 
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Linie  C^P  vom   Hauptpunkte   nach  dem   Punkte  P  der  Bild- 
ebene zu  Katheten  hat.    Es  ist  also  für  C^Pc^sr  xxud  CP'=i 
r  tan  ß  ^=  d,     l  sin  ß  =  d,     /  cos  j3  «=  r. 
Alle  projicierenden  Strahlen,  deren  Durchstosspunkte  für 
einerlei  Hauptpunkt  und  Distanz  in  einem  Kreise  liegen,  wel- 

Fig.  1.  eher  den  Hauptpunkt  zum  Mit- 

B    ^^^->,,^^  telpunkt  hat,  haben  gleiche  Tafel- 

N^        neigung  ß  und  gleiche  Länge  /, 
\      und  umgekehrt.    Wir  nennen  da- 
\    her    solche   Kreise   Neigungs- 
\      \  kreise  und  haben 

'^v  i  ß^  45«    je  nachdem  r^d 

yi^     /    ist;    insbesondere    jS  =  90®    für 
.^.i...-^i.S:U^^    r  =  0und/5  =  0fürr  — oo.  Der 

y  Distanzkreis  ist  also  der  Neigungs- 

---^^^  kreis  für  45®,  der  Hauptpunkt  der 

für  90®  und  die  unendlich  ferne  Linie  der  Bildebene  oder  ihre 

Stellung  entspricht  der  Neigung  0. 

1)  Man  bestimme  r  aus  ß  und  dem  Distanzkreis  D;  oder  / 
aus  D  und  r;  oder  ß  und  d  aus  C^^  l  und  r. 

2.  Jede  Gerade  p  der  Bildebene  bestimmt  alle  die  pro- 
jicierenden Strahlen,  die  vom  Centrum  nach  ihren  Punkten 
gehen  —  wir  sagen  das  Büschel  der  projicierenden 
Strahlen,  indem  wir  ganz  allgemein  den  Inbegriff  aller  Ge- 
raden durch  einen  Punkt  in  einer  Ebene  als  ein  Strahlen - 
büschel  bezeichnen  —  und  damit  die  projicierende  Ebene, 
die  vom  Gentrum  nach  ihr  gelegt  wird.  Auf  dieser  projicie- 
renden Ebene  lassen  sich  unendlich  viele  das  Centrum  nicht 
enthaltende  Gerade  g  ziehen,  deren  Bilder  g'  alle  mit  p  zu- 
sammenfallen, von  denen  die  Gerade  p  also  im  Allgemeinen 
keine  bestimmt.  Ausgenommen  hiervon  sind  nur  die  Spur 
der  projicierenden  Ebene  in  der  Tafel,  d.  i.  p  selbst,  welche 
mit  ihrem  Bilde  p'  zusammenfallt,  und  die  unendlich 
ferne  Gerade  q  der  projicierenden  Ebene,  oder  die  Stellung 
derselben,  ihre  Schnittlinie  mit  allen  zu  ihr  parallelen  Ebenen, 
die  Linie  der  Richtungen  aller  in  ihr  enthaltenen  Geraden. 

An  einer  projicierenden  Ebene  betrachten  wir  ihre  Breite 
h  zwischen  ihrer  Spur  und  der  durch  das  Centrum  gehenden 


Projicierende  Strahlen  und  Ebenen;  Neigungskreise.    3. 


Fig.  8. 


Parallelen  zu  derselben,  d.  i.  den  normalen  Abstand  ihrer 
Schnittlinie  mit  der  Bildebene  und  der  Parallelen  zu  ihr  durch 
das  Centrum,  und  sodann  ihre  Tafelneigung,  d.  i.  den  spitzen 
Neigungswinkel  a,  den  sie  mit  der  Bildebene  macht.  Fällen 
wir  vom  Hauptpunkte  C^  die 
Nonnale  auf  p,  die  sie  in  B 
treffe,  so  ist  im  rechtwink- 
ligen Dreieck  CC^II 
i  CHC^  =  « 
und  CH^b\  für  C^H^r 
ist  also 
r  tan  a  s=s  ^,     h  ^\sx  u  =  d. 

Alle  projicierenden  Ebe- 
nen, deren  Spuren  für  einer- 
lei Hauptpunkt  und  Distanz 
einen  Kreis  berühren,  welcher 
den  Hauptpunkt  zum  Mittel- 
punkt hat,  haben  gleiche  Neigung  a  und  gleiche  Breite  ^, 
und  umgekehrt.  Solche  Kreise  sind  gleichzeitig  Neigungs- 
kreise für  die  projicierenden  Linien  nach  ihren  Punkten  und 
für  die  projicierenden  Ebenen  nach  ihren  Tangenten  und  zwar 
für  einerlei  Winkel.  Die  Spuren  der  zur  Bildebene  normalen 
projicierenden  Ebenen  gehen  durch  den  Hauptpunkt;  die  der 
unter  45®  geneigten  berühren  den  Distanzkreis.  Die  zur  Tafel 
parallele  projicierende  Ebene,  deren  Spur  die  unendlich  ferne 
Gerade  der  Bildebene  ist,  so  dass  die  Bilder  aller  in  ihr  ge- 
legenen Punkte  und  Linien  unendlich  fern  sind,  soll  die  Yer- 
schwindungsebene  oder  die  vordere  (erste)  Parallel- 
ebene heissen. 

Polygone  oder  Curven  in  der  Bildebene  bestimmen  pro- 
jicirereitde  Pyramiden  oder  Kegel  als  die  Vereinigungen  der 
entsprechenden  projicierenden  Geraden  und  Ebenen. 

1^  Man  construiere  &  und  r  aus  D  und  a. 

2}  In  der  projicierenden  Ebene  Cp  bestimme  man  die  pro- 
jicierenden Geraden  von  der  Länge  /  oder  der  Neigung  j3. 

3)  Durch  die  projicierende  Gerade  CP  lege  man  die  projicie- 
renden Ebenen  von  der  Neigung  «  ^  jS ;  oder  von  der  Breite  })<^l, 

3.  Wir  wenden  uns  zur  Bestimmung  von  geraden  Linien 
und  Ebenen,  die  nicht  durch  das  Gentrum  gehen.    Jede  Ge- 
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rade  g^  die  das  Gentrum  C  nicht  enthält,  bestimmt  mit 
diesem  eine  projicierende  £bene  als  den  Inbegriff  der  proji- 
Gierenden  Strahlen  ihrer  Punkte  oder  den  Ort  des  ihr  ent- 
sprechenden projicierenden  Strahlenbüschels  (Schein  der  Ge- 
raden); die  Spur  dieser  projicierenden  Ebene  in  der  Tafel  ist 
das  Bild  g'  der  Geraden.  Unter  allen  geraden  Linien  in 
dieser  projicierenden  Ebene  ist  g  ausgezeichnet  durch  ihren 
Schnitt-  oder  Durchstoss-Punkt  S  mit  der  Tafel  —  diesen 
theilt  sie  mit  allen  andern  Strahlen  eines  durch  S  gehenden 
Strahlenbüschels  in  der  Ebene  Cg  —  und  durch  ihre  Rich- 
tung  oder  ihren   unendlich  fernen  Punkt  Q  —  ihn  hat  sie 

gemein  mit  allen  Strahlen 
^*«  ^-  des  Büschels  der  Paralle- 

len zu  g  in  derselben 
Ebene.  Durch  beide  Be- 
stimmungen ist  die  Ge- 
rade g  als  Verbindungs- 
linie von  zwei  Punkten 
oder  als  der  gemeinsame 
Strahl  von  zwei  Strahlen - 
büscheln  bestimmt,  und 
nach  §  2.  sind  die  Punkte 
S  und  Q  ihrerseits  durch 
ihre  projicierenden  Strah- 
len allein  völlig  bestimmt; 
d-  h.  die  gerade  Linie  g  wird  bestimmt  durch  den 
Durchschnittspunkt  5,  den  sie  mit  der  Bildebene 
erzeugt,  und  durch  den  Durchstosspunkt  des  zu  ihr 
parallelen  projicierenden  Strahls,  d.  i.  das  Bild  Q'  ihres 
unendlich  fernen  Punktes  Q  oder  ihrer  Richtung.  Der  letzt- 
genannte Punkt  soll  der  Fluchtpunkt  der  Geraden  heissen. 
Die  gerade  Verbindungslinie  ihres  Durchstosspunktes  S  mit 
ihrem  Fluchtpunkte  Q'  ist  das  Bild,^'  der  Geraden  g.  Die 
Gerade  selbst  bestimmt  sich  aus  S^  Q'  und  C  oder  D  als  die 
Parallele  zu  CQ\  welche  durch  S  geht.  ,  (Fig.  3  und  4.) 

Die  Gerade  hat  daher  dieselbe  Tafelneigung  j?,  wie  der 
projicierende  Strahl  ihrer  Richtung  Q\  wenn  wir  den  Durch- 
schnittspunkt der  Verschwindungsebene  mit  ihr  oder  ihren 
Verschwindungspunkt  durch /{  bezeichnen,  dessen  Bild /^' 


--^ 


Die  Gerade:  DnrchstOBs-,  Flacht-  u.  Verschwindungspunkt.    3.     H 


Fig.  4. 


die  Richtang  von  g'  ist,  so  ist  SR  #  Q' C^  d.  h.  die  Strecke  / 
der  Geraden  g  zwischen  Bildebene  und  Verschwin- 
dnngsebene  ist  gleich  der  Strecke  des  zu  ihr  paralle- 
len projicierenden  Strahls  von  der  Bildebene  bis 
zum  Gentrum;  und  ebenso  RC  #  SQ'^  d.  h.  die  Bildlänge  n 
der  Geraden  zwischen  Durchstosspunkt  und  Flucht- 
punkt ist  gleich  dem  Abstand  ihres  Verschwin- 
dongspunktes  vom  Gentrum.  Macht  man  in  der  Geraden 
g  die  Strecke  SM  gleich  und  ent- 
gegengesetzt SRy  so  ist  if5#  jP'6^, 
d.  h.  auch  SC  #  MQ'  oder  M  liegt 
auf  der  Geraden  g  ebensoweit  hin- 
ter der  Bildebene  wie  R  oder  (7  vor 
derselben  y  und  das  Bild  M'  dieses 
Punktes  ist  die  Mitte  der  Strecke 
zwischen  S  und  Q'  oder  die  Bild- 
mitte; denn  die  Diagonalen  eines 
Parallelogramms  halbieren  einander. 
Die  Punkte  M  auf  allen  denkbaren 
Geraden  erfQllen  die  zweite  oder 
hintere  Parallelebene,  eine  zur 
Bildebene  parallele  Ebene  in  der  Entfernung  ä  von  ihr  auf 
der  dem  Centrum  entgegengesetzten  Seite. 

Denkt  man  wie  von  C  das  Perpendikel  CC^^  so  auch  von 
den  Punkten  M  und  R  der  Geraden  SQ'  die  Perpendikel  auf 
die  Tafel  gefallt  mit  den  respectiven  Fusspunkten  W*  und  R  '\ 

so  hat  man  wegen 

CC^r^RR^  ^M"M 

SR"  #  Q'Ci  und  lif'' M'  —  M'C^,  also  auch  SR''=  M"S',  d.  h. 
die  Fusspunkte  der  Normalen  zur  Tafel  aus  den 
Schnittpunkten  einer  Geraden  iSiP'  mit  den  Parallel- 
ebenen liegen  in  einer  Parallelen  durch  S  zu  Q'C^  und 
um  O'C^  von  S  entfernt,  R"  zugleich  in  demselben 
Sinne. 

1)  Parallele  Gerade  haben  denselben  Fluchtpunkt  für  das 
nämliche  D;  alle  Normalen  zur  Tafel  haben  ihren  Fluchtpunkt  im 
Haup1))ankt  C^. 

2)  Demselben  Fluchtpunkt  und  Durchstosspunkt  entsprechen 
bei  Unbestimmtheit  des  Centrums  alle  Strahlen  eines  Bündels;  bei 
welcher  Bewegung  desselben  nur  die  eines  Strahlenbüschels? 
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3)  Alle  Geraden  von  derselben  Länge  /  zwischen  Bild-  und 
Yerschwindungsebene  haben  für  dasselbe  B  gleiche  Tafelneigung  ß 
und  ihre  Fluchtpunkte  liegen  also  in  einem  Neigungskreis. 

4)  Bei  gegebenem  D  bestimme  man  /  und  ß  aus  S  und  Q\ 

5)  Bei  gegebenem  D  bestimme  man  aus  ff\  S  in  demselben  und 
ß  den  Fluchtpunkt  Q'  und  die  Gerade. 

6)  Bei  gegebenem  D  construiere  aus  ff'  und  /  den  Fluchtpunkt 
0'  und  ß  und  aus  n  die  Spur  S  und  die  Gerade.    (Vier  Lösungen.) 

7)  Man  bestimme  bei  gegebenem  D  unter  den  projicierenden 
Linien  der  Punkte  von  g  oder  SQ'  diejenige  von  der  gross ten 
Tafelneigung  und  die  beiden,  welche  eine  gegebene  Tafelneigang 
ß  haben. 

8)  Alle  Geraden,  ftlr  welche  bei  gegebenem  D  die  Strecke  SQ' 
gleiche  Länge  n  hat,  schneiden  die  Yerschwindungsebene  in  Punkten 
B  auf  einem  aus  C  mit  n  als  Halbmesser  beschriebenen  Kreise. 

9)  Man  characterisiere  nach  ihrer  Lage  alle  Geraden  von  ge- 
gebenem Schnittpunkt  M  mit  der  zweiten  Parallelebene  und  ge- 
gebener Bildlänge  SQ'  bei  gegebenem  D  und  construiere  ihre  Bilder. 
Sie  sind  die  Mantellinien  eines  Kegels  aus  M  nach  den  Punkten 
eines  Kreises  vom  Mittelpunkt  C  in  der  Yerschwindungsebene,  der 
die  Bildlänge  zuin  Radius  hat. 

10)  Bei  gegebenem  D  construiere  man  alle  Geraden  von  ge- 
gebenem S  für  gegebenes  /;  und  unter  ihnen  die  für  gegebenes  n. 

4.  Der  Schein  der  unbegrenzten  das  Centrum  nicht  ent- 
haltenden Geraden  bildet  die  ganze  projicierende  Ebene.  Bei 
einer  vollen  Umdrehung  des  projicierenden  Strahles  in  der  pro- 
jicierenden Ebene  Cff  werden  alle  Punkte  von  ff  projiciert  und 
umgekehrt  zu  allen  Punkten  des  Bildes  ff'  die  entsprechenden 
Punkte  des  Originals  ff  bestimmt.  Wir  lassen  ihn  von  S  über 
M  nach  Q  und  in  demselben  Drehungssinne  weiter  gehen  und 
bemerken  die  vier  Hauptlagen  CS,  CM,  CQ,  CR.  Dann 
entsprechen  den  in  demselben  Sinne  auf  einander  folgenden 
Strecken  des  Originals  ff  :  SM,  MQ  oder  Moo,  QR  oder  cx)Ä, 
RS  Punkt  für  Punkt  die  Strecken  S' M'  oder  SM',  M' 0\  Q' R' 
oder  Q'od  und  oo  S  des  Bildes  ff\  Jenen  Strecken  des  Ori- 
ginals^ welche  durch  die  Bildebene ;  die  zweite  Parallelebene, 
das  Unendliche  —  die  unendlich  ferne  Ebene  —  und  die  Yer- 
schwindungsebene von  einander  getrennt  werden,  entsprechen 
die  Strecken  des  Bildes ;  welche  der  Durchstosspunkt^  die  Bild- 
mitte, der  Fluchtpunkt  und  der  unendlich  ferne  Punkt  des- 
selben von  einander  scheiden.  Ein  Punkt  des  Originals  und 
der  entsprechende  Punkt  des  Bildes  liegen  in  entsprechenden 
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Strecken ;  ans  der  Lage  des  einen  kann  auf  die  des  andern  (in 
der  entsprechenden  Strecke)  geschlossen  werden. 

Man  erlangt  die  wirkliche  Bestimmung  dieser  Abhängig- 
keit durch  die  Umlegung  der  Geraden  g  mit  ihrer  pro- 
jicierenden Ebene  Cg  in  die  Bildebene.  Sind  der 
Distanzkreis  D  und  die  Gerade  g  durch  S  und  Q'  also  g'  (Fig.  5) 
gegeben,  so  bestimmt  man  zuerst  die  Lage  ^  oder  <S*  des  mit 
der  projicierenden  Ebene  Cg  in  die  Bildebene  umgelegten  Cen- 
troms  Cj  indem  man  auf  das  Perpendikel  C^H^  welches  vom 
Hauptpunkt  auf  die  Gerade^'  gefallt  ist,  von  H  aus  die  Breite 
h  der  projicierenden  Ebene  Cg  d.  i.  die  Hypotenuse  des  aus 


<¥%  /'gr'v' 

\    !         X 

^:. :^. X. 

CyH  und  ä  als  Katheten  gebildeten  rechtwinkligen  Dreiecks 
abtragt  (§  3.).  Die  ümlegungen  6  und  S*  entsprechen  den 
Drehungen  der  projicierenden  Ebene  um  die  Winkel  a  imd 
(180»  —  a)  respective.  Dann  ist  6jP'(6*£>')  der  zur  Geraden  g 
parallele  projicierende  Strahl  in  der  Umlegung  —  zugleich  die 
Lange  /  der  Geraden  g  —  und  diese  selbst,  {g)  respective  (^)*, 
geht  durch  S  parallel  6^'  respective  ^Q\  Die  von  6(e*) 
nach  der  Bildmitte  M'  und  parallel  zu  g'  gehenden  Strahlen 
bestimmen  die  Punkte  {M)  oder  {M)*  und  {R)  oder  {Rf  in  der 
ümlegimg  {g)  resp.  (g)*. 

Die  wahre  Länge  der  in  A'B'  projicierten  Strecke  und  die 
Projectionen  der  in  {Ä),{B)  gelegenen  Punkte  ergeben  sich  daraus. 
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So  wie  Torher  das  Bild  und  das  Original  der  Geraden  in 
perspectirisdier  Lage  fär  das  Centram  C  waren,  so  wird  es 
nun  Bild  and  Umlegong  der  Geraden  für  die  ümlegang  des 
Centrams  6^  respective  S*. 

Wenn  man  Q^  um  (/  and  S{R)  um  S  am  gleiche  Winkel 
and  bei  anreranderter  I^nge  dreht,  so  bleibt  die  perspecti- 
▼ische  Beziehang  von  Ä B^  za  AB  angeändert  6^,  S{R)  sind 
dabei  immer  (siehe  5.)  Flachtlinie  nnd  Spar  einer  darch  SQ' 
gelegten  Ebene;  fOr  jede  solche  Ebene  können  also  ^6  und 
Si^R)  in  die  Flachtlinie  respective  Spar  übergeführt  werden. 
Man  sagt,  die  Theilangspunkte  6  einer  Geraden  S0  liegen 
in  der  Peripherie  eines  um  Q'  mit  dem  Radius  /  be- 
schriebenen Kreises.     (VergL  §  7.) 

1)  Bei  gegebenen  D,  S  and  ff  bestimme  man  die  Projectionen 
der  Endpunkte  der  von  S  aas  in  g  abgetragenen  Machen  Distanz. 

2)  Aas  denselben  Daten  bestimme  man  die  wahre  Länge  der 
m  A  ff  projiderten  Strecke  von  g\  theile  die  Strecke  Äff  in  k 
gleiche  Theile  und  projiciere  ebenso  eine  der  Arfachen  Distanz  gleiche 
Strecke  in  der  Geraden  g^  welche  den  Yerschwindongspankt  R  zum 
Mittelpankt  hat. 

3)  Man  lOse  Aufgabe  6.  in  §  3.  darch  ümlegang  der  pro- 
jicierenden  Ebene  Cg'  and  erläatere  die  gegenseitige  Lage  der  vier 
entsprechenden  Geradea. 

4)  Man  bestimme  den  normalen  Abstand  der  Geraden  SQ'  vom 
Centram  bei  gegebenem  D. 

5)  Man  soll  eine  durch  ihr  Bild  Äff  gegebene  Strecke  in 
der  Geraden  S(/  wiederholt  abtragen  und  die  Endpunkte  projicieren. 

Weil  Parallelen  zwischen  Parallelen  gleich  sind,  so  ziehe  man 
durch  (/  eine  zweite  Gerade  und  durch  Ä  und  ff  eine  dritte  und 
vierte  mit  dem  gemeinsamen  Fluchtpunkte  0^\  so  dass  diese  in 
jener  die  Schnittpunkte  A^'  und  B{  bestimmen  mit  A^B^^  AB\ 
zieht  man  nun  A{  ff  und  durch  seinen  Fluchtpunkt  d.  h.  seinen 
Schnitt  mit  Qf  Q^'  nach  B^'  so  erhält  man  in  SQ'  den  Punkt  C\ 
so  dass  AB  ^=  BC  ist;  ebenso  aus  B' C  den  Punkt  D\  ftLr  den 
CD  ^^  BC  ^B=  AB^  etc.  Zieht  man  dagegen  durch  den  Fluchtpunkt 
von  Ä By  nach  A^\  so  erhält  man  m  Sff  den  Punkt  B*'  mit  der 
Eelation  AB*  ^=:  BA^  etc. 

6)  Hat  man  auf  einer  zu  SQ'  parallelen  Geraden  die  Auf- 
tragung z.  B.  A^ B^  ^  B^C^=  C^ />!  in  A^\  B(,  C(,  D/  proji- 
ciert,  so  erhält  man  die  Dreitheilung  etc.  der  Sü^cke  a  D'  Yon 
S0\  indem  man  den  Schnitt  von  Ä  A^  und  />'/>,'  als  Fluchtpunkt 
von  Parallelen  durch  By\  C(  benutzt;  dieselben  schneiden  50'  in 
ffC\  so  dass  AB^  BC^CD  ist;  etc. 
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Wenn  die  Halbierung  der  Strecke  AC  von  SQ  laM  gefordert 
ist,  so  bestimmt  man  B^  nach  dem  Satze,  dass  die  Diagonalen 
eines  Parallelogramms  einander  halbieren,  indem  man  durch  A'  und 
C*  die  Geraden  nach  zwei  Fluchtpunkten  0^\  Q.[  in  einer  durch 
(J  gehenden  geraden  Linie  zieht  und  ihre  neuen  Schnittpunkte  A^ 
und  C(  mit  einander  verbindet;  die  Verbindungslinie  schneidet  A' C 
in  Ä'.     (Vergl.  §  16,  3,  13.) 

Man  beachte,  dass  die  Durchstosspunkte  der  Geraden  nicht 
gebraucht  werden;  so  lange  nicht  die  wahre  Grösse  der  betrach- 
teten oder  erhaltenen  Theile  in  Betracht  kommt,  ist  auch  die  Lage 
des  Centrums  d.  h.  der  Distanzkreis  ohne  Einfluss. 

5.  Eine  das  Centram  C  nicht  enthaltende  Ebene 
E  enthält  unendlicli  viele  Gerade  gi^  von  denen  keine  durch 
das  Centrum  geht;  die  Durchstosspunkte  Si  derselben  liegen 
nothwendig  in  der  Schnittlinie  der  Ebene  mit  der  Bildebene 
oder  in  ihrer  Spur  s\  ^^  ^ 

die  Fluchtpunkte  fJi 
derselben  liegen  in  der 
Schnittlinie  der  zur 
EbeneEparallelen  pro- 
jicierenden  Ebene  qC 
mit  der  Bildebene,  die 
wir  die  Fluchtlinie 
q  der  Ebene  £  nennen 
wollen  und  die  also 
z\ir  Spur  «  parallel  geht. 
Eine  Ebene  wird 
durch  ihre  Spur  s 
und  ihre  Fluchtlinie  q  bestimmt  (§  3.).  Man  erhält  sie 
ans  diesen^  indem  man  durch  die  Spur  s  eine  Parallelebene 
znr  projcierenden  Ebene  Cq'  der  Fluchtlinie  legt.  Darnach 
hat  die  Ebene  E  dieselbe  Tafelneigung  a  und  dieselbe  Breite 
zwischen  Bildebene  und  Yerschwiudungsebene  wie  diese  Ebene 
^y'.   (Fig.  6.) 

Die  Punkte  Ri  aller  in  der  Ebene  gelegenen  Geraden  gi 
liegen  in  der  zur  Spur  s  parallelen  Geraden  r,  in  weicher  die 
Ebene  die  Yerschwindungsebene  schneidet ^  oder  in  ihrer  V  er- 
schwindungslinie;  der  Abstand  derselben  vom  Centrum  C 
oder  Yon  der  zu  ihr  und  zu  s  parallelen  Geraden  t  durch 
dasselbe  ist  ebenso  gross  als  die  Breite  des  Parallelstreifens 
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zwischen  Spur  und  Fluchtlinie  oder  ist  die  Bildbreite  der 
Ebene  (§  7.).  Ebenso  ist  die  Breite  zwischen  s  und  r  gleich 
der  Breite  zwischen  q'  und  t  oder  C.  Die  zweite  Parallelebene 
schneidet  die  Ebene  E  in  einer  zur  Spur  parallelen  Geraden  m, 
welche  die  Punkte  M  aller  Geraden  der  Ebene  enthält;  r  und 
m  sind  zwei  zu  s  parallele  und  davon  gleich  entfeirnte  Gerade. 

1)  Ebenen  von  derselben  Stellung  haben  bei  gegebenem  I> 
dieselbe  Fluchtlinie;  sie  begrenzen  eine  Schicht,  die  das  Centrum 
enthält,  wenn  ihre  Fluchtlinie  zwischen  ihren  Spuren  liegt;  etc. 

2)  Ebenen  von  gleicher  Breite  zwischen  Bild-  und  Yerschwin- 
dungsebene  haben  bei  gegebenem  D  dieselbe  Tafelneigung  a  und 
ihre  Fluchtlinien  berühren  somit  denselben  Neigungskreis. 

3)  Die  Geraden  r  in  der '  Verschwindungsebene  ftlr  alle  die 
Ebenen,  welche  bei  gegebenem  D  dieselbe  Breite  des  Parallelstrei- 
fens sg'  besitzen,  berühren  einen  aus  C  mit  dieser  Grösse  als 
Radius  beschriebenen  Ereis. 

4)  Ebenen  von  parallelen  Spuren  und  gleicher  Breite  zwischen 
5  und  q'  haben  für  gegebenes  D  dasselbe  r,  wenn  für  beide  s  und 
q'  in  gleichem  Sinne  einander  folgen.  Wie  liegen  ihre  r  bei  ent- 
gegengesetztem Sinn  dieser  Folge? 

5)  Wodurch  sind  Ebenen  characterisiert,  die  dasselbe  m  haben? 
Wenn  insbesondere  die  Spur  der  ersten  die  Fluchtlinie  der  zweiten 
ist,  so  ist  auch  die  Spur  der  zweiten  die  Fluchtlinie  der  ersten. 

6)  Wie  insbesondere  die  beiden  mit  einerlei  m  und  gleicher 
Tafelneigung  a? 

7)  Ist  eine  Ebene  durch  Spur  und  Tafelneigung  oder  Spur 
und  Bildbreite  sq'  bei  gegebenem  D  unzweideutig  bestimmt? 

pj    7  8)  Der  normale  Abstand 

der  Ebene  vom  Centrum  ist 
die  dem  Winkel  cc  derselben 
gegenüberliegende  Kathete 
in     einem    rechtwinkligen 
~~  '  .^        Dreieck,  welches  die  Breite 
- .     ^\      ihres   Bildes    zur   Hypote- 
L  \    nuse  hat. 

r        /         9)   Wie   bestimmt    man 
r-   /'       ein©     Ebene     durch     ihre 
„V ''         Fluchtlinie  q'  und  ihren  Ab- 
stand e  vom  Centrum  und 
wie   aus   der  Spur  s  und 
demselben  Abstand  bei  ge- 
gebenem B  ?    Man  erkläre 
die  Figur  7,  welche  die  erste  Aufgabe  löst. 

10)  Derselben  Fluchtlinie  und  Spur  entsprechen  bei  Unbe- 
stimmtheit des  Centrums  alle  Ebenen  eines  Büschels. 
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6.  Der  Schein  der  unbegrenzten  das  Centrum  nichtent- 
haltenden  Ebene  bildet  den  ganzen  Raum  (vergl.  §  4.)  und 
das  Bild  der  unbegrenzten  Ebene  E  bedeckt  die  ganze  Bild* 
ebene;  jede  Gerade  g  in  dieser  bildet  eine  Gerade  g  der  Ebene 
E  ab,  deren  Durchstosspunkt  S  in  der  Spur  s  und  deren  Flucht- 
punkt Q  in  der  Fluchtlinie  q  der  Ebene  liegt.  Jeder  Punkt 
Ä  der  Bildebene  ist  Bild  eines  Punktes  A  der  Ebene  £,  der 
der  Schnitt  des  projicierenden  Strahles  CA  mit  dieser  Ebene 
ist  und  der  in  allen  den  Geraden  der  Ebene  gelegen  ist,  deren 
Bilder  sein  Bild  Ä  enthalten;  alle  diese  Geraden  bilden  ein 
Siarahlenbüschel  vom  Scheitel  A  und  der  Ebene  E^  ihre  pro- 
jicierenden Ebenen  bilden  ein  Ebenenbüschel  von  der  Scheitel- 
kante CA  und  ihre  Bilder  d.  i.  die  Spuren  der  Ebenen  dieses 
letztgenannten  Büschels  in  der  Bildebene  ein  Strahlenbüschel 
?om  Scheitel  Ä, 

Durch  die  geraden  Linien  r^  s^  m  (Fig.  6;  S.  13)  und  die 
unendlich  ferne  Gerade  q  der  Ebene  E  wird  dieselbe  invierRe- 
gionen  getheilt^  rs,  sm,  mq  oder  mcx)  und  qr  oder  oor,  wie 
sie  im  Sinne  von  der  Yerschwindungsebene  nach  der  Bildebene 
einander  folgen ;  denselben  entsprechen  die  Regionen  der  Bild- 
ebene,  welche  die  Linien  r  oder  oo';  s,  m  und  q  begrenzen, 
also  oo'sy  8m\  mq'  und  q'oo\  Dieses  erlaubt,  die  Schlüsse  des 
§  5.  von  einer  in  der  Ebene  gelegenen  Geraden  g  auf  diese 
Ebene  selbst  zu  übertragen,  weil  jede  zur  Tafel  parallele  Ge- 
rade in  der  Ebene  ein  zu  s  und  q  paralleles  Bild  hat.  Die 
directe  und  vollständige  Bestimmung  dieser  Abhängigkeit  liefert 
die  Umlegung  der  Ebene  in  die  Tafel  (§  11.). 

1)  Man  verzeichne  die  Strahlen  eines  Büschels  in  der  Ebene 
sq\  dessen  Scheitel  zwischen  s  und  r  liegt. 

2)  Gerade  Linien  in  einer  Ebene,  deren  Bilder  einander  pa- 
rallel sind,  bilden  ein  Strahlenbüschel,  dessen  Scheitel  ein  Punkt 
R  der  Geraden  r  ist.  Nach  Art.  3  bestimmt  man  /^'  und  die  ß 
ond  /  dieser  Geraden.  Die  durch  Jt'  zu  s  gezogene  Parallele  ent- 
b&lt  die  It'  aller  in  der  Ebene  gelegenen  Geraden. 

3)  Man  ziehe  auf  der  Ebene  sq'  bei  gegebenem  D  durch  den 
Punkt  vom  Bilde  Ä  die  Geraden  von  der  Tafelneigung  ß  und  durch 
den  Punkt  vom  Bilde  B'  in  derselben  Ebene  die  zu  ihnen  parallelen. 

Ihre  Fluchtpunkte  liegen  in  den  Durchschnittspunkten  von  q' 
mit  dem  Neigungskreis  ftlr  ß. 

4)  Man  lege  bei  gegebenem  D  durch  eine  bestimmte  Gerade 
^Iß^  die  Ebenen  von  vorgeschriebener  Tafelneigung  er,  insbesondere 

Fiedler,  danteUende  Oeometri«.    I.    3.  Aufl.  2 
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die  Ebene  von  der  kleinsten  Tafelneignng.  Die  Fluchtlinien  der 
Ersten  sind  die  Tangenten  ans  (]f  an  den  Neigungskreis  für  a. 
Für  die  Letzte  geht  der  Neigungskreis  durch  (f , 

5)  Ffir  Gerade,  welche  sich  schneiden,  d.  i.  in  derselben  Ebene 
liegen,  ist  die  Verbindungslinie  ihrer  Durchstosspunkte  S^S^  zu 
derjenigen  ihrer  Fluchtpunkte  0\Q-^  parallel. 

6)  Durch  Punkte  ^j,  A^^  . .  . ,  welche  auf  Geraden  S^  f>,', 
^iQi ^  ...  respectiye  liegen  und  durch  ihre  Bilder  A(^  Ä^^  ...  in 
ihnen  bestimmt  sind,  lege  man  die  parallelen  Geraden  vom  Flucht- 
punkt Q  oder  insbesondere  die  Normalen  zur  Tafel.  » 

6*.  Das  Vorhergehende  zeigt ,  dass  fOr  jedes  im  Endlichen 
und  ausserhalb  der  Bildebene  gelegene  Centrum  C  die  Be- 
stimmung der  Baomelemente  g  und  E  mittelst  ihrer  Spur-  und 
Flucht-Elemente^  d.  h.  ihrer  Schnittpunkte  und  Schnittlinien  mit 
zwei  festen  Ebenen ^  der  Bildebene  8  und  der  unendlich  fernen 
Ebene  Q  erfolgen  kann.  Offenbar  kann  jede  andere  feste  ge- 
gebene Ebene  IT  an  Stelle  der  unendlich  fernen  Q  neben  der 
Bildebene  S  zur  Bestimmung  ebenso  dienen,  sofern  sie  nicht 
durch  das  Gentrum  C  geht;  so  dass  sie  durch  zwei  parallele 
Gerade,  ihre  Spur  u  und  ihre  Fluchtlinie  q',  bestimmt  ist,  wenn 
wir  den  Distanzkreis  D  als  gegeben  voraussetzen.  Jede  gerade 
Linie  g  und  jede  Ebene  £  hat  dann  mit  8  einen  Durchstoss- 
punkt  S  resp.  eine  Spur  $  gemein,  die  mit  ihren  respectiven 
Bildern  S  und  s  zusammenfallen,  und  sie  schneiden  die  Ebene 
U  in  einem  Punkte  U  resp.  einer  Geraden  t/,  welche  durch 
ihre  Bilder  ü'  resp.  ii  allein  vollständig  bestimmt  sind;  die 
Punkte  S  und  ü'  bestimmen  die  Gerade  g^  und  die  Geraden  s 
und  t/',  die  sich  in  einem  Punkte  von  u  begegnen  müssen  (dem 
Schnittpunkt  der  Ebenen  S,  8  und  U),  die  Ebene  S.  Offenbar 
ist  die  zu  s  durch  den  Schnitt  von  u  mit  (\  gezogene  Parallele 
die  Fluchtlinie  q  der  Ebene  S,  und  insofern  £  durch  g^  also  s 
durch  S  und  u  durch  ü'  geht,  ist  auch  der  Schnittpunkt  von 
q  mit  SV*  oder  g*  der  Fluchtpunkt  Q'  von  g  (Fig.  8).  Für 
Gerade  und  Ebenen,  welche  zu  TT  parallel  sind,  fallt  ü'  resp. 
u  in  q'  und  ist  vom  Fluchtpunkt  resp.  der  Fluchtlinie  im 
früheren  Sinne  nicht  verschieden. 

Läge  jedoch  C  m  \5  oder  fiele  u  mit  q'  zusammen,  so 
würde  der  Punkt  ü'  den  Punkt  V  nicht  mehr  bestimmen,  da 
alle  Punkte  der  Geraden  Cü'  dasselbe  V  hätten;  und  ebenso 
fielen  die  Bilder  der  Geraden  u  für  alle  möglichen  Ebenen  £ 
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JD  die  eine  Gerade  uq'  hinein,  d.  h.  die  Bestimmung  oder 
Unterseheidung  der  Geraden  und  Ebenen  mittelst  ihrer  Ele- 
mente ü  resp.  u  besteht  nicht  mehr. 

Das  Gleiche  tritt  bei  der  gewohnlichen  Centralprojection 
für  ein  unendlich  fernes  Centrum  C  ein,  da  dann  dieses  in 
der  zweiten  festen  Ebene  Q  als  der  Ebene  der  unendlich 
fernen  Punkte  liegt;  die  Unterscheidbarkeit  der  Geraden  von 
einerlei  Bild  g'  und  demselben  Durchstosspunkt  S  mittelst  ihrer 
Fluchtelemente  Q'*  ist  hinfällig,  weil  die  Q'  für  alle  im  un* 
endlich  fernen  Punkt  Yon  g'  vereinigt  sind;  etc.     Wenn  aber 

Fig.  8. 


die  Ebenen  8  und  U  im  endliehen  Räume  liegen,  so  bestimmen 
wir  durch  die  Centralprojection  aus  einem  unendlich  fernen 
Centrum  oder  durch  eine  Parallelprojection  die  Geraden  aus 
S  und  ü'  und  die  Ebenen  aus  in  u  sich  schneidenden  s  und 
«';  jedoch  kann  das  Centrum  C  nicht  mehr  durch  den  Distanz- 
beisD  und  U  nicht  mehr  durch  seine  Fluchtlinie  q'  bestimmt 
werden,  sondern  man  wird  'etwa  U  durch  u  und  seinen  Nei- 
gungswinkel 09  zur  Tafel  an  bestimmter  Seite  derselben  und 
die  Lage  des  Centrums  durch  einen  projicierenden  Strahl  yom 
Darchstonpunkt  S  und  dem  Fusspunkt  ü"  der  Tafelnormale 
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aus  seinem  Punkte  in  U  {ü'  liegt  in  S)  angeben.  Für  C  als  die 
Richtung  der  Normalen  zu  8  fallt  dann  ü"  in  S  und  man  er- 
hält Bestimmung  der  ßaumelemente  durch  die  Punkte 
S,  ü'  respective  die  Geraden  s,  u  (welche  sich  in  u  schneiden) 
mittelst  einer  Orthogonalprojection.  Wir  wollen  weiter- 
hin gelegentlich  —  immer  durch  *)  markiert  —  auf  diese  all- 
gemeinere Fassung  der  centralprojectivischen  Bestimmung  be- 
zügliche Anregungen  und  Bemerkungen  einfliessen  lassen. 

Man  soll  die  Gerade  g  oder  SO'  mit  ihrer  projicierenden 
Ebene  Cg  in  die  Tafel  umlegen.     (D  und  u,  q'  gegeben.) 

Wir  legen  C  mit  ^q'  nach  (^  um,  ziehen  durch  den  Schnitt 
von  g  mit  u  eine  Parallele  zu  der  von  6  nach  g\'  gehenden 
Geraden,  um  in  ihr  auf  dem  Strahl  ^ü'  den  Punkt  (^),  die  Um- 
legung  von  ü^  zu  erhalten;  dann  ist  die  Gerade  S{ü)  die  ver- 
langte Umlegung.  Sie  giel3t  den  Verschwindungspunkt  (Jt)^  die 
wahre  Länge  des  Parallelstrahls  S{R)^  den  Winkel  /3,  etc. 

7.  Durch  jede  gerade  Linie  g  oder  SQ'j  die  nicht  selbst 
normal  zur  Tafel  ist,  geht  unter  den  unendlich  vielen  Ebenen 
des   Büschels   (§6),  dessen  Scheitelkaute  sie  ist,  eine  zur 

Tafel  normaleEbene, 
die  Ebene  aller  der  Per- 
pendikel, die  von  den 
Punkten  der  Geraden  auf 
die  Bildebene  gefallt  wer- 
den; man  erhält  ihre 
Fluchtlinie  q  somit  (Fig. 9) 
durch  Verbindung  des 
Fluchtpunktes  Q'  mit  dem 
Hauptpunkte  C^  und  ihre 
Spur  s  als  die  Parallele 
dazu  durch  5.  Bestimmt 
man  dann  die  Tafelnei- 
gung ß  der  Geraden  mit 
Hilfe  der  Distanz  d  als 
ß  gegenüberliegender  und 
Q'C^  als  anliegender  Kathete  (Art.  3,  1)  und  tragt  sie  in  S 
an  5  an,  so  erhält  man  in  dem  neuen  Schenkel  die  Lage  (g), 
welche  die  Gerade  annimmt,  wenn  man  die  durch  sie  gelegte 
JNormalebene  zur  Tafel  mittelst  Drehung  um  ihre  Spur  s  in 
diese  überführt;  und  es  ist  (ß)  parallel  zu  {iQ\    Ist  dann  A' 
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das  Bild  eines  beliebigen  Panktes  der  Geraden,  so  ist  C^A'  das 
Bild  der  dnrch  denselben  gehenden  Normale  zur  Tafel  and  P 
in  ;ilur  Dorchstosspnnkt;  trägt  man  in  jP  einen  rechten  Winkel 
an  s  an,  so  erhält  man  in  seinem  neuen  Schenkel  auf  (ß)  die 
Lage  des  Punktes  {A)  und  in  der  Länge  P{A)  desselben  seine 
normale  Entfernung  von  der  Bildebene  oder  die  Länge  der 
entsprechenden  Tafelnormale  oder  Tafelordinate  y.    Weil 

A{Ä)PSnuAQ.C^O'  und  APSÄ  <^  AC^Q' A\ 
so  folgt  (A)P:  {§.C^^yiä  =  PS'.  C^Q'  =  SA' :  Q'A'-, 
d.  h.  die  Tafelordinate  eines  Punktes  verhält  sich  zur 
Distanz  wie  der  Abstand  seines  Bildes  vom  Durch- 
stosspunkt  einer  ihn  enthaltenden  Geraden  zum 
Abstand  vom  Fluchtpunkt  derselben.  Und  überdiess, 
wenn  y  und  d  von  der  Bildebene  aus  in  demselben  Sinne  ge- 
zählt sind,  d.  h.  wenn  der  betrachtete  Punkt  mit  dem  Centrum 
auf  derselben  Seite  der  Bildebene  liegt,  so  verlaufen  auch  SA' 
und  Q'A'  in  demselben  Sinne,  d.  h.  A'  theilt  die  Strecke  SQ' 
als  ein  äusserer  Theilpunkt  im  dem  Yerhältniss  y  :  d\ 
wenn  dagegen  y  und  d  von  der  Bildebene  aus  in  entgegen- 
gesetztem Sinne  gehen,  oder  wenn  der  betrachtete  Punkt  auf 
der  dem  Centrum  entgegengesetzten  Seite  der  Bildebene  liegt, 
so  verlaufen  SA'  und  Q'A'  in  entgegengesetztem  Sinne,  und 
A'  theilt  die  Strecke  5 £>'  als  ein  innerer  Theilpunkt  nach 
dem  Yerhältniss  y  :  d.  (Vergl.  §  4.)  Legen  wir  dem  Theil- 
verhältniss  des  Punktes  A'  in  der  Strecke  SQ'  das 
Vorzeichen  bei,  welches  ihm  als  Quotienten  von  zwei  im 
gleichen  oder  im  entgegengesetzten  Sinne  gezählten  Strecken 
zakommt,  also  dem  des  äusseren  Theilpunktes  das  positive, 
dem  des  innern  das  negative  Zeichen,  so  entspricht  diess  der 
Auffassung  der  Tafelordinaten  als  im  einen  und  im  andern  Sinne 
gezählt,  als  positiv  oder  negativ,  je  nachdem  sie  zu  Punkten 
auf  der  Seite  des  Centrums  oder  auf  der  entgegengesetzten 
Seite  der  Bildebene  gehören.  Vor  den  Anwendungen  unter 
den  Beispielen  wollen  wir  dieses  Gesetz  zur  elementaren  Be- 
gründung der  Verwendung  des  Theilungspunktes  ge- 
brauchen, die  in  §  4  bemerkt  wurde.  Man  denke  durch  das 
S  und  Q'  einer  Geraden  von  bekanntem  /  oder  CQ'  zwei  be- 
liebige Parallelen  s  und  q'  gezogen  und  auf  q'  von  Q'  aus  die 
Länge  /als  Q'T  abgetragen,  so  erhält  man  durch  die  Strahlen 
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TA'  in  s  die  wahren  Langen  SA  abgeschnitten.  Denn  für  t/ 
als  die  Tafelordinate  von  A  und  ß  als  Tafelneigung  der  Ge- 
raden ist  SA  .  sin  ß  =  y  und  da  auch  Q'  T  .  sin  ß  ^==*  d  ist,  so 
folgt  die  Construction  aus  dem  Gesetz  der  Tafelordinaten: 

y:d  =  SA:  Q'T^SA'  i  Q'A\ 

Da  durch  jede  Oerade  eine  Ebene  geht,  deren  Winkel  a  mit 
ihrem  Winkel  ß  übereinstimmt  (§  6,  Beisp.  4),  so  dass  ihr 
Q'  der  Fusspunkt  ff  der  Normale  vom  Hauptpunkt  C^  auf  die 
Fluchtlinie  ^' derselben  ist,  oder  der  Hauptfluchtpunkt  der 
Ebene,  so  kommen  ihr  auch  (in  der  Entfernung  /  oder  ffC 
von  ihm  auf  dieser  Fluchtlinie  oder  in  dem  za  Q'C^  normalen 
Durchmesser  ihres  Theilungskreises)  zwei  Haupttheilungs- 
punkte  zu.  Für  die  Normalen  zur  Tafel  ist  der  Distanzkreis 
der  Ort  der  Theilungspunkte  und  die  Enden  seiner  Durchmesser 
nennt  man  die  Distauzpunkte  der  Normalebenen  zur  Tafel, 
welchen  jene  als  Fluchtlinien  angehören,  ßei  yerticaler  Tafel 
nennt  man  den  horizontalen  Durchmesser  speciell  den  Hori- 
zont und  die  in  ihm  gelegenen  Theilungspunkte  der  Tafel- 
normalen die  Distanzpunkte  par  excellence. 

*)  Wenn  in  der  Centralprojection  des  Art.  6*)  (7j ,  u  und 
q'  gegeben  sind ,  so  sind  das  s  und  u  einer  zur  Tafel  normalen 
Ebene  durch  die  Beziehung  verbunden,  dass  die  vom  Haupt- 
punkt C^  nach  dem  Schnittpunkt  von  u  mit  q'  gehende  Gerade 
zu  s  parallel  ist;  denn  sie  ist  die  Fluchtlinie  der  Normalebene. 
Diese  Relation  lässt  ebensowohl  u  aus  s  als  s  aus  u  bestimmen. 
Ihre  zweimalige  Anwendung  liefert  auch  für  eine  Normale  zur 
Tafel  das  ü'  aus  dem  S  und  das  S  aus  dem  ü'.  Auch  hier 
wird  nur  der  Hauptpunkt  und  nicht  der  Distanzkreis  selbst 
gebraucht.  Für  die  Umlegung  der  Normalebene  ist  dem  Texte 
nichts  Neues  hinzuzufügen. 

1)  Man  erläutere  Au%abe  5.  des  §  6  von  dem  entwickelten 
Gesetze  aus. 

2)  Man  conatmiere  bei  gegebenem  D  die  Bilder  der  Punkte 
Pi  einer  gegebenen  Geraden  SQ'  aus  den  nach  Grösse  und  Sinn 
bekannten  Tafelordinaten  t/i  derselben;  ebenso  die  Bilder  der  zur 
Tafel  parallelen  Geraden  Pi^  in  welchen  die  Punkte  einer  gegebenen 
Ebene  von  vorgeschriebenen  Tafelabständen  yt  liegen. 

3)  Wenn  von  einem  Polyeder  die  Orthogonalprojection  auf  die 
Tafel  und  die  Entfernungen  yi  seiner  Ecken  Ei'yon  der  Tafel  gegeben 
sind,  so  soll  seine  Centralprojection  daraus  abgeleitet  werden. 
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4)  Man  bestimme  die  Centralprojection  eines  Polyeders  {Ote- 
bfiade,  etc.)  bei  gegebenem  Distanzkreis  aus  der  Orthogonalprojectipn 
auf  die  verticale  Tafel  und  einer  Horizontalprojection ;  z.  B.  das  Bild 
eines  Würfels,  dessen  eine  Ecke  in  der  Tafel  und  dessen  ent- 
sprechende Diagonale  normal  zur  Tafel  ist.  Mkn  benutze  dafür 
den  Endpunkt  des  horizontalen  Durchmessers  im  Distanzkreis  oder 
den  Distanzpunkt. 

5)  Man  erläutere  die  unendlich  ferne  Lage  der  Bilder  der  in 
der  Yerschwindungsebene  gelegenen  Punkte  mittels  desselben  Ge- 
setzes.   (TheilverhSltniss  -f-  ^0 

6)  Man  ziehe  durch  den  Punkt  P  von  der  Tafelordinate  y  in  der 
Geraden  SQ'  eine  Gerade  von  gegebenem  Durchstoss-  oder  Flucht- 
punkt 

7)  Man  zeige,  dass  in  der  Figur  dieses  §  die  Punkte  (S,  A' 
und  (A)  in  einer  geraden  Linie  liegen  müssen  und  gebe  die  Lage 
an,  in  welche  die  Gerade  r  der  Normalebene  in  der  ümlegung 
gelangt  (vergl.  §  9.),  bestimme  auch  R"  (§  3.)  und  {B)  von  ff. 

8)  Man  theile  die  Strecke  AB  in  SQ'  in  n  gleiche  Ilieile  nach 
dem  Gesetz  der  Tafelordinaten. 

(7.)  Sowie  das  Projections-Centrum  C  durch  den  Distanz- 
kreis D  bestimmt  wird;  so  kann  auch  jeder  andere  Punkt  des 
Ranmes  durch  den  Ereis  bestimmt  werden,  der  um  den  Fuss- 
pnnkt  der  von  ihm  ausgehenden  Normale  zur  Tafel  in  dieser 
mit  der  Lange  der  Normale  als  Radius  beschrieben  wird ,  wenn 
man  diesem  den  positiven  oder  Drehungssinn  des  Ohrzeigers 
beilegt  9  falls  der  Punkt  auf  derselben  Seite  der  Tafel  mit  dem 
Centrum y  und  den  entgegengesetzten  Sinn,  falls  derselbe  auf 
der  dem  Gentrum  entgegengesetzten  Seite  liegt  —  was  also 
dqrch  eine  Pfeilspitze  in  der  Ereisperipherie  markiert  werden 
kann.  Diese  Bestimmung  kann  mit  Vortheil  als  Abbildung 
der  Punkte  des  Raumes  durch  die  Ereise  der  Ebene 
benutzt  werden*,  wir  sprechen  dann  vom  Bildkreis  des 
Punktes  nnd  vom  Originalpunkt  des  Ereises  und  von 
der  Methode  der  Cyklographie.  Die  Abbildung  der  Punkte 
einer  geraden  Linie  g  oder  SQ'  durch  ihre  Bildkreise  lässt 
sich  an  Fig.  9  leicht  anschliessen.  Die  Spur  s  der  durch  sie 
gehenden  Normalebene  zur  Tafel  d.  h.  die  Parallele  durch  S 
zur  Geraden  C^0'  ist  der  Ort  ihrer  Mittelpunkte ;  insbesondere 
entspricht  dem  Punkte  A'  der  Mittelpunkt  P  und  der  Radius 
P[A)y  dem  Punkte  S  er  selbst  als  Ereis  vom  Radius  Null  und 
der  vierten  Ecke  des  Parallelogramms  aus  C^O'S{B"  des  §3) 
als  Mittelpunkt  ein  Ereis  vom  Radius  d.    Für  einen  Punkt  B 
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der  Geraden  auf  der  dem  Centrum  entgegengesetzten  Seite  der 
Tafel  d.  i.  mit  einem  Bilde  B'  zwischen  S  und  Q',  erhält  man 
Mittelpunkt  und  Radius  des  Bildkreises  wie  vorher  und  hat 
demselben  nur  den  negativen  Drehungssinn  beizulegen.  Alle 
diese  Kreise  haben  S  zum  gemeinsamen  Aehnlichkeitspunkt 
und  zwar  die  von  zwei  Punkten  auf  einerlei  Seite  der  Tafel 
zum  äussern  oder  direkten^  die  von  zwei  Punkten  auf  ent- 
gegengesetzten  Seiten  derselben  zum  Innern  oder  inversen 
Aehnlichkeitspunkt,  wie  man  sieht.  Für  Q'  ausserhalb  des 
Distanzkreises  oder  ß  <  45^  liegt  der  Aehnlichkeitspunkt  ausser- 
halb aller  Bildkreise  und  unter  den  durch  ihn  gehenden  Ge- 
raden oder  Aehnlichkeitsstrahlen  sind  zwei  gemeinsame  Tan- 
genten derselben.  Für  (Jf  im  Distanzkreis  oder  jj  =  45®  berühren 
sich  alle  Bildkreise  im  Aehnlichkeitspunkt  S  und  für  ß  >  45^ 
umschliessen  sie  denselben;  ß  =  90®  oder  Q'  in  Cy^  liefert  die 
concentrischen  Kreise  um  S,  Parallele  Gerade  werden  durch 
gleiche  und  parallele  lineare  Kreisreihen  dargestellt.  Jede 
solche  Reihe  ist  durch  einen  Kreis  und  den  Aehnlichkeitspunkt 
bestimmt;  wir  bezeichnen  cotan  ß  als  ihren  Modul. 

Zwei  Kreise  in  der  Tafel  bestimmen  zwei  Gerade  und 
zwei  lineare  Kreisreihen,  je  nachdem  man  ihnen  einerlei  oder 
entgegengesetzten  Drehungssinn  beilegt,  also  respective  mit  dem 
äussern  oder  innern  Aehnlichkeitspunkt  als  Null- 
kreis. 

Die  Bildkreise  der  Punkte  einer  Ebene  bilden  ein  System, 
das  wir  ein  planares  nennen  wollen;  die  Spur  5  und  die  ge- 
rade Linie  r'\  die  Spur  der  Normalebene  zur  Tafel  durch  die 
Verschwindungslinie  der  Ebene  (§  5,  §  6,  2),  bestimmen  das 
planare  Kreissystem  bei  gegebener  Distanz;  auch  durch  die 
Spur  und  einen  seiner  Kreise  ist  es  bestimmt;  es  enthält  alle 
die  linearen  Kreisreihen,  die  durch  einen  Punkt  S  der  Spur  s 
als  Aehnlichkeitspunkt  und  einen  Kreis  vom  Radius  d  aus 
einem  Punkte  von  r"  bestimmt  werden.  Den  Falllinien  der 
Ebene  zur  Tafel  entsprechen  die  linearen  Reihen  mit  dem 
kleinsten  Modul;  ist  ihre  Tafelneigung  et  gleich  45®,  so  sind 
dieselben  •  berührend  im  Durchstosspunkt;  für  a  >  45®  giebt  es 
zwei  Systeme  paralleler  Geraden  mit  ß  =»  45®  in  der  Ebene 
und  die  Kreise  des  Systems  ordnen  sich  in  zwei  Schaaren  von 
berührenden  Uuearen  Reihen;  a  ^s  90®  liefert  alle  Kreise,  deren 
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Gentra  in  einer  Geraden  liegen.  Irgend  zwei  Kreise  des  Systems 
haben  einen  Aehnlichkeitspnnkt  im  Durchschnitt  ihrer  Cen- 
trale mit  der  Spnr  oder  die  Spur  ist  für  alle  Kreise  des  Systems 
ein  gemeinsamer  Aehnlichkeitsstrahl,  man  nennt  sie  ihre 
Aehnlichkeitsaxe;  sie  schneidet  für  a  >  45^  alle  Kreise 
des  Systems  unter  demselben  Winkel  <5y  und  für  r  als  Radius 
eines  derselben,  dessen  Mittelpunkt  den  Abstand  e  Ton  seiner 
Spur  hat,  ist  cotan  a  «»  cos  tf  ^  weil  beide  gleich  x  :  r  sind. 
Die  Kreise  des  planaren  Systems  schneiden  seine 
Aehnlichkeitsaxe  unter  Winkeln  von  einerlei  Cosi- 
nus, der  der  cotangente  der  Tafelneigung  der  Ebene 
gleich  ist;  wir  nennen  diesen  Zahlwerth  den  Modul  des 
planaren  Systems. 

Drei  beliebige  Kreise  bestimmen  das  planare  System  ein- 
deutig unter  Fortsetzung  ihres  Drehungssinnes;  sie  bestimmen 
vier  planare  Systeme  im  Falle  der  Unbestimmtheit  desselben, 
weil  den  ersten  Kreis  als  Bildkreis  eines  Punktes  1  im  Raum 
gedacht  der  zweite  und  dritte  je  zwei  Punkte  2,  2*  und  3,  3* 
respectiye  liefern  und  diese  die  vier  Ebenen  1  2  3",  123*,  1  2*  3 
und  1  2*  3^  bestimmen;  ihre  Spuren  sind  die  vier  Aehniich- 
keitsaxen  der  drei  Kreise.  Die  Gonstruction  der  Auf- 
gaben über  den  Schnitt  von  Ebenen  unter  einander  zu  zweien 
oder  zu  dreien ,  und  von  Ebene  und  gerader  Linie  liefert  damit 
die  Auflösung  yon  Problemen  über  Kreise  mittelst  Angaben 
aber  Aehnlichkeitspunkte ,  Aehnlichkeitsaxen  und  Moduln  der- 
selben ;  bei  ihrer  Lösung  wird  man  einen  der  gegebenen  Kreise 
zum  Distaazkreis  machen. 

Wir  fügen  noch  hinzu,  dass  die  Kreise  in  der  Tafel, 
welche  einen  gegebenen  Kreis  berühren,  die  Bildkreise  der 
Punkte  eines  gleichseitigen  oder  durch  Drehung  eines  4ö® 
Winkels  um  den  einen  Schenkel  erzeugten  Rotationskegels 
(oder  Yon  zwei  in  Bezug  auf  die  Tafel  zu  einander  symmetrischen 
Kegeln  dieser  Art)  über  diesem  Kreise  sind;  denn  die  geraden 
Linien  von  den  Punkten  in  der  Peripherie  dieses  Kreises  nach 
den  durch  ihn  abgebildeten  Raumpunkten  sind  unter  45^  zur 
Tafel  geneigt  und  die  zugehörigen  linearen  Kreisreihen  daher 
berührend  im  Durchstosspunkt.^  Dabei  ist  die  Berührung  aus- 
Bchliessend  zwischen  dem  Orundkreise  und  den  Bildkreisen  der 
auf  der  entgegengesetzten  Seite  der  Tafel  mit  seinem  Original- 
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punkte  (der  Kegelspiize)  übenden  Punkte  und  omschliessend 
für  die  auf  derselben  Seite  liegenden  Punkte  einer  Mantellinie. 

Hat  der  Gmndkreis  den  Radius  Null,  so  erhalt  man  die 
Gesammtheit  der  durch  ihn  gehenden  Kreise  der  Ebene  als 
das  System  der  Bildkreise  des  gleichseitigen  Botationskegels 
mit  zur  Tafel  normaler  Axe,  der  ihn  zur  Spitze  hat. 

Damit  gehen  die  Bestimmungen  Yon  Kreisen  einer  linearen 
Reihe,  welche  einen  gegebenen  Punkt  enthalten  oder  einen 
gegebenen  Kreis  berühren,  fiber  in  die  Gonstruction  der  Schnitt- 
punkte zwischen  einer  geraden  Linie  und  einem  K^el  jener 
Art  mit  dem  Punkt  als  Spitze,  oder  den  zwei  K^^ln  derselben 
Art  mit  dem  Kreis  als  Basis. 

Wir  kommen  weiterhin  auf  diese  Methode  und  ihre  An- 
wendungen zurück  —  immer  unter  dem  Zeichen  ('). 

8.  Scheinbar  unzugänglich  den  vorigen  Bestimmungs- 
weisen  sind  die  Geraden  und  Ebenen,  welche  der  Bild- 
ebene parallel  liegen,  weil  ihre  Durchstoss-  und  Flucht- 
punkte, Spuren  und  Fluchtlinien  unendlich  entfernt  liegen. 
Aber  eine  zur  Bildebene  parallele  Gerade  ist  durch  ihr  Bild 
und  einen  in  ihr  gelegenen  Punkt  oder  eine  durch  sie  gehende 
Ebene  bestimmt;  diese  beiden  Bestimmangsarten  kommen  über- 
diess  auf  einander  zurück.  Eine  zur  Bildebene  parallele  Ebene 
ist  durch  einen  ihrer  Punkte  und  ein  solcher  durch  eine  ihn 
enthaltende  Gerade  bestimmt,  welche  die  Bildebene  schneidet. 
Endlich  sind  insbesondere  die  Punkte  B  und  Geraden  r 
der  Verschwindungsebene  als  Punkte  bekannter  Geraden 
und  als  Linien  in  bekannten  Ebenen  schon  bestimmt  worden; 
die  Angabe  ihrer  Lage  in  der  Verschwindungsebene  gegen  das 
Centrum  genügt,  um  solche  sie  enthaltende  Gerade,  respective 
Ebenen  zu  verzeichnen  (§3.;  §  5.,  3,  4).  Damit  schliessen 
sich  dann  auch  diese  speciellen  Falle  der  Verwendung  in  den 
jetzt  losbaren  Aufgaben  über  die  gegenseitige  Lage 
von  Punkten,  Ebenen  und  Geraden  an. 

*)  In  der  allgemeinen  Centralprojection  des  §  6*  sind  die  Pa- 
rallelen zur  Tafel  durch  unendlich  ferne  S  resp.  s  ausgezeichnet, 
aber  durch  ihre  U'  und  g'  resp.  ihre  u  bestimmt.  Ebenen  durch 
die  Gerade  u  haben  aber  vereinigte  s  und  u  und  werden  durch 
ihren  Schnittpunkt  mit  irgend  einer  Geraden  SU'  bestimmt; 
gerade  Linien  in  solchen  Ebenen  sind  durch  ihr  Bild  (mit  yer- 
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einigtem  S  und  O')  und  ihren  Schnitt  mit  einer  Geraden  be- 
stimmt, welche  u  nicht  schneidet.  Auch  für  die  der  Ebene 
angehorigen  Elemente  genügt  diess. 

1)  Man  ziehe  and  bestimme  die  gerade  Linie  SQ'  zwischen 
zwei  Punkten  A  und  B^  die  durch  ihre  Bilder  A\  B'  in  den  Ge- 
raden 5]^/,  S^Q^  gegeben  sind;  speciell  die  Parallele  durch  A 
auf  S^Q^'  zu  S2Q2]  ebenso  die  Gerade  von  ^  auf  S^Q^'  nach  dem 
Yerschwindungspunkt  ^2  "^^^  '^7  0%*  Man  bestimmt  die  Ebene  von 
A  nach  5}  Q^  mittelst  einer  Hüfslinie  durch  A^  die  mit  dieser  den 
Fluchtpunkt  oder  den  Durchstosspunkt  gemein  bat  und  deren  Durch- 
stoss-  resp.  Flucht-Punkt  man  erhält. 

2)  Durch  zwei  auf  verschiedenen  Geraden  gegebene  Punkte 
ziehe  man  die  geraden  Linien ,  welche  mit  einer  dritten  gegebenen 
Geraden  sich  in  der  Versch windungsebene  schneiden.  Wann  fallen 
sie  in  eine  zusammen? 

3)  Man  bestimme  die  Spur  und  Fluchtlinie  der  Ebene  durch 
drei  Punkte  A^  B,  C^  welche  durch  ihre  Bilder  auf  den  Geraden 
^1  Oi\  S2  O^t  ^3  Qz  gegeben  sind  —  durch  zweimalige  Anwendung 
von  1). 

4)  Man  verzeichne  die  durch  zwei  Punkte  A^  B  parallel  einer 
geraden  Linie  g  und  die  durch  einen  Punkt  A  parallel  zu  zwei 
geraden  Linien  g^  h  gehende  Ebene;  oder  die  Ebene  durch  eine 
Gerade  g  parallel  einer  andern  Geraden  k  und  die  durch  einen  Punkt 
A  parallel  einer  gegebenen  Ebene  E. 

5)  Man  construiere  die  Schnittlinie  von  zwei  Ebenen  und  den 
Schnittpunkt  von  drei  Ebenen;  insbesondere  die  Schnittlinie  von 
zwei  Ebenen  mit  parallelen  Spuren  —  diess  durch  eine  Hilfsebene, 
die  einen  Punkt  derselben  liefert. 

6)  Man  bestimme  den  Schnittpunkt  von  zwei  geraden  Linien 
Sy  {>/,  ^2  Q2  mit  sich  deckenden  Bildern  —  als  Schnittpunkt  mit 
der  Schnittlinie  von  zwei  sie  enthaltenden  Ebenen. 

Wenn  S^  auf  Q^  und  S^  auf  Q^  fallen ,  so  liegt  der  Schnitt- 
punkt beider  Geraden  in  der  zweiten  Parallelebene  und  projiciert 
sich  in  der  Mitte  von  SQ'. 

7)  Man  bestimme  den  Durchschnittspunkt  einer  Geraden  SQ' 
mit  einer  Ebene  sq'  —  als  in  ihrer  Schnittlinie  mit  einer  Hilfs- 
ebene durch  SQ'  gelegen. 

8)  Man  construiere  die  durch  den  Punkt  A'  auf  S^  Q(  gehende 
Gerade   SQ\  welche  zwei   andere   gegebene  Gerade  S^Q^^   ^^Q^ 
schneidet,  die  nicht  in  einer  Ebene  liegen^  insbesondere  die  Trans- 
versale von  zwei  Geraden  in  vorgeschriebener  Richtung. 

9)  Man  ziehe  die  möglichen  parallelen  Greraden  durch  gegebene 
Punkte  in  zwei  gegebenen  nicht  parallelen  Ebenen  —  natürlich 
parallel  ihrer  Schnittlinie. 

Die  speciellen  Lagen  von  Punkten  [und  Geraden  in  der  Ver- 
schwindungsebene  oder  von  Geraden  und  Ebenen  parallel  zur  Tafel 


28  I.  Methodenlehre:  A)  Centralprojection.    9. 

sind  hier  überall  einzuführen ;  so  ist  z.  B.  zu  bestimmen  die  Ebene 
durch  den  Yerschwindungspunkt  R  einer  Geraden  nach  einer  andern 
Geraden,  respective  parallel  einer  gegebenen  Ebene;  die  Ebene 
durch  einen  Punkt  A  in  SQ'  nach  der  Verschwind ungslinie  r  der 
Ebene  sq'  \  oder  durch  einen  Punkt  nach  den  Yerschwindungspunkten 
zweier  Geraden;  etc. 

10)  Zu  drei  sich  kreuzenden  Geraden  5,  £),',  5*2  Q^-i  S^  Q^  dad 
Parallelepiped  darzustellen,  dessen  Kanten  sie  sind  (mittelst  der 
Ebenen  12,  13;  23,  21;  31,  32  d.h.  durch  1  parallel  2,  darch 
1  parallel  3,  etc.).  Insbesondere  wenn  eine  oder  zwei  dieser  Ge- 
raden der  Bildebene  parallel  sind;  wenn  eine  projicierend  ist;  wenn 
eine  in  der  Verschwindungsebene  liegt. 

11)  Ein  Parallelepiped  als  der  zu  drei  Schichten  (§  5,  l) 
gemeinsame  Baum  wird  immer  durch  drei  Paare  paralleler  Ebenen 
bestimmt.  Die  Darstellung  seiner  Kanten  und  Ecken  bietet  daher 
vier  verschiedene  Typen  dar,  je  nachdem  das  Centrum  der  Projec- 
tion  sich  a)  in  keiner  Schicht  befindet  oder  b)  in  einer,  c)  in 
zwei  Schichten  oder  d)  in  allen  drei  Schichten,  d.  h.  im  Innern 
des  Parallelepipeds.  Das  erste  ist  gegenüber  einem  bestimmten 
Parallelepiped  auf  acht,  das  zweite  auf  sechs,  das  dritte  auf  zwölf 
und  das  vierte  auf  eine  Art  möglich;  das  Centrum  liegt  respec- 
tive in  einer  der  acht  Scheitelecken  seiner  Ecken,  in  einem  der 
sechs  nach  a^issen  offenen  parallelepipedischen  Bäume  über  seinen 
Flächen,  in  einem  der  zwölf  Scheitelwinkelräume  seiner  Flächen- 
winkel an  den  Kanten,  und  in  seinem  Inneren.  Der  Gesammtraum 
wird  durch  die  drei  Paare  paralleler  Ebenen  in  diese  27  Theile  zerlegt. 

Man  zeichne  die  drei  typischen  Bilder  eines  Parallelepipeds 
nach  den  Fällen  a),  b)  und  c)  und  die  den  üebergangsföUen  ent- 
sprechenden, wo  das  Centrum  in  einer  Fläche  oder  in  der  Ebene 
von  drei  oder  vier  Ecken,  in  der  Geraden  zwischen  zwei  Ecken  oder 
in  einer  Kante  oder  in  einer  Ecke  des  Parallelepipeds  gelegen  ist; 
und  wo  eine  Ecke  oder  zwei  Ecken,  eine  Kante,  drei  oder  vier  Ecken, 
eine  Fläche  in  der  Verschwindungsebene  liegen.    (Vergl.  §  14,  4.) 

12)  Von  vier  durch  einen  Punkt  gehenden  Ebenen  kennt  man 
die  Fluchtlinien  $/,  . .  q^  und  von  dreien  derselben  die  Spuren  5,, 
^2)  ^3*  Man  lege  durch  den  Schnittpunkt  von  s^  und  ^2  die  drei 
Ebenen,  welche  aus  denselben  Paare  von  Parallelen  schneiden.  Es 
ist  offenbar,  dass  dieselben  die  geraden  Linien  q(q{^  üz  Q\]  Q^Qzt 
Q\  Qi\  Q\Q%i  Q2  ^A    ^^  ihren  Fluchtlinien  haben. 

9.  Wenn  S^Q{  und  S2O2  in  Fig.  10  zwei  gerade 
Linien  sind;  die  sich  im  Punkte  P  vom  Bilde  P'  schneiden 
und  also  sq'  ihre  Ebene  ist,  so  ist  der  von  ihnen  gebildete 
Winkel  bei  P  dem  Winkel  der  ihnen  respective  parallelen 
projicier enden  Strahlen  CQ^y  CO2  ^^  Oentrum  C  gleich.  Dieser 
aber  kann   bei  gegebenem  D  durch  die  Umlegung  der  proji* 
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cierenden  Ebene  Cq'  in  wahrer  Grosse  gefunden  werden;  nach 
§  4.  ist  6  das  umgelegte  Centrum  und  damit  {>/  6  O2  der  ge- 
sachte Winkel.  Die  zweite  Lage  des  umgelegten  Oentrums  (S* 
giebt  den  nämlichen  Winkel. 

Wir  bemerken  sodann,  dass  die  Winkel  der  parallelen 
Projicierenden  SC>|',  6P2'  ^^^  ^'^^  Fluchtlinie  q'  den  Winkeln 
der  Geraden  ^„  g^  selbst  mit  der  Spur  s  gleich  sind,  und  dass 
die  Punkte  S^^  S^  bei  der  Umlegung  der  Ebene  in  die  Tafel 

Fig.  10. 
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an  ihrem  Orte  bleiben;  und  schliessen,  dass  die  Parallelen  zu 
6P/  aus  5,  y  und  zu  6  Q^  aus  S^  respective  die  mit  der  Ebene 
'9'  in  die  Tafel  umgelegten  Geraden  g^  und  g^  d.  i.  (^,)  und 
(^2)  sind  und  dass  ihr  Schnittpunkt  {P)  die  Umlegung  des 
Punktes  P  repräsentiert.  Denken  wir  endlich  unter  den  Ge- 
raden der  Ebene  sq\  welche  durch  P  gehen,  diejenige,  deren 
Bild  das  umgelegte  Ceutrum  6  enthält,  so  folgt  aus  der  Lage 
ilires  Durchstoss-  und  Fluchtpunktes,  dass  ihre  Umlegung  mit 
dem  Bilde  selbst  zusammenföllt  und  dass  somit  die  Punkte  P' 
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und  {P)  immer  in  einer  geraden  Linie  ans  dem  umgeleg^n 
Centrum  6  liegen  müssen. 

Wir  bemerken,  dass  die  Aniragimg  des  gegebenen  Win- 
kels ^  in  P  an  die  Gerade  5,  Qi  mittelst  der  Bestimmang  von 
Q^'  durch  Antragung  desselben  Winkels  in  (S  an  (>/(S  dar- 
gestellt würde. 

Zieht  man  weiter  durch  das  umgelegte  Centrum  @  Pa- 
rallelen zu  den  Projectionen  ffy",  g^  respective  bis  zum  Durch- 
schnitt mit  den  Umlegungen  (^,),  (^2)7  ^^  erhalt  man  in  {R^j 
{R2)  ^^^  Umlegungen  der  Punkte  dieser  Geraden  in  der  Ver- 
seh  windungsebene  (tlg.  4,  5.  §  3.,  4.),  welche  in  der  zu  s 
parallelen  Geraden  r  der  Ebene  ^1^2  ^'  ^*  ^^  ihrer  Umlegnng 
(r)  liegen  müssen. 

Da  die  Entfernung  von  Q,  bis  r  dem  Abstand  der  Paral- 
lelen q '  und  &  gleich  ist,  so  ist  das  (r)  von  sq  bestimmt,  wenn 
das  umgelegte  Centrum  6  bestimmt  ist.  Die  Mitte  auf  einer 
Geraden  durch  (S  zwischen  (S  und  s  ist  auch  die  Mitte  ihres 
Segments  zwischen  q'  und  r. 

Auf  der  andern  Seite  von  s  ebensoweit  entfernt  davon 
wie  (r)  liegt  {jn)^  die  Umlegung  der  Schnittlinie  der  Ebene  mit 
der  hinteren  Parallelebene,  mit  den  Umlegungen  von  M^  und  M^. 

Offenbar  sind  (S  und  €*  die  Schnittpunkte  der  Theilungs- 
kreise  (§  7.)  tler  beiden  Geraden  S^Q(  und  S^0^\  und  die 
Theilungskreise  aller  in  der  Ebene  sq'  gelegenen  Geraden  gehen 
durch  sie  hindurch.  Man  sagt:  Die  Theilungskreise  der  Ge- 
raden einer  Ebene  —  allgemeiner  der  Geraden  deren  Rich- 
tungen einer  und  derselben  Stellung  angehören  —  bilden  ein 
Kreisbüschel  mit  reellen  Grundpunkten. 

1)  Der  Winkel  von  zwei  Geraden,  die  nicht  in  einer  Ebene 
liegen,  wird  durch  ihre  projicierenden  Parallelstrahlen  ebenso  be- 
stimmt wie  der  ebene  Winkel. 

2)  Welchen  Winkel  bildet  eine  beliebig  gegebene  Gerade  mit 
den  Normalen  zur  Bildebene?  Welchen  mit  einer  beliebigen  Ge- 
raden in  der  Bildebene?  Mit  welchen  Geraden  in  ihr  den  grdssten 
und  mit  welchen  den  kleinsten? 

3)  Man  verzeichne  in  der  Ebene  sq  um  einen  gegebenen 
Punkt  derselben  als  Mittelpunkt  einen  Rhombus,  von  welchem  zwei 
Gegenseiten  die  Tafelneigung  30®  haben  und  theile  die  ganze  Ebene 
von  ihm  aus  in  gleiche  Rhomben  —  mit  oder  ohne  Bestimmung 
der  wahren  Gestalt  derselben. 
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4)  Man  soll  die  Ebene  sq'  von  gegebener  Strecke  Äß'  aus  als 
erster  Seite  in  gleiche  Quadrate  oder  reguläre  Sechsecke  eintheilen 
—  natürlich  bei  gegebenem  Distanzkreis.  Man  wird  mit  Hilfe  des 
CoUineationBcentrums  @  durch  A*  in  sq  die  Normale  zxx  AB  re- 
spective  die  za  AB  unter  60^  geneigten  Geraden  zeichnen ,  auf  sie 
7on  A  aus  die  zxx  AB  gleichen  Strecken  abtragen  und  dieselben 
in  ihnen  wie  in  A' B'  wiederholt  auftragen  (siehe  §  4,  5.);  durch 
Ziehen  von  Parallelen  zu  den  betrachteten  Geraden  wird  die  ver- 
langte Täfelung  dargestellt. 

5)  Für  die  durch  eine  Gerade  SQ'  gehenden  Ebenen  sind  die 
umgelegten  Centra  6  die  Theilungspunkte  der  Scheitelkante  SQ\ 

10.  Die  Bestimmung  der  Winkel  zwischen  geraden 
Linien  und  Ebenen,  sowie  derjenigen  zwischen  je 
zwei  Ebenen  wird  nach  bekannten  Definitionen  auf  die, der 
Winkel  zwischen  Linien  zurückführt.  Dieselben  fordern  die 
Constraction  der  Normalen  zu  einer  Ebene  oder  die 
der  Normalebenen  zu  einer  Geraden.  Da  alle  Nor- 
malen derselben  Ebene  von  gleicher  Richtung  und  alle  Nor- 
malebenen derselben  Geraden  von  gleicher  Stellung  sind,  so 
kommt  diese  Construction  auf  die  Kenntniss  der  Beziehung 
zurück,  welche  zwischen  dem  Durchstosspunkt  Q'  einer  pro- 
jicierenden  Geraden  CQ'  und  der  Spur  q'  der  zu  ihr  normalen 
projicierenden  Ebene  Cq'  stattfindet.  Diese  besteht  aber  darin, 
dass  die  zu  q'  normale  projicierende  Ebene,  welche  auch  CQ' 
enthält,  mit  dieser  Linie,-  Fig.  n. 

der  Bildebene  und  der 
projicierenden  Ebene  (7^' 
ein  bei  C  rechtwinkliges 
Dreieck  CQ'H  (Fig.  11) 
erzeugt,  in  welchem  die 
zur  Hypotenuse  Q'H  ge- 
hörige  Höhe  die  Distanz 
d  ist,  indess  die  spitzen 
Winkel  bei  B  und  Q'  die 
Tafelneigungen  a  und  ß 
der  projicierenden  Ebene 
ond  Geraden,  und  die  Ab- 
schnitte der  Hypotenuse 
C^0\  C^H  die  Abstände  der  Q'  und  q  vom  Hauptpunkt  sind. 
Man  hat  also 
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Die  nämlicne  Relation  besteht  zwischen  dem  Fluchtpunkt 
einer  geraden  Linie,  also  eines  Bündels  ?on  Parallelen,  und 
der  Fluchtlinie  aller  zu  ihr  normalen  Ebenen,  oder  zwischen 
der  Fluchtlinie  einer  Ebene,  also  eines  Bündels  von  parallelen 
Ebenen,  und  dem  Fluchtpunkt  der  dazu  normalen  Geraden. 

Die  Fluchtlinie  q(  der  Normalebene  einer  Geraden,  die 
einer  Ebene  von  der  Fluchtlinie  q  parallel  ist  —  oder  deren 
Fluchtpunkt  Q^  in  q'  liegt  —  ist  das  Perpendikel  q^  aus  dem 
Fluchtpunkt  Q'  der  Normalen  von  q  auf  die  Gerade  C^  Q(, 
Denn  es  ist 

Oder  auch :  Die  Normalebene  zu  jeder  einer  Ebene  angehörigen 
Uichtung  enthält  die  Richtung  der  Normalen  dieser  Ebene. 

*)  In  der  allgemeinen  Centralprojection  des  §  6*  geht 
man  von  den  Sy  U'  resp.  5,  u  zu  den  Q'  resp,  q'  über  und 
construiert  ^»  und  (4  der  Normalelemente  wie  vorher. 

Die  Anwendung  auf  die  Winkelmessung  und  auf  die  Be- 
stimmungen von  Linien  und  Ebenen  durch  die  Winkelgrössen 
mittelst  der  Constructionen  am  Centrum  zeigen  wir  an  zahl- 
reichen Beispielen. 

1)  Man  construiere  bei  gegebenem  D  —  der  Distanzkreis  wird 
auch  fUr  alle  folgenden  Aufgaben  dieses  §  als  gegeben  gedacht  — 
die  Normale  SQ  einer  Ebene  sq\  die  von  dem  Punkte  A'  in  der 
geraden  Linie  S^  Q(  ausgeht ;  speciell  ihren  Fusspunkt  B  in  der 
Ebene  und  die  wahre  Länge  AB,  Die  Normalebene  der  Ebene  sq' 
durch  S^Q(  dient  am  besten;  ihre  Fluchtlinie  ist  durch  Q^  imd 
den  Normalenfluchtpunkt  Q'^,  von  sq'  bestimmt. 

2)  Man  construiere  die  Normalebene  sq  zur  Geraden  SQ^ 
durch  den  Punkt  A'  in  der  Geraden  S^  Q{  und  das  Perpendikel  von 
diesem  Punkte  auf  jene  Grerade  — 'mittelst  ihres  Fusspunktes  in  der 
Normalebene. 

3)  Construiere  die  vom  Verschwindungspunkte  R  von  SQ'  auf 
Sj  Oi   gefällte  Normale  und  ihre  wahre  Länge. 

4)  Man  bestimme  die  wahre  Grösse  des  Winkels  der  geraden 
Linie  SQ'  mit  der  Ebene  sq'  nach  beiden  geometrischen  Defini- 
tionen. Für  Q'n.  als  den  zu  q'  gehörigen  Normalenfluchtpunkt  ist 
der  Schnittpunkt  von  Q'  Qn  mit  q'  der  Fluchtpunkt  Qa  des  in,  sq' 
liegenden  Schenkels;  für  @!  als  das  mit  C  ffnQ'  umgelegte  Centrum 
ißt  LOd^O'  der  gesuchte  Winkel  und  O'^On  sein  Complement. 
Man  construiert  den  Winkel  der  parallelen  projicierenden  Linie  mit 
der  parallelen  projicierenden  Ebene. 
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5)  Lege  durch  eine  gegebene  Parallel-Linie  zur  Tafel  die  Nor- 
malebene zu  einer  gegebenen  £bene.  Durch  den  Normalenfluchtpunkt 
der  letzten  geht  ihre  Fluchtlinie  zum  Bilde  der  Geraden  pai-allel. 

6)  Man  bestimme  die  wahre  Grösse  der  Winkel,  welche  die 
Ebenen  s^q^\  5,^2'  ™^^  einander  einschliessen  und  die  Halbierungs- 
ebenen  dieser  Winkel. 

Man  zeichnet  entweder  die  Fluchtpunkte  Oin  und  Q^n  ihrer 
Normalen  und  nach  der  Umlegung  von  §  9  den  LOinCOin')  oder 
man  zeichnet  die  Verbindungslinie  dieser  Fluchtpunkte  als  die  Flucht- 
linie q'jf  der  Normalebene  ihrer  Schnittlinie  und  für  0^\  Q^  als  ihre 
Schnittpunkte  mit  q^\  q^  resp.  den  Winkel  Q^CQ^,  Beides  liefert 
denselben  Winkel,  weil  noth  wendig  (5  Q(X&  iJ\  n  und  (S  Q^X&  öi»  ist. 

Weil  die  Normalebenen  N^ ,  19*2  zu  einer  der  Halbierungsebenen 
H, ,  H]  zu  den  gegebenen  Ebenen  E,,  E2  selbst  gleichgeneigt  sind, 
so  bestimmt  man  leicht  die  beiden  Ebenen  durch  eine  ge- 
gebene Gerade,  die  mit  zwei  gegebenen  Ebenen  gleiche 
Winkel  machen.  Sind  drei  Ebenen  Ej,  Ej,  E3  gegeben,  die 
ein  Dreikant  bilden,  so  schneiden  sich  die  Halbierungsebenen  der 
von  ihnen  in  Paaren  gebildeten  Winkel  in  vier  Geraden  aus  der 
Spitze  des  Dreikants  (vergl.  §  46)  und  man  erhält  in  den  durch 
einen  Punkt  gehenden  vier  Normalebenen  zu  diesen  Geraden  die 
Ebenen  gleicher  Neigung  zu  den  drei  gegebenen  durch 
den  Punkt.  Zur  Förderung  der  Durchführung  dieser  lehrreichen 
Consinictionen  machen  wir  noch  folgende  Bemerkungen:  Für  9/, 
q^  als  Fluchtlinien  der  gegebenen  Ebenen  und  q^  als  die  Fluchtlinie 
ihrer  gemeinsamen  Normalebene,  in  der  die  Fluchtpunkte  Q\i^  und 
(>2m  ihrer  Normalen  liegen,  erhält  man  mit  Hilfe  des  zugehörigen 
(^  den  Winkel  der  Ebenen  und  seine  Halbierungslinien  und  durch 
sie  die  Fluchtlinien  der  Halbierungsebenen  qnv  und  qH%\  sie  bilden 
mit  q'tt  zusammen  ein  orthogonales  Tripel  (unten  14),  oder  der  Nor- 
malei^nchtpunkt  ftlr  jede  Ebene,  deren  Fluchtlinie  durch  die  eine 
Ecke  ihres  Dreiseits  gebt,  liegt  in  der  gegenüberliegenden  Seite. 
Solche  Ebenen  sind  die  gleichgeneigten  zu  den  gegebenen;  ihre 
Fluch ilinien  gehen  durch  den  Punkt  qjn^  qsi  resp.  den  Punkt 
qNt  QHt  und  die  Fluchtpunkte  der  bezüglichen  Normalen  liegen  in 
q'H%  resp.  qnx^  natürlich  in  dem  zur  angenommenen  Fluchtlinie 
normalen  Distanzkreis  -  Durchmesser. 

7)  Eine  Ebene  zu  construieren,  welche  zur  Ebene  sq'  normal 
ist,  die  Tafelneigung  et  =  40^  hat  und  den  Versch wind ungsp  unkt  li 
einer  gegebenen  Geraden  SQ'  enthält. 

Das  erste  giebt  einen  Punkt  ihrer  Fluchtlinie ,  das  zweite  den 
von  ihr  berührten  Neigungskreis,  das  dritte  ihre  Bildbreite. 

8)  Man  lege  durch  die  in  der  Ebene  sq'  enthaltene  Gerade 
SQ'  die  beiden  Ebenen,  welche  mit  jener  den  Winkel  von  2ö^ 
bilden.  (Fig.  12.)  Die  projicierende  Normalebene  zu  SQ\  d.  h.  die 
Ebene  des  gegebenen  Winkels,  Cq'n  schneidet  die  zu  sq'  parallele 
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projicierende  Ebene  in  der  in  (S  (^n  umgelegten  Q^raden  und  daher 
die  zur  gesuchten  parallele  projicierende  Ebene  in  einer  Geraden 


Fig.  1«. 


6()/  (resp.  6  £^2')?  ^^®  ™i*  jener  den  gegebenen  Winkel  einschliesst. 
Ihr  Fluchtpunkt  bestimmt  die  Fluchtlinie  der  gesuchten  Ebene.  Man 
füge  zu  der  in  Fig.  12  enthaltenen  ersten  Lösung  die  zweite  hinzu. 
9)  Man  soll  diejenigen  durch  eine  Gerade  SO'  gehenden 
Ebenen  bestimmen,  welche  mit  einer  dieselbe  schnei- 
denden Ebene  sg'  den  Winkel  a*e=54^  einschliessen  — 
indem  man  mit  den  Fluchtelementen  construiert.    Die  Fig.  13  ent- 
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hält  die  Lösung.    Vom  Fluchtpunkt  Q'  der  Geraden  ist  auf  die  zu 
sq'  parallele  projicierende  Ebene  Cg'  die  Normale  gefUllt  und  ihr 
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Fusspunkt  mit  derselben  in  die  Tafel  umgelegt ;  er  ist  Mittelpunkt 
eines  Kreises  AT,  dessen  Radius  mit  der  wahren  Länge  der  Normale 
die  Katheten  eines  rechtwinkligen  Dreiecks  mit  dem  an  ihm  an- 
liegenden Winkel  a*  bildet.  Die  vom  Centrum  C  an  diesen  Kreis 
*  gehenden  Tangenten  —  die  in  der  Umlegung  aus  dem  mit  Cq' 
umgelegten  Centrum  (£  gezogen  sind,  sind  die  Schnittlinien  der 
durch  C  gehenden  Parallelen  zu  den  gesuchten  Ebenen  mit  Cq\ 
und  ihre  Schnittpunkte  mit  g'  daher  Punkte  ihrer  Fluchtlinien, 
welche  mit-  Q'  sie  d.  h.  q^\  q,/  bestimmen;  durch  S^  ihnen  parallel 
gehen  «, ,  $2. 

Natürlich  kann  der  Fusspun^t  der  Normale  von  Q'  auf  Cq' 
auch  mittelst  des  Normalenfluchtpunktes  von  q'  bestimmt  werden ;  etc. 

10)  Man  bestimme  insbesondere  den  kleinsten  Winkel  9>,  für 
den  die  Losung  noch  möglich  ist,  d.  h.  den  Neigungswinkel  der  Ge- 
raden gegen  die  gegebene  Ebene.  Der  Kreis  A"  geht  durch  (S  und  sein 
Radius  bestimmt  mit  der  Länge  der  Normale  den  fraglichen  Winkel. 
Wie  vereinfacht  sich  die  Construction,  wenn  sq'  normal  zur  Tafel  ist? 

11)  Man  soll  zu  zwei  gegebenen  windschiefen  Ge- 
raden SfQi\  S2Q2  aus  einem  Punkte  A  der  ersten  die- 
jenigen Transversalen  ziehen,  welche  mit  ihnen  gleiche 
Winkel  bilden.  Das  Princip  von  der  Verlegung  der  Winkel- 
grOssen  an  das  Projectionscentrum  lehrt  sofort,  dass  die  Parallel- 
strahlen der  gesuchten  Transversalen  in  den  beiden  Normalebenen 
der  projicierenden  Ebene  CQ^ Q^  liegen,  welche  durch  die  Halbie- 
rungslinien des  Winkels  Q^OQ^  gehen,  und  somit  die  Fluchtpunkte 
der  Transversalen  in  den  beiden  Geraden  enthalten  sind,  in  welchen 
diese  Ebenen  die  Tafel  schneiden.  Da  aber  der  Punkt  A  mit  der 
Geraden  S^Q^  eine  Ebene  bestimmt,  so  liegen  die  Fluchtpunkte 
des  gesuchten  Paares  von  Transversalen  auch  in  der  Fluchtlinie 
dieser  Ebene,  und  sind  somit  bestimmt,  mit  ihnen  die  Transver- 
salen selbst.  Man  hat  also  Q^CQ^  in  0(^9^  in  wahrer  Grösse 
darzustellen,  die  Fluchtpunkte  der  Halbierenden  einzutragen  und 
sie  mit  dem  Normalenfiuchtpunkt  der  projicierenden  Ebene  CQ^  Q^ 
zu  verbinden;  etc. 

Man  sieht,  dass  die  Aufgabe  auch  dann  ebenso  gelöst  wird,  wenn 
verlangt  ist,  die  gleichgeneigten  Transversalen  von  ^|  Q(  und  S^^  ^-^ 
bestimmen,  welche  in  einer  bestimmten  durch  5,  Q(  gehenden  Ebene 
liegen;  oder  wenn  sie  einer  gegebenen  Ebene  parallel  sein  sollen,  etc. 

12)  Zu  zwei  windschiefen  Geraden  S^  0\^  ^2  Qi  diejenigen 
Transversalen  zu  ziehen,  welche  mit  der  ersten  den  Winkel  a  und 
mit  der  zweiten  den  Winkel  h  einschliessen. 

Man  construiert  die  dreiseitigen  Ecken  vom  Scheitel  C  aus 
0\CQ^  als  Kantenwinkel  und  a,  h  als  den  an  Q(C^  Q^C  anliegenden 
andern  Kanten  winkeln ;  die  Fusspunkte  ihrer  neuen  Kanten  in  den 
Tafeln  sind  die  Fluchtpunkte  der  möglichen  Transversalen ,  welche 
dann  nach  §  8,  8  gefunden  werden. 

3* 
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13)  Man  projiciere  und  bestimme  die  kürzeste  Entfernung 
AB  von  zwei  nicht  in  einerlei  Ebene  gelegenen  Geraden 

5,  P,',  S^Q^  —  als  Durchschnitts- 
linie SQ'  der  die  beiden  Geraden 
enthaltenden  Normalebenen  ^\q(^ 
h  ^2  zu  der  projicierenden  Ebene 
CQ^Q^^  die  zu  beiden  Geraden 
parallel  ist;  was  bleibt  zur  Fig.  14 
hinzuzufügen?  Die  Grösse  der 
Entfernung  ^j^  wird  auch  als  der 
normale  Abstand  der  parallelen 
Ebenen  von  der  Fluchtlinie  (>/  Q^ 

r  erhalten,  deren  Spuren  durch  S^ 
resp.  S^  gehen.  (Siehe  j§  5,  8.) 
Ist  also  eine  Gerade  einer  Ebene 
parallel,  so  ist  sie  äquidistant 
von' allen  Geraden  in  dieser  Ebene, 
die  ihr  nicht  parallel  sind. 

Construiere  dasselbe  ä)  für 
^^      /^  ^^  zwei  Gerade,  von  denen  die  eine 

parallel,  die  andere  normal  zur 
Tafel  ist*,  und  h)  i\Xv  eine  beliebige  Gerade  und  einen  projicierenden 
Strahl. 

14)  Man  bestimme  eine  Gerade  aus  ihrem  Bilde,  einem  ihrer 
Funkte  z.  B.  dem  Durchstosspunkt  und  ihrem  Neigungswinkel  <p 
gegen  eine  gegebene  Ebene  ^^'.  Die  Mantellinien ,  welche  die  pro- 
jicieronde  Ebene  der  Geraden  aus  dem  projicierenden  Kegel  mit  der 
Neigung  g>  gegen  die  Ebene  sq'  ausschneidet,  sind  die  Parallel* 
strahlen  der  gesuchten  Geraden.  Man  wird  also  ähnlich  wie  in  9) 
verfahren,  jedoch  den  Kegel  am  Centrum  C  bilden. 

15)  Wenn  drei  projicierende  Linien  oder  Ebenen  eine   trirec- 

tanguläre  Ecke  bilden,  so  sind 
ihre  Spuren  in  der  Bildebene 


ff^  die  Ecken  oder  Seiten  eines 
Dreiecks  (bei  dem  Würfel  des 
§  7.,  4  ist  es  gleichseitig), 
welches  den  Hauptpunkt  zum 
Höhenschnittpunkt  hat  und  das 
Rechteck  der  Höhenabschnitte 
gleich  dem  Quadrate  der  Di- 
stanz (Fig.  15). 

Man  projiciere  ein  rectan- 
guläres    Parallelepiped     oder 
einen  Würfel  (von  gegebener 
Kantenlänge)  aus  den  Flucht- 
punkten von  drei  in  einer  Ecke  zusammenstossenden  Kanten,  den 


Fig.  15. 
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LSngen  derselben  und  dem  Bilde  nebst  der  Tafelordinate  der  ent- 
sprechenden Ecke.  Das  besagte  Dreieck  ist  wesentlich  spitzwinklig, 
weil  jede  Ecke  mit  dem  Fusspunkt  der  zugehörigen  Höhe  in  der 
Gegenseite  am  Centrum  einen  rechten  Winkel  bestimmen  muss. 

16)  Man  stelle  die  Zerschneidung  des  Raumes  in  congruente 
Würfel  dar ,  insbesondere  die .  Reihe  derjenigen  unter  ihnen ,  welche 
mit  dem  das  Auge  umschliessenden  eine  Körperdiagonale  gemein- 
sam haben. 

11.  Im  Vorhergehenden  ist  offenbar  zugleich  die  Um- 
legung  einer  Ebene  in  die  Bildebene  d.i.  die  Darstellung 
der  wahren  Grosse  und  Gestalt  ebener  Figuren  und  Systeme 
aas  ihren  Projectionen  enthalten.  Denn  jede  gerade  Linie  der 
Ebene  sq  wird  so  umgelegt  wie  S^  Q{  oder  g{  in  S^{B^)  oder  (^,) 
in  Fig.  10  (§  9.),  and  jeder  Punkt  derselben  somit  als  der  Durch- 
schnitt yon  zwei  Geraden  in  der  Ebene  sowie  P  durch  ff^  und  ffj- 
Sind  diese  Geraden  nicht  gegeben ,  so  kann  man  als  eine  solche 
die  Falllinie  der  Ebene  sg'  d.  i.  die  in  ffP'  projicierte  Ge- 
rade benatzen,  welche  zur  Spar  s  reqhtwinklig  ist  und  sich 
daher  in  der  Umlegung  in  eine  Normale  zu  derselben  aus  ihrem 
Durcbstosspunkt  S  verwandelt;  ebenso  können  die  Geraden  be- 
nutzt werden,  welche  in  H{P\  H^  P'  projiciert  sind,  wo 
HH{=HC=H^^HU^  ist  (Fig.  16),  Gerade,  die  sich  in  der 
Umlegung  in  solche  verwandeln,  die  unter  45^  g^gen  die  Spur 
geneigt  von  ihren  respectiveu  Durchstosspunkten  5|,  S^  aus- 
gehen und  sich  daher  in  (P)  rechtwinklig  durchschneiden,  wo- 
mit auch  S{P)  =  SS^  =  SS.,  ist.  Die  Punkte  ^/,  H^  sind 
die  Haupt -Theilungspunkte  der  Ebene  (§  7.).  Hat  man  die 
Linie  (r)  der  Ebene,  so  liefern  die  Parallelen  aus  C  zu  den 
Projectionen  ^-  auf  ihr  die  (^,)  derselben  und  die  Verbindung 
mit  dem  entsprechenden  Si  giebt  die  umgelegte  Gerade  (ßi). 
Endlich  dient  auch  der  Strahl  ^P'  zur  Bestimmung  von  {P), 
(p.  29  unten.) 

Umgekehrt  vollzieht  man  durch  die  nämliche  Constructiou 
den  Uebergang  von  der  Umlegung  zur  Projection,  den  wir 
als  die  Aufrichtung  oder  Aufstellung  der  Ebene  be- 
zeichnen wollen.  Ist  {P)  ein  Punkt  der  Ebene  sq  m  der  Um- 
legung, 80  wird  das  umgelegte  Centrum  (S  bestimmt  und  (r) 
aufgetragen;  zieht  man  dann  durch  {P)  eine  Gerade  (^),  so 
liegt  in  s  ihr  Durcbstosspunkt  5,  in  (r)  die  Umlegung  {R) 
ihres  Verschwindungspunktes   und   in   dem   zu  ihr  parallelen 
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ätrahl  aus  dem  umgelegten  Ceutrum  Q.  auf  q'  ihr  Fluchtpunkt 
Q\  Nun  ist  das  Bild  g'  die  Linie  SQ'  und  zugleich  parallel 
mit  6(Ä).  Die  Linien  unter  45®  und  unter  90®  durch  (P)  zu 
s  führen  auf  die  Punkte  J{^,  H^^  H  in  q'  und  auf  analoge  in 
(r)j  endlich  liefert  die  Görade  6(/^)  ein  weiteres  Hilfsmittel 
der  Bestimmung. 

Da  in  Fig.  10  p.  29  die  Winkel  (C?)^6  und  {C)H(§*  respec- 
tive  gleich  a  und  180®  —  a  sind  und  die  Geraden  von  {C)  nach 
6*  resp.  @  zu  ihren  Halbierenden  parallel  sind;  so  sind  die  durch 
die  umgelegten  Centra  (S  und  ^*  einer  Ebene  sq'  gehenden 

Fig.  16. 
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Parallelen  zur  Spur  qj"  und  qs  die  Fluchtlinien  der  Halbie- 
rungsebenen der  Yon  ihr  mit  der  Tafel  gebildeten  Winkel 
180®  —  «  und  «. 

Ist  bei  verticaler  Bildebene  die  Ebene  horizontal;  so  ist 
q'  die  Horizontale  durch  den  Hauptpunkt ,  6  ein  Endpunkt  des 
darauf  normalen  Durchmessers  und  die  Endpunkte  //"/,  H^  des 
in  q'  liegenden  Distanzkreisdurchmessers  sowohl  die  Flucht- 
punkte der  horizontalen  unter  45®  zur  Tafel  geneigten  als  die 
Theilungspunkte  der  zur  Tafel  normalen;  man  nennt  q  den 
Horizont  xm&H^y  U^  die  Distanzpunkte.  Mit  ihnen  sind 
die  Bilder  beliebiger  Figuren  in  horizontalen  Ebenen  oder  die 
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wahren  Gestalten  derselben  aus  ihren  Bildern  leicht  abzuleiten. 
Und  weil  die  Normalen  zu  den  horizontalen  Ebenen  zur  Tafel 
parallel  sind  und  als  verticale  Linien  erscheinen ,  deren  wahre 
Längen  zwischen  den  Durchstosspunkten  paralleler  Horizon- 
talen durch  ihre  Endpunkte  erhalten  werden,  so  erhält  man 
leicht  die  Centralprojection  eines  Objects  aus  der  Horizontal- 
projection  und  den  zugehörigen  Hohen  seiner  Punkte.  Diese 
Bestimmung  derselben  ist  nicht  ganz  so  bequem  ^  wie  die  in 
§  7.  begründete  aus  der  Orthogonalprojection  auf  die  Tafel  und 
den  zugehörigen  Distanzen  von  dieser;  aber  sie  wird  nach  dem 
häufigen  Vorkommen  der  horizontalen  Ebenen  und  verticalen 
Geraden  an  den  Objecten  doch  von  häufiger  Verwendung  sein 
und  namentlich  beim  perspectivischen  Skizzieren  derselben  nach 
der  Anschauung  und  nach  Maassbestimmungen  den  hauptsäch- 
lichen Leitfaden  bilden;  man  wird  zur  Uebung  etwa  die  Beisp.3, 4 
des  §  9.  für  eine  Horizontalebene  durchführen  und  einfache 
Gebäudeformen  darstellen. 

Wenn  die  Ebene  der  Figur  zur  Bildebene  parallel  ist,  so 
liefern  die  Fusspunkte  {A)  j  {B) ,  . . .  der  von  ihren  Ecken 
A^  Bj  ...  auf  die  Bildebene  gezogenen  Parallelen  zu  einer 
festen  Geraden  CQ'  die  Ecken  einer  ihr  congruenten  Figur,  und 
die  der  Normalen  zur  Bildebene  insbesondere  die  Ecken  der- 
jenigen Figur,  welche  als  ihre  Umlegung  zu  betrachten  ist. 

Die  Figur  ist  durch  die  Bilder  A\  B\  ...  ihrer  Ecken 
und  eine  Gerade  S^  Q(^  welche  die  erste  derselben  enthält^  be- 
stimmt; der  Fluchtpunkt  Q'  der  gedachten  Richtung  bestimmt 
dann  i^Ä)  als  den  Durchstosspunkt  der  Geraden  aus  A'  mit  dem 
Fluchtpunkt  Q'\  und  da  das  Theilverhältniss  von  Q'  A'  \A\Ä) 
dem  andern  Q^'A'iA'S^  und  damit  dem  entsprechenden  aller 
durch  B,  etc.  gehenden  Geraden  gleich  ist,  so  bilden  die  {A)^ 
(B),  .  .^  eine  zu  der  von  A',  B\  ...  gebildeten  ähnliche  und 
ähnlich  gelegene  Figur  mit  Q'  als  Aehnlichkeitspunkt.  Da  der 
von  C  bei  der  Umlegung  in  die  Tafel  mit  Cq  beschriebene 
Kreis  in  die  Normale  CC^  übergeht,  so  erscheint  C^  als  das 
umgelegte  Centrum  und  die  mit  C^  als  Aehnlichkeitspunkt  und 
als  Q'  in  der  vorigen  Art  construierte  Figur  als  die  Umlegung 
der  gegebenen.    (Vergl.  auch  §  14,  4—6  zur  Begründung.) 

*)  Die  Umlegung  der  Ebene  in  die  Tafel  bei  der  all- 
gemeinen Centralprojection  des  §  6*  geschieht  nach  dem  Ueber- 
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gang  zur  Fluchtlinie  q    der  Ebene  su    wie  vorher  und  ebenso 
die  Aufrichtung  nach  Eintragung  des  (r). 

1)  Man  lege  den  in  einer  bestimmten  projicierenden  Ebene 
Cq'  gelegenen  Punkt  P  einer  Geraden  SQ'  mit  jener  in  die  Tafel 
um  —  indem  man  eine  SQ'  schneidende  Gerade  S^Q^  in  Cq* 
benutzt. 

2)  Yen  einem  regulären  nEck  sind  zwei  Nachbar-  oder  Gegen- 
ecken durch  die  Fusspunkte  und  Längen  ihrer  Tafelnorraalen  ge- 
geben, und  seine  Ebene  hat  die  Tafelneigung  or  =  60*^;  man  be- 
stimme seine  Projection  aus  seiner  ümlegung  in  die  Tafel. 

3)  Man  projiciere  ein  Parallelepiped  aus  der  Ebene  einer  Fläche, 
den  Bildern  einer  Ecke  und  Kante  in  derselben,  dem  entsprechenden 
Kantenwinkel,  den  Flächenwinkeln,  die  die  an  seinen  Schenkeln 
benachbarten  Flächen  mit  der  ersten  bilden ,  und  den  Kantenlängen. 
(Antragung  der  Flächenwinkel  nach  Aufg.  8,  Fig.  12  des  vorigen 
Art.) 

4)  Man  stelle  die  Zerschneidung  des  Raumes  dar,  die  durch 
die  Schichtung  gleicher  Parallelepipeda  entsteht,  indem  man  die 
Theilungspunkte  der  drei  Kanten  so  benutzt,  wie  in  §  9,  3  die 
Theilungspunkte  der  Seiten  oder  Diagonalen  benutzt  werden. 

5)  Zu  zwei  sich  schneidenden  Geraden  denke  man  diejenigen 
andern  construiert,  deren  jede  mit  ihnen  zwei  rechtvnnklige  Ebenen 
bestimmt.  Da  zu  jeder  Ebene  durch'  die  erste  Gerade  eine  Normal- 
ebene durch  die  zweite  geht,  so  erhält  man  auf  jeder  dieser  Ebenen 
eine  der  gesuchten  Linien  und  die  Gesammtheit  derselben  bildet 
somit  eine  Folge  von  unendlich  vielen  Geraden  durch  einen  Punkt, 
die  man  als  Kegel  fläche  bezeichnet.  Sind  die  gegebenen  Ge- 
raden parallel,  so  wird  der  Kegel  ein  Cylinder,  und  man  erhält 
in  der  gemeinsamen  Nörmalebene  derselben  die  geforderten  rechten 
Winkel  als  Winkel  der  durch  die  Fusspunkte  der  festen  Geraden 
in  ihr  gehenden  Spuren  der  Ebenen ;  man  erkennt  daraus,  dass  der 
entstehende  Cylinder  den  Kreis  über  der  Verbindungslinie  jener 
Fusspunkte  als  Durchmesser  zum  Querschnitt  in  ihr  hat.  Wir 
denken  nun  zur  Behandlung  der  allgemeinen  Frage  den  Schnitt- 
punkt der  gegebenen  Geraden  als  Projectionscentrum  C  und  die  Bild- 
ebene normal  zu  der  einen  von  ihnen,  welche  wir  also  durch  CC^ 
bezeichnen;  ist  dann  ^'  der  Fusspunkt  des  andern  Strahls  CA  in 
der  Tafel,  so  ist  eine  beliebige  durch  Ä  gezogene  Gerade  die  Spur 
und  Fluchtlinie  einer  durch  CA'  gehenden  Ebene  und  offenbar  das 
von  (7,  zu  ihr  gezogene  Perpendikel  die  Spur  und  Fluchtlinie  der 
zu  ihr  normalen  Ebene  durch  CC^\  d.  h.  der  Ort  der  Schnitte  dieser 
Perpendikel  oder  der  über  der  Geraden  (7,  A'  als  Durchmesser  be- 
schriebene Kreis  ist  der  Querschnitt  des  entstehenden  Kegels  mit 
der  Tafel.  Nimmt  man  die  Tafel  normal  zu  CA\  so  erhält  man 
dasselbe  Resultat  für  den  zu  CA*  normalen  Querschnitt.  Man 
bildet  also  den   Kegel  aus   seinen    zwei   Systemen  kreis- 
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förmiger  Querschnitte  wie  folgt:  In  den  Normalebenen 
der  ersten  und  denen  der  zweiten  festen  Geraden  be- 
schreibt man  sie  über  den  Verbindungslinien  ihrer 
Schnittpunkte  mit  beiden  als  Durchmessern. 

In  der  beschriebenen  Darstellung  ist  der  Kreis  über  C^  A '  als 
Durchmesser  zugleich  das  Bild  K'  des  Querschnittes,  den  eine  be- 
liebige Normalebene  voiC Ä'  mit  dem  Kegel  macht,  eine  Ebene  also, 
die  etwa  den  zu  C^A'  senkrechten  Distanzkreisdurchmesser  zur  Spur 
s  und  die  dem  Punkt  Ä  als  Fluchtpunkt  entsprechende  Fluchtlinie 
der  Normalebene  zur  Fluchtlinie  q'  hat.  Man  sieht,  für  das  Col- 
lineationscentrum  6  dieser  Eben^  mit  s  und  q  als  CoUineationsaxe 
und  als  Gegenaxe  muss  die  entsprechende  Figur  zum  Basiskreis  K* 
wieder  ein  £[reis  {K)  sein;  oder  wenn  zwei  durch  C^  und  A'  gehende 
zu  einander  senkrechte  Gerade  C^P'  und  A' P'  die  Spur  s  in  C^ 
und  S^  und  q'  in  Q(  und  Q^  schneiden,  so  müssen  6<ß/  und  (S0</ 
senkrecht  auf  einander  sein  und  ihre  Parallelen  durch  (7,  und  S.^ 
sich  in  {P)  auf  {K^  schneiden. 

12.  Nach  dem  Vorhergehenden  sind  alle  Aufgaben  der 
darstellenden  Geometrie  über,  die  Elementarformen  theore- 
tisch losbar,  nämlich  unter  Voraussetzung  einer  unbegrenzten 
Zeiehnungsebene,  unter  Voraussetzung  geometrischer  Genauig- 
keit auch  bei  schleifenden  Schnitten,  etc.  und  überdies  ab- 
gesehen von  den  in  der  Kleinheit  der  üonstructionstheile,  etc. 
auftretenden  Hindernissen  der  graphischen  Durchführung.  Für 
die  wirkliche  graphische  Ausführung,  wo  weder  jene 
Voraussetzungen  gelten ,  noch  sich  von  diesen  Hindernissen  ab- 
sehen lässt,  wird  die  Möglichkeit  der  constructiven  Losungen 
durch  Transformation  gesichert,  d.  h.  durch  zweckent- 
sprechende Lagenveränderungen  des  Centrums,  der 
Bildebene  oder  des  Objects  —  denn  durch  solche  lassen 
sieh  alle  jene  Schwierigkeiten  heben. 

Man  kann  das  Centrum  der  Projection  nach  jedem  Punkte 
des  Raumes  verlegen  und  die  Bildebene  oder  eine  beliebige 
Ebene  des  Objects  mit  einer  bestimmten  Ebene  zusammen- 
fallen machen,  indem  man  gleichzeitig  über  eineii  Punkt  und 
eine  ihn  enthaltende  Gerade  in  derselben  verfügt.  Jede  Ver- 
legung -des  Centrums  lässt  sich  aus  einer  Verrückung  desselben 
in  der  Verschwindungsebene  und  einer  solchen  in  der  Normale 
zur  Tafel  zusammensetzen;  in  analoge  Componeuten  zerlegen 
sich  auch  alle  Parallelverschiebungen  der  Bildebene  und  des 
Objects.   Die  Drehungen  der  Bildebene  und  des  Objects  kommen 
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im  Wesentlichen  auf  den  im  vorigen  §  erklärten  Vorgang  der 
UmleguDg  hinaus  und  erfordern  keine  weitere  Erörierung. 

Bei  den  Transformationen  des  Centrums  bleiben  alle 
Durchgangs -Elemente  ungeändert^  während  das  neue  System 
der  Flucht-Elemente  dem  ursprünglichen  congruent  und  gleich- 
gelegen ist  im  Falle  der  Verschiebung  in  der  Verschwindungs- 
ebene  oder  bei  unveränderter  Distanz;  ähnlich  und  ähnlich 
gelegen  mit  C^  als  Aehulichkeitspunkt  aber  im  Falle  der  Ver- 
schiebung des  Centrums  in  der  Tafelnormale.  Im  ersten  Falle 
(Fig.  17)  wiederholen  der  Hauptpunkt  C^  und  alle  Fluchtpunkte 

Fig.  17. 
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nach  Grosse  und  Richtung  einfach  die  Verschiebung  des  Cen- 
trums von  (7  nach  C*]  das  Bild^'  eines  Punktes  in  einer  gegebenen 
Geraden  g'  verschiebt  sich  in  der  gleichen  Richtung  in  das  trans- 
formierte Bild  ff*  der  Geraden;  projicierende Gerade  verwandeln 
sich  in  solche,  deren  Bildlänge  der  Verschiebungsgrosse  gleich  ist. 
Im  zweiten  Falle  (Fig.  18)  verschiebt  sich  jeder  Flucht- 
punkt in  der  Geraden ,  die  ihn  mit  dem  Hauptpunkt  verbindet 
und  zwar  um  einen  Betrag,  der  in  einem  rechtwinkligen  Dreieck 
als  zweite  Kathete  erhalten  wird,  welches  die  Tafelneigung  ß  des 
zugehörigen  projicierenden  Strahls  zum  anliegenden  Winkel  und 
die  Grösse  der  Verschiebung  c^  des  Centrums  zur  andern  Kathete 
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hat;  eDdlich  nach  dem  Hauptpunkt  hin  oder  von  demselben 
weg,  je  nachdem  das  Centrum  sich  der  Bildebene  nähert  oder 
Yon  derselben  wegrückt.  Das  Bild  eines  Punktes  rückt  in  der 
Geraden  fort,  welche  von  ihm  nach  dem  Hauptpunkt«  geht. 

1)  Man  macht  eine  Gerade  SQ'  zur  projicierenden  Linie,  indem 
man  das  Centrum  C  nach  ihrem  Yerschwindungspunkte  R  verlegt; 
die  Grösse  0'  S  giebt  Grösse  und  Sinn  der  Verschiebung. 

2)  Man  ziehe  zu  einer  Geraden  in  gegebener  Ebene,  deren 
Fluchtpunkt  unzugänglich  ist,  Parallelen  von  gegebenen  Durchstoss- 
punkten  —  oder  allgemeiner  durch  gegebene  Punkte  der  Ebene  — 
mittelst  Verlegung  ihres  Fluchtpunktes  in  einen  andern  Punkt  ihrer 
Fluchtlinie. 

3)  Man  vergrössere  die  Entfernung  einer  Ebene  vom  Centrum 
durch  Verschiebung  desselben  in  der  Verschwindungsebene  auf  das 
Dreifache,  um  das  Bild  einer  in  ihr  gelegenen  Figur  deutlicher  zu 
erhalten. 

4)  Man  leite  aus  dem  Bilde  einer  Baumfigur,  welches  dem 
Centrum  im  rechten  Auge  entspricht,  das  Bild  derselben  für  das 
im  linken  Auge  gedachte  Centrum  ab,  bei  unveränderter  Distanz. 
Diess  enthält  die  Construction  stereoskopischer  Bilder. 

5)  Bei  der  Transformation  durch  reducierte  Distanz  d.  i.  Ver- 
schiebung des  Centrums  in  der  Tafelnormale,  bleiben  die  Bestim- 
mimgen  von  Normalen  und  Normalebenen   zur  Tafel   unverändert. 

6)  Welche  Hilfsmittel  giebt  die  Transformation  durch  redu- 
cierte Distanz  für  das  Umlegen  und  Aufrichten  ebener  Systeme, 
a)  bei  zur  Bildebene  normaler,  b)  bei  schräger  Ebene? 

Man  zeichne  mit  Benutzung  derselben  ein  Quadrat  über  ge- 
gebener Seite  in  schräger  Ebene  und   den  entsprechenden  Würfel. 

7)  Die  Darstellung  von  Punkten  mittelst  ihrer 
rechtwinkligen  Coordinaten  in  Bezug  auf  drei  Axen  o;,  y,  z 
in  allgemeiner  Lage  soll  mit  Benutzung  der  reducirten  Distanz  aus- 
geftlhrt  werden. 

Wenn  wir  die  Coordinaten  a^h^  c  eines  Punktes  P  als  die  in 
einer  Ecke  zusammenstossenden  Kanten  12,  13,  14  eines  rectangu- 
lären  Parallelepipedums  ansehen,  so  kommt  die  Aufgabe  auf  die 
Darstellung  dieses  Parallelepipeds  respective  seiner  zu  1  gegenüber- 
liegenden Ecke  P  hinaus.  In  Fig.  19  ist  sie  für  ein  Drittel  der 
Distanz  bei  gegebener  Ebene  sq'  der  Fläche  ab  oder  123,  ge- 
gebener Ecke  1  und  Richtung  der  Kante  b  in  derselben  ausgeführt. 
Die  benutzte  Transformation  ist  die  Verschiebung  des  Centrums  in 
der  Falllinie  der  Ebene  sq'  zur  Tafel  bis  zur  Distanz  ^/^d  d.  h. 
des  Hauptpunktes  von  Cy  nach  6^j/3.  Mittelst  der  Länge  V^^  ist 
dann  der  Neigungswinkel  a  def  Ebene  sq\  das  mit  seiner  Ebene 
umgelegte  reducierte  Centrum  (C/2)  und  das  mit  Cq'  umgelegte 
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reducierte  Centrum  (S/3,  sowie  der  reducierte  Fluchtpunkt  der  Kante 
c  und  der  zu  ihr  Parallelen  als  der  Normalen  zur  Ebene  Cq'  in  e&/^ 
erhalten  worden. 

Da  durch  diese  Transformation  das  System  der  Fluchtpunkte 
gegen  den  Hauptfluchtpunkt  /^der  Ebene  sq'  als  Aehnlichkeitspunkt 
auf  7:{  zusammengezogen  ist,  so  erhalten  wir  durch  die  Heranziehung 
des  Bildes  1'  in   der  Linie  nach  B  auf  Vs  ^^^»ch  l'/a  und  Verbin- 
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düng  dieses  Punktes  mit  den  reducierten  Fluchtpunkten  Parallelen 
der  JBilder  von  a\  b\  c\  nämlich  zunächst  in  l'/j  cQ'/z  ^i®  Parallele 
zu  c\  sodann  mittelst  der  durch  V/^  zu  a'  gezogenen  Parallelen 
in  q'  den  reducirten  Fluchtpunkt  aQ'/z  ^^^  ^t  clamit  den  redu- 
cierten Parallelstrahl  in  der  ümlegung  aff/'s^/n  luid  mittelst  des 
zu  ihm  normalen  Strahls  aus  CV3  den  reducierten  Fluchtpunkt  bO'/^ 
der  Kante  b,  in  der  Geraden  l'AftC^/s  ^^^^  ^^^  Parallele  ihres 
Bildes  b\ 

Zugleich  liefern  die  aus  den  reducierten  Fluchtpunkten  aO/z 
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und  bO'lz  durch  ^/^  bis  zum  Schnitt  mit  q'  beschriebenen  Kreise 
in  aT/^  und  ^T/^  die  reducierten  Theilungspunkte  von  a  und  h\ 
ebenso  erhält  man  in  dem  aus  cO'/z  durch  (Cß)  beschiiebenen  Kreis 
auf  der  Geraden  cO/z^t  den  reducierten  Theilungspunkt  e^/3  von 
c  in  der  Fluchtlinie  der  durch  dasselbe  gehenden  Normalebene  zur 
Tafel. 

In  der  Figur  sind  auch,  weil  der  Baum  es  gestattete,  die 
wahren  Theilungspunkte  a^^  und  cT  angegeben  und  benutzt.  Man 
erhSlt  2',  indem  man  mit  VaT  die  Spur  s  schneidet,  von  da  in  ihr 
die  Länge  a  abträgt  und  den  Endpunkt  derselben  mit  a^'  ver- 
bindet; man  erhält  es  auch,  indem  man  l'/^aT/^  bis  zur  Spur  s  zieht, 
a  Yon  dort  in  ihr  abträgt,  yon  dem  Endpunkt  nach  aT/^  bis  zur 
Geraden  l'/^aO/z  ^^^^^  ^^d  den  so  erhaltenen  Punkt  auf  die  drei- 
fache Entfernung  in  der  Linie  von  B  aus  zurückführt.  Analog 
ftlr  b\  Wenn  dabei  der  Schnitt  von  iVs^^/a  i^it  s  entfällt,  so  kann 
man  o£Fenbar  an  Stelle  von  s  eine  zu  ihr  parallele  in  der  halben, 
etc.  Entfernung  von  g'  benutzen,  wenn  man  in  ihr  vom  Schnitt- 
punkt nur  Vs^i  ®^c*  abträgt.  Dabei  hat  man  die  in  der  Figur  an- 
gegebenen aber  nicht  bezeichneten  Punkte  273,  S'/^  mit  erhalten, 
welche  mit  ^(//a,  cö'/s  respective  cö/a»  aO/^  verbunden,  die  Paral- 
lelen der  Bilder  der  zu  ^,  C;  c,  a  parallelen  Kanten  aus  den  Ecken 
2  und  3  liefern. 

Die  Auftragung  von  c  erfolgt  endlich  durch  Aufsuchung  der 
zu  C^  H  parallelen  Spur  seiner  Normalebene  zur  Tafel  mittelst  des 
Dorcbstosspunktes  von  HV  in  $\  die  Länge  c  ist  von  1  bis  4  für 
tT  abgetragen;  ebenso  würde  es  für  cTj^  geschehen. 

Im  Falle  des  Würfels  lassen  sich  die  Eigenschaften  des  Quadrats 
betreffs  seiner  Diagonalen  mit  verwenden;  die  Halbierungslinien  der 
Winkel  von  0(^/36/31  bQU^U  gß^^n  die  reducierten  Fluchtpunkte 
dereelben  auf  q'  an. 

8)  Man  füge  den  Schlagschatten  für  paralleles  Licht  von  ge- 
gebenem Fluchtpunkte  auf  die  Ebene  der  Basis  hinzu. 

9)  Welche  Vortheile  bietet  es  für  die  Construction ,  wenn  die 
Axe  y  des  Coordinatensjstems  als  Schnitt  der  zu  E  oder  xy  und 
zugleich  zur  Bildebene  normalen  projicierenden  Ebene  gewählt  wird  ? 

10)  Wenn  das  Centrum  C  in  der  Normale  C^  C  unendlich  fem 
gerückt  wird,  so  wird  der  Fluchtpunkt  Q'*  von  SQ'  die  Richtung 
von  C^Q'  und  das  neue  Bild  der  Geraden  die  durch  S  zu  C^Q' 
gezogene  Parallele.  Es  ist  die  Orthogonalprojection  der  Geraden 
auf  die  Tafel.  Wohin  kommt  die  Projection  A'  eines  Punktes  der 
Geraden?    VergL  §  (7). 

13.  Bei  den  Verschiebungen  des  Objects  parallel  zur 
Tafel  und  in  Normalen  zur  Tafel ,  d.  i.  wenn  alle  Pffkikte  des- 
selben Parallelen  oder  Normalen  zur  Tafel  beschreiben,  bleiben 
alle  Fluchtelemente  uDgeändert^  und  die  Durchgangselemente 
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ändern  sich  nach  den  Gesetzen^  welche  vorher  für  beide  Fälle 
für  die  AenderuDg  der  Fluchtelemente  gegeben  wurden;  ins- 
besondere rückt  bei  der  Normalverschiebung  der  Durchstoss- 
punkt  S  der  Geraden  in  der  Spur  der  durch  sie  gelegten 
Normalebene  zur  Tafel  um  den  Betrag  fort;  der  in  dem  recht- 
winkligen Dreiecke  aus  der  Grösse  der  Verschiebung  d  als 
Kathete  mit  der  Tafelneigung  ß  als  Gegenwinkel  als  zweite 
Kathete  erhalten  wird. 

Die  Verschiebung  der  Bildebene  in  Normalen  zu  ihr 
ändert  sowohl  die  Durchgangs-  als  die  Flucht- Elemente  und 
zwar  beide  um  den  nämlichen  wie  vorher  aus  der  Grosse  der 
Verschiebung  S  und  der  Tafelneigung  ß  abzuleitenden  Betrag 
in  gleichem  Sinn  in  der  Spur  und  der  Fluchtlinie  der  durch 
die  Gerade  gehenden  Normalebene  zur  Tafel.  (Fig.,  20.)  Die 
Bilder  der  Punkte  rücken  in  den  Geraden  fort,  die  sie  mit 
dem  Hauptpunkt  verbinden.  Man  hat  für  einen  beliebigen 
Punkt  A'  der  Geraden  SQ'  und  seine  Transformation  A'* 

Die  Ebene  sq'  geht  über  in  s*q**. 

Und  wenn  A'  in  A'*  übergeht,  A'*B'  aber  Q'C^  parallel 
ist,  so  enthält  das  über  diesem  mit  der  zweiten  Kathete  6  con- 

struierte  rechtwinklige  Dreieck  die  üm- 
legung  (A)  von  A'  und  den  Winkel  ß 
der  Geraden.  Dies  giebt  eine  Um- 
legung von  Ebenen,  welche  normal  sind 
zur  Tafel  und  damit  besondere  V  or- 
theile für  die  constructive  Behandlung 
der  zur  Tafel  normalen  Ebenen.  Da 
die  Ausmessung  der  zu  projicierendeu 
Raumformen,  die  der  Darstellung  der- 
selben voran  gehen  muss,  practisch  mit 
Vortheil  nach  der  Methode  der  recht- 
winkligen Coordinaten  geschieht,  so 
ist  es  bequem,  die  als  Verticalebene 
gedachte  Tafel  und  eine,  etwa  die 
tiefste  am  Object  vorkommende,  Hori- 
zontalebene als  natürliche  Goordinatenebenen  zu  betrachten  und 
dazu    normal   durch  das  Centrum   die  dritte  zu  fügen.     Das 
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System  der  der  Tafel  selbst  angehorigen  Ordinatenfusspunkte 
erfordert  dann  nur  die  Auftragung  der  entsprechenden  Ab- 
stände als  Tafelnormalen.  (§  7.;  3  f.) 

1)  Wenn  ein  rechtwinkliges  Coordinatensjstem  durch  die  eine 
der  Axen ,  den  Anfangspunkt  und  die  Bildrichtung  der  zweiten  Axe 
gegeben  ist,  wie  sind  die  in  ihm  gemessenen  Coordinaten  aufzu- 
tragen? Wie  insbesondere,  wenn  mit  dem  vierten  Theile  der  Distanz 
gearbeitet  wird,  weil  die  Grösse  derselben  die  Dimensionen  des 
Zeichenblattes  überschreitet?    (Vergl.  §  12.,  7.) 

2)  Man  projiciere  bei  gegebenen  Axen  und  Parameterverhält- 
nissen  die  EQrper  des  regulären  Krjstallsjstems  unter  Anwendung 
der  halben  Distanz;  z.  B.  den  48 flächner  2  03, 

14.  Im  Vorhergehenden  ist  die  Centralprojection  als  eine 
selbständige  Darstellungsmethode  entwickelt  und  im  Wesent- 
lichen ausgebildet.  Damit  sie  zugleich  die  wissenschaftliche 
Grundlage  aller  übrigen  Darstellungsmethoden  —  und  zwar 
sowohl  Methoden  der  graphischen  Darstelhing  als  der  model- 
lierenden —  liefern  könne^  ist  es  nöthig;  die  fundamentale 
Beziehung  eingehender  zu  untersuchen,  welche  zwischen  dem 
Bilde  eines  ebenen  Systems  und  diesem  selbst  besteht. 

Das  Bild  des  ebenen  Systems  und  die  Umlegung  desselben 
in  die  Bildebene  sind  zwei  geometrisch  verwandte,  d.i. 
in  gesetzmässiger  Abhängigkeit  von  einander  stehende  ebene 
Systeme  in  der  Tafel.  Diese  Verwandtschaft  hat  zu  ihrem 
Hanptgesetz,  dass  jedem  Punkt  und  jeder  Geraden  des  einen 
Systems  immer  ein  und  nur  ein  Punkt  und  eine  Gerade  des 
andern  Systems  entspricht.  Man  nennt  die  Systeme  als  die- 
sem Gesetz  unterworfen  projectivisch  und  insbesondere 
collinear,  und  die  bezügliche  geometrische  Verwandtschaft 
Projectivität,  insbesondere  Collineation.  Die  Systeme 
erseheinen  überdies  in  einer  besondem  gegenseitigen  Lage, 
die  man  als  die  perspectivische  oder  centrale  Lage  zu 
bezeichnen  pflegt :  Jedes  Paar  entsprechender  Punkte  liegt  auf 
einerlei  Strahl  eines  Strahlenbüschels ,  in  welchem  jeder  Strahl 
sich  selbst  entspricht^  d.  i.  als  Theil  des  Originalsystems  be- 
trachtet mit  seinem  Bilde  zusammenföllt  und  umgekehrt ,  so 
dass  dieses  Strahlen büschel  beiden  Systemen  entsprechend  ge- 
mein ist.  Und  jedes  Paar  entsprechender  Geraden*  geht  durch 
einerlei  Punkt  einer  geradlinigen  Punkt-Reihe,  in  welcher  jeder 
Punkt  sich  selbst  entspricht,  so  dass  sie  beide  Systeme  ent- 
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sprechend  gemein  haben.  Den  Scheitelpunkt  jenes  Büschels  6 
nennen  wir  das  CoUineationscentrum  der  Systeme,  die 
gerade  Linie  dieser  Reihe  s  die  Collineationsaxe  derselben. 

Ferner  entsprechen  den  Punkten  in  unendlicher  Ferne  im 
einen  System  die  Punkte  einer  zur  Collineationsaxe  parallelen 
Geraden  im  andern  System;  den  Punkten  im  Unendlichen  des 
Originalsystems  entsprechen  die  von  g\  den  Punkten  in  un- 
endlicher Ferne  des  Bildsystems  die  von  (r).  Wir  nennen 
diese  beiden  Geraden  die  Gegenaxen  der  Systeme,  und  ihre 
Punkte  die  Gegenpunkte  derjenigen  Geraden  der  ebenen 
Systeme,  welche  durch  sie  hindurchgehen.  Die  Gegenaxen 
können  als  Orte  der  Scheitel  derjenigen  Strahlenbüschel  beider 
Systeme  bezeichnet  werden,  denen  Parallelenschaaren  im  jedes- 
maligen andern  System  entsprechen. 

Die  Winkel  zwischen  Geraden  der  einen  Figur  werden 
von  den  Strahlen  aus  dem  üentrum  nach  den  Gegenpunkten 
der  entsprechenden  Geraden  in  der  andern  Figur  wiederholt. 

In  alledem  recapitulieren  wir  nur  die  Ergebnisse  der 
Centralprojection  des  ebenen  Systems  mit  zweckgemässen  Modi- 
ficationeu  der  Ausdrucksweise.  £s  entspricht  dem  ebenfalls, 
dass  zwei  col  lineare  Systeme  in  centraler  Lage  bestimmt  sind 
durch  das  Centrum  und  die  Axe  der  Collineation  nebst  einer 
der  Gegenaxen;  die  allgemeinen  Abhängigkeitsgesetze  zeigen, 
dass  ein  beliebiges  Paar  A',  (Ä)  entsprechender  Punkte  der 
Systeme  die  Angabe  der  Gegenaxe  für  die  Bestimmung  ersetzt. 

Man  kann  dem  die  beiden  entsprechenden  Geraden 
i,  t'  mit  gleichen  Reihen  von  entgegengesetztem 
Sinne  hinzufügen,  welche  bei  räumlicher  Lage  diejenige  pro- 
jicierende  Ebene  ausschneidet,  die  zur  Ebene  qr  parallel  ist. 
Die  Umklappung  der  der  Originalebene  angehörigen  Axe  / 
dieser  Art  hat  das  Doppelte  der  Entfernung  ((S>  q')  zu  ihrem 
Abstand  von  der  Collineationsaxe  s,  d.  h.  (r)  ist  die  Mitte 
zwischen  s  und  {i).  In  Folge  dessen  ist  q'  die  Mitte  zwischen 
t'  und  8y  wie  natürlich  auch  6  zwischen  i  und  f.  (Vergl.  §  39.,  4.) 
Oder  t  und  t'  sind  die  Symmetrischen  zu  r  und  q'  für  die 
Axe  s,  (Siehe  §  16.,  4.)  Die  Fig.  21  bringt  alles  das  zur  An- 
schauung mittelst  der  Umlegung  des  Querschnittes,  den  die  zu 
s  normale  projicierende  Ebene  mit  Bild-  und  Original -Ebene 
und  deren  beiden  Parallelebenen  macht. 


Die  CoUinearverwandten  einer  Figiir.     14. 
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Auch  liegt  die  Frage  nahe:  Welches  sind  die  beiden  Scheitel 
•entgegengesetzt  gleicher  Büschel ?  mit  der  Antwort:  Die  Sym- 
metrischen von  (5  in  Bezug  auf  r  und  q\  Dasselbe  Parallelo- 
gramm (Fig.  21)  SO'{C)(B)  liefert  sie  durch  die  Parallele  aus 
(C)  zur  Halbierungslinie  des  Winkels  cc  oder  die  Normale  zu 
{C)\L   (Vergl.  §  15,  4.) 

Nach  diesen  Gesetzen  entsprechen  einer  gegebenen  Figur 
in  der  Ebene  unendlich  yiele  ihr  colliuearverwandte  Figuren, 
die  alle  je  nach   beliebiger  Festsetzung  des  CoUineationscen- 

Fig.  21. 


X 


T^ 


trums  und  der  CoUineationsaxe,  so  wie  einer  Gegenaxe  mit 
Hilfe  des  Lineals  allein  aus  ihr  construiert  werden.  Die  Lage 
der  gegebenen  Figur  zur  Gegenaxe  ihres  Systems  unterscheidet 
die  entsprechenden  Figuren  wesentlich  von  einander,  wie  diess 
an  den  einfachen  Figuren  von  Dreieck  und  Viereck  erläutert 
werden  kann. 

Auch  diese  Unterscheidungen  sind  in  den  projecti- 
vischen  Eigenschaften  der  hergestellten  Bilder  mit  ent- 
halten, wonach  dem  Punkte  und  der  Geraden  eines  solchen 
ohne  Ausnahme  ein  Punkt  und  eine  Gerade  des  zugehörigen 
ebenen  Originals  entsprechen;  auch  die  Uebereiustimmung  in 

Fifedler,  (lanteUende  üeometiie.    I.    3.  Aafl.  4 
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(ter  Ordnang  der  Aufeinanderfolge  der  Punkte  in  einer  Geraden 
(ebenso  der  Strahlen  aus  einem  Punkte)  und  ihrem  Bilde  gehört* 
zu  diesen.    (Vergl.  §  17.) 

1)  Man  construiere  von  zwei  collinearen  Systemen  in  centraler 
Lage  das  zweite  aus  dem  ersten,  wenn  gegeben  sind  das  Centnmi 
und  die  'Aue  der  Collineation  und  zu  einem  Punkte  oder  einer  Ge- 
raden des  ersten  Systems  der  entsprechende  Punkt  respective  die 
entsprechende  Gerade  des  zweiten ;  auch  weise  man  den  Parallelismus 
der  Gegenaxen  mit  der  Collineationsaxe  als  nothwendige  Folge  des 
Grundgesetzes  der  Projectivität  nach. 

2)  Man  zeichne  und  charakterisiere  die  Collinearverwandten 
eines  gegebenen  Dreiecks  ^j  A2  A^  für  die  verschiedenen  Lagen,  die 


Fig.  M. 
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es  zur  Gegenaxe  seines  Systems  haben  kann;  also  für  welche  die 
Ecken  1,  2,  3  auf  einerlei  Seite  der  Gegenaxe,  oder  1,  2  auf  der 
einen,  3  auf  der  andern  Seite  derselben  liegen,  oder  3  in  der 
Gegenaxe  und  1  und  2  auf  derselben  Seite  oder  auf  verschiedenen 
Seiten  derselben,  oder  endlich  1  und  2  in  der  Gegenaxe  liegen. 

3)  Man  führe  dasselbe  aus  für  das  Viereck  der  Punkte  1,  2, 
3,  4  —  in  sieben  HauptfUllen,  welche  Zahl  sich  noch  vennehrt, 
wenn  man  auch  auf  die  Lage  der  Punkte  achtet,  in  denen  die 
Gegenseitenpaare  sich  schneiden.  Die  Fig.  22  zeigt  zwei  dieser 
Fälle  ftir  das  Viereck  A' B' C D\  Die  Seiten  A' B\  B' C  in  der 
Figur  links,  die  durch  q  getrennt  werden,  und  ebenso  die^'^', 
CD'  rechts  erscheinen  im  Original  als  unbegrenzte  das  Unendliche 
einschliessende  Segmente. 

4)  Man  soll  die  verschiedenen  Formen  der  Centralprojection 
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eines  Tetraeders  yerzeichnen.  Bezeichnen  wir  seine  Ecken  durch 
Ziffern  1,  2,  3,  4,  so  liegen  dieselben  entweder  auf  der  nämlichen 
Seite  oder  auf  verschiedenen  Seiten  der  Verschwindungsebene  oder 
zum  Theil  in  derselben,  und  das  Centrum  liegt  entweder  ausserhalb 
oder  innerhalb  des  Tetraeder-Raumes  oder  speciell  in  einer  Fläche 
oder  einer  Kante  oder  einer  Ecke  derselben.  Wenn  der  Körper 
die  Verschwindungsebene  nicht  trifft,  so  sind  entweder  alle  seine 
Kanten  sichtbar  (eine  Fläche  unsichtbar)  oder  vier  derselben  (zwei 
Flächen  unsichtbar)  oder  nur  drei  (drei  Flächen  unsichtbar);  das 
Centrum  befindet  sich  resp.  in  dem  Scheiteleckenraum  oder  in 
einem  Scheitel  flächen  winkelraum  oder  in  dem  Ausseneckenraum  über 
einer  Fläche.  Die  Verschwindungsebene  schneidet,  wenn  sie  keine 
Ecke  oder  Kante  oder  Fläche  enthält,  entweder  drei  oder  vier 
Kanten  und  Flächen;  das  Bild  einer  von  ihr  geschnittenen  Kante 
ist  das  unendlich  grosse  in  den  Bildern  ihrer  Ecken  begrenzte  Stück. 
Ist  das  Centrum  in  einer  Fläche ,  so  erscheinen  die  drei  zugehörigen 
Ecken  in  gerader  Linie,  ftir  die  Lage  in  einer  Kante  die  beiden 
Ecken  derselben  in  einem  Punkt ;  ist  es  in  einer  Ecke ,  so  erscheint 
das  Tetraeder  auf  das  Bild  der  gegenüberliegenden  Fläche  reduciert. 
Das  Bild  einer  sonst  in  der  Verschwindungsebene  liegenden  Ecke 
liegt  unendlich  fem,  die  zugehörigen  Kanten  erscheinen  parallel. 
Nach  diesen  Bemerkungen  kann  man  sämmtliche  mögliche  An- 
sichten des  Tetraeders  skizzieren.    (Vergl.  §  8,  11.) 

5)  Die  Strahlenbüschel  beider  Systeme,  welche  das  Collinea- 
tionscentrum  zum  Scheitel  haben,  decken  sich  Strahl  für  Strahl 
und  werden  daher  als  einander  gleich  und  entsprechend  bezeichnet. 
Man  soll  nun  die  Existenz  gleicher,  Strahl  für  Strahl  einander 
entsprechender  Strahlenbüschel  in  der  Bildebene  und  einer  gegebenen 
Originalebene  für  ein  gegebenes  Centrum  der  Projection  direct  er- 
weisen —  indem  man  die  Büschel  von  projicierenden  Ebenen  be- 
trachtet, welche  zu  ihren  Scheitelkanten  die  Normalen  derjenigen 
Ebenen  haben ,  durch  die  der  Winkel  a  der  Originalebene  und  sein 
Nebenwinkel  halbiert  werden.  Diese  Normalen  liefern  direct  die 
beiden  Lagen  des  umgelegten  Centrums  (§§  9.  u.  11.)  als  ihre 
Fusspunkte  in  der  Bildebene. 

6)  Wenn  man  durch  alle  Punkte  des  ebenen  Systems  Parallelen 
zieht  zu  einer  der  in  Aufg.  5.  bezeichneten  Normalen,  so  bestimmen 
dieselben  in  der  Bildebene  ein  System,  welches  dem  gegebenen 
congruent  ist.  Man  erläutere  die  Construction  der  ümlegung  des 
ebenen  Systems  in  §  11.  (§  9.)  als  die  Ausführung  dieses  Gedankens. 

7)  Wenn  das  Parallelogramm  [C)  Q' S(R)  der  Fig.  21  des  Textes 
ein  Rhombus  ist,  so  dass  wegen  SQ'  ==:  S[R)  die  (>egenaxen  q'  und 
r  in  der  Mitte  zwischen  (£  und  s  sich  vereinigen,  so  fallen  auch 
T'  und  (T)  \Xi  S  zusammen  und  (t)  und  t'  durch  6. 

8)  Wenn  man  statt  der  Spur  s  eine  beliebige  Parallele  zur 
Tafel  als  Drehungsaxe  benutzt,  so  erhält  man  durch  die  Construc- 

4* 
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tion  der  Umlegung  mit  demselben  Centrum  (^  und  derselben  Gegen- 
axe  q'  die  Centralprojection  der  in  die  zugehörige  Parallelebcne 
zur  Tafel  umgelegten  Figur  —  eine  ähnliche  Verjüngung  ihrer 
wahren  Gestalt;  für  die  Tafelparallele  m'  nach  dem  Verhältniss  1  :  2. 

15.  Für  das  Weitere  ist  die  Untersuchung  der  Ab- 
hängigkeit des  Bildes  der  geraden  Punktreihe  von 
ihrem  Original  die  natürliche  Vorbereitung.  Nach  dem  Vor- 
hergehenden ist  sie  als  Projectivität  in  perspectivischer  Lage 

zu  bezeichnen  und  durch  das  Zu- 

'  sammenf allen   von  zwei  entapre- 

/  chenden     Punkten     im     Durch- 

;f ---/*  schnittspunkt  S   des   Bildes    mit 

/  \\  I  dem  Original  charakterisiert.    Ob 

/    \\  /  wir  die  Umlegung  der  einzelnen 

\\         /  Geraden  mit  ihrer  projicierenden 

/        \  \      /  Ebene  wie  in  §  4.  oder  die  Um- 

i- y^.^ legung   der  Geraden  des   ebenen 

\    y^  Systems  wie  in  §  11  betrachten, 

\   /  ^  so  zeigt  sich   uns  das  Bild  und 

y  die    Umlegung    der    Geraden    in 

/^  solcher  Beziehung,  dass  beide  den 

/  Durchstosspunkt  S  gemein  haben 

und  das  Collineationscentrum  die 
vierte  Ecke  eines  Parallelogramms  ist,  in  welchem  S  ihm  gegen- 
über liegt  und  die  Gegenpunkte  Q'  und  E  die  andern  Ecken 
sind.  Daraus  ergeben  sich  für  zwei  Punkte  A^  B  des  Originals 
und  ihre  Bilder  A\  B'  die  folgenden  Relationen  (Fig.  23).  Es  ist 

A^/?6~ß(>'^';     also    AR\  B^  =  ^Q'  ,  Q'A' 
oder 

AB.Q'A'^Bii.  (£0'  =  .S'(>'.  7?.S'=^;  (=  n  .  /  §  3.) 

d.   h.    das    Rechteck    der    Abstände    entsprechender 

Punkte    von    ihren   Gegenpunkten   ist   constant.     In 

Folge  dessen  ist 

O'A'  =  ^'^  und  ebenso  Q' B'  =  ~ ; 

also 

£)'/?'  _  0'^^  =  A'O'  +  O'B'  =  A'B'  =  A-'  (^  -   -^ 

^       AB  -^BB  ^    2         AB 

AB  ,  BB  "ab  .  BB' 
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für  die  Ableitung  der  Länge  des  Bildes,  welches 
einer  bestimmten  Strecke  des  Originals  entspricht. 
Man  hat  ebenso  aus  AB  und  BB 


Q'A\  (J'B'  Q'A\  Q'B' 

Insbesondere  ist  Ä B'  ^=^  AB  für 

k^  =  AB,  BB:,  und  weil  k^  =  AB  .  r/A'  =  BB  .  Q' B'  ist, 

80  ergiebt  sich  als  die  Bedingung  der  Gleichheit  ent* 
sprechender  Strecken 

BB  =  O'A'    oder     AB  =  ()'^'; 

d.  h.  der  Gegenpunkt  (/  ist  vom  Bilde  des  einen  Endpunkts 
ebensoweit  entfernt  wie  das  Original  des  andern  Endpunkts 
vom  Gegenpunkt  B. 

Man  erhält  dieselbe  Bedingung  auch"  aus 

AB  .  (/A'=  BB  .  f/B'    oder    AB:  BB=  O'B' :  O'A', 

indem  man  bildet 

{AB—BB)iBB={(JB'  —  ifÄ):irÄAAi.  AB:B B^Ä B' iQ'Ä. 

Hat  man  also  A  und  A'  als  Anfangspunkte  entsprechend 
gleicher  Strecken,  so  trägt  man  Q'A'  im  Bilde  rückwärts  von 
(/  nach  D'  und  im  Original  beiderseits  von  B  nach  B  und  E 
ab;  ebenso  BA  im  Original  rückwärts  von  B  nach  D  und  im 
Bilde  beiderseits  von  Q'  nach  B'  und  E\  Dann  sind  BB\ 
DD\  EE'  Paare  entsprechender  Punkte  und  (Fig.  24) 

AB  =  A'B\     DE=D'E' 

entsprechende  Strecken  von  einerlei  Länge,  die  die  Gegen- 
punkte Q'  und  B  nicht  einschliessen; 

BB^B'D\     AE^A'E' 

dagegen  gleiche  entsprechende  Strecken,  die  die  Gegen- 
punkte (/  und  B  einschliessen.  Es  giebt  also  in  zwei 
projectivischen  Geraden  zwei  durch  die  Lage  zu  den  Gegen- 
punkten unterschiedene  Systeme  entsprechend  gleicher  Strecken. 
Die  einen  gehören  als  Bilder  und  Originale  im  gewohnlichen 
Sinne  zusammen ,  bei  den  andern  entspricht  die  endliche  Strecke 
der  ausgeschlossenen  imendlich  grossen  als  Perspective.  (Vergl. 
§14.) 


*     A* 
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1)  Für 

AB  =  AB'  ist  AB  =  AR  —  BR  =  ^,  —  Q'A 

(J  A 

d.  h. 

AB  .  Q'A'  +  O'A''^  =  k^  (=  SO'-  ÄiS^; 
somit 

Q'A' i*^  +  j/^jB^^  SQ'.  BS 

(d.  h.  stets  reell,  so  lange  k^  positiv  ist,  und  reell  für  -42?    >  4A:^ 
bei  negativem  Zeichen),  ein  leicht  zu  construierender  Ausdruck. 

Das  System  der  gleichen  entsprechenden  Strecken 
enthält  also  immer  zwei  gleiche  Strecken  von  gegebener 

Fig.  84. 


/ 
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Länge.  Man  construiere  sie  für  -<4 J?  —  ^'-^  =  2rf.  Insbesondere 
wird  AB=oo  für  ffA'=  0  oder  —  oo ;  in  der  That  ist  {^K^  0R=oo. 
Es  ist  klar,  dass  man  damit  auch  die  entsprechend  gleichen  Streifen 
in  einer  Ebene  und  ihrem  Bilde  bestimmt,  wenn  eine  Grenzlinie 
(parallel  s)  oder  wenn  die  Breite  gegeben  ist. 

2)  Man  erhält  femer  AB  =  A' B'  =  0  für 

Q'A'  ^BR'=k^  ySQ\RS\ 

d.  h.  es  giebt  zwei  Punktepaare  G^  H  ing  und  G\  H'  in  g  (Fig.  24), 
welche  die  entsprechenden  Nullstrecken  genannt  werden 
sollen.  Sie  müssen  dem  ersten  System  der  entsprechend  gleichen 
Strebken  beigezählt  werden ,  die  die  Gegenpunkte  nicht  einschliessen. 

3)  Sind  die  Oegenpunkte  unendlich  fem,  d.  h.  Bild  und  Ori- 
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ginal  der  Geraden  einander  parallel,  so  existieren  gleiche  ent- 
sprechende Strecken  entweder  gar  nicht  oder  alle  entsprechenden 
Strecken  sind  gleich.  Die  Reihen  sind  ähnlich,  bei  gleichem  Ab- 
stand vom  Centrum  congraent. 

4)  Man  trage  die  Punkte  i>auf,  fttr  Vielehe  SP  =  SP'  ist  — 
durch  Q'P'  =sSB.  Wenn  man  in  einer  Ebene  sq'  in  der  Ge- 
raden ,  welche  die  projicierende  Normalebene  zu  ihrer  Spur  aus  ihr 
herausschneidet,  diese  Punkte  (T)  und  T  bestimmt,  so  sind  dieselben 
die  Scheitel  entsprechender  symmetrisch  gleicher  Strahlenbüschel 
d.h.  mit  entgegengesetztem  Sinn.  (Fig.  21.)  Es  istö'y'=Ä5=6ß' 
und  BT sss  O'S ^=^  ÜB.  Sie  liegen  symmetrisch  zu  C£  in  Bezug 
auf  r  und  q'  respective.  Auch  erhält  man  die  Schnittpunkte  £', 
(X)  der  symmetrisch  gleichen  entsprechenden  Reihen  t\  (t)  in  dem- 
selben Strahl  SO'  wegen  6(2)  =  VQ  aus  QB  =  Z' 0'  =  0' S 
und  (5jP'=  (J)ä  =  i?5,  also  symmetrisch  zu  s  in  Bezug  auf  q' 
resp.  r.    (Vergl.  §  14.)     Zugleich  folgt  durch  Addition 

2  0'B  =  r{T)  =  %\%),  etc. 

5)  Da  die  Grösse  k'^  nur  von  den  Seitenlängen,  nicht  aber 
von  den  Winkeln  des  Parallelogramms  (^BSQ'  abhängt,  so  folgt 
der  Satz:  Wenn  zwei  Gerade  perspectivisch  sind,  so  bleiben  sie 
dies  auch  bei  einer  Drehung  der  einen  von  ihnen  um  den  gemein- 
schaftlichen Punkt.  Das  Centrum  d  der  Perspective  ist  immer  die 
vierte  Ecke  des  durch  die  Q\  S  und  B  bestimmten  Parallelogramms; 
bleibt  also  SQ'  fest,  so  durchläuft  Q,  den  aus  Q'  mit  dem  Halb- 
messer Q'(S>  beschriebenen  Kreis.  Jeder  Punkt  in  ihm  hat  den 
Charakter  und  erlaubt  die  Verwendung  eines  Theilungspunktes. 
(§  4;  Text  und  2.  §  12;  7.  Fig.  19.) 

6)  Für  eine  projicierende  Gerade  ist  Ä(5  ==  0  also  k^  a=s  0 
und  A'B'  stets  gleich  Null,  d.  h.  das  Bild  der  Geraden  ist  ein 
Punkt 

16.  Gehen  wir  zur  Betrachtung  von  zwei  Paaren 
von  Punkten  A,  B  und  Cy  D  der  Geraden  g  und  ihrer  Bilder 
A\  B'  und  C\  D'  in  g'  über,  so  ergeben  sich  die  Relationen 
der  Abstände  der  Punkte  des  ersten  Paares  von  denen  des 
zweiten  (Fig.  25) 


AB.CB'  AB. DB' 


BB.CB'  BB.DB' 

daraus  folgen  für  die  einfachen  Theilungsverhältnisse 
(§  7.),  nach  denen  die  Strecke  A' B'  durch  die  Punkte  C\ 
respective  D'  getheilt  ist  und  ihre  entsprechenden  im  Original 
die  Relationen 
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A'C  _±CAB_       A'D'  ^AD     AR 
~BC'~  BC  '  BR'     B'D'  ~  BD'  BR' 
d.  h.    alle   Theilungsverhältuisse   derselben  Strecke 
werden  nach  gleichem  Verhältniss  geändert;  und  es 
ergiebt  sich  somit  das  Verhältniss  dieser  Theilverhältnisse  oder 
das  Doppelverhältniss  der  Punkte  ABCD 

A'C\  A' D'       ^^.^ 

B'C  '  B'B'  ^  BC'  BD' 
d.h.  das  Doppelverhältniss  von  vier  Punkten  einer 
Geraden  wird  durch  Centralprojection  nicht  ge- 
ändert —  ist  im  Bilde  dasselbe  wie  im  Original;  in 
projectivischen  Geraden  haben  die  gleichgebildeten 
Doppelverhältnisse  von  Gruppen  entsprechender 
Punkte  einerlei  Werth. 


Wir  schreiben  für  die  vorige  Gleichung  abkürzend 

{A'B'C'D)  =  {ABCD) 
und  haben  damit  das  Bildungsgesetz  für  das  Doppelverhältniss 
der  Gruppe  A,  B,  C,  D,    Weil  {A'B'C'oo)  ~  A' C  :  B' C  ist, 
so  sind  die  Relationen  in  Zeile  1  v.  o.  äquivalent  den  Special- 
fällen des  Vorigen 

(A'B'C'oo)  «  {ABCR),     {A'B'D'oo)  =  {ABDR). 
Diese  liefern  also  durch  Division  (A' B'C'D') '^  {ABCD). 

Ist  (S^  das  Centrum  und  bezeichnen  wir  die  projicierenden 
Strahlen  AA\  BB\  CC'yDD'  respective  durch  ör,  h^  c,  d  und 
durch  {a,  b)  den  von  zweien  a,  b  unter  ihnen  gebildeten  Winkel, 
so  hat  man  folgende  Relationen: 
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mit  Anwendung  der  analogen  Abkürzung  auf  den  analogen 
Ausdruck;  d.h.  das  Doppelverhältniss  von  vier  Punkten 
in  gerader  Linie  stimmt  mit  dem  gleichgebildeten 
Doppelverhältniss  der  entsprechenden  Strahlen 
eines  darüber  stehenden  Strahlenbüschels  überein. 
Diese  Unveränderlichkeit  der  Doppelverhältnisse  ist 
das  Wichtigste,  was  den  projectivischen  Eigenschaften  des  §  14 
hinzufügen  war;  ihre  Tragweite  erweist  sich  sogleich  in  der 
Grosse  des  Gebietes,  das  sie  nach  der  vorigeu  Entwickelung 
beherrschen  y  in  der  Art  wie  sie  es  thun^  und  in  der  fast  un- 
mittelbaren Evidenz  der  bezüglichen  Sätze.  Die  Gleichheit  der 
Doppelverhältnisse  entsprechender  Gruppen  von  Punkten  in 
perspectivischen  Geraden  geht  daraus  wieder  hervor. 

Aber  ferner  die  Sätze:  Alle  vierpunktigen  Reihen,  die  aus 
demselben  Strahlenbüschel  durch  verschiedene  Transversalen 
geschnitten  werden  oder  perspectivisch  sind,  haben  gleiches 
Doppelverhältniss.  Alle  vierstrahligen  Büschel;  die  über  der- 
selben Reihe  von  vier  Punkten  an  verschiedenen  Scheitelpunkten 
erzeugt  werden  oder' perspectivisch  sind,  haben  gleiches  Doppel- 
verhältniss. Also  auch:  Ein  Strahlenbüschel  in  der  Original- 
ebene und  aein  Bild  haben  gleiches  Doppelverhältniss  —  und 
alle  die  Punktreihen  und  Strahlenbüschel;  welche  durch  be- 
liebige Gerade  und  Ebenen  aus  einem  Büschel  von  (projicie- 
renden)  Ebenen  geschnitten  werden  (vergl.  §  6)  haben  gleiches 
Doppelverhältniss;  es  ist  dem  entsprechenden  Doppelverhält- 
niss dieses  Ebenenbüschels ,  d.  h.  dem  aus  den  sinus  seiner 
entsprechenden  Flächenwinkel  gebildeten^  selbst  gleich.  Denn 
(Fig.  26)  für  T  als  einen  beliebigen  Punkt  der  Scheitelkante  i 
des  Ebenenbüschels  A;  B;  C,  D  und  g  als  eine  beliebige  Trans- 
versale desselben  mit  den  Schnittpunkten  A,  B,  C,  D  in  den 
vier  Ebenen  ist  das  Strahlenbüschel  T.  ABCD  oder  ab  cd  der 
Querschnitt  mit  einer  beliebigen  Ebene  des  Raumes.  Führt 
man  nun  durch  einen  beliebigen  Punkt  Tn  der  Scheitelkante 
den  Normalschnitt  a«;  bn,  c«,  d^  des  Ebenenbüschels  und  ist 
ffn  die  Schnittlinie  der  Ebene  desselben  mit  der  Ebene  Tg,  so 
sind  die  Schnittpunkte  An,  Bn,  Cny  B^  derselben  mit  den  vier 
Ebenen  des  Büschels  zugleich  ihre  Schnittpunkte  mit  den  gleich- 
namigen Strahlen  des  Büschels  in  Tg,  Man  hat  also 
(ABCD)  —  {anbnCndr)  =  {AnBnCnDn)  =  {abcd)  =  {ABCB). 


58  I*  Methodenlehre:  A)  Gentralprojection.    16. 

Die  Ebenenbüschel,  welche  Tier  Punkte  einer  Geraden 
mit  beliebigen  sie  nicht  schneidenden  Geraden  im  Baume  be- 
stimmen, haben  dasselbe  Doppelverhältniss,  wie 
diese  vier  Punkte.  Alle  diese  Sätze  lassen  sich,  wenn  man 
dem  Schnitt  mit  Ebenen  und  Geraden  den  Schein  aus 
Punkten  und  Geraden  gegenüberstellt,  in  der  Aussage 
zusammenfassen:  Doppelverhältnisse  werden  durch 
Schnitt-  und  Schein-Bildung  nicht  geändert.  Und 
wir  bemerken,  dass  die  drei  Elementargebilde:  Die  Punkte  in 
einer  Geraden,  die  Ebenen  durch  eine  Gerade  und  die  Geraden 
durch  einen  Punkt  in  einer  Ebene  durch  Schnitt-  und  Schein- 
Bildungen  nur  in  einander  übergeführt  werden,  in  Bezug  auf 
Projectionsprocesse  eine  in  sich  abgeschlossene  Gruppe  bilden. 

1)  Den  ersten  Formeln  des  Textes  analog  hat  man 

daraus  sodann  entsprechend  den  zweiten 

'^^  =  {ABCoo)^{A'B'C'Q'),    '^•^{ABD<x>)^{A' B' D' Q') 

und  durch  Division  von  beiden  Formeln 

{ABCD)  =  {A'B'C'Q')  :  {A'B'D'Q')  =  {A'B'C'By 

2)  Nach  der  zweiten  Formelgiiippe  des  Textes  kann  niemals 

^r^  =  ^  werden ;    aber   immer  -^7^,  =  —  — ,  nämlich  für 

AB  =  —  BB,    Aus  (ABCoo)  =  {A'B'C'Q')  folgt  als  äquivalente 
Bedingung  auch  Q'  A'  ^^^  —  Q' B\ 

3)  Wenn  der  Punkt  C  der  Originalgeraden  die  Mitte  zwischen 
den  Punkten  A  und  B  derselben  ist,  so  dass  AC  t^ss  —  BC^  so 
liefern  die  Relationen 

Ä'C'.B'C'^^^.-^^^O'A'.^O'B^ 
,  A'C    A'O'  ^ 

^^^  Wc'\b'~o'^'^ 

Ist  im  Original  C  die  Mitte  zwischen  A  und  B^  so  haben  die 
Paare  A\  B'  und  C\  Q'  im  Bilde  das  Doppel verhältniss  —  1,  oder 
wie  man  sagt  C  und  Q'  sind  conjugiert  harmonisch  zu  A\  ff. 
Da  im  Oiiginal  die  Strecke  AB  durch  den  Mittelpunkt  C  und  den 
unendlich  fernen  Punkt  Q  in  den  Verhältnissen  —  1  und  -{~  ^  g^- 
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theiit  wird,  80  ist  das  Doppelyerhältniss  der  Grappen  AB^  CQ 
gleichfalls  —  1  und  das  gewonnene  Ergebniss  ein  Specialfall  des 
Hauptsatzes  im  Texte.    (Yergl.  Fig.  28.) 

Ebenso  die  Halbierung  der  Bildstrecke  SQ'  durch  das  Bild  M' 
von  M  für  S  als  die  Mitte  zwischen  R  und  M,  Harmonische 
Theilung  wird  durch  Frojection  nicht  gestört. 

Man  erhält  hiemach  z.  B.  das  Bild  vom  Schwerpunkt  S  eines 
Dreiecks  ABC  aus  seinem  Bilde  und  der  Fluchtlinie  q'  seiner 
Ebene;  man  bestimmt  zu  den  Fluchtpunkten  von  zwei  Seiten  B' C 
und  Ca'  die  vierten  harmonischen  in  denselben  und  erhält  6^'  als 
Schnittpunkt  ihrer  Ecktransversalen.  Der  Umstand,  dass  die  Spur 
der  Ebene  nicht  gebraucht  wird,  sagt  aus,  dass  die  Schwerpunkte 
aller  parallelen  Schnitte  derselben  dreiseitigen  Pyramide  in  einer 
Geraden  durch  ihre  Spitze  liegen.     (Vergleiche  13.) 

Fig.  S6. 


4)  Alle  Strahlenbüschel  über  einer  Gruppe  harmonischer  Punkte 
sind  harmonische  Büschel ;  ebenso  alle  Ebenenbüschel,  welche  durch 
dieselbe  gehen. 

5)  Man  ziehe  durch  einen  Funkt  P  in  der  Ebene  des  Drei- 
ecks ABC  die  Geraden  PA^B^C^,  PB^C^A.^,  PC^A^B^,  in  denen 
P  mit  den  Schnittpunkten  in  den  Dreiecksseiten  harmonische  Gruppen 
bildet.     (Ausführung  nach  13  unt^n.) 

6)  Man  hat  für  den  Zusammenhang  zwischen  Bild  und  Original 
einer  geraden  Linie  speciell 

(ABcoR)  =  {A'B'0'<x>') 
BR.  AR  =  A'Q'iB'Q'    oder    AR  .  A' Q'  ^  BR  .  B' 0\ 
das  erste  Gesetz  des  §  15.;  femer 

{SQ'A'R')={SQAR)    oder    {SQ' A' oo')  =  (S oo AR) 
d.h. 

SA'      Soo'         SA       SR         ,         SA'        SA        y 


O'A"  Q'oo'       ooA'  ooR 


SR        ^        SA' 
oder 


O'A'       SR 
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das  Grundgesetz  für  die  Auftragung  von  Punkten  einer  Geraden 
aus  ihren  Tafelabstfinden  in  §  7. 

7)  Jedes  Doppelverhältniss  kann  wie  oben  im  Text 

(ABCB)  =  {A'B'C oo)     und  ebenso     {A'B'C'Q')  =  {ABCod) 

auf  ein  cinfache^Verhältniss  reduciert,  und  damit  zu  drei  Elementen 
einer  Reihe  oder  eines  Büschels  ein  viertes  zu  gegebenem  Doppel- 
verhältniss constnüert  werden.  Sind  A^  B^  C^  D  Punkte  einer 
Reihe ,  so  bilde  man  über  ihnen  ein  Strahlenbüschel  a,  ^,  c^  d  aus 
einem  Punkte  T  und  schneide  dasselbe  durch  eine  Transversale  aus 
A  parallel  dem  Strahl  d  in  den  Punkten  B\  C\  oo';  dann  ist 
{A B C D)  =  (A B' C oo')  d.  i.  AC'  \  B' C'\  man  construiert  ebenso 
bequem  aus 

{AB'oo'D')=  B'D':  AD'-, 

aus  {AooC'D')  =  AC'  :  AD'  und   aus  ipoDCD')  «=  BD' :  BC\ 

Soll    also    z.   B.    in   Fig.  27    D   so    bestimmt    werden,    dass 

Fig.  27.  {A  B  CD)  =  5:2  sei,  so  trage 

^.,  if N^    g\  ^^,"'4        man    auf  eine    durch   A  ge- 

.,-'•"'  zogene  Gerade  ^(T— 5, -^'6^=2 

für  beliebige  Einheit  auf;  dann 

^.>5r  liefern  die  Geraden  BB\  CC 

^^'^S[\  als    ihren    Schnittpunkt    den 

Scheitel  T  des  Büschels  und 
^•^  der  zu  ^  ^ '  6^'  parallele  Strahl 

aus  diesem  bestimmt  in  der  Reihe  ABC  den  Punkt  D, 

8)  Man  verfolge  die  Bewegung  des  Punktes  D  durch  die  Reihe, 
unter  der  Annahme,  dass  das  Doppelverhältniss  die  Reihe  der  posi- 
tiven und  negativen  Zahlen  durchläuft. 

Man  construiere  insbesondere  den  vierten  harmonischen  Punkt 
D  zu  der  Gruppe  ABC^  z.  B.  die  Centralprojection  des  Mittel- 
punktes C  der  in  A' B'  projicierten  Sirecke  der  Geraden  SQ\ 
(Vergl.  unter  13  die  Construction  mit  Hilfe  des  Lineals  allein.) 

9)  Da  sich  die  vier  Elemente  ^,  ^,  C,  />  in  24  verschiedene 
Gruppen  ordnen  lassen,  so  entspringt  die  Frage  nach  der  Beziehung 
des  Doppelverhältnisses  einer  Gruppe  {AB CD)  zu  denen  der  23 
übrigen  Gruppen.  Sie  wird  durch  das  Folgende  erledigt.  Man  er- 
kennt durch  Bildung  der  Doppelverhältnisse  unmittelbar  die  Richtig- 
keit der  folgenden  Tafel: 

(ABCD)  =  (BADC)  =  (CD  AB)  =  {DCBA)  =  d^ , 
{BACD)  =  (aBDC)  =  (CDBA)  =  (DCAB)  =  tf^-S- 
(BCAD)  =  (CBDA)  =  (aDBC)  =  {DACß)  =  rf,, 
{CBAD)  =  (BCDA)  =  [aDCB)  =  {DABC)  —  rfj-»; 
\CABD)  =  \aCDB)  =  {BDCA)  =  (DBAC)  =  dj, 
{ACBD)  =  {CADB)  =  {BDAC)  =  {DBCA)  =  d^-K 

Femer  die  Relation  ^|d2^3  =»  —  1. 
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Betrachtet  man  aber  {AB CD)  und  (ACBD)^  so  zeigt  die 
Methode  von  7)  oder  die  Auswerthung  durch  Projection  von  D  in's 
Unendliche,  ihre  Werthe  gleich  A' C  :  B'C  und  A' B' :  C* B'  oder 
B' A' :  B'C'y  d.  h.  ihre  Summe  ist  gleich  Eins.  Man  hat  also 
<f,  +  d^^  «=  1  und  ebenso  d^  +  d{~^  =  1,  d^-\-  d^^  =  1. 

10)  Für  rf,  gleich  — 1,0,  + 1  ?  oo  erhalt  man  d^  und  d^  re- 
spective  gleich 

2,     oo,     0,     1; 
i,       1,  oo,     0. 

Also  ist  Itlr  die  harmonische  Gruppe  {ßABD)='  -j-^  :  -r  =  i  otler 

AD       ,  AB        ,  .AC+CB       .AC+CB        .     ,      . 

CD  =  ^CB    """^    '°'°'*   ~CB *  —CB—    ""^    ^""'^ 

Diyision  mit  ^67 

völlig  analog  entwickelt  man 

,      -  ,.        sin  cb    sin  cd       ,      ,      sin  ad       ,  sinaft 

(cabd)  = : —  4  oder -.  =  +  - — 7  , 

^  Bin  ab    ^mad       ^  sm  cd       ^  sin  cb 

d.h. 

sin  (ac  +  cd)  sin  {ac  -f-  c&) 

sin  cd  sin  cb 

und  also 

i  CÄf        tan  ac        ^  \tan  c^    '    tan  acj 


tan  c^ 
oder 


^Vtanc^    '    tancflf/' 


tan  c£? 

was  für  unendlich  fernen  Scheitel  des  Büschels  in  die  Relation  der 
harmonischen  Beihe  übergeht. 

11)  Ist  M  die  Mitte  von  AB^  so  folgt  dagegen  für  die  har- 
monische Punktgruppe  aus  {AB CD)  *«  —  1  oder 

AC:  BC=  —  ADiBD 
iAM+  MC)  {BM  +  MD)  =  {DM  +  MA)  {BM  +  MC) 


,1 


wegen  AM  =  —  BM  auch  MA'  =  MB*^  =  MC  .  MD. 

12)  Für  tf,  =  e?2=^^ote*' auch  tf3  =  rfund  tf^  —  ^^  1  =0  also 

tf  =  i  +  /"-  I  =  i  (1  +  I  j/3). 

13)  Da  nach  den  §§  14.  und  15.  in  der  Umlegung  einer  ebenen 
Figur  alle  geraden  Beihen  derselben  mit  ihren  Bildern  für  dasselbe 
Centrum  (S  perspectivisch  sind ,  so  sind  ihre  entsprechenden  Doppel- 
verhältnisse einander  gleich.  Man  zeigt  überdiess  leicht,  dass  zu 
jedem  Viereck  A' B' C D\  das   als  Bild  gegeben  ist,  eine  Gegen- 
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axe  q'  —  nämlich  die  Verbindungslinie  E' F'  der  Schnittpunkte 
von  A' B'  mit  CD'  und  von  B' C'  mit  A' D'  —  und  zwei  Lagen 
des  Collineaticnscentrums  (5,  6*  gefunden  werden  können,  für  welche 
die  entsprechenden  Umlegungen  Quadrate  werden,  deren  Grösse  von 
der  Lage  der  Collineationsaxe  5  abhängt.  Die  Centra  (5,  6*  sind  die 
Schnittpunkte  der  Über  den  Abschnitten  E'  F'  und  G(G(  der  Gegen- 
punkte von  AB'  und  ßC  resp.  von  AC  und  BD'  als  Durchmessern 
beschriebenen  Kreise,  weil  im  Quadrat  sowohl  die  Nachbarseiten  AB^ 
BC^  als  auch  die  Diagonalen  AC^  BD  aufeinander  rechtwinklig  sind. 
Weil  also  eine  solche  centrische  Collineation  immer  existiert,  so  er- 
geben sich  aus  den  Eigenschaften  des  Quadrats  ABCD  allgemeine 
projectivische,  d.h.  durch  Projection  nicht  zerstörbare,  Eigen- 
Schäften  der  Vierecke.    Sind  die  Schnittpunkte  der  Linienpaare 


Fig.  2a 


b. 


A'B\  CD'-,  B'C\  ÄD'-,  CA,  Vß  respective  E\  F\  G'  (Fig.  28a.), 
so  liegen  von  den  entsprechenden  Punkten  E^  jP,  G  zwei  in  un- 
endlicher Feme,  z.  B.  E^  F  und  der  dritte  ist  der  Mittelpunkt  des 
Quadrats  G,  (Fig.  28  b.)  Durch  die  erlaubte  Veränderung  der  Ord- 
nung der  Buchstaben  A^  B^  C^  D  kann  jeder  der  drei  zum  Mittelpunkt 
gemacht  werden.  Im  gedachten  Falle  entsprechen  den  Geraden 
E' F\  F' G\  G' E'  der  Reihe  nach  die  unendlich  ferne  Gerade  q 
und  die  Parallelen  aus  dem  Mittelpunkt  zu  den  Seiten  des  Quadrats. 
Die  entsprechenden  Reihen  und  Büschel  der  beiden  Figuren  sind 
projectivisch ;  nennt  man  also  noch  die  Punkte  A' C\  E'F'\  B' D\ 
E  F'  respective  6^/,  G^  (Fig.  28  a.)  und  ihre  entsprechenden  im 
Unendlichen  G^ ,  G^  (Fig.  28  b.) ,  so  erhält  man  die  Relationen 

(^A'C'G'GO  =  {acgg;)  =  —  1, 
{B'D'G'G^')=(BDGG^)^—  1, 


Projectivische  Eigenschafien  des  Vierecks  und  Vierseits.    16.      63 

weil  G  die  Mitte  zwischen  A  und  Cy  respective  B  und  D  ist  und 
(?i,  G^  unendlich  fem  sind;   analog  folgt  für  die  Büschel 

{G' .  A'B'E'F')  —  {G  .  ABEF)  =  —  1, 

weil  die  Seitenrichtungen  dfes  Quadrats  die  Winkel  seiner  Diago- 
nalen halbieren.  Man  giebt  diesen  allgemeinen  Eigenschaften  aller 
Vierecke,  denen  analoge  aller  Vierseite  beizugesellen  sind,  zweck- 
mässigen Ausdruck  durch  die  folgende  Terminologie: 

Vier  Punkte  A^  B^  C,  D  be-  Vier  Gerade  ö,  ^,  c,  d  bestim- 

stimmen  ein  vollstfindiges  men  ein  vollständiges  Vier- 
Viereck  mit  drei  Paaren  von  seit  mit  drei  Paaren  von  Ge- 
Gegenseiten ABy  CD\  BCy  DA]  genecken  ah^  cd\  bc ^  da^  ca^ 
CAy  BD^  deren  Schnittpunkte  bd^  deren  Verbindungslinien  e, 
E^  /*,  G  Diagonalpunkte  /*,  ^  Diagonalen  desselben  und 
desselben  und  durch  die  Dia-  sich  in  den  Diagonalpunkten 
gonalen  j?/",  FGy  ^i^'verbun-  ef^  fg^  ge  schneidend  heissen 
den  heissen  sollen.  sollen. 

In  jedem  Diagonalpunkte  In   jeder  Diagonale    bil- 

bilden  die  Seiten  und  die  den  die  Ecken  und  die  Dia- 
Diagonalen,  die  durch  ihn  gonalpunkte,  die  auf  ihr 
gehen,  ein  harmonisches  liegen,  eine  harmonische 
Büschel.  Reihe, 

Mit  Hilfe  der  vorigen  Sätze  construiert  man  zu  jedem  Punkte 
Q  in  Bezug  auf  zwei  Punkte  A^  B  derselben  Geraden  den  vierten 
harmonischen  Punkt  D  und  zu  jedem  Strahle  c  in  Bezug  auf  zwei 
Strahlen  a,  b  desselben  Büschels  den  vierten  harmonischen  Strahl  d. 
Man  wählt  im  ersten  Falle  auf  einer  willkürlichen  Geraden  durch 
C  zwei  Punkte  E^  F^  zieht  EA  und  FB  ^  die  sich  in  G  und  ebenso 
EB  nnd  FA^  die  sich  in  H  schneiden  und  erhält  D  auf  GH. 

Ebenso  zieht  man  im  zweiten  Falle  durch  einen  angenommenen 
Punkt  auf  c  zwei  Gerade  e^  /*,  bestimmt  ea  und  fb^  die  auf  g^ 
und  eby  fa^  die  auf  h  liegen  und  erhält  d  als  durch  gh  gehend. 

Die  erste  Construction  ist  aus  der  Fig.  27,  p.  60  zu  erhalten, 
wenn  man  noch  die  Gerade  AT  zieht,  die  BC  in  D'  schneidet; 
dann  sind  B' D' B  in  einer  geraden  Linie. 

Hier  ist  der  Gebrauch  des  Zirkels  vermieden ,  die  Construction 
linear. 

14)  Welche  Gestalt  erhalten  die  Sätze  von  13),  wenn  eine 
der  Ecken  D  des  Vierecks  oder  eine  der  Seiten  d  des  Vierseits  als 
unendlich  fem  gedacht  vnrd? 

*15)  Wenn  in  der  allgemeinen  Centralprojection  des  §  6*  zwei 
gerade  Linien  g^  und  g^  dasselbe  Bild  und  vertauschte  Bestimmungs- 
punkte  5,  U  haben  —  also  5,  in  V^  und  S^  in  U^  —  so  lehrt 
die  im  Beisp.  zu  §  6*  gezeigte  Umlegung  mit  der  projicierenden 
Ebene,  dass  ihr  Schnittpunkt  in  derjenigen  Ebene  des  Büschels 
von  der  Scheitelkante  li  Hegt,  welche  zur  Ebene  Cyx  harmonisch 
conjugiert  ist  in  Bezug  auf  die  Bildebene  S  unÜ  die  feste  Ebene  U ; 
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sein  Bild  ist  der  vierte  harmonische  Punkt  zu  «S,  IJ'  und  dem 
Schnittpunkt  des  Bildes  der  Geraden  mit  u.  Dieselbe  Ebene  ist  so- 
mit auch  der  Ort  für  die  Durch schnittslinien  aller  der  Ebenenpaare, 
für  welche  die  bestimmenden  Geraden  s  und  u  verkehrt  auf  ein- 
ander fallen,  und  die  Bilder  jener  Durchschnittslinien  sind  harmo- 
nisch conjugiert  zu  ii  in  Bezug  auf  s  und  u.  Für  IT  als  unendlich 
fern  wird  die  bezeichnete  feste  Ebene  zur  zweiten  Parallelebene;  etc. 
Man '  erläutere  die  Specialisierung  hiervon  für  die  orthogonale  Pa- 
rallelpro jection  mit  einem  Bilde  und  zwei  Fix-Ebenen  S  und  U. 

17.  Sind  in  zwei  Gruppen  von  gleichem  Doppelverhältniss 
drei  Paare  entsprechender  Elemente  gegeben ,  z.  B.  in  zwei 
Reihen  von  Punkten  die  Paare  Ay  A'-^  B,  B'\  C,  C\  so  bestimmt  das 
Gesetz  der  Doppelverhältnissgleichheit  {AB CA)  =  {A* B'C X') 
zu  jedem  vierten  Elemente  X  der  einen  Reihe  das  entsprechende 
Element  X'  der  andern. 

Läset  man  X  die  ganze  Gerade  ABC  durchlaufen,  so 
durchläuft  X'  gleichzeitig  die  ganze  Gerade  A' B' C  und  man 
erhält  zwei  projectivische  oder  speciell  perspectivische  Reihen 
von  unendlich  vielen  Punkten,  sagen  wir  vollständige  pro- 
jectivische Reihen.  Die  entsprechenden  Gruppen  von  vier 
Elementen  derselben  haben  gleiches  Doppelverhältniss. 

Ihr  Zusammenhang  werde  durch  die  Formel  ausgedrüctt 
{ABCDE.,.)  =  {A'B'C'D'E\,.y 

Das  Analoge  gilt  für  zwei  Strahlenbüschel  und  für  ein 
Strahlenbüschel   und   eine   Punktreihe,  etc.,   nach    den   Rela- 
tionen 
{abcde,\)^(ab'c'd'e\..),    {ABCD E .,.)  =  {ah' c  d' e  , ,.). 

Wenn  zwei  projectivische  Reihen  oder  Büschel  drei  Ele- 
mente entsprechend  gemein  haben  ^  so  sind  sie  identisch.  Also 
auch:  Wenn  von  einer  Reihe  und  einem  dazu  projectivischen 
Büschel  von  Strahlen  oder  Ebenen  —  überhaupt  von  zwei  projec- 
tivischen und  ungleichartigen  der  Gruppe  von  Gebilden:  Punkt- 
reihe ^  Strahlenbüschel  ^  Ebenenbüschel  —  drei  Elemente  des 
einen  in  den  entsprechenden  Elementen  des  andern  liegen,  so 
liegen  alle  Elemente  des  einen  in  den  entsprechenden  des  andern. 
Und  wenn  zwei  projectivische  Reihen  den  gemeinsamen  Punkt, 
resp.  zwei  projectivische  Büschel  in  derselben  Ebene  den  ge- 
meinsamen Strahl  entsprechend  haben,  so  liegen  sie  perspec- 
tiv isch,  d.  h.  sie  sind  Schnitte  eines  Strahlbüschels  oder  die 
Verbindungsgeraden  aller  entsprechenden  Punktepaare  gehen 
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durch  ein  Centrum;  respective  sie  sind  Scheine  oder  projicie- 
rende  Büschel  derselben  Reihe  oder  die  Schnittpunkte  ihrer 
entsprechenden  Strahlenpaare  liegen  in  einer  Geraden  oder  Per- 
spectiraxe.  In  dieser  perspectivischen  Lage  erkennt  man^  dass 
zwischen  projectivischen  Reihen  und  Büscheln  Uebereinstim- 
mung  des  Bewegungssinnes  besteht;  d.  h.  dass  die  entsprechen- 
den zu  vier  Elementen  des  einen,  die  in  einem  bestimmten 
Bewegungssinne  auf  einander  folgen ,  wiederum  in  einem  be- 
stimmten Bewegungssinne  im  andern  sich  folgen.  Es  ist  klar^ 
dass  drei  Elemente  desselben  Gebildes  durch  ihre  Aufein- 
anderfolge einen  Bewegungssinn  in  demselben  festsetzen 
und  somit  auch  die  drei  entsprechenden  im  andern  den  ent- 
sprechenden Bewegungssinn;  alle  übrigen  Paare  ent- 
sprechender Elemente  beider  Gebilde  müssen  sich  in  die  so 
bestimmte  Folgeordnung  entsprechend  einfügen. 

Mit  Hilfe  dieser  Characteristik  der  perspectivischen  Lage 
gleichartiger  projectivischer  Gebilde ,  nach  welcher  die  beiden 
Reihen  oder  Büschel  das  gemeinsame  Element  —  bei 
Ebenenbüscheln  ist  daher  Vorbedingung,  dasß  sie  eine  gemein- 
same Ebene  enthalten  —  entsprechend  gemein  haben, 
lassen  sich  yollständige  projectivische  Reihen  und 
Büschel  einer  Ebene  in  allgemeiner  Lage  aus  drei 
Paaren  entsprechender  Elemente  linear  construieren. 

Sind  A,B,C  in  der  Geraden  t  und  A\  B',  C  in  i  (Fig.  29) 
die  drei  entsprechenden  Paare  von  Punkten,  so  sollen  zu  den 
Punkten  />,  JS^,  . . .  die  entsprechenden  B'y  E'y  ...  nach  dem 
Gesetze  der  Projectivität  gefunden  werden.  Denken  wir  aus 
einem  Paar  entsprechender  Punkte  wie  A^  Ä  oder  B^  B\  etc., 
die  Strahlenbüschel  über  der  jedesmaligen  andern  Reihe  ge- 
bildet, so  hat  man  nach  leichtverständlicher  Bezeichnung 

{A  .  A'B'C'B'  ...)^(A\  ABCB  . . .), 
und  diese  Büschel  sind  perspectivisch,  weil  in  ihrem  gemein- 
samen Strahl  AA'  zwei  entsprechende  Strahlen  derselben  ver- 
einigt sind;  sie  stehen  also  über  derselben  Reihe  oder  haben 
eine  perspectivische  Axe  t'\  den  Ort  der  Schnittpunkte  der 
Paare  von  Geraden  AB\  A'B]  AC\  A'C\  AB\  A'B]  etc.  Die- 
selbe ist  somit  aus  den  Punktepaaren  AA\  BB\  CG'  bestimmt 
und  dient  ihrerseits  zur  Bestimmung  aller  übrigen  Paare  ent- 
sprechender Punkte  BB\  EE\  etc.:  Man  zieht  (Fig.  29)  A' E^ 
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verbindet  den  Schnittpunkt  mit  t"  mit  A  und  erhalt  in  i'  den 
Punkt  E\  Im  Schnittpunkt  der  Geraden  /,  i'  sind  zwei  nicht 
entsprechende  Punkte  0,  P'  vereinigt  und  die  Gonstruction 
zeigt,  dass  ihre  entsprechenden  0'  und  JP  in  /  und  t'  die  Punkte 
sind,  welche  diese  mit  der  perspecti vischen  Axe  /"  gemein 
haben.  Daraus  folgt,  dass  die  perspectivische  Axe  i"  von  der 
Wahl  der  Scheitel  {A,  A')  der  Büschel  unter  den  Paaren  der 
Punkte  unabhängig  ist,  dass  also  die  Geraden  BC'  und  B'C 
sich  gleichfalls  in  ihr  schneiden;  man  erhält  also  drei  Punkte 
der  perspectivischen  Axe  aus  den  gegebenen  Elementen. 

Wenn  man  in  der  Verbindungslinie  zweier  entsprechender 
Punkte  z.  B.  in  AA'  ein  Paar  Punkte  T,  T'  willkürlich 
wählt;  um  aus  ihnen  über  den  Reihen  in  /,  /'  respective 
Büschel  zu  bilden,  so  sind  dieselben  auch  perspectivisch  und 
ihre  perspectivische  Axe  t"  erlaubt  dieselbe  Benutzung  wie 
vorher.  Sie  ist  aber  nur  durch  zwei  Punkte  bestimmt  und 
liefert  nicht  mehr  unmittelbar  durch  ihren  Schnitt  mit  i^  t'  die 
Punkte  O'j  P\  doch  erhält  man  dieselben  leicht  nach  dem  näm- 
lichen Verfahren. 

1)  Man  erhält  die  Gegenpunkte  B^  0'  der  beiden  projec- 
tivischen  Reihen  durch  die  Constructionen  des  Textes  als  die  ent- 
sprechenden der  unendlich  fernen  Punkte  B\  Q  derselben ;  man  zeige, 
dass  im  Falle  der  ersten  Gonstruction  die  Gerade  BQ'  zu  t''  pa- 
rallel ist.     In  Fig.  29  ist  D'  aus  D  mittelst  0'  bestimmt. 

2]  Die  Schnittpunkte  der  Verbindungsstrahlen  der  Gegenpunkte 
mit  ihren  entsprechenden  d.  h.  von  QQ'  und  BB*  mit  irgend  einem 
Verbindungsstrahl  B B'  entsprechender  Punkte  sind  Scheitel  glei- 
cher und  paralleler  Büschel  über  den  projectivischen 
Eeihen  —  weil  diese  Büschel  den  Scheitelstrahl  als  sich  selbst 
entsprechend  haben  und  somit  perspectivisch  sind ,  aber  (wegen  zwei 
Paaren  entsprechender  und  paralleler  Strahlen)  mit  der  unendlich 
fernen  Geraden  als  Axe. ,  Die  von  den  Reihen  dieser  Scheitel  B^^ 
B^  (Fig.  29)  in  QQ'  und  BB'  gebildeten  Reihen  sind  projectivisch. 

Wenn  die  gegebenen  Reihen  perspectivisch  sind,  so  markiert 
jede  durch  ihren  Schnittpunkt  S  gezogene  Gerade  in.  QQ'  und  BB' 
d.  i.  in  {>'(S  und  B^  zwei  solche  Scheitel  paralleler  Büschel  über 
denselben. 

3)  Mit  Hilfe  der  Gegenpunkte  bestimmt  man  die  entsprechend 
gleichen  Strecken  wie  in  §  15.  und  insbesondere  die  entsprechen- 
den Nullstrecken.  Die  Beachtung  des  Sinnes  A'  Q' B'  und  des 
entsprechenden  Sinnes  AQB  beseitigt  auch  die  scheinbare  Unbe- 
stimmtheit der  Gonstruction. 
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4)  Zwei  projectivische  Reihen  /,  t'  sind  vollkommen  bestimmt 
durch  die  perspectiv ische  Axe  /"  oder  O'P  und  ein  Paar  AA'  ent- 
sprechender Punkte  oder  den  Qegenpunkt  der  einen  von  ihnen;  oder 
auch  durch  die  Gegenpunkte  Q\  R  und  ein  Paar  entsprechender 
Punkte. 

5)  Wenn  die  Gegenpunkte  unendlich  fern  sind,  d.  i.  wenn  die 
unendlich  fernen  Punkte  der  Reihen  sich  entsprechen,  so  findet 
Aehnliehkeit  oder  Proportionalität  zwischen  denselben  statt,  man 
hat  {ABXcso)  —  {A'B'X'(x>')  oder  AX:BX  ^  A' X'  :  B' X\ 
Die  Construction  zeigt  dasselbe;  das  Verjttngungs-  oder  Aehnlich- 
keitsverhältniss  ist  0P\  O'P,  Dies  ist  das  Verhalten  einer  zur 
Tafel  parallelen  Geraden  g  zu  ihrem  centralprojectivischen  Bilde  g' 

Fig.  29. 


^'^:-- 


/ 

(§  15.,  3);  das  Aehnlichkeitsverhältniss  ist  p  i  p\  das  Yerhältniss 
der  in  derselben  Geraden  gemessenen  Abstände  des  Centrums  C 
von  der  Geraden  und  ihrem  Bilde.  Es  ist  auch  das  Verhalten  jeder 
Geraden  g  zu  ihrer  Projection  g'  aus  einem  unendlich  fernen  Cen- 
tmm;  die  Constante  des  Aehnlichkeitsverhältnisses  ist  von  der  Lage 
der  Geraden  gegen  die  Bildebene  und  die  projicierenden  Strahlen 
abhängig.  (Vergl.  §  21.)  Aehnliche  Reihen  sind  durch  zwei  Paare 
entsprechender  Punkte  bestimmt;  man  construiere  sie  daraus. 

6)  Wenn  die  perspectivische  Axe  t"  einer  der  Halbierungs- 
linien des  Winkels  (/,  t')  parallel  geht,  so  sind  die  projectivisch  äbi- 
lichen  Reihen  insbesondere  projectivisch  gleich;  0-P:  0'/^«=+ 1. 
(Vergl.  §  21.)  — 

7)  Verschiebt  man   die  Reihe  /  um  die  Strecke  PP'  und  im 

6* 
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Sinne  derselben  in  sich  selbst,  oder  die  Reibe  i'  um  die  Strecke 
O'O  und  im  Sinne  derselben,  so  werden  beide  Reihen  perspectiyisch. 

8)  Man  bestimme  die  Distanz,  den  Durchstosspunkt  S  und 
Fluchtpunkt  Q'  einer  Geraden,  wenn  fOr  drei  Funkte  derselben  die 
Bilder  A\  B\  C  und  die  Tafelabstände  ^i,  y.^,  y^  gegeben  sind. 
(Fig.  30  a,  b.) 

Ist  C  das  Centrum  der  Projection  (Fig.  30  a) ,  g  die  Gerade 
mit  den  Punkten  A^  B^C^  D\  S  ihr  Durcbstoss-,  B  ihr  Verschwin- 
dungspunkt,  also  Q'  ihr  Fluchtpunkt,  ff'  ihr  Bild,  mit  den  Bildern 
A\  B\  C\  D'  der  besagten  Punkte;  ist  C^  der  Hauptpunkt  und 
somit  ff'\  die  durch  S  zu  C^Q'  gezogene  Parallele,  der  Ort  der 
Fusspunkte  Ä\  B*\  C'\  D"  der  Tafelnormalen  von  A^  B,  C^  D^ 


ng.  80. 
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so  hat  man  {ABCD)  =  {A' B' C D') --^  {A" B" C' D") ,  d.  h.  für 
2/  als  die  Tafelordinate  von  D 

^^ .  "LR  _  yi  —  ya .  yi  —  y . 
i^^'  BD     ^2— ya'ya  — y 

Legt  pian  (Fig.  30  b.)  also  durch  A'  eine  Gerade,  in  der  man 
die  y  von  einem  Anfangspunkte  0  aus  mit  Rücksicht  auf  ihren 
Sinn  so  abträgt,  dass  y^  m  A'  endigt,  so  liefern  die  Ordinaten 
^2)  ^3  Punkte  B^  (7,  die  mit  B\  C'  verbunden  Strahlen  eines 
Büschels  vom  Scheitel  T  liefern,  welches  die  vorige  Beziehung 
abbildet.  Die  Verbindung  von  T  mit  einem  beliebigen  Punkte  D' 
der  Geraden  A' B' C*  schneidet  in  A' BC  eine  Länge  OD  ab,  welche 
der  Ordinate  von  D  (dem  Original  von  D')  gleich  ist;  denn  es  ist 
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Der  Strahl  yon  T  nach  dem  AnfiaDgäpankte  0  giebt  den  Punkt 
des  Bildes  S^  welchem  die  Tafelordinate  Null  entspricht;  der  zu 
jfBC  parallele  Strahl  aus  T  giebt  in  AB'  den  Punkt  Q\  der  der 
anendlich  grossen  Ordinate  entspricht;  der  Strahl  TB  parallel  A'B' 
giebt  in  dem  Abstände  OB  die  Ordinate  des  Verschwindungspunktes 
By  d.  h.  die  Distanz  d.  Man  erhält  dieselbe  auch  durch  den  Strahl 
TM'  nach  dem  Mittelpunkt  Af'  der  Strecke  SQ",  da  dieser  die  Or- 
dinate von  JU  giebt.    (§  3  f.) 

Wenn  weitere  Data  fehlen,  so  kann  der  Hauptpunkt  C^  jetzt 
willkürlich  festgesetzt  werden,  so  dass  den  gegebenen  Bestimmungen 
ein  YoUstSndiges  Strahlenbüschel  vom  Scheitel  S  entspricht.  (§  3 ;  2.) 

9)  Es  ist  ein  Specialfall  dieser  Bestimmung ,  wenn  die  Gerade 
durch  ihren  Durchstoss*  und  Fluchtpunkt  bei  gegebener  Distanz 
bestimmt  wird;  es  sind  die  Bilder  der  Punkte  von  den  Tafelordi- 
naten  Null,  Unendlich  und  d  gegeben.  Wie  modificiert  sich  die 
Constmction  von  Aufg.  8.,  wenn  der  Durchstosspunkt  S  oder  der 
Fluchtpunkt  Q'  der  Geraden  bekannt  ist;  oder  der  Punkt  M'? 

10)  Alle  ebenen  Schnitte  desselben  Ebenenbüschels  sind  per- 
spectivische  Strahlenbüschel ,  insbesondere  gleiche,  wenn  die  Ebenen 
parallel  sind  oder  wenn  eine  Halbierungsebene  ihres  Flächenwin- 
kels zur  Scheitelkante  des  Ebenenbüschels  normal  ist.  Die  Eeihen, 
welche  dasselbe  Ebenenbüschel  aus  zwei  Geraden  schneidet,  sind 
projectivisch ,  insbesondere  ähnlich ,  wenn  die  Geraden  zu  derselben 
Ebene  des  Büschels  parallel  sind ;  wenn  sie  sich  schneiden ,  perspec- 
tiräch  für  den  Schnittpunkt  ihrer  Ebene  mit  der  Scheitelkante  als 
Centmm.    (Yergl.  §  16,  Schluss  und  Fig.  26.) 

Strahlenbüschel  sind  also  perspectivisch  als  Scheine  derselben 
Beihe,  d.  h.  wenn  sie  für  dieselbe  projicierend  sind,  und  als  Schnitte 
desselben  Ebenenbüschels;  Beihen  sind  perspectivisch  als  Schnitte 
desselben  Strahlenbüschels,  oder  desselben  Ebenenbüsehels,  falls  ihre 
Geraden  sich  schneiden ;  Bbenenbüschel  sind  perspectivisch  als  pro- 
jiderende  oder  als  Scheine  desselben  Strahlenbüschels  und  als  Scheine 
derselben  Beihe  aus  sich  schneidenden  Geraden. 

18,  In  zwei  projectivischen  Strahlenbüscheln  von  den 
Scheiteiponkten  Tj  T'  construiert  man  aus  drei  Paaren  ent- 
sprechender Strahlen  a^  ol\  bf  b']  c,  c  die  ferneren  entsprechen- 
den Strahlenpaare  d,  ä  etc.,  indem  man  die  Reihen  betrachtet, 
welche  zwei  entsprechende  Strahlen  z.  B.  a,  ä  mit  dem  jedes- 
maligen andern  Büschel  bestimmen;  man  hat  in  leicht  ver- 
verstandlicher  Bezeichnung 

(a  .  ab'  c  . . .)  =  (a  .  abc  . . .) 
und  da  diese  Reihen,  weil  sie  in  aa  einen  Punkt  entsprechend 
gemein  haben,  perspectivisch  sind,  so  erzeugen  sie  durch  die 
Verbindungslinie  der  Paare  ihrer  entsprechenden  Punkte  ein 
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Strahlenbüschel  d.  h.  sie  haben  ein  perspectivisches  Centrum 
T\  Dasselbe  ist  zunächst  nach  der  getroffenen  Wahl  der 
Reihen  durch  die  Geraden  a}>\  a'b\  ac\  de  aus  den  gegebenen 
Elementen  bestimmt  und  dient  zur  Construction  aller  übrigen 
Paare  entsprechender  Strahlen  (Fig.  31);  es  liefert  zu  d  den 
entsprechenden  d\  weil  ä d^  ad'  eine  durch  T"  gehende  Ge- 
rade sein  muss.  Im  Verbindungsstrahl  der  Scheitel  TT'  sind 
zwei  einander  nicht  entsprechende  Strahlen  o^  p'  der  beiden» 
Büschel  vereinigt;  die  Oonstruction  zeigt,  dass  die  ihnen  ent- 
sprechenden Strahlen  o',  p  die  Geraden  TT",  TT"  sind.  Es 
folgt  daraus ;  dass  die  Lage  des  perspectivischen  Centrums  T" 

Fig.  81. 


von  der  zufälligen  Wahl  des  Paares  entsprechender  Strahlen 
a^  ä  für  die  Beihenbildung  unabhängig  ist,  dass  also  auch  die 
dritte  durch  die  Data  bestimmte  Gerade  hc\  b'c  durch  dasselbe 
gehen  muss.  Man  erhält  dasselbe  also  als  Schnittpunkt  Ton 
drei  Geraden. 

Die  Construction  projectivischer  Ebenenbüschel  kann  nach 
§  16  Fig.  26  darauf  oder  auf  die  projectirischer  Reihen  zurück- 
geführt werden. 

Wir  geben  unter  den  Beispielen  die  Entwickelung  der 
Lehre  von  den  entsprechend  gleichen  Winkeln  und  bemerken, 
dass  dieselbe  auf  die  projectivischen  Ebenenbüschel  ohne  wesentr 
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liehe  Aenderang  übergeht.    (5  bis  10,  abgesehen  von  dem  Ge- 
brauch der  Ereisbüschel  bei  9.) 

1)  Wenn  man  durch  den  Schnittpunkt  von  zwei  entsprechen- 
den Strahlen  z.  B.  aa  ein  Paar  StrsJiien  /,  /'  legt,  um  in  ihnen 
die  Reihen  der  Schnittpunkte  mit  den  gegebenen  Büscheln  T^  T' 
zu  bilden,  so  sind  diese  auch  perspectivisch  und  ihr  perspectivisches 
Centrum  T"  gestattet  die  Construction  aller  übrigen  entsprechen- 
den Strablenpaare  der  Büschel  T^  T,  Nur  liefert  es  nicht  direct 
0  und  p,  (Vergl.  §  17.,  Schluss.)  Wie  erhält  man  diese  und  damit 
das  perspectivische  Centrum  der  Textconstruction  ? 

2)  Zwei  projectivische  Strahlenbüschel  von  den  Scheiteln  J,  T' 
sind  vollkommen  bestimmt  durch  das  perspectivische  Centrum  im 
Sinne  des  Textes  und  ein  Paar  entsprechender  Strahlen. 

-3)  Wenn  die  Transversalen  t^  t'  aus  dem  Schnittpunkt  des 
Paares  aa  in  l)  zu  einem  Paar  entsprechender  Strahlen  6,  h'  pa- 
rallel gelegt  werden ,  so  rückt  das  perspectivische  Centrum  T"  der 
in  ihnen  entstehenden  Reihen  in  die  unendlich  ferne  Gerade  (als 
Strahl  tb^  fb')  oder  wird  zur  Richtung  von  tc^  t'c\ 

Denkt  man  /  festgehalten  und  /'  um  aa  gedreht,  so  rückt 
das  Centrum  T"  auf  einem  Strahle  des  Büschels  T'  fort  und  ge- 
langt auf  ihm  nach  dem  Vorigen  auch  in  das  Unendliche ;  den  ein- 
zelnen Lagen  von  i  entsprechen  so  die  Strahlen  aus  T*  und  ebenso 
analog  bei  festem  i  und  drehendem  U 

Soll  das  Centrum  T'  in  einem  beliebigen  Punkte  der  Ebene 
li^en,  so  hat  man  ein  Viereck  zu  zeichnen,  dessen  Ecken  in  b^  b\ 
Cy  c  liegen ,  während  T"  und  a  d  zwei  seiner  Diagonalpunkte  sind ; 
man  erhält  zwei  LOsimgen  für  das  Problem.    (Vergl.  §  21,  7.) 

4)  Dreht  man  das  Büschel  T'  um  den  Winkel  (o\  o)  und  im 
Sinne  desselben  um  seinen  Scheitel,  so  wird  es  mit  dem  Büschel 
T  perspectivisch;  ebenso  T  mit  T  durch  die  Drehung  (p,  p'). 
Dann  wird  TT'  durch  T'  und  die  perspectivische  Axe  s  harmo- 
nisch getheilt.  Ebenso  bei  der  perspectivischen  Lage  der  Reihen 
(§  17. ,  7)  der  Winkel  it'  durch  i"  und  den  nach  dem  Centrum 
gehenden  Strahl. 

5)  In  den  projectivischen  Strahlenbüscheln  7,  T'  existieren 
wie  in  den  projectivischen  Reihen  zwei  Paare  von  Elementen,  die 
das  Doppelverhältniss  auf  ein  einfaches  Verhältniss  reducieren 
(§  16.,  6,  7);  es  sind  die  entsprechenden  Paare  der  Rechtwin- 
kelstrahlen, Strahlenpaare  qq\  rr'  (diese  Bezeichnung  wird 
kaum  Zweideutigkeiten  veranlassen)  von  der  Eigenschaft,  dass  so- 
wohl (^,  r)  als  \q\  r')  ein  rechter  Winkel  ist.     Für  sie  hat  man 

iflbqr)  =  (ab'g[r) 
oder 

sin  (ö,  q)    sin  (a,  r)       sin  (a',  q)    sin  (a ,  r) 

sin  (^,  q)  '  sin  (&,  r)       sin  {b\  qj  '  sin  {b\  r')  ' 
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d.  h.  tan  (a,  q)  :  tan  (d,  q)  «=  tan  {a\  q)  :  tan  {b\  q')        oder  auch 

tan  («',  q)  :  tan  (ör,  ^)  «=  tan  (&',  q')  :  tan  (^,  g),  nnd 

tan  {a\  q)  .  tan  (a,  r)  =  tan  (^',  5^') .  tan  (ft,  r). 

6)  um  die  entsprechenden  Bechtwinkelpaare  ^r,  q'r  von  zwei 
projectivischen  Strahlenbüscheln  T^  T'  zu  construieren,  macht  man 
dieselben  durch  Drehung  des  einen  perspectivisch  (4),  bestimmt 
ihre  perspectivische  Axe  und  beschreibt  den  durch  T,  T'  gehenden 
Ereis,  der  seinen  Mittelpunkt  in  ihr  hat  (Fig.  32) ;  derselbe  schneidet 
die  perspectivische  Axe  in  den  Fusspunkten  der  Strahlen  q^  q'  und 
r,  r   der  entsprechenden  Bechtwinkelpaare. 


Fig.  82. 


r.^- 


7)  Schreibt  man  die  Endgleichung  von  6)  in  der  Form 
tan  br  :  tan  ar  =3  tan  ä q'  :  tan  b' q' 
und  bildet  man 

(tan  ar  —  tan  br) :  tan  ar  =  (tan  b'q'  —  tan  aq')  :  tan  Vq\ 
so  folgt  nach  der  Formel 

tan  a  —  tan  /5  c=s  tan  («  —  /3)  (1  +  tan  a  tan  /?) 

_     1  +  tan  örr  .  tan  &r       ^      ,,  / 1  +  tan  öV.  tan  ^ö^' 

tan  a^ — =  tan  &  a  — ' — \j~, 5L . 

tan  ar  tan  b  q  ' 

also  insbesondere  für  Lab  ^^  Lo>b'  oder  tan  ad  «»  tan  a'^ 

tan  b'q-^-ioxLar.  tan  b'q.  tan  &r=tan  ar+tan  aY-tan  ar. tan  &Vi 

d.  h.  wegen 

tan  b'q\  tan  ftr  =s  tan  ar  .  tan  a'q  »=  k^ 
tan  b'q  (1  —  /:')  =  tan  ar  (1  —  *'),    somit   tan  b'q  =  tan  ar 
oder  Lb'q'  '^^  Lar  und  daher  auch 

Lbr  =  La'q\     Lbq  =  Lar\     LVr^aq-, 
und  dies  sind  die  zu  §  15.  vollkommen  analogen  Conatructionen 
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für  die  gleichen  entsprechenden  Winkel  zweier  projec- 
tiyischen  Büschel.    (Vergl.  §  17.,  3.  und  §  20.) 

Wenn  man  den  Winkel  aq  mit  b'  und  &*'  an  r'  und  den 
Winkel  d q  in  h  und  h*  an  r  anträgt,  so  dass  L(^b  ^^^  L^b'  und 
Lab^  =  Ldb*'  ist,  so  wird  das  eine  Paar  dieser  entspre- 
chend gleichen  Winkel  nothwendig  durch  die  Becht- 
winkelstrahlen  getrennt,  das  andere  nicht. 

8)  Zur  Bestimmung  der  entsprechend  gleichen  Winkel 
Ton  Torgeschriebener  Grösse  in  projectiyischen  Büscheln 
dient  folgendes.     Es  ist 

,        ,      ,  ,   .         tan  ar  —  tan  br  k^  —  tan^  d q' 

tan  ö^  =  tan  (flr  —  br)  =  T~ri. 1 — ir  =  i /  ./,    ,    Tvv 

^  '       l  +  tanörtan&r       tana<2'(l+^) 

und  daraus 

tan^  dq  +  (1  +  k^)  tan  dq  .  tan  a&  =  /r^ 

tan  ä'^'  =  -  ^-^  tan  ö&  +  ^  (^-i^^tan'  ab  +  k\ 

Für  ab  =^  (fi  ist  insbesondere 

tan  dq'  =  +  ä". 

Es  ist  klar,  dass  die  entsprechend  gleichen  Winkel  Null  nur  in 
dem  System  derjenigen  (vergl.  7)  vorkommen  können,  die  durch 
die  Rechtwinkelpaare  nicht  getrennt  werden. 

Wenn  man  in  zwei  projecti vischen  Ebenenbüscheln  die  ent~ 
sprechenden  Bechtwinkelpaare  Q,  B  und  Q',  B'  kennt,  so  liefern 
dieselben  Regeln  die  Construction  der  entsprechend  gleichen  Winkel 
in  denselben;  diese  bilden  zwei  Systeme,  in  deren  einem  diese  Winkel 
durch  die  Gegenebenen  Q,  B  und  Q',  B'  getrennt  werden  oder  sie 
einschliessen,  während  sie  in  dein  andern  ausgeschlossen  werden;  in 
dem  letzten  kommen  zwei  entsprechende  Nullwinkel  vor,  welche  sich 
bei  der  einen  der  durch  verkehrte  Deckung  der  Gegenebenenpaare 
erzieltai  Zusammenlegungen  vereinigen.  (Vergl.  §  20.)  Die  prac- 
tische  Construction  der  entsprechenden  Rechtwinkelpaare  geschieht 
durch  die  der  Normalschnitte  der  Büschel  —  auch  in  der  all- 
gemeinen Lage  gleich  ein&ch. 

Ein  beliebiger  Kreis  durch  die  Scheitel  T,  T'  (Fig.  32)  der 
projectivischen  Strahlbüschel,  der  die  Axe  derselben  schneidet,  be- 
stimmt in  ihr  die  Fusspunkte  zweier  entsprechender  Strahlenpaare 
▼on  gleichen  Winkeln;  wenn  T  und  7"  auf  einerlei  Seite  der  per- 
spectivischen  Axe  liegen,  so  sind  zwei  Elreise  dieses  Büschels  (siehe 
§  9)  berührend  zu  ilu:  und  liefeiii  die  entsprechenden  Nullwinkel 
—  alle  andern  Paare  sind  in  der  That  durch  die  Rechtwinkelpaare 
und  durch  einander  ungetrennt.  Man  erhält  auf  demselben  Wege 
das  zweite  System,  indem  man  einen  der  Scheitel  T  durch  den 
ihm  orthogonal  symmetrischen  T*^  in  Bezug  auf  die  perspectivische 
Axe,  erseiet;  da  im  Falle  der  Figur  32  die  Punkte  J*,  T'  auf  ver- 
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schiedenen  Seiten  der  perspecti vischen  Axe  liegen,  so  giebt  es  keine 
berührenden  Kreise  und  keine  entsprechenden  Nullwinkel  in  diesem 
System;  seine  Paare  werden  auch  sämmtlich  durch  die  Bechtwinkel- 
paare  getrennt  und  trennen  einander. 

9)  Man  zeichne  in  zwei  centrisch  collinearen  Ebenen  die  ent- 
sprechenden congruenten  Dreiecke  fdr  gegebene  Anfangsecke  B^B*) 
und  von  ihr  ausgehende  Seitenlage  a{a').  Man  bestimmt  die  (7,  C 
nach  der  Begel  der  entsprechend  gleichen  Strecken  und  die  Lagen 
von  BA  oder  c(c')  nach  der  der  entsprechend  gleichen  Winkel, 
hierauf  die  Längen  von  BA  wieder  nach  der  der  entsprechend 
gleichen  Strecken.  Für  die  Ecke  (S(@')  tritt  Unbestimmtheit  ein, 
die  Geraden  /,  t'  sind  die  Orte  der  Basisecken;  analog  für  die 
Seite  s(s)  mit  T,  T. 

10)  Wenn  die  betrachteten  Büschel  gemeinschaftlichen  Scheitel 
S{S')  haben  und  einer  centrischen  Collineation  angehören,  so  dass 
die  sich  selbst  entsprechenden  Strahlen  s  (die  CoUineationsaxe)  und 
c  (der  Strahl  nach  dem  CoUineationscentrum  (S)  sind  (siehe  Fig.  35 
auf  S.  79)  so  erhält  man  analog  zu  §  15,  4 

1)  cq  =  r5,  cq  =  r  s]    er  =  ^*,  er  =  qs\ 

sodann  aber  für  Strahlenpaare  i^^  t^  und  t^^  t^  nach  den  Belationen 

die  in  Regeln  der  Symmetrie  übertragbaren  Belationen 

2)  /j^=cr'=g5,  tir  =  cq''=rs^  cq'=^t{r=sr  s^  cr=t{ q'^=sq' s\ 
i^qs^sri^qc^  t^r=isq'^=^rc^  sq^==^t^r^^re^  sr^'^^t^q'^^q'c] 

sowie  durch  Verbindung 

3)  t^t^  =  ^1^2  =  *^i  UU'  =  h^2  ~  2fi''r  =  ^qr\ 
19.  Die  durch  die  Gentralprojection  gegebene  Abhängig- 
keit ebener  Systeme  ist  nun  der  Art,  dass  jeder  gerad- 
linigen Reibe  i  der  Originalebene  eine  zu  ihr  perspectivische 
aus  demselben  projicierenden  Strahlen -Büschel  geschnittene 
Reihe  i'  der  Bildebene  entspricht;  jedem  Strablenbüschel  T 
der  Originalebene  ein  zu  ihr  perspectivisches  aus  demselben 
Büschel  projicierender  Ebenen  geschnittenes  und  über  der- 
selben Reihe  in  der  Spur  s  stehendes  Strahlenbüschel  T'  der 
Bildebene.  Durch  die  Umlegung  der  Originalebene  in  die 
Bildebene  (§  11.)  sind  alle  diese  projectivischen  Reihen  und 
Büschel  in  perspectivischer  Lage  in  einer  Ebene  vereinigt  und 
wir  haben  schon  (§  16.,  13  f.)  Nutzen  davon  gezogen.  Die  An- 
wendung der  allgemeinen  Gesetze  der  Doppelverhältnissgleich- 
heit auf  die  entsprechenden  Reihen  in  den  vom  CoUineations- 
centrum €  ausgehenden  Strahlen  und  auf  die  entsprechenden 
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Büschel  aus  den  in  der  Oollineationsaxe  s  liegenden  Punkten 
ist  jedoch  von  besonderem  Erfolg  für  die  Einsicht  in  den  Zu- 
sammenhang beider  Ebenen. 

Ist  /  ein  Strahl  aus  dem  Collineationscentrum,  so  dass  t' 
mit  ihm  zusammenfällt  und  den  Punkten  A,  B  dieses  Strahles 
andere  Punkte  Äj  ff  desselben  Strahls  als  Bilder  entsprechen, 
(Fig.  33)  und  ist  S  der  zugehörige  Punkt  in  der  Gollineations- 
axe  $y  so  gilt,   weil  6  und  S  sich  selbst  entsprechen  —  wir 

Fig.  83. 
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nennen  sie  die  Doppelpunkte  der  vereinigten  projecti- 
yischen  Reihen  —  die  Relation 

oder 

Bezeichnen  A^^  A(  entsprechende  Punkte  für  einen  andern 
durch  das  CoUineationscentrum  @  gehenden  Strahl  t^y  t(  mit 
dem  Punkt  S^  in  der  CoUineationsaxe,  so  hat  das  Doppelver« 
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hältniss  der  Gruppe  (^SiA^A^'  denselben  Werth,  wie  das  Vorige, 
weil  die  Geraden  AA^y  A'A^  in  einem  Punkte  TT*  der  OoUi- 
neationsaxe   zusammentreffen   und   somit   die  Reihen   QSAA' 

m 

und  (iS^AyA(  aus  diesem  Punkte  perspectivisch  sind.  Also: 
Entsprechende  Paare  yon  Punkten  einer  centrischen 
Collineation  in  der  Ebene  bestimmen  mit  dem  Cen- 
trum und  dem  Durchstosspunkt  des  Strahls,  auf  dem 
sie  liegen^  ein  Doppelverhältniss,  das  weder  tob 
einem  Paar  zum  andern  im  nämlichen  Strahl,  noch 
yon  einem  Strahl  zum  andern  seinen  Werth  ver- 
ändert. Und  wenn  aa'y  hb'  entsprechende  Paare  von  Strahlen 
der  Systeme  sind,  die  von  einem  Punkte  der  Axe  s  ausgehen 
und  c  den  von  da  nach  dem  Gentrum  gehenden  Strahl  be- 
zeichnet;  so  hat  man  ebenso 

{csaa')  =  {csbV)  =  const.; 

die  beiden  Constanten  für  Reihen  und  Büschel  sind  einander 
gleich,  weil  die  Reihen  aus  den  Strahlenbüscheln  geschnitten 
werden  und  umgekehrt.  Wir  nennen  diese  constante  Zahl  das 
charakteristische  Doppelverhältniss  der  centrischen 
Collineation  oder  der  Centralprojection,  aus  der  sie 
entspringt  und  wollen  sie  mit  ^  bezeichnen.  Unter  den  Bei- 
spielen geben  wir  seine  Reduction  auf  einfache  Ver- 
hältnisse (i,  9)  und  seine  geometrische  Bedeutung  für 
die  zugehörigen  Centralprojectionen  (6);  wir  geben 
auch  die  Construction  vereinigter  projectivischer 
Reihen  oder  Büschel. 

1)  Sind  0'  und  B  die  Gegenpunkte  des  betrachteten  Strahls 
Q,S  aus  dem  Centrum  (S,  so  ist  f^r  A,  A'  als  ein  entsprechendes 
Paar  (Fig.  33) 

[^SAÄ)  =  A  =  (6ÄÄOO)  =  ((S,S<x>&) 
d.h. 

Sa''  SA  ~  SR^^O'' 

oder  das  charakteristische  Doppelverhältniss  derCen- 
tralcollineation  ist  auch  das  einfache  Theilverhältniss, 
nach  welchem  auf  jedem  durch  das  Centrum  gehenden 
Strahl  S^  durch  Q'  und  (E5  durch  R  getheilt  werden. 
In  Folge  dessen  ist  ff  von  S  ebensoweit  und  in  demselben  Sinne 
entfernt  wie  6  von  R^  oder  q'  von  s  wie  €  von  r,  wie  bekannt. 

(§9.) 
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3)  Man  constiniere  die  Centralcollineationeii  von  den  Charak- 
teristiken  z/  «»  —  ^  nnd  ^^  »=  f  aus  Centrum  und  Axe. 

3)  Auf  der  Parallelen  /  durch  das  Collineationscentrum  zur 
Aza  8  gilt  für  entsprechende  Punktepaare  A^  Ä  die  Relation 

d.h.  dieselben  bilden  zwei  ähnliche  Reihen  mit  dem  Aehnlich- 
keitsverhältniss  A  und  mit  6  als  sich  selbst  entsprechend,  sowie  dem 
zweiten  sich  selbst  entsprechenden  Punkt,  nämlich  dem  Durchstoss- 
punkt,  im  Unendlichen. 

4)  Wie  Iftsst  sich  die  vorher  gefundene  Aehnlichkeit  zur  Con- 
stmction  oentrisch  collinearer  ebener  Systeme  benutzen?  (Vergl. 
§  21  c.  und  §  30. ;  auch  §  40.) 

Je    zwei    entsprechende    zur  '^' 

Collineaüonsaze  parallele  Ge- 
rade zeigen  gleichfalls  die 
Aehnlichkeit  der  bezüglichen 
Reihen. 

5)  Denken  wir  vor  der 
ümlegung  die  Bildebene,  die 
Originalebene  und  die  zu  bei- 
den respective  parallelen  Ebe- 
nen durch  das  Centrum  C  der 
ProjecÜon  (Fig.  34),  also  die 
Geraden  «,  q^  r\  endlich  die 
Ebene  Cs  und  die  zu  s  nor- 
male projicierende  Ebene,  so 
schneidet  die  Letzte  die  vor-  t 
bezeichneten  fttnf  Ebenen  in 

den  vier  Beiten  nnd  einer  Diagonale  SC  eines  Parallelogramms 
CBSQ%  in  welchem  der  Winkel  bei  jS^  die  Tafelneigung  te  der 
Ebene  ist  und  dessen  Seiten  S  Q\  SR  nach  der  ümlegung  in  einen 
Strahl  5(S  aus  dem  Collineationscentrum  fallen.  (Vergl.  §  14,  6. 
Q'  ist  das  H  von  Fig.  10,  16.)  Bezeichnen  wir  Li/ SC  durch  /? 
und  LCSR  durch  ^^j  so  ist  a  •»  |3  -f-  9^  und 

Sff       sin  y  __CR 
CQ''^  Hin  ß~  SR' 

d.  h.  die  charakteristische  Constante  der  Collineation 
ist  das  Theilverhältniss  des  Winkels  a  für  die  durch 
die  Spur  s  bestimmte  projicierende  Ebene.  Sind  die  Bild- 
ebene, die  Originalebene  und  die  Charakteristik  J  gegeben,  so  ist 
der^Ort  des  Centrums  diejenige  Ebene,  welche  den  Winkel  or,  um 
den  drehend  die  Originalebene  in  die  Bildebene  übergeführt  wird, 
nach  dem  Theilverhältniss  A  theilt. 

6)  Wenn  ftbr  drei  Ebenen  die  Spuren,  die  Winkel  a^^  aj,  «3 
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zur  Bildebene  und  die  Charakteristiken  ^|,  ^2)  ^s  gegeben  sind, 
so  ist  dadurch  das  Centrum  der  Projection  vollständig  bestimmt. 

7)  Wenn  die  Charakteristik  der  centrischen  Collineation  nach 
der  ümlegung  um  den  Winkel  a  den  Werth  J  hat,  so  ist  ihr 
Werth  nach  Umlegung  um  den  Winkel  (180^  —  a)  gleich  —  J. 

SO'       (SU 

8)  Die  Charakteristik  J  =  ^=-^,  =  -^^-^  kann  die  Werthe  0, 

+  1,  oo  nur  annehmen,  wenn  respective  1)  SQ' t=  g^ssQ; 
2)  gß'  =  S(/,  (5ä  =  SB-,  3)  6(>'  =  SIt  =  0  ist.    (§  16,  10.) 

Dem  ersten  und  letzten  entspricht  das  Zusammenfsillen  der 
Bilder  respective  der  Originale  auf  einem  Strahl  ans  dem  CoUinea- 
tionscentrum  in  diesen  einen  Punkt  bei  Vertheilung  der  Originale 
respective  Bilder  über  die  ganze  Reihe;  das  Centrum  der  Projec- 
tion liegt  in  der  einen  der  beiden  Ebenen.  Wie  sich  ihre  Punkte 
und  Geraden  in  diesem  Falle  entsprechen,  ist  unschwer  weiter  aus- 
zuführen. Der  Fall  ^  =  +  1  fordert  entweder  6  und  s  unbestimmt 
(vergl.  §  20,  l)  oder  er  fordert  SQ'  =  6jp'  und  6Ä  =  SB,  d.  h. 
6  in  s  und  die  Gegenaxen  q'  und  r  äquidistant  zu  beiden  Seiten 
von  S]  das  Centrum  der  Projection  liegt  in  der  Halbierungsebene 
desjenigen  Winkels  zwischen  Original-  und  Bild-Ebene,  um  welchen 
die  Drehung  bei  der  ümlegung  nicht  erfolgt.  Die  vereinigten  pro- 
jectivischen  Büschel'  haben  in  s  zusammenfallende  Doppelstrahlen, 
die  Reihen  in  ^  vereinigte  Doppelpunkte.  Man  erhält  J  f=^  —  1, 
wenn  die  Drehung  um  jenen  Winkel  selbst  erfolgt;  wir  werden 
aber  von  diesem  wichtigen  Fall  der  harmonischen  Projection  und 
Collineation  oder  der  Involution  im  folgenden  §  speciell  handeln. 

Hier  gedenken  wir  noch  des  Falles,  wo  J  unbestimmt  ist,  d.  h. 
das  Projectionscentrum  in  jeder  Ebene  des  durch  s  gehenden  Büschels 
liegt,  oder  in  s  selbst,  in  der  Schnittlinie  zwischen  Original-  und 
Bild -Ebene.  Man  kann  die  Art  des  Entsprechens  zwischen  den 
Punkten  und  Geraden  beider  Ebelien  leicht  ausführen  und  ?rir 
kommen  auf  sie  zurück.    (Yergl.  §  22,  f,  g.) 

Es  ist  nützlich,  die  Veränderung  von  J  mit  dem  Centrum 
@  für  bestimmtes  s  und  q'  oder  die  von  q'  respective  s  mit  der 
Werthveränderung  des  ^  bei  festgehaltenem  @  und  s,  resp.  ^  und 
q'  zu  betrachten. 

9)  Betrachten  wir  in  den  concentrischen  entsprechenden  Bü- 
scheln aus  einem  Punkte  der  Collineationsaxe  die  Paare  der  ent- 
sprechenden Rechtwinkelstrahlen  q,  ^';  r,  r,  so  ist 

(csqq)  B=.  ^  osa  {csrr)^ 

d.  h.  z/  a=  tan  cq  :  tan  sq  =  tan  cq  :  tan  sq']  etc. 

Sind  6,  5,  q'  oder  r  als  Data  der  centrischen  Collineation.  ge- 
geben, so  entsprechen  jedem  Punkte  T  T'  oder  S  von  s  als  Scheitel 
bestimmte  Rechtwinkelpaare  q,  r,  q,  r  oder  5Ä,,  SB^,  ^^V  ^^^ 
(Fig.  35),  die  man  wie  folgt  construiert:  Man  halbiert  (So  in  Z, 
errichtet  dort  die  Normale  zu  ihr  und  schneidet  mit  derselben  q' 
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« 

in  Jfj  ^^^  r  in  M^;  die  Ejreise,  die  von  Jlf^  und  M^  als  Mittel- 
pnnkten  aus  durch  €  und  S  gehen,  schneiden  ihre  Durchmesser  q' 
und  r  in  den  Gegenpunkten  P/,  Q^'  und  B^^  R^  der  entsprechenden 
Paare  der  Bechtwinkelstrahlen.  Man  begründet  die  Construction 
durch  die  Bemerkung,  dass  von  den  beiden  concentrischen  projec- 
tivischen  Büscheln  csqr,  csg'r  jedes  parallel  sich  selbst  nach  € 
verlegt  mit  dem  andern  perspectivisch  sein  muss,  wo  dann  die 
Qegenazen  q\  respective  r  als  die  perspectivischen  Axen  derselben 
entstehen  (vergl.  Fig.  32);  dass  aber  hiemach  die  Construction  des 
§  18.  f  6  Anwendung  finden  muss.  Das  ist,  was  die  angegebene 
Construction  vollzieht.  Die  Halbierungslinien  der  von  den  Doppel- 
strablen  c,  $  gebildeten  Winkel  halbieren  auch  die  Winkel  zwischen 
den  Rechtwinkelpaaren  SJR^,  SQ^';  SB^,  SQ^\    (Vergl.  §  18,  10.) 

Pig.  35. 


X 


y 


10)  Mit  Hilfe  derselben  Betrachtung  findet  man  die  entspre- 
chenden Bechtwinkelpaare  zu  zwei  beliebigen  entsprechenden  Punk- 
ten A^  A\  Aber  die  Collineationsaxe  bestimmt  sie  auch,  als  ihre 
perspecüvische  Axe,  mit  dem  aus  ihr  beschriebenen  Kreise  durch 
A,  A\    (§  18,  6.) 

11)  Wenn  die  Ecken  von  zwei  Dreiecken  A^A^A^^  A(  A^  A^ 
(Fig.  36)  in  Paaren  A^^  A(  etc.  in  geraden  Linien  aus  einem 
Centrum  (S  liegen,  so  schneiden  sich  die  Paare  ihrer  entsprechen- 
den Seiten  A^A^j  A^A/'y  A^A^^  ^2^z\  -^3-^n  -^s'-^i'  ^^  ^^^^  Punk- 
ten iS,2i  '^23>  ^^31  ^^^^^  geraden  Linie  s\  und  umgekehrt. 

Betrachtet  man  nämlich  s  als  die  Gerade  S^^S^^  und  nennt 
ihre  Schnittpunkte  mit  den  Strahlen  A^  A^\  A2  A^i  A^  A^  respective 
iS|,  S^y  ^3,  so  gelten,  sofern  beide  Dreiecke  in  derselben  Ebene 
liegen,  die  Relationen  perspectivischer  Reihen  aus  S^^  und  S^^ 

{i&S^A^A^)  =  (653^3^3'),     (653^3^3')  =  (6Ä,^,0 
und  somit  auch  (f§,S^A^A()  «»  (652^2-^2)  ^*  ^*  ^^^^  diese  Reihen 
sind  in  Perspective  ausjS']2)  und  somit  iS]29  ^23)  ^n  ^  einer  G«- 
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raden  s.  Dass  der  umgekehrte  Satz  gilt,  beweist  man  mit  Leich- 
tigkeit, indem  msbn  die  Characteristik  der  entsprechenden  Central- 
collineation  durch  die  Büschel  aus  5],,  '^23'  '^zt  ausdrückt,  welche 
paarweise  perspectivisch  sind  für  die  Strahlen  ^^  ^/,  etc.  als  ihre 
Axen.  Wenn  beide  Dreiecke  nicht  in  derselben  Eböne  liegen,  so 
liefert  die  Anschauung  ihres  Verhältnisses  zum  Centrum  @  als 
zweier  ebener  Schnitte  des  Mantels  einer  dreiseitigen  Pyramide  einen 
unmittelbaren  Beweis.  Darauf  Ifisst  sich  aber  der  Beweis  für  die 
Lage  in  derselben  Ebene  überdiess  zuiilckführen  und  der  Satz  von 
den  perspectivischen  Dreiecken  erhält  dadurch  seine  fundamentale 
Bedeutung  für  die  Begründung  der  projectivischen  Geometrie.  (Yergl. 
§  38,  2  und  den  3.  Theil  dieses  Werkes.) 

Flg.  36. 
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12)  Wenn  von  zwei  ebenen  Systemen  das  eine  die  Central- 
projection des  andern  ist,  so  bleiben  sie  in  solcher  Beziehung  auch 
bei  Drehung  des  einen  um  ihre  Durchschnittslinie.  (Yergl.  §  15,  5.) 
Der  Ort,  den  das  Centrum  der  Projection  bei  dieser  Bewegung 
beschreibt,  ist  ein  Kreis  K^  dessen  Ebene  zu  jener  Schnittlinie 
normal  ist  und  der  seinen  Mittelpunkt  in  der  Fluchtlinie  der  Ori- 
ginalebene in  der  Anfangslage  hat.  Einer  gegebenen  centrischen 
Collineation  ebener  Systeme  ^sq  (Fig.  37)  entsprechen  somit  un- 
endlich viele  Centralprojectionen  von  verschiedenen  Distanzen  und 
Hauptpunkten;  jene  haben  den  Abstand  des  Collineationscentrums 
6  von  q  zu  ihrem  Maximum,  diese  liegen  innerhalb  der  Strecke 
(S6i*,  welche  durch  die  beiden  ümlegungen  des  Centrums  (§  9) 
begrenzt  ist.  (Yergl.  5.)  Die  Entwickelungen  des  Textes  zusammen 
mit  der  geometrischen  Deutung  unter  5)  liefern  den  Beweis. 

13)  Zwei  durch  drei  Paare  entsprechender  Punkte  AÄ^  Bß^ 
00*  gegebene  vereinigte  projectivische  Reihen  lassen  sich  vervoll- 
ständigen, indem  man  die  eine  derselben  z.  B.  Ä^  ß^  C  aus  einem 
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beliebig  gewählten  Centrum  T  auf  eine  willkürlich  angenommene 
Oerade  in  A'\  B'\  C"  projiciert.  Man  erhält  in  den  projecti vi- 
schen Beihen  von  allgemeiner  Lage  ABC  und  Ä'ff'C"  nach  §  17 
zu  jedem  Punkte  X  den  entsprechenden  Punkt  X"  und  daraus 
durch  ZnrÜckprojicieren  aus  T  den  Punkt  X' \  und  man  erhält 
ebenso  aus  Y'  durch  Hinausprojicieren  von  T  aus  Y'^  und  daraus  JT. 

Legt  man  die  Gerade  der  Ä'KC"  durch  Ä^  so  dass  Ä'  mit 
Ä  zusammenfällt,  so  geht  die  perspectivische  Axe  von  §  17  durch  Ä, 

Ebenso  geht  man  von  zwei  projectivischen  Büscheln  am  näm- 
lichen Scheitel  und  in  derselben  Ebene  durch  den  Schnitt  des  einen 
mit  einer  Transversale  t  und  den  Schein  der  entstandenen  Reihe 
ans  einem  willkürlichen  Punkte  zu  projectivischen  Büscheln  von 
allgemeiner  Lage  über  und  construiert  sodann  nach  §  18. 

Fig.  87. 


14)  Die  vorige  Construction  lässt  sich  vereinfachen,  wenn  unter 
den  drei  gegebenen  Paaren  ein  sich  selbst  entsprechendes  Element 
ist,  z.  B.  für  Beihen  aus  AÄ^  Bff^  S,  Man  projiciert  Ä^  S^  S 
ans  einem  beliebigen  Centrum  T  auf  eine  durch  S  gehende  Gerade 
in  A'\  B*\  S  und  bestimmt  durch  AA"y  BB"  das  Perspectivcen- 
trum  T  der  Reihen  ^,  . .  und  Al\  . .;  dann  findet  man  X'  zu  X^ 
indem  man  durch  XT'  den  Punkt  X"  bestimmt  und  ihn  mit  T 
verbindet;  etc.  Offenbar  bestimmt  die  Oerade  TT'  den  zweiten 
Doppelpunkt  €  der  vereinigten  Reihen.    (Vergl.  §  21  u.  das.  1,  2.) 

20.  Die  charakteristische  Zahl  A  giebt  nach  ihren  Werthen 
eine  Classification  der  Centralprojectionen,  deren 
Sinn  aas  §  19;  6,  7  und  8  erhellt.  Unter  diesen  Werthen  ist  der 
besondere  Fall  A  ^^  —  1 ,  der  Fall  des  harmonischen  Verhält- 
nisses, namentlich  zu  beachten.  Die  projicierende  Ebene  der 
Gpllineationsaze  s  halbiert  dann  den  Drehungswinkel  a  zwischen 
der  Bildebene  und  Originalebene;  man  hat  wie  auch  hieraus 
direct  folgt: 

Pi edier,  darateUende  Qeometrie.     I.    3.  Aufl.  6 
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~  1 


^0' 


6Ä 
SR' 


d.  h.  die  Gegenpunkte  (/y  R  sind  in  der  Mitte  zwischen  den 
sich  selbst  entsprechenden  Punkten  6,  S  oder  die  Gegenaxen 
q'y  r  (Fig.  38)  in  der  Mitte  zwischen  Centrum  und  Collinea- 
tionsaxe  vereinigt.  Als  charakteristisch  für  diese  harmo- 
nische Gentralcollineation  ergiebt  sich  dann  allgemein 
für  ein  beliebiges  Paar  entsprechender  Punkte 


SA  '  SÄ       SÄ 


{^SAÄ)  =  —  1^ 

und  ebenso 

(csaa)  =  (csa'a) 

für   entsprechende   Strahlen  ^    d.  h.   man  kann   in   einer  der- 


'^ 


artigen  Gentralcollineation  je  zwei  entsprechende  Punkte  und 
ebenso  je  zwei  entsprechende  Strahlen  vertauschen  —  das  Bild 
als  Original  und  das  Original  als  Bild  betrachten  —  ohne 
das  Entsprechen  zu  stören.  Ist  AB  CD.,,  eine  Gruppe  von 
Punkten  des  Originals  —  denken  wir  sie  als  die  aufeinander 
folgenden  Ecken  eines  Vielecks  —  und  ÄD'CIf ...  die  Gruppe 
der  entsprechenden  Punkte  des  Bildes,  so  verhalten  sich  auch 
als  Original  und  Bild  die  Gruppen 

ÄBCD...,    AB'CLi...\    AB'CD...y    ÄBCff...,, 
ÄBC'D...y    Aßen ...'^  etc. 

Ebenso   für   beliebige   Gruppen   von  Geraden   und   ihre   ent- 
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sprechenden.  Weil  die  Unterscheidung  von  Bild  und  Original 
damit  aufgehoben  ist,  so  kann  man  zur  Bezeichnung  ent- 
sprechender Paare  statt  der  A^  Ä\  a^  ci  die  Ä^  Ay]  a,  a^  etc. 
benutzen. 

Zwischen  zwei  derartigen  Systemen  besteht  projectivi- 
sches  Entsprechen  mit  Vertauschbarkeit;  man  hat  in 
den  Reihen  entsprechender  Punkte  auf  den  Strahlen  aus  dem 
Centrum  projectivische  Reihen  mit  vertauschbarem  Entsprechen 
und  man  hat  in  den  Büscheln  entsprechender  Strahlen  aus 
den  Punkten  auf  der  Axe  projectivische  Büschel  mit  vertausch- 
barem Entsprechen.  Man  nennt  solche  projectivische  Reihen 
in  derselben  Geraden,  solche  Strahlenbüschel  in  derselben  Ebene 
und  vom  nämlichen  Scheitel,  solche  ebene  Systeme  in  dersel- 
ben Ebene  und  also  auch  die  zugehörigen  projicierende  Strahlen- 
und  Ebenenbündel  mit  vertauschbarem  Entsprechen  involuto- 
rische  Reihen,  Büschel,  Ebenen  und  Bündel.  Wir 
entwickeln  die  Entstehung  solcher  Involutionen  aus  der  Ver- 
einigung projectivischer  Reil^en  und  Büschel  in  den  Beispielen. 

1)  Ist  im  Allgemeinen  (ßSAA')  =»  J  die  Charakteristik  einer 
centrischen  Collineation  und  entsprechen  dem  Punkte  P  als  Original- 
punkt im  Bilde  P'  und  demselben  als  Bildpunkt  im  Original  /^j,  so 
haben  wir  {(^SPP')  =  A  =  {QSP^P)  und  man  hat  (^SP^P')  =  ^^ . 
d.  h.  wenn  man  in  derselben  centrischen  Collineation  zur  Eigur  F 
als  Original  das  Bild  F'  und  zur  nämlichen  Figur  F  als  Bild  das 
Original  F^  construiert,  so  sind  die  Figuren  F^  und  F'  centrisch 
ooUinear  nach  dem  Quadrate  der  gegebenen  als  Charakteristik.  Für 
J  =  —  1  erhalten  wir  F^  und  F'  als  sich  deckend  mit  2^  ■=  +  1 ; 
d.  h.  (vergl.  §  19.,  8.)  congruente  Systeme  in  Deckung  sind 
centrisch  collinear  mit  der  Charakteristik  Eins;  Cen- 
trum und  Axe  sind  unbestimmt.  Man  erläutere  die  Bedeutung 
dieser  Resultate  für  den  räumlichen  Vorgang  der  Frojection. 

2)  Liegt  P  entweder  in  der  Mitte  zwischen  den  Doppelpunkten  @ 
und  S  oder  unendlich  fern,  so  erhält  man  SP' :  g  />'  c=a  6/>j  :  SP^^ 
d.  h.  die  Mitte  zwischen  P'  und  P^  ist  auch  die  Mitte  zwischen 
den  Doppelelementen.  (Vergl.  §  19.,  1  u.  §  9.)  Man  formuliere  das 
entsprechende  Resultat  fUr  Büschel. 

3)  Man  construiere  eine  involutorische  CentralcoUineation,  er- 
läutere das  vertauschbare  Entsprechen  an  Original  und  Bild  einer 
ebenen  Figur  und  besonders  die  Vereinigung  der  Gegenaxen  in  der 
Mitte  zwischen  @  und  s  als  die  unerlässliche  Bedingung  seiner 
Möglichkeit.  Wie  gestaltet  sich  die  Construction  mit  Benutzung 
der  Parallelen  zu  $  durch  @  und  der  symmetrischen  Reihen  in 
derselben?    (Veigl.  §  19;  8,  4.) 

6* 
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4)  Die  Relationen  {^SAÄ)  =  —  1  «=  (c^aa')  sagen  aus,  dass 
die  Doppelelemente  in  den  involutorischen  Reihen  und  Büscheln 
einer  solchen  Collineation  mit  jedem  Paar  entsprechender  Elemente 
derselben  eine  harmonische  Gruppe  von  Punkten  oder  Strahlen  bilden. 

5)  Man  erläutere  das  Viereck  von  zwei  entsprechenden  Punkte- 
paaren A^  A*  und  B^  B'  oder  Geradenpaaren  a,  a'  und  by  \>  hin- 
sichtlich seiner  harmonischen  Eigenschaften.  Für  />  in  ^  ist  If 
in  B  und  daher  die  Verbindungslinie  der  Schnittpunkte  von  AB^ 
Äff  und  von  AB\  AB  die  Axe  $  der  involutorisdien  Collineation; 
ihre  Durchstosspunkte  mit  den  Strahlen  AÄ^  BB'  sind  die  vierten 
harmonischen  zum  Schnittpunkt  (S  derselben.  (§  16,  13.)  Die  Paral- 
lelen durch  @  zu  Äff  und  AB^  zu  Äff  und  AB  schneiden  je  die 
andere  dieser  Geraden  in  vier  Punkten  einer  zu  $  parallelen  Ge- 
raden —  der  Gegenaxe  qr, 

6)  Man  verzeichne  ein  Sechseck  und  ein  Dreieck  in  schräger 
Ebene,  dessen  Ecken  bei  der  Umlegung  mit  andern  Ecken  von  ihm 
selbst  zusammenfallen.    Eine  Ecke  in  der  Axe  giebt  ein  2n — leck. 

7)  Macht  man  die  entgegengesetzte  Umlegung  im  Falle  der 
Involution  oder  zf  =  —  l^  so  dass  man  mit  ^  =  -(-  1  zu  A^  B  ,. » 
die  in  Bezug  auf  $  orthogonal  symmetrischen  ^| ,  B^^  etc.  bildet ,  so 
liegt  6,  in  der  Axe  $  und  r^  symmetrisch  zu  q'  in  Bezug  auf  s; 
also  gehen  ÄA^ ,  B'B^  i  •  •  •  durch  @|  in  s  und  die  Parallelstrahlen 
der  Bilder  treffen  die  Originale  mit  dem  Index  Eins  in  r^. 

8)  In  den  involutorischen  Büscheln  aus  den  Punkten  der  Col- 
lineationsaxe  fallen  die  entsprechenden  Strahlen  der  Bechtwinkel- 
paare  ^,  q'  mit  r\  r  zusammen  (Fig.  38),  nämlich  in  den  Halbie- 
rungslinien der  von  den  Strahlen  c  und  s  gebildeten  Winkel.  Man 
beweise  dies  aus  dem  charakteristischen  Doppel verhältniss  (§  19,  9.) 
und  aus  der  Construction. 

9)  Wenn  bei  zwei  in  derselben  Geraden  vereinigten  projecti- 
vischen  Reihen  ^,  f  ein  Paar  von  Punkten  sich  vertauschungsfähig 
entsprechen,  so  thun  dies  alle  Paare  und  die  Reihen  sind  in- 
volutorisch.  Jenes  erfordert  die  Vereinigung  der  Gegenaxen  oder 
Gegenpunkte,  und  daraus  folgt  das  vertauschbare  Entsprechen  aller 
Paare. 

Dasselbe  folgt  aber  auch  direct  aus  der  Gleichheit  der  Doppel- 
verhältnisse.  Ist  {ABCC)  =  {ÄB'CC)  und  denken  Ynx  ff  mB^ 
so  muss  auch  D  m  ff  sein;  denn 

BC  ''  BC       ffC  ''  ffC  ^         BC  ^  ffC  '^  AC^  ÄC  ' 

wo  die  Vertauschung  von  B  mit  B'  die  von  B'  mit  B  nach  sich 
zieht.  Involutorische  Reihen  sind  durch  zwei  Paare  entsprechender 
Punkte  AÄy  Bff  bestimmt;  denn  C  in  Ä  giebt  C  in  A  oder  ÄA 
als  drittes  Paar. 

Legt  man  also  zwei  projectivische  Reihen  so  auf  einander,  dass 
ein  Paar  ihrer  Punkte  sich  vertausch  bar  entspricht,  —  und  man 
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erreicht  dies,  indem  man  ihre  Gegenpunkte  Q\  R  zur  Deckung 
bringt,  in  J/,  dem  Centralpunkt,  Mittel-  oder  Hauptpunkt 
der  Involution  —  so  sind  sie  in  Involution;  denn  dann  fallen  alle 
die  entsprechend  gleichen  Strecken  des  einen  Systems  (§  15.)  zu- 
folge ihrer  Construction  verkehrt  auf  einander.  Und  weil  jene 
Vereinigung  in  einer  zweiten  Art  möglich  ist,  die  aus  der  ersten 
durch  Drehung  der  einen  Reihe  um  180^  hervorgeht,  so  kann 
man  zwei  projectivische  Reihen  in  zweierlei  Weise  in- 
volutorisch  machen,  den  zwei  Systemen  entsprechend  gleicher 
Strecken  gemäss;  bei  der  einen  kommen  die  entsprechenden  Null- 
strecken G  mit  G\  H  mit  B'  zur  Deckung  und  bilden  zwei  sich 
selbst  entsprechende  oder  Doppelpunkte  G  und  Zf;  bei  der 
andern  föUt  G  auf  H\  G'  auf  ZT,  man  erhält  ein  zu  M  symme- 
trisches Paar  und  Doppelpunkte  existieren  nicht.  Bei  dieser 
trennen  sich  die  Paare,  bei  der  ersten  nicht.  Die  erste  Art  ent- 
spricht offenbar  der  Involution  ebener  Systeme  durch  Centralpro- 
jection  oder  der  harmonischen  Collineation ;  solche  Involutionen 
heissen  auch  hyperbolisch,  während  man  die  Involution  ohne 
reelle  Doppel-Elemente  elliptisch  nennt. 

10)  Sowie  in  den  Reihen  die  entsprechenden  unendlich  grossen 
Strecken  die  involutorische  Vereinigung  ermöglichen,  so  in  den 
Büscheln  die  entsprechenden  rechten  Winkel.  Projectivische  Büschel 
von  einerlei  Scheitel  in  derselben  Ebene  werden  involutorisch ,  wenn 
man  ihre  entsprechenden  Rechtwinkelpaare  verkehrt  zur  Deckung 
bringt,  q  mit  r\  q'  mit  r;  man  sagt,  dass  diese  die  Axen  der 
Involution  bilden.  Offenbar  können  also  auch  solche  Büschel 
in  zweierlei  Art  involutorisch  gemacht  werden.  Im  einen  Falle, 
n&mlich  bei  entgegengesetztem  Sinn  der  beiden  Gebilde  oder  sich 
nicht  trennenden  Paaren,  hat  die  Involution  reelle  Doppelstrah- 
len, die  vereinigten  entsprechenden  Nullwinkel  g^  g'  und  A,  K 
(§  18,  8.),  im  andern  nicht.  Bei  der  entgegengesetzten  Aufeinander- 
legung föUt  g  auf  h'  und  g'  auf  h  und  sie  bilden  ein  Paar,  wel- 
ches zum  Rechtwinkelpaar  symmetrisch  liegt. 

11)  Wir  könnten  auch  aus  der  den  Bedingungen  des  Zusammen- 
legens entspringenden  doppelten  Möglichkeit  der  involutorischen 
Lage  schliessen,  dass  es  in  projectivischen  Strahlen- 
bfischeln  zwei  Systeme  entsprechend  gleicher  Winkel 
giebt;  aber  wir  wissen  schon,  dass  dieselben  zu  den  entsprechen- 
den Rechtwinkelstrahlen  in  analoger  Beziehung  stehen,  wie  die 
gleichen  entsprechenden  Strecken  zu  den  Gegenpunkten;  etc.  (Vergl. 
§  15.;, §  18.,  6.) 

12)  Die  Relation  {ABMoo)  =  {ÄB^ooM)  giebt: 

AM.Ä'M^BM.E^M=±k'^    (§  15.  u.  §  16.,  11.) 

für  entgegengesetzten  respective  für  gleichen  Sinn;  und  ent- 
sprechend für  die  Büschel  in  Bezug  auf  die  Rechtwinkelstrahlen 
aus  {abqr)  «=>  {a'b'rq\  nämlich  tan  a^  •  tan  a'^  =>  tan  6^  •  tan  b'q 
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setzen  wir  =+k^.  Für  die  Doppelpunkte  ist  6^il/^=Zrj|f2c«-j-A:2; 
daher  erhält  man  sie  bei  entgegengesetztem  Sinn,  wenn  man  die 
Länge  k  von  M  aus  nach  beiden  Seiten  abträgt.  Ebenso  ist  in 
den  Büscheln  tan*  ^^  ==  +  ^*' 

13)  Weil  in  der  Bildebene  zu  jedem  Punkte  derselben  die  Spur 
der  zum  zugehörigen  projicierenden  Strahl  normalen  projicierenden 
Ebene  bestimmt  ist  (§  10.),  so  wird  in  jeder  in  ihr  gelegenen  Ge- 
raden /  durch  ihre  Punkte  A,  B,  . . ,  und  durch  die  Schnittpunkte 
^j,  j&„  . ..  mit  den  Spuren  flf„,  ^«,  ...  der  Normalebenen,  welche  ihnen 
entsprechen,  eine  Involution  von  Paaren ^^,,  ^^t^  •>•  bestimmt,  die 
den  Fusspunkt  II  der  Normale  aus  dem  Hauptpunkt  C^  auf  die  Ge- 
rade zum  Mittelpunkt  Jtf  hat  und  deren  Doppelpunkte  nicht  reell  sind. 
Denn  nach  dem  Schluss  von  §  10  bilden  die  Spuren  der  Normal- 
ebenen ein  Büschel,  das  dem  von  C^  nach  den  Fusspunkten  der  pro- 
jicierenden Geraden  gehenden  gleich  also  auch  projectivisch  ist;  in 
der  Geraden  entstehen  also  zwei  projectivische  Reihen.  Weil  aber 
aus  der  Construction  die  Yertausdibarkeit  des  Entsprechens  von  H 
mit  dem  unendlich  fernen  Punkte  der  Geraden  hervorgeht,  so  bil- 
den sie  eine  (stets  elliptische)  Involution  mit  B  als  Centralpunkt. 

Ebenso  entsteht  an  jedem  Punkte  T  der  Bildebene  durch  die 
von  ihm  ausgehenden  Geraden  a,  b,  ,..  und  durch  seine  Verbindungs- 
linien tfj,  b^j  ...  mit  den  zu  jenen  gehörigen  Normalenfluchtpunkten 
An^  Bni  •••  eine  stets  elliptische  Involution  von  Strahlenpaaren  aa^^ 
bbi'i  • . . ;  der  Strahl  nach  dem  Hauptpunkt  und  der  zu  iKni  senkrechte 
bilden  ihr  Bechtwinkelpaar  und  an  ihrem  vertauschbaren  Entsprechen 
erkennt  man  die  Involution.  Diese  Sätze  bilden  die  Zusammen- 
fassung der  Lehre  von  den  orthogonalen  Elementen- 
paaren in  der  Gentralprojection. 

14)  Jeder  Punkt  der  perspectivischen  Aze  t*'  oder 
OfP  (§  17.)  von  zwei  projectivischen  Reihen  ^,  <'  bestimmt 
mit  diesen  zwei  projectivische  Strahlenbüschel  in  In- 
volution; denn  dem  nach  ihrem  Schnitt  OP'  gehenden  Strahle  ent- 
spricht OP  selbst  vertauschbar.  Jeder  Strahl  aus  ihrem  per- 
spectivischen Centrum  7*"  oder  o'p  bestimmt  mit  zwei 
projectivischen  Büscheln  T,  T'  zwei  projectivische 
Reihen  in  Involution  (§  18.),  denn  der  Schnittpunkt  mit  dem 
Scheitelstrahl  op  entspricht  dem  Centrum  T'  oder  o'p  vertauschbar. 

In  dieser  Bemerkung  liegt  zugleich  die  einfachste  Construc- 
tion der  Involution  projectivischer  Reihen  oder  Büschel 
aus  zwei  Paaren  ihrer  Elemente.  Wir  beschreiben  die  Bildung 
der  zugehörigen  Figuren,  die  der  Leser  zu  zeichnen  nicht  versäumen 
möge.  Seien  zuerst  XX^ ,  YY^  zwei  Paare  einer  involutorischen 
Reihe,  so  nehme  man  etwa  ^i  als  perspectivisches  Centrum  o'p  und 
wähle  auf  einer  durch  X  willkürlich  gezogenen  Geraden  op'  die 
Scheitel  J,  T  der  projectivischen  Büschel;  dann  sind  TYmd  TY^ 
und  wegen  der  Yertauschbarkeit  des  Entsprechens  auch  TY^  und  Tr 
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entsprechende  Strahlen,  und  für  Z  als  einen  Punkt  der  Bei|;^e,  dessen 
entsprechenden  Z^  man  sucht,  erhält  man  diesen  im  Schnitt  der  zu 
TZmT  und  zu  T'Zin  7resp.  entsprechenden  Strahlen.  Wenn  man 
also  den  Schnittpunkt  ü  von  TZ  und  T'F  (oder  T'F^)  mit  ^,  ver- 
bindet, so  liegt  der  Schnitt  U'  dieser  Geraden  mit  J^(resp.  TF^) 
auf  T'Z^;  und  wenn  man  den  Schnitt  U*  von  TF^  (oder  TF) 
und  T'Z  mit  Ä^  verbindet,  so  liegt  der  Schnitt  U*'  dieser  Geraden 
mit  T'F  (resp.  T'F^)  auf  TZ^.  (Wir  lassen  weiterhin  die  Ver- 
doppelung der  Construction  weg,  die  in  den  Klammem  angegeben 
ist.)  Aus  dem  Dreieck  TT'U  (oder  auch  TTü*)^  dessen  Seiten 
durch  Xy  1^,,  Z  resp.  gehen,  erhält  man  den  Punkt  ü'  (resp.  ^*') 
und  auf  beiden  Wegen  Zjj  oder  die  Vierecke  TT'ÜÜ'  und  ebenso 
TTü^U*^  führen  zum  sechsten  Punkt  der  Involution  aus  fünf  ge- 
gebenen Punkten  derselben,  denn  ihre  Gegenseitenpaare  gehen  durch 
die  drei  Punktepaare  derselben. 

Ganz  analog  bei  der  Involution  im  Strahlenbüschel,  die  wir 
durch  die  Paare  xx^y  yy^  gegeben  denken.  Nimmt  man  x^  als 
perspectivische  Axe  O'P  und  legt  durch  einen  Punkt  OP'  auf  x 
die  Geraden  /,  f  der  projectivischen  Büschel,  so  sind  ty  und  ty^ 
und  wiederum  iy^  und  iy  entsprechende  Punkte,  und  für  z  als 
den  einen  Strahl  des  dritten  Paares  der  Involution  erhält  man  den 
andern  z^  als  Verbindungslinie  der  zu  /z  in  ^  und  zu  f  z  in  t 
entsprechenden  Punkte.  Wenn  man  also  die  Verbindungslinie  u  von 
tz  und  {y^  mit  x^  schneidet,  so  geht  die  Verbindungslinie  u  dieses 
Punktes  mit  ty  durch  ifz^ ;  und  wenn  man  die  Verbindungslinie  t^ 
von  ty^  imd  tz  mit  x^  schneidet,  so  geht  die  Verbindungslinie  t/*' 
dieses  Punktes  mit  fy  durch  /Zj;  etc.  Die  Vierseite  ttuuxmdi  t{ti^v^ 
führen  zum  sechsten  Strahl  der  Involution  aus  fünf  gegebenen ;  ihre 
Gegeneckenpaare  liegen  auf  den  drei  Strahlenpaaren  derselben. 

Wir  kommen  auf  diesen  Zusammenhang  in  Verbindung  mit 
anderer  Interpretation  (§  30)  zurück  (§  32)  und  bemerken  hier 
nur  noch,  dass  die  Geraden  üü*^  U'U*'  der  ersten  Construction 
durch  denjenigen  Punkt  P  von  TT  gehen,  der  von  X  durch  diese 
harmonisdi  getrennt  ist  —  nach  Anwendung  des  Satzes  von  den  har- 
monischen Gruppen  (§  16,  13  links)  auf  die  Vierecke  ÜF^U*Z  und 
U'FU*'Z^\  wüirend  bei  der  zweiten  Construction  die  Punkte  ww*, 
ttM*'  in  einer  Geraden  p  durch  it  liegen,  die  von  x  durch  diese 
harmonisch  getrennt  wird  —  nach  Anwendung  des  Satzes  von  den 
harmonischen  Gruppen  (§  16,  18  rechts)  auf  die  Vierseite  uy^u*z 
und  tCyif'zy  Nach  demselben  Satze  gehen  auch  die  Geraden  von 
TF,  TF^  nach  TF^^  T'F  und  von  TZ,  rz,  nach  TZ^  TZ 
durch  denselben  Punkt  P  und  liegen  die  Punkte  in  ty,  iy^  und 
/^j,  (y,  sowie  in  /z,  t z^  und  /z, ,  iz  in  derselben  Geraden  p, 

16)  Ist  eine  involutorische  Reihe  durch  zwei  Paare  AÄ,  Bff 
gegeben ,  so  construiert  man  sie  auch  weiter  nach  der  Methode  von 
§  19,  13;  man  setzt  C  m  B  und  6^  in  ^  und  projiciert  ß  und  B 
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als  C  aus  einem  Punkte  T  auf  eine  durch  A  gehende  Gerade  in 
B"  und  C'\  so  dass  man  nach  §  17  die  Gerade  TA'  als  perspec- 
tivische  Axe  für  die  Reihen  A  . .  und  A"  erhält.  Damit  findet  man 
zu  X  mittelst  XB"  und  X"B  als  sich  m  A'  T  durchschneidend  X" 
und  durch  TX"  sodann  X\  Man  hat  ein  Dreieck  gebildet,  dessen 
Seiten  durch  A,  B,  X  respective  gehen  und  die  Verbindungslinien 
seiner  diesen  Seiten  gegenüberliegenden  Ecken  mit  Al,  ff^  X'  durch 
einen  Funkt  T  gehend  gezogen,  so  dass  die  zwei  ersten  die  letzte 
und  damit  X'  bestimmen.     (Man  vergl.  §  25,  6,  6.) 

Wäre  der  eine  Doppelpunkt  G  der  Involution  gegeben,  so  legt 
man  die  Gerade  der  Ä' . .  durch  ihn  und  erhält  den  andern  Doppel- 
punkt H  (vergl.  §  19,  14);  nach  §  16,  13  offenbar  als  den  vierten 
harmonischen  zu  G  in  Bezug  auf  das  gegebene  Paar  AÄ. 

21.  Während  die  centrische  Collineation  v^ «»  —  1  für 
die  vereinigten  projecti vischen  Reihen  in  den  Strahlen  aus  dem 
Centrum  reelle  Doppelpunkte  6^  und  S  und  in  allen  vereinigten 
projeetivischen  Büscheln  aus  den  Punkten  der  Axe  reelle  Doppel- 
strahlen c  und  $  liefert;  hat  die  Bildung  involutorischer  Reihen 
und  Büschel  durch  Aufeinanderlegung  projectivischer  Reihen 
und  Büschel  mit  verkehrter  Deckung  ihrer  Maximal  (oo)-Strecken 
resp.  ihrer  Maximal  (90^)- Winkel  uns  gezeigt,  dass  es  zweierlei 
Involutionen  in  Reihe  und  Büschel  giebt;  nämlich  solche  mit 
reellen  Doppelelementen ^  aus  der  Deckung  der  Systeme  ent- 
sprechend gleicher  Strecken  und  Winkel  ^  die  die  Gegenpunkte 
resp.  Rechtwinkelstrahlen  ausschliessen  oder  mit  sich  nicht 
trennenden  Paaren;  und  solche  mit  nicht  reellen  Doppel- 
elementeu;  aus  der  Deckung  der  Systeme^  die  die  Gegenpunkte 
resp.  Rechtwinkelstrahlen  einschliessen  oder  mit  sich  trennenden 
Paaren.  Da  beide  Arten  der  Zusammenlegung  sich  durch  eine 
vorhergehende  Umwendung  bei  der  einen  von  einander  unter- 
scheiden, so  wird  in  dem  einen  Falle  der  Bewegungssinn 
(§  17)  in  beiden  vereinigten  Reihen  resp.  Büscheln  überein- 
stimmen, im  andern  entgegengesetzt  sein  und  man  er- 
kennt sofort,  dass  das  Letzte  der  Fall  ist  bei  den  Involutionen 
mit  reellen,  das  Erste  bei  denen  mit  nicht  reellen  Doppel- 
elementen. Für  jenes  giebt  die  Reihe  aus  RQ'  oder  M  und 
AB'j  AB  in  Fig  38  und  das  Büschel  aus  rq'y  rq  und  ab\  ab 
daselbst  den  Typus.  Der  Bewegungssinn  ABBoo  resp.  abgr 
im  Orijginal  ist  dem  entsprechenden  ÄBooQ'  resp.  ab'q'r  im 
Bilde  entgegengesetzt  und  es  ist  in  der  That  offenbar,  dass 
sich  zwei  Punkte  resp.  zwei  Strahlen  begegnen  müssen,  wenn 


Gegensatz  und  Uebereinstimmung  des  BewegungsBinnes.    21.     89 

sie  sich  in  derselben  Geraden  oder  in  derselben  Ebene  um 
denselben  Punkt  in  entgegengesetztem  Sinne  bewegen.  Wenn 
in  l^'ig.  38  AB  auf  der  entgegengesetzten  Seite  des  RQ'  von 
Aß  läge,  etc.  so  wären  die  Doppelpunkte  nicht  reell  —  in 
der  centrischen  Collineation  z/ «»  —  1  ist  also  dieser  Fall,  wie 
auch  der  constructive  Zusammenhang  lehrt,  nicht  enthalten  — 
und  der  Bewegungssinn  ARBoo  mit  dem  A'ooB' Q'  überein- 
stimmend. Wegen  AM.A'M=—k^  (§  20, 12)  wäre  GM=k]/^^. 

Vergleichen  wir  nun  hiermit  die  Collineationen ,  welche 
nicht  involutorisch  sind,  so  zeigt  uns  zunächst  z/  «=  -|~  ^  ?  ^^^ 
der  Involution  entgegengesetzte  Umlegung  bei  der  Projection 
aus  einem  von  Original-  und  Bild -Ebene  gleich  entfernten 
Punkte,  die  Vereinigung  der  Doppelpunkte  @,  5  in  der  Mitte 
zwischen  den  Gegenpunkten  Q'  und  By  oder  6  in  5  mitten 
zwischen  q'  und  r,  zugleich  aber  auch  die  Uebereinstimmung 
des  Bewegungssinnes  in  den  vereinigten  projectivischen  Reihen 
und  Büscheln.  Dies  ist  natürlich,  da  ja  die  in  beiden  Um- 
legungen erreichten  Endlagen  um  die  Summe  der  Drehungen  a 
und  180®  —  er,  also  um  180®  von  einander  abweichen,  und  die 
nämlichen  Geraden  CB  und  C^  B  sowie  die  zu  ihnen  resp.  nor- 
malen Spurparallelen  in  beiden  Fällen  zur  Vereinigung  ge- 
langen. (Die  Skizze  des  Falles,  zu  der  wir  einladen,  lehrt 
sofort,  dass  die  Punkte  A',  By  welche  einem  gegebenen  Punkte 
AB"  entsprechen,  durch  ihn  imd  das  Centrum  harmonisch  ge- 
trennt sind,  resp.  die  Strahlen  a\  b,  welche  einem  gegebenen 
Strahl  ab'  entsprechen,  durch  ihn  und  die  Axe.) 

In  Bezug  auf  die  Collineation  mit  allgemeiner  Characte- 
ristik  +^  ergiebt  sich  o£fenbar,  dass  von  zwei  entgegen- 
gesetzten Umlegungen  -{'  ^  ^^^  —  ^  immer  die  eine 
Uebereinstimmung  und  die  andere  Gegensatz  der  ent- 
sprechenden Bewegungssinne  in  den  vereinigten  Büscheln 
und  Reihen  zeigen  muss  aus  denselben  Gründen  wie  im  vor- 
erwähnten Specialfalle.  Vergleichen  wir  nun  Fig.  33,  35  und 
in  Fig.  10  die  Umlegung  mit  dem  CoUineationscentrum  €>  so 
finden  wir  die  Gegenaxen  zwischen  dem  Centrum  imd  der  Axe 
der  Collineation  oder  die  Gegenpunkte  Q'  und  B  auf  jedem 
Collineationsstrahl  zwischen  den  Doppelpunkten,  und  die  ent- 
sprechenden Bewegungen  im  Gegensatz  des  Sinnes;  die  Ver- 
gleichung  derselben  an  den  Gruppen  ^BSoo  und  Q^oo SQ^  zeigt, 
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dass  der  Gegensatz  des  Bewegungssinnes  mit  der  Lage 
der  Gegenpunkte  zwischen  den  Doppelpunkten  nath-> 
wendig  verbunden  ist. 

Die  Anschauung  der  entgegengesetzten  ümlegung  in  Fig.  10 
lehrt  weiter,  dass  wegen  der  symmetrischen  Lage  von  @*  und  € 
in  Bezug  auf  q'  und  von  (r*)  und  (r)  in  Bezug  auf  $  mit  der  ein- 
tretenden üebereinstimmung  des  Bewegungssinnes  die 
Lage  der  Doppelpunkte  zwischen  den  Gegenpunkten 
noth wendig  verbunden  ist,  wie  dies  auch  die  Vergleichung  an 
den  Gruppen  (S*I^ooS  und  (S,*oo  Q'S  evident  macht.  Die  ana- 
loge Betrachtung  der  vereinigten  projectivischen  Büschel  können 
wir^  als  auf  die  der  Reihen  zurückführbar,  ersparen;  sie  ist 
aber  zur  üebung  zu  empfehlen. 

Während  nun  im  Gegensatz  des  Bewegungssinnes  ganz  wie 
im  Falle  der  Livolution  die  Begegnung  der  entsprechend  be- 
wegten Elemente  nothwendig  eintreten  muss,  ist  augenschein- 
lich ihr  Nichtbegegnen  wenigstens  möglich,  wenn  sie  sich  in 
demselben  Sinne  bewegen;  um  so  mehr,  da  die  einfache  Vor- 
stellung der  entsprechenden  Bewegungen  (wir  wollen  sie  immer 
für  die  vereinigten  Reihen  aussprechen)  von  entsprechenden 
Punkten  Ay  A'  aus  durch  die  mittelst  der  Gegenpunkte  0\  R 
bestimmten  vereinigten  Reihen  sofort  die  Richidgkeit  des  Satzes 
lehrt:  Bei  Gleichheit  des  Bewegungssinnes  kann  Begegnung 
nur  zwischen  den  Gegenpunkten,  bei  Ungleichheit  desselben 
muss  sie  ausserhalb  ihrer  endlichen  Strecke  stattfinden. 

Aber  in  der  That  liefern  die  vorigen  Ueberlegungen ,  in 
Verbindung  mit  dem  Grundgesetz  von  der  Unveränderlichkeit 
des  Products  der  Abstände  entsprechender  Punkte  von  ihren 
Gegenpunkten  (§  15),  sofort  die  Construction  der  Doppel- 
punkte durch  Lineal  und  Zirkel  und  damit  auch  die  Ent- 
scheidung über  ihre  Realität.  Denn  für  einen  Doppelpunkt  F 
in  den  durch  ein  Paar  A^  A'  und  die  Gegenpunkte  Q\  R  be- 
stimmten vereinigten  Reihen  hat  man  bei  Gegensatz  des  Be- 
wegungssinnes neben  der  stets  geltenden  Relation 

FR  .  F(/  >==>  k^  =  AR  .  A:{r 

noch,  wegen  der  Lage  des  Doppelpunktes  ausserhalb  der  end- 
lichen Strecke  iP'Ä, 

FR  —  FO'  —  i/R. 

Die  Bestimmung  der  beiden  Abstände  des  Doppelpunktes  von 
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den  G^enpnnkten  mittelst  ihres  Products  und  ihrer  Diffe- 
renz führt  auf  eine  quadratische  Gleichung^  welche  stets  zwei 
«reelle  Werthe-  liefert.  Man  construiert  sie  am  einfachsten 
(Fig.  39  b),  indem  man  in  ff  und  R  die  Länge  k  rechtwinklig 
Z9  ffR  aufträgt  und  durch  die  vier  Endpunkte ;  also  aus  der 
Mitte  zwischen  Q'  und  Ry  einen  Kreis  beschreibt;  er  schneidet 
die  sich  selbst  entsprechenden  oder  Doppelpunkte  F^ ,  F^  aus  der 
Reihe  und  liefert  sie  stets  reell  —  um  so  weiter  von  den  Gegen- 
punkten je  grosser  k  ist.  Diese  Construction  gilt  unverändert  im 
Falle  der  Involution,  wo  nur  Q'  und  Rin  M zusammenfallen. 
Bei  Gleichheit  des  Bewegungssinnes  kennt  man  aber  wegen 
der  Lage  der  Doppelpunkte  zwischen  den  Gegenpunkten  zu  dem 
Prodncte  der  Absiede  ihre  Summe,  oder  die  Relationen 

RF+Fff-^Rff,    Fff.RF^k^ 
und  erhält  die  Construction  mittelst  des  Kreises  (Fig.  39  a)  über 
dem  Durchmesser  ffR  durch  die  Fusspunkte  seiner  Ordinaten 
von  der  Länge  k]  also  nur  reell,  so  lange  k  nicht  grösser  ist 

m.  Fiff.  S9.  b. 
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als  \Q'R*  Ln  Falle  der  Gleichheit  dieser  Werthe  fallen  die 
Doppelpunkte  in  der  Mitte  zwischen  Q'  und  R  zusammen;  je 
kleiner  k  ist,  desto  mehr  nähern  sie  sich  den  Gegenpunkten. 

Die  Involution  aus  Reihen  von  entgegengesetztem  Sinn 
kann  keine  reellen  Doppelpunkte  haben,  weil  der  Kreis  über 
ffR  ein  Punkt  ist,  es  sei  denn,  dass  zugleich  k  gleich  Null 
ist,  wo  sie  mit  ^  zusammenfallen;  in  diesem  Grenzfall  heisse 
die  Involution  parabolisch.    (Yergl.  §  20,  8.) 

Wenn  man  durch  Abtragen  von  k  aus  den  Gegenpunkten 
(fy  R  in  der  Reihe  nach  §  15,  2.  die  entsprechenden  Null- 
strecken G*y  H'  und  Gy  H  bestimmt,  so  greifen  die  Segmente 
GCf  und  HH'  nicht  übereinander  im  Falle  der  reellen  Doppel- 
punkte bei  gleichem  Sinn,  sie  haben  einen  Endpunkt  gemein 
im  Falle  der  vereinigten  (eben  diesen  selbst),  und  sie  greifen 
übereinander  im  Falle  der  nicht  reellen  Doppelpunkte;  mit  ähn- 
lichen Unterscheidungen  bei  entgegengesetztem  Sinn.  Im  Falle 
der  Involution  liefern  sie  bei  ungleichem  Sinn  die  Doppel- 
punkte,  bei  gleichem  Sinn  das  symmetrische  Paar.    (§  20,  9,  lo.) 
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Man  sieht  leicht,  dass  die  ganz  analogen  Ueberlegungen 
zur  Ermittelung  der  Doppelelemente  vereinigter  pro- 
jectivischer  Büschel  führen.    Die  Gleichungen  « 

tan  fr  .  tan  fq  =  Ä*  =  tan  ör  .  tan  q  a\  fr  — f<i  «=  qr\  etc. 

für  qy  r  als  nicht  entsprechende  Bechtwinkelstrahlen  gelten 
nach  §  18,  6;  man  findet  auch  die  entsprechenden  Nullwinkel 
durch  tan  dq^=^k  nach  §  18,  8.,  so  dass  im  Falle  der 
Gleichheit  des  Sinnes  auch  die  Regel  über  die  Realität 
der  Doppelelemente  fortbesteht,  die  wir  soeben  gaben, 
wenn  wir  sie  von  Winkeln  statt  von  Segmenten  verstehen. 
Wir  wollen  zur  bequemen  Unterscheidung  die  Doppelele- 
mente vereinigter  projectivischer  Gebilde  durch  F^^  F^  resp. 
f\if%  "  ^^  Ebenenbüscheln,  auf  die  sich  alles  Vorige  leicht 
übertragt,  durch  F],  F,  —  bezeichnen,  während  sie  bei  der 
Involution  nach  ihrer  eben  erinnerten  Verbindung  mit  den  ent- 
sprechenden Nullstrecken  und  Nullwinkeln  durch  G,  H  resp. 
^,  h  oder  in  Ebenenbüscheln  G,  H  benannt  sein  sollen.  Nach 
§  18,  10  und  §  15,  4  sind  die  zu  den  Doppelelementen  sym- 
metrischen in  Bezug  auf  die  Elemente  Q\  R  resp.  q^r  ent- 
sprechende Paare  der  Gebilde.  Hiernach  fallen  dieselben  in 
involutorischen  Reihen  und  Büscheln  mit  den  Doppelelementen 
selbst  zusammen  (vergl.  §  14  Fig.  21  mit  §  20);  im  Falle  der 
vereinigten  Doppelelemente  sind  sie  die  entsprechenden  Null- 
elemente, die  nicht  mit  jenen  zusammenfallen. 

Wir  werden  weiterhin  noch  andere  Constructionsmittel 
für  die  Doppelelemente  vereinigter  projectivischer  Reihen  und 
Büschel  kennen  lernen;  die  hier  verwendeten  gewähren  den 
engsten  Anschluss  an  die  Elemente  und  äie  anschaulichste 
darstellend-geometrische  Entwickelung.  Sie  fordern  die  Kennt- 
niss,  also  eventuell  die  vorgängige  Ermittelung  der  Elemente 
Q\  R  resp.  q\  r,  die  nach  dem  Früheren  keine  Schwierigkeit 
bietet;  die  üeberführung  in  perspectivische  Lage  (§  15,  Fig.  23; 
§  18,  Fig.  32)  genügt  dazu.  Die  grosse  Wichtigkeit  der  er- 
langten Construction  erläutern  wir  durch  eine  Reihe  von  Bei- 
spielen, denen  weiterhin  zahlreiche  andere  folgen  werden. 

1)  Zur  Bestimmang  einer  centrischen  CoUineation  sind  zwei  ver- 
einigte projectivische  Reihen  durch  ihre  Gegenpunkte  Q'  und  R  und 
ein  drittes  Paar  entsprechender  Punkte  A^  A\  sowie  ein  Punkt  S  der 
Collineationsaxe  gegeben.  Man  construiert  die  Doppelpunkte  der  der 
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Beihen  AooR^  ÄQ'oo  nach  Ermittelung  des  Bewegungssinnes  aus 
der  Lftnge  k  und  erhält  im  Falle  ihrer  Realität  und  Verschiedenheit 
zwei  centrische  Collineationen ,  deren  Gentra /*|,  F^^  sie  selbst  und 
deren  Axen  die  Greraden  von  S  nach  F^^  F^  resp.  sind,  während 
die  Gegenaxen  durch  (f^  R  zu  diesen  parallel  laufen.  Wenn  jene 
imaginär  sind ,  so  ist  S  der  einzige  reelle  Punkt  der  Axe  und  QfR 
der  einzige  reelle  Collineationsstrahl  der  gesuchten  CoUineation. 

2)  Aus  einem  Punkt  der  Axe  und  zwei  vereinigten  projecti- 
vischen  Beihen,  die  durch  drei  Paare  entsprechender  Punkte  be- 
stimmt sind,  oder  aus  einem  Strahl  durch  das  Centrum  und  zwei 
vereinigten  projecti vischen  Büscheln,  welche  durch  drei  Paare  be- 
stimmt sind,  bestimmt  man  die  centrischen  Collineationen  ebenso. 

3)  Wenn  gefordert  wird,  dass  die  CoUineation  involutorisch 
sei,  so  müssen  0  und  R  vereinigt  sein,  resp.  es  können  nur  zwei 
Paare  von  entsprechenden  Punkten  oder  Strahlen  in  einem  Strahl 
durch  das  Centrum  oder  an  einem  Punkte  der  Axe  gegeben  werden, 
weil  aus  a,  a  \  &,  V  für  c  in  ^,  c  in  ll  und  damit  das  dritte 
nöthige  Paar  folgt.     (Vergl.  §  20,  9.) 

4)  Man  soll  ein  Dreieck  bestimmen  aus  den  Basisecken  Ä^  B 
und  der  Differenz  der  entsprechenden  Winkel  ABC  und  CAB^ 
wenn  seine  Spitze  C  in  einer  gegebenen  Geraden  /  liegen  muss. 
Wenn  man  die  Seite  BC  um  B  gedreht  denkt,  so  dreht  sich  wegen 
der  Constanten  Winkeldifferenz  AC  gleich  geschwind  um  A  und 
di^  entstehenden  gleichen  also  auch  projectivischen  Büschel  erzeugen 
auf  /  zwei  projecti vische  Beihen,  deren  Doppelpunkte  die  Aufgabe 
lösen,  d.  h.  die  zwei  Lagen  der  Spitze  ^  in  /  liefern.  Man  wird 
drei  der  Dreiecke  der  Serie  bilden,  darunter  die  beiden,  deren 
Seiten  AC^  resp.  BC  zu  l  parallel  sind,  weil  die  Schnitte  der 
jedesmal  andern  Seiten  BC  und  AC  in  l  die  Gegenpunkte  der 
Beihen  liefern.    Die  nähere  Discussion  der  Construction  ist  nützlich. 

5}  Man  soll  diejenigen  n  Ecke  bestimmen ,  die  einem  gegebenen 
nSeit  der  Ebene  eingeschrieben  imd  einem  gegebenen  nEck  der- 
selben zugleich  umgeschrieben  sind  oder,  deren  Seiten  der  Reihe 
nach  durch  n gegebene  Punkte  gehen,  während  ihre  Ecken  ebenso 
in  n  gegebenen  Geraden  liegen. 

Denken  wir  E^E^  •  ^  ^  E^  als  das  gesuchte  nEck  und  die  Seiten 
E^E^^  E^E^^  ...  E^E^  der  Reihe  nach  durch  S^^  S^^  S^  dirigiert, 
die  Ecken  A^|,  ^2)  -  *  *  ^n  &ber  ebenso  auf  den  Geraden  ß], 
^21  -  •  •  ^n  localisiert,  so  erkennt  man  die  Lösung  in  folgender  üeber- 
legung:  Man  ziehe  eine  erste  Seite  willkürlich  durch  S^  und  mar- 
kiere ihre  Schnitte  ^,,  A2  in  e^  und  ^2)  ^^^^^  A2S2  bis  A^  in  ^3, 
^^^3  bis  ^^in  ^4,  . . .  AnSn  bis  A^  in  e^]  so  entstehen  bei  Drehung 
der  ersten  Seite  um  S^  bei  82^  S^^  •..  Sn  Büschel,  deren  jedes 
mit  dem  vorhergehenden  und  dem  folgenden  perspectivisch,  deren 
erstes  daher  mit  dem  letzten  projecti visch  ist;  somit  bilden  A^  und 
A^\  B^   und  ^/,  etc.  Paare  von  zwei   vereinigten  projectivischen 
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Reihen  in  ß|,  deren  Doppelpunkte  die  zwei  dem  Problem  ent- 
sprechenden Lagen  der  Ecke  Ai  sind.  Ihre  Gegenpunkte  erhält  man 
ohne  Schwierigkeit,  indem  man  einmal  die  Parallele  zu  e^  durch 
5|  als  Anfangsseite  und  das  andremal  die  Parallele  zu  e^  durch 
Sn  als  Schlussseite  benutzt  Man  sieht  leicht,  dass,  den  Fall  des 
Dreiecks  ausgenommen,  die  Punktet  auch  Ecken  eines  nSeits  der 
Geraden  e  sein  können. 

6)  Man  bestimme  ein  Dreieck,  das  zu  einem  gegebenen  Dreieck 
ähnlich  und  ähnlich  gelegen  ist  und  seine  Ecken  in  drei  gegebenen 
Geraden  der  Ebene  hat.  Ist  ABC  das  gegebene,  A*B*C*  das  ge- 
suchte Dreieck  und  sind  a,  ^,  c  die  Ortsgeraden  seiner  Ecken,  so 
wähle  man  A^  und  A2  in  a  willkürlich ,  ziehe  durch  sie  Parallelen 
zu  ^j^  bis  B^^  B^  in  ^,  durch  diese  Parallelen  zu  j^^  bis  C^^  C^ 
in  c  und  durch  diese  Parallelen  zu  CA  bis  A^^  A^  in  a.  Da  für 
A  als  unendlich  fem  in  a  auch  A'  dahin  fWt,  so  sind  die  pro- 
jectivischen  Reihen  A^  Ä  in  a  ähnlich  und  der  im  Endlichen  liegende 
Doppelpunkt  derselben  liefert  die  Lage  der  Ecke  A*^  womit  sich 
B^  und  C*  ergeben.  Um  aber  A^  zu  finden,  zieht  man  aus  einem 
willkürlichen  Punkte  S  die  Strahlen  nach  A^  und  A^  und  schneidet 
sie  mit  einer  zu  a  parallelen  Geraden  ci'  in  A^'  und  A^'\  man  zieht 
sodann  die  Geraden  A^A('  und  A^A^'  bis  zu  ihrem  Schnitt  £'  und 
erhält  im  Schnitt  von  SS'  mit  a  den  gesuchten  Doppelpunkt  Af. 

Man  entnimmt  aus  der  Construction ,  dass  die  unendlich  ferne 
Gerade  als  ein  den  Linien  a^  h^  c  eingeschriebenes  Dreieck  ange- 
sehen werden  muss,  welches  mit  jedem  gegebenen  Dreieck  ABC 
ähnlich  und  ähnlich  gelegen  ist. 

.  Wenn  in  Aufg.  5)  die  Drehpunkte  5^ ,  ...  ^S»  in  einer  ge- 
raden Linie  liegen,  so  erscheint  diese  Gerade  in  gleicher  Weise 
als  eine  der  beiden  Lösungen  und  die  andere  wird  wie  vorher  con- 
struiert;  nur  muss  man  die  Hilfslinie  a"  durch  den  Schnittpunkt 
von  a  oder  e^  mit  der  Linie  der  Drehpunkte  S  hindurchlegen. 

7)  Man  soll  diejenigen  Vierecke  E^  E^  E^  E^  constmieren,  welche 
zwei  ihrer  Gegenseitendurchschnittspunkte  E^E^^  E^E^  xasA  E^E^^ 
E^  E^  in  gegebenen  Punkten  1 2  und  2  3  der  Ebene  und  ihre  vier 
Ecken  der  Reihe  nach  in  gegebenen  Geraden  e^,  e^,  ^3 ,  e^  haben. 
Nimmt  man  ^^  in  ^^  an,  so  liefert  die  Gerade  nach  12  in  ^3  die 
Lage  A2J  A22S  in  e^  den  Punkt  A^  und  A^12  in  e^  den  Punkt 
y^4,  endlich  A^23  in  e,  einen  Punkt  A^;  ebenso  erhält  man  zu 
B^  den  Punkt  B^'^^  insbesondere  zur  Richtung  von  e^  als  A^  re- 
spective  Ai  die  Gegenpunkte  {)',  B  der  projectivischen  Reihen,  die 
mit  diesen  schon  durch  ein  Paar  A^  Ä  bestimmt  sind  und  die  Lagen 
der  Ecke  E^  in  a^  für  die  gesuchten  Vierecke  als  Doppelpunkte 
liefern.  Wir  erinnern  an  §  18,  3  als  ein  Beispiel  von  der  Anwen- 
dung dieser  Aufgabe.     Interessante  Specialfälle  bildet  man  leicht. 

8)  Man  bestimme  in  zwei  vereinigten  projectivischen  Reihen  die- 
jenigen Paare  entsprechender  Punkte ,  welche  eine  gegebene  Mitte  M 
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ihrer  endlichen  Segmente  haben.  Die  symmetrischen  zn  den  Punkten 
der  zweiten  Reihe  für  ^  als  Centrnm  bilden  eine  zur  ersten  Beihe 
projectiyische,  deren  Doppelpunkte  mit  ihr  die  Endpunkte  der  frag- 
lichen Segmente  in  dieser  bilden;  ebenso  mit  Vertauschung  der 
ersten  und  zweiten  Eeihe  für  ihre  Endpunkte  in  der  zweiten.  Sind 
die  Reihen  durch  die  Gegenpunkte  0-^  ^  ^uid  das  Paar  A^  Ä  ge- 
geben, 80  geben  die  Symmetrischen  zu  M  von  A'  und  Q'  sofort 
A"  und  Q"  und  die  Doppelpunkte  fttr  -^,  -4"  mit  R  und  Q"  als 
6egenpuiJd;en  das  erste  Paar  der  Endpunkte;  daraus  oder  direct 
ebenso  folgen  die  zweiten  Endpunkte  der  Segmente. 

9)  Man  ziehe  durch  einen  gegebenen  Punkt  P  diejenigen  Ge- 
raden, die  in  zwei  festen  Geraden  i^  t'  zu  zwei  festen  Anfangs- 
punkten R^  &  derselben  die  Endpunkte  von  Segmenten  abschnei- 
den,  deren  Product  constant  ist.  Sind  A  und  Ä  ein  Paar  von 
Punkten  in  i  resp.  /',  für  welche  das  Product  R  A  .  0'^  den  vor- 
geschriebenen Werth  hat,  so  liefern  die  von  P  aus  gehenden  Strahlen 
nach  A  und  A\  nach  R  und  in  der  Richtung  von  /',  in  der  Rich- 
tung von  t  und  nach  0'  drei  Paare  entsprechender  Strahlen  in 
projectivischen  Büscheln,  deren  Doppelstrahlen  das  Problem  lösen. 
(Sectio  spatii  des  Apollonius.) 

22.  Aus  der  allgemeinen  centrischen  CoUineation  von  der 
Charakteristik  A  ergeben  sich  für  specielle  Lagen  des  Cen- 
troms  und  der  Axe  der  Gollineation^  d.  h.  der  Doppelpunkte 
ihrer  vereinigten  projectivischen  Reihen  und  der  Doppelstrahlen 


Fig.  40. 


b. 


ihrer  vereinigten  projectivischen  Büschel,  die  folgenden  beson- 
deren Beziehungen.    (Vergl.  §  17,  5.) 
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a)  Das  CoUineationscentrum  6  liegt  unendlich  fem.  Man 
hat  (Fig.  40,  a.,  b.) 

A  =  ipoSAÄ)  -=  {csaay^ 
für  die  entsprechenden  Punkte  ist  also  SÄ  :  SA  =  A,  die 
Reihen  in  den  CoUineationsstrahlen  sind  ahnlich  mit  dem 
Aehnlichkeitspunkt  in  der  Axe;  entsprechende  Gerade  thei- 
len  einen  Winkel  von  coustanter  Grösse  nach  dem  con- 
stanten  Doppelverhältniss  A.  Für  die  Gegenpunkte  hat  man 

A  =  (ooSooQ')  =  ipoSJRoo) 
d.  li.  Q\  R  müssen  gleichzeitig  unendlich  fem  sein,  oder 
entsprechende  Reihen  sind  ähnlich  (§  17,  ö.).  Die  Gegen- 
axen  q',  r  sind  nach  der  Umlegung  in  der  unendlich  fernen 
Geraden  der  Bildebene  vereinigt  und  ihre  Punkte  bilden 
zwei  vereinigte  projectivische  Reihen ,  für  welche  das  Cen- 
trum und  die  Richtung  der  Axe  die  Doppelpunkte  sind. 
Parallele  Gerade  des  Originals  haben  parallele  Bilder.  — 
Dies  ergiebt  sich  auch  aus  dem  Vorgang  des  Projicie- 
rens  mit  unendlich  fernem  Gentrum  direct. 

Diese  Charactere  bezeichnen  die  allgemeine  Ver- 
wandtschaft der  parallel- projectivischen  Sy- 
steme, die  man  die  Affinität  nennt. 

b)  Das  CoUineationscentmm  liegt  im  Unendlichen  und  die 
Gharacteristik  ist  A  «= — 1>  man  hat  also  Affinität 
und  zugleich  Involution.    Es  ist  (Fig.  41) 

(ooSAÄ)  =  —  1,  also  SA'  =  —  SA-^  {csad)  =  —  1; 

d.  h.  entsprechende  Punktepaare 
liegen  in  fester  Richtung  äquidistant 
von  der  Axe  Sy  die  Reihen  in  den 
CoUineationsstrahlen  sind  symme- 
trisch mit  dem  Symmetrie-Centrum 
in  der  Axe;  entsprechende  Strahlen- 
paare bilden  stets  mit  dieser  Rich- 
tung und  der  Axe  harmonische 
Büschel.  Entsprechende  Dreiecke 
sind  flächengleich,  wie  man  sofort 
erkennt.  Diese  Charactere  bezeich- 
nen die  schiefe  und  die  normale 
Symmetrie  in  Bezug  auf  eine  Axe.  Die  projicieren- 
den  Strahlen  sind  parallel  einer  der  Ebenen,  welche  den 
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Fig.  4S. 


Neigungswinkel  a  der  Bildebene  und  Originalebene  und 
sein  Supplement  (180^  —  a)  halbieren. 

Die  vereinigten  projectivischen  Reihen  sind  gleiche 
Reihen  mit  im  Unendlichen  vereinigten  Doppelpunkten; 
die  Büschel  Parallelenbüschel  mit  in  s  vereinigten  Doppel- 
strahlen. 

Wenn,  was  A  =  +  1  entspricht,  die  Axe  s  der  Affinitat 
das  Gentrum  @  zu  ihrer  Richtung  hat,  so  hat  man  die 
besondere  Form  der  Äff i- 
nitat  flächengleicher 
Figuren.    (Fig.  42.) 

Wenn  man  zu  der  einen 
ABC  von  zwei  solchen 
Figuren  die  zu  ihr  für  die 
Axe  s  orthogonal  symme- 
trische Ai  B^  C^  verzeichnet;  '' 
so  ist  diese  mit  der  andern 
ABC  schief- symmetrisch  .^.. 
(Centrum  6|)  für  dieselbe 
Axe.  (Vergl.  §  19,  8,  Fall  2  und  §  20,  7.)  Wir  merken 
noch  an  (§  21),  dass  für  A,  B,  C  als  Punkte  D\  E\  F' 
des  Bildes  Z>,  Ey  F  in  denselben  Parallelstrahlen  zu  s  äqui- 
distant  mit  Ä^  ß ^  C  von  A^  By  C  liegen, 
c)  Die  Gollineationsaxe  liegt  unendlich  fem.  Man  hat  (Fig. 
43,  a.,  b.)      A  =  (600-^^')  =  6^  :  6^'  —  (ccx)««'); 

Fig.  48. 


die  Abstände  entsprechender  Punkte  vom  Gentrum  sind  in 
constantem  Verh'ältniss,  sie  bilden  ähnliche  Reihen;   ent- 
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Fig.  44. 


sprechende  Gerade  sind  einander  parallel  ^  die  zugehörigen 
Reihen  ähnlich  nach  demselben  Yerhältniss.  Dies  ist  der 
Character  von  ähnlichen  und  ähnlich  gelegenen 
Systemen,  &  ist  ihr  Aehnlichkeitspunkt.  Es  ent- 
spricht (yergl.  den  Schluss  von  §  11.)  der  Centralprojec- 
tion  für  jede  zur  Bildebene  parallele  Originalebene  (vergl. 
§  17., -5.);  den  entgegengesetzten  Umlegungen  A  »»  +  A 
entsprechen  die  directe  und  die  inverse  Aehnlichkeit,  mit 
6!  als  dem  äussern  resp.  innem  Aehnlichkeitspunkt.  Man 
macht  YOh  der  Verwandtschaft  durch  Aehnlichkeit  fast 
immer  Gebrauch,  indem  man  einen  bestimmten  Maass-v 
stab  der  Verjüngung  für  die  Darstellung  des  Objectes 
wählt,  sei  dasselbe  nun  durch  Centralprojection  oder  durch 
Parallelprojection  darzustellen  —  man  zeichnet  von  der 
Abbildung,  wie  sie  aus  dem  Original  selbst  entstehen 
würde,  ein  verjüngtes  direct- ähnliches  Bild. 

d)  Die  Gollineationsaxe  liegt  im  Unendlichen  und  die  Cha- 
racteristik  ist   /^  = — 1;   man  hat  also  Aehnlichkeit 

in  ähnlicher  Lage  und^ugleich  In- 
volution.   Es  ist  (Fig.  44) 

A  =  {^(x>AÄ)=—  1  =  (cooöfl'); 

also 

oder  entsprechende  Punkte  liegen  gleich- 
weit und  in  enl^egengesetztem  Sinne  vom  Centrum  ent- 
fernt, sie  bilden  symmetrische  Reihen;  entsprechende  Ge- 
rade sind  parallel,  bilden  also  symmetrische  Büschel  in 
Bezug  auf  den  gleichgerichteten  Centralstrahl.  Diess  ist 
der  Character  von  Systemen,  die  man  centrisch  sym- 
metrisch nennt;  sie  entsprechen  der  Centralprojection 
für  diejenige  Ebene,  welche  der  Bildebene  parallel  und 
äqjuidistant  vom  Ceutrum  mit  ihr  ist. 

Man  sieht,  die  Symmetrien  ebener  Systeme  sind 
besondere  Fälle  ihrer  Involution. 

Und  die  Centralprojectionen  symmetrischer 
Figuren  sind  involutorische  Figuren.  Das  Bild 
der  Symmetrieaxe  ist  die  Axe  und  der  Fluchtpunkt  der 
Parallelen  das  Centrum  im  einen  Falle;  das  Bild  des  Cen- 
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trams  ist  das  Gentram  und  die  Fluchtlinie  der  Ebene  die 
Axe  der  Involution  im  andern  Falle, 
e)  Die  Collineationsaxe  und  das  GoUineationscentrum  liegen 
im  Unendlichen^  also  auch  ineinauder,  d.  h.  es  findet  gleich- 
zeitig Affinität  mit  Flächengleichheit  und  Aehn- 
lichkeit  in  ähnlicher  Lage  statt,  man  erhält  con- 
gruente  Systeme.  Die  Doppelpunkte  der  vereinigten 
Reihen  und  die  Doppelstrahlen  der  vereinigten  projectivi- 
schen  Büschel  liegen  sämmtlich  im  Unendlichen.  Dies 
entspricht  der  Parallelprojection  für  Ebenen  ^  welche  der 
Bildebene  parallel  sind.     (Fig.  45 ,  ai,  b.) 

Fig.  45. 


— --/— >^-- 


rV- ^U-\^/ 


A' 


So  sind  alle  gewohnlichen  Specialfalle   der  Projection 
des  ebenen  Systems  in  der  Gharacteristik  ^  ausgesprochen. 

Endlich  characterisieren  (§  19,  8.)  die  Werthe  0,  co 
und  die  Unbestimmtheit  von  //  die  Lagen  des  Gentrums 
C  in  einer  der  beiden  Ebenen  und  die  in  der  Schnittlinie 
beider  Ebenen  und  liefern  Fälle  der  centralprojectivischen 
oder  collinearen  Abhängigkeit;  in  denen  nicht  jedem  Punkte 
und  jeder  Geraden  der  einen  Ebene  ein  bestimmter  Punkt 
und  eine  bestimmte  Gerade  der  andern  Ebene  entspricht 
und  die  daher  auch  den  praktischen  Zwecken  der  Abbil- 
dung nicht  mehr  genügen ,  während  sie  von  grossem  geo- 
metrischen Interesse  sind.  Wir  nennen  sie  Gollinea- 
tionen  mit  singulären  Elementen.  Denken  wir  das 
Bündel  der  projicierenden  Strahlen  und  Ebenen  aus  C^  so 
ergiebt  sich  im  Falle 
f)  für  C  in  E;  dass  s  und  q  in  der  Geraden  (E,  E')  ver- 
einigt sind  und  @  in  r  liegt  (^  =»  0) ;  dass  einem  belie- 
bigen Punkte  A  von  £  ein  Punkt  Ä  in  der  Schnittlinie  s 

7* 
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beider  Ebenen;  und  zwar  allen  Punkten  der  Geraden  (EA 
oder  CA  der  nämliche  ^  und  einer  beliebigen  Geraden  g 
diese  Schnittlinie  selbst  entspricht,  dem  Punkte  C  aber 
jeder  beliebige  Punkt  der  Ebene  E';  indess  einem  be- 
liebigen Punkte  B'  und  einer  beliebigen  Geraden  ?i  von 
E'  immer  der  Punkt  C  und  eine  durch  ihn  gehende  Ge; 
rade  h  entsprechen,  der  Geraden  s  aber  jede  beliebige 
Gerade  in  der  Ebene  E  —  natürlich  im  Falle  der  Be- 
stimmtheit unter  Uebereinstimmung  der  entsprechenden 
Doppelyerhältnisse.  Es  ist  das  Verhalten  der  proji- 
cierenden  Ebenen. 

Analog  für  (7  in  E'  mit  den  entsprechenden  Yertau- 
schungen  der  gestrichenen  und  ungestrichenen  Elemente, 
g)  für  C  in  der  Geraden  (E,  E'),  dass  s^  q\  r  in  dieser  einen 
Geraden  liegen,  die  auch  6  enthält  {A  unbestimmt);  dass 
den  Punkten  jeder  Ebene  unterschiedslos  der  Punkt  C  der 
andern  und  den  Geraden  jeder  Ebene  die  Gerade  s  der 
andern,  einer  durch  C  gehenden  Geraden  der  einen  Ebene 
aber  immer  jede  unbestimmte  durch  C  gehende  Gerade 
der  andern  Ebene  correspondiert.  Das  Nämliche  folgt  in 
beiden  Fällen  aus  der  Construction  in  der  Ebene. 

Wir  haben  vereinigte  Reihen  und  Büschel,  wo  einem 
Punkte  resp.  Strahl  alle  andern  entsprechen.  Der  Fall  g) 
ist  zugleich  parabolische  Involution.  (§  21.) 
Die  Verwandtschaften  der  Affinität,  der  Flächengleichheit, 
der  Aehnlichkeit  und  der  Gongruenz  bestehen  auch  nach  Auf- 
hebung der  centrischen  Lage  fort,  indem  nur  die  auf  die  ver- 
einigten Beihen  und  Büschel  bezüglichen  Eigenschaften  ent- 
fallen. Man  sieht  leicht,  dass  zwei  entsprechende  Dreiseite 
die  Affinität  —  bei  gleichen  Flächen  die  Flächengleichheit  — 
bestimmen,  wie  zwei  entsprechende  Segmente  die  Aehnlichkeit 
und  zwei  entsprechende  Punkte  mit  durch  sie  gehenden  Ge- 
raden die  Congruenz.  Ebenso  leicht  ist  die  Bestimmung  (vergl. 
§  23)  in  den  Fällen  der  Gollineation  mit  singulären  Elementen 
in  denen  auch  die  zugehörigen  aus  beliebigen  Centren  gebil- 
deten projicierenden  Bündel  (die  Scheine)  in  denselben  Rela- 
tionen stehen,  während  die  Scheine  der  vorerwähnten  speciell 
verwandten  Systeme  wesentlich  allgemein  sind. 

Pie  Verwandtschaften  der  Involution  und  der  Symmetrie 
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erlaaben  diese  Trennung  nicht,  die  beiden  verwandten  Systeme 
bilden  bei  ihnen  ein  Ganzes;  die  zugehörigen  Bündel  aus  einerlei 
Centrum  sind  involutorisch  und  zwar  auch  die  den  Symmetrien 
entsprechenden  wesentlich  allgemein.  Sie  zeigen  einen  Haupt- 
strahl Cf  den  projicierenden  des  GentrumS;  und  eine  Hauptebene 
Bj  die  projicierende  der  Axe,  und  sind  von  der  Charakteristik 
zf  =  —  1  beherrscht:  Entsprechende  Strahlen  a,  a  liegen  in 
einer  Ebene  durch  c  und  werden,  von  c  und  ihrer  Schnittlinie 
mit  8  harmonisch  getrennt;  entsprechende  Ebenen  schneiden 
sich  in  einer  Geraden  auf  s  und  werden  von  8  und  deren  Ver- 
bindungsebene mit  c  harmonisch  getrennt.  Die  ebenen  Quer- 
schnitte involutorischer  Bündel  sind  involutorisch  coUineare 
ebene  Systeme  mit  dem  Schnitt  von  8  als  Aze  s  und  dem 
von  c  als  Centrum  (S.  Die  zu  c  parallelen  Schnitte  liefern 
Symmetrien  mit  Aze  (wann  insbesondere  orthogonale?)  und 
die  zu  8  parallelen  solche  mit  Centrum. 

1)  Wir  heben  die  besondere  Wichtigkeit  der  Symmetrie 
noch  durch  ein  Beispiel«  hervor.  Der  Kreis  ist  sowohl  für  sein  Cen- 
tram Äf  centrisch  -  symmetrisch  als  auch  für  jeden  seiner  Durch- 
messer d  orthogonal -symmetrisch.  Die  Centralprojectionen.  des 
Kreises  sind  daher  a)  für  das  Bild  JU'  des  Centnilns  als  Cen- 
trum und  Rir  die  Gregenaxe  q'  des  Bildes  als  Axe  in  involutorischer 
Centralcollineation ;  aber  auch  b)  für  das  Bild  d'  eines  Durchmessers 
als  Axe  und  das  Bild  der  zu  ihm  rechtwinkligen  Richtung  i>|'  als 
Centrum.  Wir  werden  diess  in  allgemeiner  Eatwickelung  im  fol- 
genden Abschnitt  in  seiner  ganzen  Wichtigkeit  erkennen. 

Hier  wollen  wir  den  zur  Tafel  parallelen  Durchmesser  des 
Originalkreises  AT  betrachten  und  von  der  Centralprojection  (IC)' 
der  Umlegnng  des  Kreises  in  die  ihn  enthaltende  Parallelebene  zur 
Tafel  ausgehen.  (Vergl.  §  14,  8.)  Wir  denken  diesen  Durchmesser 
durch  s^  die  Oegenaxe  oder  Fluchtlinie  der  Ebene  durch  g'  und 
die  beiden  Umlegungen  des  Centrums  C  für  dieselbe  durch  6  und 
S*  bezeichnet.  Der  Schnitt  von  @(S*  mit  q'  ist  der  Fluchtpunkt  B 
der  Falllinien  zur  Tafel,  also  auch  der  zum  Durchmesser  s  recht- 
winkligen Ordinaten  des  Kreises  (IC)'.  Da  nun  in  Folge  der  Sym- 
metrie (ICy  sowohl  in  der  Umklappung  für  6  als  in  der  für  @* 
erhalten  wird,  so  gelangt  man  zum  Bilde  IC'  des  Kreises  IC  mit 
Benutzung  der  zu  s  rechtwinkligen  Sehnen  von  den  Endpunkten 
A^  ^  und  den  Mitten  B  auf  ^,  sowie  den  Schnitten  der  zugehörigen 
Tangenten  %  auf  T,  indem  man  die  Geraden  (£^,  ^Jp  mit  den 
Geraden  6*-<4,  6* -4*  durchschneidet;  die  Verbindungslinie  der 
Schnittpunkte  Ä^  ^  ist  zugleich  die  Gerade  SH\  AT  und  ^'T 
sind  die  Tangenten  des  Bildes  in  Ä^  Ä^\ 
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Dies  Princip  der  doppelten  ümlegung  ist  für  alle  ebenen 
Figuren  anwendbar,  die  eine  zur  Tafel  parallele  Symmetrieaxe  haben; 
es  zeigt  natürlich  das  Wesen  der  Involution,  das  vertauschbare  Ent- 
sprechen.   {A  als  B*^  giebt  A*  in  B  auch  im  Bilde.) 

2)  Die  Anschauung  von  Fig.  17  zeigt,  dass  die  beiden  Pro- 
jectionen  desselben  ebenen  Systems  auf  dieselbe  Ebene  von  zwei 
Centren  C^  C*  mit  gleichen  Distanzen  zu  einander  affin  si^d  für 
die  Spur  s  als  Axe  und  die  Bichtung  der  Verschiebung  als  Centrum. 
Für  C^C*  parallel  s  besteht  somit  zwischen  beiden  Figuren  FlS- 
chengleichheit  mit  centrischer  Lage. 

3)  Fig.  18  zeigt  centrische  Collineation  der  beiden  Bilder 
desselben  ebenen  Systems  für  seine  Spur  als  Axe  und  (7j,  den  Durch- 
stosspunkt  der  Verbindungslinie  der  Centra  C  und  C*^  als  Centrum. 
Man  bestimme  die  Gegenaxen  dieser  Collineation  und  zeige,  dass 
dieselbe  Beziehung  die  beiden  Bilder  desselben  ebenen  Systems  bei 
jeder  Transformation  des  Centrums  verbindet. 

4)  Man  kann  verlangen,  diejenigen  Transformationen  des  Cen- 
trums anzugeben,  für  die  die  Collineation  zwischen  beiden  Bildern 
desselben  ebenen  Systems  insbesondere  involutorisch  ist;  der 
Durchstosspunkt  (S  der  Verbindungslinie  des  alten  Centrums  mit 
dem  neuen  kann  beliebig  gewählt  werden. 

23.  Durch  das  Vorhergehende  lässt  sich  endlich  auch  die 
allgemeine  Bestimmung  und  Gonstruetion  der  Pro- 
jectivität  ebener  Systeme  begründen  und  die  Lösung 
der  sogenannten  umgekehrten  Aufgaben  der  Per- 
spective gewinnen.  Die  Bestimmungs  -  Elemente  collinearer 
ebener  Systeme  müssen  ausreichen,  um  die  Projectivität  aller 
entsprechenden  Reihen  und  Büschel  zu  bedingen  und  diess  wird 
offenbar  durch  vier  Paare  entsprechender  Punkte  oder 
Geraden  erreicht;  von  denen  nicht  drei  in  einer  geraden 
Linie  liegen,  respective  durch  einen  Punkt  gehen.  Sind  A,  B, 
C,  D  vier  solche  Punkte  im  einen  und  Ä^  ff^  C\  D*  die  ent- 
sprechenden im  andern  System,  so  hat  man  für  jedes  neue  Paar 
entsprechender  Punkte  X^  X'  die  Gleichheiten 

{A  .  BCDX)  =  {Ä,  ffüD'X'),  (C  .  ABDX)  =  {C .  ÄB'D'X') 
unter  andern  analogen.  Ist  also  X  gegeben,  so  construiert 
man  den  zu  AX  entsprechenden  Strahl  AX'  nach  der  ersten 
und  den  zu  CX  entsprechenden  Strahl  C'X'  nach  der  zweiten, 
durch  die  Methode  des  §  18.  mit  dem  Lineal  allein,  und  erhält 
somit  X'.  So  sind,  unabhängig  von  der  centralen  Lage,  welche 
die  Umlegung  der  central-projectivischen  ebenen  Systeme  gab, 
alle    Paare    entsprechender   Punkte   von    zwei   projectivischen 
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ebenen  Systemen  durch  vier  von  ihnen  linear  bestimmt.  Jede 
beliebige  Gerade  des  einen  Systems  kann  aus  ihrer  entsprechen- 
den im  andern  abgeleitet  werden/  indem  man  zu  zwei  Punkten 
der  letzteren  so  die  entsprechenden  sucht,  insbesondere  zu  den 
Schnittpunkten  mit  zwei  Gegenseiten  des  Vierecks  ABCD  oder 
ÄßC'If. 

Sind  a,  hj  r,  ä  und  « ,  h\  c\  d  vier  Paare  entsprechender 
Geraden,  so  giebt  jede  neue  Gerade  x  mit  ihrer  entsprechen- 
den x'  unter  andern  analogen  die  Gleichheiten 

(fl  .  hcdx)  =  {ä ,  h'cdx)y    {c  .  ahdx)  =  {c  .  a'b'dx) 
und  so  die  lineare  Construction  des  x   zu  x  mittelst  der  ent- 
sprechenden Punktepaare  projectivischer  Reihen  axy  a'x\  ex, 
ex'  nach  §  17. 

Die  Bestimmung  der  Systeme  in  centraler  Lage  durch  das 
sich  selbst  entsprechende  Gentrum  (S,  durch  zwei  Punkte  5p  S^ 
der  Spur  oder  Axe  5,  welche  mit  S^\  S2  respective  zusammen- 
fiallen,  und  einen  Punkt  (/  der  Gegenaxe  q  oder  B  in  r,  dessen 
entsprechender  Q  respective  Jt'  die  Richtung  des  nach  ihm 
gehenden  Strahls  aus  dem  Gentrum  ist,  lässt  sich  als  specielle 
Form  hiervon  betrachten.  Zugleich  bilden  die  Strahlen  aus 
dem  Centrum  (55,,  ßÄj  und  die  Geraden  s  und  q  oder  r  vier 
Gerade;  deren  entsprechende  bekannt  sind,  die  der  drei  ersten 
als  mit  ihnen  sich  deckend,  die  zu  q'  oder  r  im  Unendlichen. 

Wie  durch  Aufnahme  der  unendlich  fernen  Elemente  unter 
die  Data  die  Bestimmung  der  collinearen  ebenen  Systeme  in 
den  besonderen  Fällen  a  —  edes  Art.  22.  zu  specialisieren  ist, 
ergiebt  sich  leicht.  Wir  wollen  die  Fälle  f)  und  g)  für  die 
allgemeine  Lage  characterisieren.  Denken  wir  im  Falle  f)  die 
centrische  Lage  der  Ebenen  E,  E'  aufgehoben,  so  erhalten  wir 
zwei  collineare  Ebenen,  in  deren  einer  ein  singulärer  Punkt  C 
und  in  deren  anderer  eine  singulare  Gerade  s'  liegt;  singulär, 
weil  ihnen  respective  alle  Punkte  und  alle  Geraden  der  andern 
Ebene  entsprechen;  jedem  Punkte  der  singulären  Linie  ent- 
sprechen alle  Punkte  eines  bestimmten  durch  den  singulären 
Punkt  der  andern  Ebene  gehenden  Strahls  —  natürlich  jenen 
Punkten  diese  Strahlen  nach  gleichem  Doppelverhältniss. 

Imi  Falle  g)  dagegen  haben  wir  in  jeder  Ebene  einen  sin- 
gulären Punkt  und  eine  ihn  enthaltende  singulare  Linie,  in 
demselben  Sinne  ^   dass  dem  Punkte  alle  Punkte   der  andern 
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Ebene  und  der  Geraden  alle  Geraden  der  andern  Ebene  ent- 

m 

sprechen,  während  jedem  Strahl  durch  den  singulären  Pankt 
und  jedem  Paukt  in  der  singulären  Linie  der  einen  Ebene 
ein  unbestimmter  Strahl  aus  dem  singulären  Punkte  und  ein 
unbestinmiter  Punkt  in  der  singulären  Linie  der  andern  Ebene 
entspricht.  Zur  Bestimmung  solcher  Systeme  ist  natürlich  die 
Angabe  der  singulären  Elemente  nöthig. 

Wir  kehren  zum  allgemeinen  Fall  zurück  und  zeigen, 
nachdem  wir  sahen,  wie  sich  aus  vier  bekannten  entsprechen- 
den Elementenpaaren  alle  andern  Paare  entsprechender  Ele* 
mente  coUinearer  Ebenen  bestimmen  lassen,  nun  auch,  dass 
die  so  erhaltenen  ebenen  Systeme  sich  zu  centrischer  CoUinea- 
tion  vereinigen  und  daher  auf  unendlich  viele  Arten  in  die 
Lage  der  Centralprojection  bringen  lassen.  Wir  sagen:  Zwei 
beliebige  Vierecke  ÄBCD  und  Ä B' C D'  lassen  sich 
stets  in  centrisch-collineare  Lage  bringen.  Sind  die 
Schnittpunkte  der  Gegenseitenpaare  AB^  CD  mit  E^  also  ÄB^^ 
C'ff  mit  E\  BC,  DA  mit  F,  BC\  UÄ  mit  F'  bezeichnet,  so 
hat  man  die  Projectivitäten  von  Reihen  (Fig.  46,  a.) 

{ABB. . .)  —  {a:B'E\  . .),     {DCE.. .)  =  {D'C'E'. . .); 
man  bestimmt  in  denselben  die  Paare  der  Gegenpunkte  i?|,  R^ 
in  ABy  CD  und  (>,',  Q^'  in  A'B',  CD'  und  erhalt  damit  in  den 
Geraden  R^R^  ^^^  OxQ^  <li^  Gegenaxen  r  und  q  der  Sy- 
steme. 

Da  die  Strahlen  vom  Centrum  6  der  Collineation  nach 
den  Punkten  R^ ,  R^  dieselben  Winkel  mit  der  Geraden  r  bilden, 
wie  die  Bilder  der  zugehörigen  Geraden  ÄBf ^  LfC  in  ^/,  Q^ 
mit  der  Geraden  ^',  und  die  Strahlen  von  (S  nach  Q(^  Q^  die- 
selben Winkel  mit  ^  wie  die  Originale  AB,  DC  in  R^^  R2  mit 
'*  (§  90>  ^^  erhält  man  durch  ein  ihre  gegenseitige  Lage  be- 
rücksichtigendes Antragen  dieser  Winkel  in  jedem  der  bei- 
den Systeme  zwei  Lagen,  6,,  (S^J  ®i'>  ^2  ^^^  ^*s  Gen- 
trum (§,,  orthogonal  -  symmetrisch  zu  r  respective  q\  (Man 
könnte  jetzt  nach  §  15,  5  die  symmetrisch  gleichen  Beiheu  und 
Büschel  t,  t,  T,  T'  sowie  die  Collineationsaxen  s,  s  auftragen 
und  zur  Weiterconstruction  der  collinearen  Systeme  benutzen.) 
Bringt  man  die  Systeme  nun  so  zur  Deckung,  dass  ein  Paar 
von  jenen  (Sj,  (Si';  62;  ^  ^^^  einander  fallen,  während  zu- 
gleich die  Gegenaxen  q,  r  zu  einander  und  die  Strahlenpaare 
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6Ä,,  Äß\  6Ä2,  C'ff\  6p,',  AB\  (S.Q2,  CD  parallel  werden, 
so  sind  die  Vierecke  ABCD,  Aß  CD  in  centrisch  coUineare 


Lage  gebracht,  und  man  erhält  die  Collineationsaxe  s  als 
den  Ort  der  Schnittpunkte  entsprechender  Paare  von  Geraden 
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ÄB^  A' B\  etc.  parallel  ^',  r,  und  ebenso  weit  im  entgegen- 
gesetzten Sinne  von  (S  entfernt,  wie  die  Mitte  zwischen  ^  und  r. 

Jeder  der  beiden  angezeigten  Vereinigungen  entsprechen 
zwei  Lagen  der  Vierecke  und  in  der  Fig.  46,  b.  sind  die  dem 
6„  6/  entsprechenden  rechts,  die  für  62,  62'  ^^^ks  dargestellt; 
dem  Paar  ABCD^  AB' CD*  entsprechen  links  wie  rechts  5,  q'y  r, 
den  Paaren  ABCD,  A*' B*" C*' D""'  rechts  und  A^ff^C*!/*, 
AB' CD'  links  aber  **,  q\  r  und  s*,  q'^  r*.  Die,  Vergleichung 
der  Abstände  "Zwischen  den  entsprechenden  Geraden  s,  q',r  in 
beiden  Figuren  macht  die  Symmetrieverhältnisse  der  Lagen  der 
Ebenen  von  Bild  und  Original  ersichtlich. 

Eine  Skizze  c.  zeigt  endlich,  dass  sie  auf  zwei  ver- 
schiedene räumliche  Lagen  zurückkommen  und  die 
jedesmaligen  beiden  Umlegungen  repräsentieren,  nämlich  A 
rechts  und  links  mit  A*' , . .  rechts,  A!: . .  links;  und  A'  rechts 
und  links  mit  A  rechts  und  A*, . .  links. 

Denken  wir  einen  Kreis  durch  @  in  der  Normalebene  zu 
q  und  mit  dem  Fusspunkt  H  in  q'  als  Mittelpunkt,  so  ist  seine 
Peripherie  der  Ort  der  möglichen  Gentra  C,  von  welchen  aus 
das  Viereck  ÄB'C'Dl  das  Bild  des  Originalvierecks  ABCD  ist; 
die  Eenntniss  des  Winkels  a,  den  die  Ebene  ABCD  mit  der 
Bildebene  macht,  würde  die  Bestimmung  des  Centrums  und  der 
Distanz  liefern,  und  damit  die  Losung  des  Problems  der  um- 
gekehrten Perspective  vollenden.  Für  a  =  90®  wäre  H 
selbst  der  Hauptpunkt  und  ^.if  die  Distanz.  Wenn  zu  einem 
perspectivischen  Bilde  das  Gentrum  gesucht  werden  soll,  so 
wird  also  das  Bild  eines  Quadrats  oder  eines  andern  regulären 
Polygons,  das  man  in  demselben  findet,  zur  Bestimmung  eines 
solchen^ Kreises  führen,  dem  das  Gentrum  angehört,  die  zwei- 
fache Wiederholung  davon  wird  es  als  den  Schnitt  zweier  Kreise 
in  Normalebenen  zur  Tafel  bestimmen.  Dann  sind  die  Lagen- 
und  Grössenverhältnisse  aller  dargestellten  Raumformen  ab- 
leitbar aus  den  Bestimmungselementen. 

1)  Welche  Specialitäten  ergeben  sich  für  die  centrische  Col- 
lineation  eines  Quadrats  mit  einem  beliebigen  Viereck?  Wie  könnte 
dieselbe  ohne  Zuhilfenahme  der  Projectivitätsgesetze  hergestellt 
werden,  auf  Grand  der  Bechtwinkligkeit  der  Seiten  und  Diago- 
nalen des  Quadrats?    (§  16.,  13.) 

2)  Zwei  congruente  Vierecke  liefern  im  Allgemeinen 
unendlich  ferne  (jegenaxen,   die  Zusammenlegung  zur  perspectivi- 
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sehen  Lage  in  der  Ebene  ist  unbestimmt.  Im  Baum  fordert  die- 
selbe den  Par^lelismus  der  Ebenen  und  der  Vierecke  und  liefert 
alle  anendlich  fernen  Punkte  und  alle  Punkte  der  Mittelebene 
zwischen  ihnen  als  Centra  der  Protection,  und  somit  alle  Punkte, 
des  Raumes.  Wenn  zugleich  (Fig.  46)  BA  =  AE,  CD  =  DE 
sind,  so  werden  die  congruenten  symmetrischen  Trapeze  auch  für 
s  \n  AD  und  (S  als  seine  Mitte  perspectivisch  (Gegenaxen  als  A B^ 
CD  resp.  AE^*  DE  halbierend);  ebenso  für  dasselbe  s  und  die 
Bichtimg  seiner  Normalen  als  Centrum ;  etc.  Man  denke  die  Axen- 
schnitte  des  geraden  abgestumpften  Kegels  und  die  gleichen  Kreis- 
schnitte  eines  schiefen  Kegels  wie  in  §  11.,  5. 

3)  In  zwei  collinearen  Ebenen  ist  das  Product  der  Ab- 
stände entsprechender  Punkte  von  ihren  Gegenaxen 
constant;  denn  es  ist  in  perspectivischer  Lage  so,  also  auch  in 
der  allgemeinen.  Und  für  ein  Brei  eck  von  gegebener  Fläche  in 
der  einen  Ebene  variiert  der  Inhalt  des  entsprechenden  Drei- 
ecks nach  dem  Produkt  der  Abstände  seiner  Ecken  von  der  zu- 
gehörige Gegenaxe. 

4)  In  den  Vierecken  AB  BD,  A' B' C' D'  (vergl.  Fig.  46,  a) 
entsprechen  sich  ausser  den  Punkton  {AB^  CD)  oder  E  und  E\ 
und  {BC,  DA)  oder  F  und  F'  auch  {AC,  BD)  oder  G  und  {ÄC,  ffU) 
oder  G',  ebenso  weiter  {EF,  BD)  und  {EF,  AC)  mit  {E' F\  VDf) 
und  {E'F',  ÄC')\  {FG,  AB)  und  {FG,  CD)  mit  (F' G\  AB')  und 
{F'G\  C'py,  (GE,  AD)  und  {GE,  BC)  mit  {G' E\  A'D')  und 
{G' E\  B' C  )\  diese  sechs  neuen  Punktepaare  liefern  mit  den  ur- 
sprünglichen zwölf  und  unter  einander  vier  neue  Paare  entsprechender 
Geraden,  welche  neue  Punkte  und  Linien  in  stets  wachsender  Zahl 
aber  immer  in  entsprechenden  Paaren  bestimmen ;  die  unbegrenzte 
Fortsetzung  dieser  Construction  bedeckt  die  Ebenen  mit  Netzen 
entsprechender  Elemente;  man  erhält  zwei  als  Original  und  Bild 
zusammengehörige  geometrische  Netze.  Man  sieht,  die  Bildung 
des  Netzes  ist  die  Construction  harmonischer  Gruppen.  (§  16.,  13.) 

5)  Wenn  zwei  coUineare  ebene  Systeme  ein  Strahlenbüschel 
Strahl  für  Strahl  entsprechend  gemein  haben,  so  haben  sie  auch 
eine  gerade  Reihe  Punkt  .für  Punkt  entsprechend  gemein  (und  um- 
gekehrt) und  sind  in  perspectivischer  oder  centrischer  Lage 
(vergl.  §  19.,  11). 

6)  Wenn  also  insbesondere  zwei  ebene  Systeme  (1), 
(2)  mit  demselben  dritten  System  (3)  für  das  nämliche 
Centrum  6  centrisch  coUinear  sind,  so  sind  sie  es  auch 
unter  einander.  Die  Collineationsaxen  gehen  durch 
einen  Punkt  S, 

Sind  2^13  s=s  (f^SA^A^^  A^^  «=«  (^SA^A^  die  Characteristiken 
der  gegebenen  Collineationen,  so  ist  die  Charakteristik  der  Systeme 
(1)  und  (2) 

^I2  =  (6^^l4)-^t3:^28- 
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Man  zeige,  dass  die  Gegenaxen  der  letzten  Gollineation  durch  die 
Punkte  gehen,  in  denen  die  CoUineationsaxe  $2  der  ersten  von 
der  Gegenaxe  ^/  der  zweiten  und  die  CoUineationsaxe  ^j  der  zweiten 
durch  die  Gegenaxe  ^2'  ^^^  ersten  geschnitten  wird. 

¥iXr  J^^  s=s  ^23  erhält  man  J^2  *^  ^j  ^i^  CoUineationsaxe  s^ 
geht  durch  das  Centrum  und  die  Gegenaxen  ^3',  r^  sind  äquidistant 
von  ihr.    (§  20.) 

Für  i/j3  «=  —  z/23  wird  z/^j  ==■  —  1;  d.  h.  es  entsteht  In- 
volution; «3  ist  paraUel  zur  Verbindungslinie  g^rz  ^^^  Punkte 
hl  Q\  ui^<^  ^1)  Q^  luid  von  ihr  ebensoweit  entfernt  wie  6.  Man  unter- 
suche die  den  Unterscheidungen  des  §  22.  entsprechenden  SpecialföUe. 

Wenn  zwei  ebene  Systeme  mit  demselben  dritten 
System  für  dieselbe  Axe  s  centrisch  oollinear  sind,  so 
sind  sie  es  auch  unter  einander.  Das  entsprechende 
Centrum  liegt  in  der  Verbindungslinie  c  der  beiden 
gegebenen  Centra;  aus  ^^3  «=»  (csa^a^\  J^z  *===  (^^^2^3)  ^olgt 
^\2  ^^^  (csa^a^  =»  ^13  :  ^28»  ®^^' 

6)  Schreibt  man  (A  .  BCDX)  =  {Ä .  ffC'ÜX!)  in  entwickelter 
Form, 

sin  BAD    Bin  BAX       sin  B'A:B^    sin B'A'Ä' 

sin  CAD  '  sin  CAÄ  ~  sin  C'A!  ff  '  sin  C'a:ä'  ' 

so  hat  man  sofort 

BA.BA.  sin  BAB    BA  .  XA.  sin  BAX  _ 
~CA  .DA,  sin  CAD  '  CA.XA.  sin  CAX 
d.  h.  die  Doppelverhältnissgleichheit  entsprechender  Dreiecksflächen, 

BAD    BAX       B'ÄD'    FAX' 
CAD  '  CAX  "  CA  ff  ''  C'ÄX'  ' 

und  analog  fdr  sechs  Punktepaare  A^  B^  C^  i>,  E^  jP,   etc.  das 

ACD    AEF 

Doppelverhältniss  der  Dreiecksflächen      ^     :      ^      constant  vom 

Original  zum  Bild.  Denn  mit  G  und  H  als  Schnitten  der  Geraden 
AB  mit  CD^  resp.  EF  hat  man 

AG       ACD^     AH       AEF 

BG^  BCD'   BH^  BEF 

und  daher  (AB GH)  ein  vom  Original  zum  Bild  bleibendes  Doppel- 
verhältniss als  Ausdruck  des  geschriebenen  Doppelverhältnisses  der 
Dreiecksflächen.  Für  die  Affinität  gehen  diese  Belationen  in  die 
einfache  Verhältnissgleichheit  entsprechender  Flächen  über.  (Vergl. 
§  21.,  a.) 

üeberblick.  Wir  blicken  zurück  und  vorwärts.  Die 
Centralprojection  fügt  zu  dem  Punkt  als  seinen  Schein  die 
projicierende  Gerade  mit  der  Punktreihe  seiner  Bilder  und  zu 
der  geraden  Linie  oder  Punktreihe  als  Schein  das  projicierende 
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Strahlenbüschel  oder  die  projicierende  Ebene  ^  die  ihre  Bilder 
erf&Uen;  und  insofern  eine  Ebene  durch  ein  Strahlenbüschel 
bestimmt  werden  kann,  führt  die  Centralprojection  als  den 
Schein  des  Letzten  das  projicierende  Ebenenbüscfael  als  die 
dritte  für  die  Untersuchung  nothige  Anschauung  ein;  seine 
ebenen  Querschnitte  sind  die  Bilder  des  ersten.  Diese  drei, 
die  gerade  Punktreihe,  das  ebene  Strahlenbüschel 
und  das  Ebenenbüschel,  bilden  eine  in  sich  abgeschlossene 
Gruppe  gegenüber  dem  Prozess  des  Projicierens ,  der  aus  der 
Bildung  des  Scheines  und  der  nächfolgenden  des  Schnittes 
zusammengesetzt  ist  (yergl.  p.  3  unter  Methode)  und  sie  sind 
im  Falle  ihres  Zusammenhanges  durch  Centralprojection  durch 
das  nämliche  Gesetz  verbunden.  Jedes  der  drei  Gebilde 
geht  bei  dem  Prozess  des  Projicierens  aus  jedem 
der  zwei  anderen  hervor:  Die  Punktreihe  als  Schnitt  aus 
dem  Strahlenbüschel  durch  eine  Gerade  seiner  Ebene,  als  Schnitt 
aus  dem  Ebenenbüschel  durch  eine  beliebige  Gerade ;  das  Strah- 
lenbüschel als  Schein  der  Punktreihe  aus  einem  Punkte  und 
als  Schnitt  eines  Ebenenbüschels  durch  eine  Ebene;  das  Ebenen« 
büschel  als  Schein  des  Strahlenbüschels  aus  einem  Punkte  und 
als  Schein  der  Punktreihe  aus  einer  Geraden  —  mit  zweck- 
mässiger Erweiterung  des  Ausdrucks.  (§  16.)  Diese  drei 
Gebilde  sind,  sowie  sie  paarweise  beim  Prozess  des 
Projicierens  aus  einem  Centrum  auftreten,  in  per- 
spectivischer  Lage  und  genügen  dem  Gesetz  der 
Doppelverhältnissgleichheit  entsprechender  Grup- 
pen, oder  sie  sind  projectivisch  in  perspectivischer  Lage;  sie 
heissen  projectivisch  —  ohne  Beifügung  —  wenn  diese  specielle 
Lage  aufgehoben  wird.  Man  nennt  diese  drei  Gebilde  die  pro- 
jectivischen  Elementargebilde  oder  die  Grundgebilde 
der  ersten  Stufe. 

Um  die  unendliche  Mannigfaltigkeit  der  Figuren  einer 
Ebene  zu  projicieren,  betrachtete  die  Centralprojection 
das  ebene  System  entweder  als  eine  Vereinigung  von 
unzählig  vielen  Punkten  oder  als  eine  solche  von 
unzählig  vielen  Geraden  (§  11.);  jene  konnte  sie  als  ver- 
theilt  in  unzählig  viele  gerade  Reihen,  diese  als  vertheilt  in 
unzählig  viele  Strahlenbüschel  auffassen,  so  dass  jeder  einzelne 
Punkt  als  gemeinsamer  Punkt  von  zwei  solchen  Reihen  und 
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jede  einzelne  Gerade  als  gemeinsamer  Strahl  von  zwei  solchen 
Bflscheln  bestimmt  ist.    Das  ebene  System  ist  in  beider- 
lei Betracht  eine  Vereinigung  von  unendlich  vielen 
tirundgebilden    erster   Stufe.      Es    wird    nun    projiciert 
durch  die  Verbindung  aller  seiner  Elemente  mit  dem  Centmm 
der  Frojection,  also  durch  die  Gesammtheit  der  projicierenden 
Strahlen   seiner  Punkte  —   man  sagt  durch   ein  Strahlen- 
bOndel  —  oder  der  projicierenden  Ebenen  seiner  Geraden  — 
man  sagt  durch  ein  Ebenenbflndelj  also  durch  eine  Unend- 
lichkeit  von   projicierenden    Strahl enbQscheln    seiner   geradeu 
Reihen  nach  der  ersteu  Auffaseung  und  durch  eine  Unendlich- 
keit von  projicierenden  Ebenenbüscheln  seiner  Strahleubüschel 
nach  der  zweiten.   'Der  Schein  des  ebenen  Systems  aus 
einem    Punkte    ausserhalb    desselben,     das    projicierende 
Strahlenbfindel    oder   Ebeaenbündel    ist   auch   eine 
Verei 
erstei 
Punk1( 
die  Gl 
Grundj 
renden 
bleib' 
festgel] 
die  B: 
Jectiv 
fahre 
Zusai 
W 
bildet, 
Colline 
aus   St 
System 
Je  zwe 
dem  pi 
und  je 
lineati( 
entsprf 
Schnitt 
Doppel 


üeberblick.    Centralcollineatioii  der  BQudel,  der  Bäume.       Hl 

zwei  entsprechenden  Ebenen  mit  der  nach  dem  Centralstrahl 
gehenden  Ebene  ihiea  BOscfaels  und  der  Collineationsebene 
hervoi^ebracht  und  kann  als  Gharacteristik  a  der  Cen- 
tralcollineation  im  BQndel  bezeichnet  werden  (§  19.). 
Mit  A^  —  1  ist  diese  ColUneation  involutoriscfa  (§  20.), 
alle  entsprechenden  Elemente  entsprechen  sich  vertanschbar 
(§  22  Schlnse). 

Es  ist  die  natürliche  Fortsetznug  dieser  Betrachtongsweis^ 
dass  der  Raum  als  die  unendliche  Menge  seiner. 
Pankte,  seiner  Ebenen  ond  seiner  Geraden  betrach- 
tet werden  muss.  Als  Punktsystem  ist  er  z.  B.  die  Ver- 
einigung von  unendlich  rielen  ebenen  Punktsystemen,  die  in 
ein  EbenenbÜBchel  emppiert;  als  Ebenensystem  ist  er  die  Ver- 
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jede  einzelne  Gerade  als  gemeinsamer  Strahl  von  zwei  solchen 
Büscheln  bestimmt  ist.  Das  ebene  System  ist  in  beider- 
lei Betracht  eine  Vereinigung  von  unendlich  vielen 
Grund gebilden  erster  Stufe.  Es  wird  nun  projiciert 
durch  die  Verbindung  aller  seiner  Elemente  mit  dem  Centrum 
der  Projection^  also  durch  die  Gesammtheit  der  projicierenden 
Strahlen  seiner  Punkte  —  man  sagt  durch  ein  Strahlen- 
bündel —  oder  der  projicierenden  Ebenen  seiner  Geraden  — 
man  sagt  durch  ein  Ebenenbündel;  also  durch  eine  Unend- 
lichkeit von  projicierenden  Strahlenbüscheln  seiner  geraden 
Reihen  nach  der  ersten  Auffassung  und  durch  eine  Unendlich- 
keit von  projicierenden  Ebenenbüscheln  seiner  Strahlenbüschel 
nach  der  zweiten.  'Der  Schein  des  ebenen  Systems  aus 
einem  Punkte  ausserhalb  desselben ;  das  projicierende 
Strahlenbündel  oder  Ebenenbündel  ist  auch  eine 
Vereinigung  von  unendlich  vielen  Grundgebilden 
erster  Stufe.  Man  nennt  darum  das  eüene  System  von 
Punkten  oder  Strahlen  und  das  Strahlen-  oder  Ebenenbündel 
die  Grundgebilde  zweiter  Stufe.  Die  constituierenden 
Grundgebilde  erster  Stufe  im  ebenen  System  und  im  projicie- 
renden Bündel  sind  im  Falle  der  Projection  perspectivisch  und 
bleiben,  wenn  ihr  Entsprechen  bei  Aufhebung  dieser  Lage 
festgehalten  wird,  projectivisch  —  und  dies  alleinmacht 
die  Brauchbarkeit  der  Projectionen  aus.  Die  pro- 
jectivischen  Eigenschaften  der  Gebilde  erster  Stufe 
führen  zu  denen  der  Gebilde  zweiter  Stufe  durch 
Zusammensetzung  (§  15  f.,  §  23.)- 

Wenn  insbesondere  das  ebene  System,  dessen  Schein  man 
bildet,  die  Vereinigung  zweier  ebenen  Systeme  zur  centrischen 
CoUineation  ist  (§  14.),  so  ist  auch  das  entstehende  Bündel 
aus  Strahlen  und  Ebenen  eines  Original-  und  eines  Bild- 
Systems  zusammengesetzt,  die  in  centrischer  CoUineation  sind. 
Je  zwei  entsprechende  Strahlen  liegen  mit  dem  Centralstrahl, 
dem  projicierenden  des  Collineationscentrums,  in  einer  Ebene; 
und  je  zwei  entsprechende  Ebenen  schneiden  sich  in  der  Col- 
lineationsebene,  der  projicierenden  der  CoUineationsaxe.  Zwei 
entsprechende  Strahlen  bilden  mit  dem  Centralstrahl  und  dem 
Schnitt  ihrer  Ebene  mit  der  Collineationsebene  ein  constantes 
Doppelverhältniss;  dasselbe  Doppel verhältniss   wird  auch  von 
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zwei  entsprechenden  Ebenen  mit  der  nach  dem  Gentralstrahl 
gehenden  Ebene  ihres  Büschels  und  der  CoUineationsebene 
hervorgebracht  nnd  kann  als  Characteristik  A  der  Cen- 
tralcollineation im  Bündel  bezeichnet  werden  (§  19.)* 
Mit  ^f  =  —  1  ist  diese  Gollineation  involutorisch  (§  20.), 
alle  entsprechenden  Elemente  entsprechen  sich  vertauschbar 
(§  22  Schluss). 

Es  ist  die  natürliche  Fortsetzung  dieser  Betrachtungsweise, 
dass  der  Raum  als  die  unendliche  Menge  seiner 
Punkte,  seiner  Ebenen  und  seiner  Geraden  betrach- 
tet werden  muss.  Als  Punktsystem  ist  er  z.  B.  die  Ver- 
einigung von  unendlich  vielen  ebenen  Punktsystemen,  die  in 
ein  Ebenenbüschel  gruppiert;  als  Ebenensystem  ist  er  die  Ver- 
einigung von  unendlich  vielen  Ebenenbündelo ,  deren  Scheitel 
in  eine  gerade  Reihe  geordnet  werden  können.  In  beider- 
lei Betracht  setzt  er  sich  aus  den  Gebilden  zweiter 
Stufe  ebenso  zusammen,  wie  diese  aus  denen  der 
ersten  zusammengesetzt  sind;  er  wird  darum  als  ein 
Grundgebilde  dritter  Stufe  bezeichnet.  Ganz  analog  den 
Verhältnissen  der  centrischen  Gollineation  ebener  Systeme,  bei 
denen  die  entsprechenden  Grundgebilde  erster  Stufe  in  per- 
spectivischer  Lage  für  ein  Centrum  sind,  giebt  es  auch  wirk- 
lich eine  Abbildung  des  Raumes  durch  den  Raum,  bei 
welcher  die  entsprechenden  Grundgebilde  erster 
und  zweiter  Stufe,  aus  denen  der  Originalraum  und 
der  Bildraum  sich  zusammensetzen,  in  perspectivi- 
scher  Lage  für  ein  Centrum  sind.  (Vergl.  §  36  f.)  Sie 
wird  als  centrische  Gollineation  räumlicher  Systeme 
bezeichnet  und  liefert  die  Modellierungs-Methoden  der 
darstellenden  Geometrie.  Betrachtet  man  den  Raum  als 
den  Inbegriff  aller  seiner  Geraden,  so  kann  man  dieselben  in 
die  Strahlenbündel  vertheilen,  deren  Scheitel  die  sämmtlichen 
Punkte  einer  Ebene  sind,  und  erkennt  ihn  aus  Gebilden 
zweiter  Stufe  ebenso  zusammengesetzt,  wie  diese  aus 
den  Elementen  Punkt,  Ebene  und  Strahl;  er  ist  also 
in  diesem  Sinne  als  Gebilde  vierter  Stufe  zu  bezeichnen. 
Die  Uebertragung  der  Eigenschaften  aus  denen  der 
Gebilde  niederer  Stufe  durch  Zusammensetzung 
bleibt  bestehen. 
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So  entspringt  aus  den  Grundanschauungen  und 
der  Methode  der  darstellenden  Geometrie  das  natür- 
liche System  der  Geometrie.  In  demselben  ist  die  Schei- 
dung der  Geometrie  in  der  Ebene  von  der  Geometrie  des  Raumes 
aufgehoben. 

Wir  sehen  den  Projectionsprozess  raumbildend 
wirken  in  gleicher  Weise  von  der  Geraden,  zur  Ebene  und  von 
der  Ebene  zum  Raum;  die  Punkte  der  Geraden  werden  mit 
»einem  Punkte  ausser  ihr  durch  Gerade  yerbunden  bei  Bildung 
der  Ebene  als  ihrer  projicierenden;  die  Punkte  der  Ebene  mit 
einem  Punkte  ausser  ihr  bei  Bildung  des  projicierenden  Bün- 
dels ,  welches  den  Raum  von  drei  Dimensionen  erfüllt.  Es  ist 
die  natürliche  Fortsetzung  dieses  Verfahrens,  dass  man  den 
drei-dimensionalen  Raum  von  einem  Punkte  ausser  ihm  proji- 
ciert  denkt  durch  Strahlen ,  die  nur  je  einen  Punkt  mit  ihm 
gemein  haben  und  nun  den  Raum  von  vier  Dimensionen 
bilden,  indem  alle  andern  Punkte  jedes  derselben  diesem  Räume 
angehören.  Wir  versagen  uns  die  Verfolgung  dieser  Methode 
über  den  drei-dimensionalen  Raum  hinaus  in  diesem  Werke; 
aber  die  fundamentalen  Gedanken  desselben,  und  selbst  der 
Aufbau  der  Entwickelung  z.  B.  der  §§  1—11  im  Vorigen  bieten 
sich  für  diese  Fortsetzung  unverändert  dar. 

Die  Beziehung  der  Doppelverhältnissgleicbheit  oder  Pro- 
jectivität,  welche  sich  als  fundamental  ergiebt,  gilt  für  die 
drei  Grundgebilde  der  ersten  Stufe  ganz  in  gleicher  Weise; 
in  den  allgemeinen  Eigenschaften  der  Figuren,  welche  sich 
auf  sie  gründen,  treten  daher  Beziehungen  von  geraden  Reihen 
und  von  Strahlenbüscheln  —  vergl.  als  Beispiel  §  23.,  6; 
§  17.,  18.  —  und  Ebenenbüscheln  in  gleicher  Weise  hervor; 
die  Sätze,  üonstructionen  und  Beweise  zeigen  ein 
Gesetz  der  Symmetrie,  das  als  eine  Correspoadenz  zwi- 
sehen  dem  Liegen  in  Geraden  oder  in  Ebenen  und  dem  Gehen 
durch  Gerade  oder  durch  Punkte,  zwischen  Ebene  und  Punkt, 
zwischen  der  Geraden  als  Verbindungslinie  von  zwei  Punkten 
und  der  Geraden  als  Schnittlinie  von  zwei  Ebenen  bezeichnet 
werden  kann.  Dasselbe  Gesetz  zeigt  sich  auch  als  Sym- 
metriegesetz des  Systems,  in  welchem  die  Punkte  einer 
Geraden,  die  Ebenen  durch  eine  Gerade,  die  Geraden  durch 
einen  Punkt  in  einer  Ebene  als  Gebilde  erster  Stufe,  dann 
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die  Punkte  einer  Ebene  und  die  Ebenen  durch  einen  Punkt^ 
die  Geraden  in  einer  Ebene  und  die  Geraden  durch  einen  Punkt 
nebeneinander  als  Gebilde  zweiter  StufC;  die  Punkte  und  die 
Ebenen  des  Raums  als  Gebilde  dritter  Stufe  erscheinen.  Wir 
nennen  es  das  Gesetz  der  Dualität.  Als  elementare  Bei- 
spiele dafür  dienen : 

1)  Die  gerade  Linie  enthält  imendlich  viele  Punkte  und  liegt  in 
unendlich  vielen  Ebenen;  somit  bestimmen 

ein    Punkt  und    eine   Gerade  eine  Ebene  und   eine  Gerade 

(als  Ebenenbüschel)  eine  Ebene,      (als  Punktreihe)  einen  Punkt. 

Die  Centralprojection  beginnt  mit  der  Bestimmung  des  sich 
selbst  dualen  Elements,  der  Geraden ;  und  geht  von  ihr  ebenso  zu 
den  Punkten  wie  zu  den  Ebenen.. 

2)  Drei  Punkte  bestimmen  Drei  Ebenen  bestimmen  einen 
eine  Ebene,  wenn  sie  nicht  in  Punkt,  wenn  sie  nicht  durch 
einer  Geraden  liegen.  eine  Gerade  gehen. 

3)  Wenn  von  beliebig  vielen  Wenn  von  beliebig  vielen  Ge- 
Graden jede  zwei  sich  schnei-  raden  jede  zwei  sich  schneiden, 
den,  aber  nicht  alle  durch  einen  aber  nicht  alle  in  einer  Ebene 
Punkt  gehen,  so  liegen  sie  alle  liegen,  so  gehen  sie  alle  durch 
in  einer  Ebene.  einen  Punkt. 

4)  Die  Transversale  zu  zwei  Die  Transversale  zu  zwei  Ge- 
Geraden  in  einem  Punkte  ist  raden  in  einer  Ebene  ist  die  Ver- 
Schnittlinie  der  Ebenen,  welche  bindungslinie  der  Punkte,  welche 
jene  Geraden  mit  diesem  Punkte  jene  Geraden  mit  dieser  Ebene 
bestimmen.  bestimmen. 

5)  Die  Transversalen  zu  drei  Die  Transversalen  zu  drei  Ge- 
Geraden  sind  die  Schnittlinien  raden  sind  die  Verbindungslinien 
der  Ebenen,  welche  zwei  der-  der  Punkte,  in  welchen  sich  zwei 
selben  mit  den  Paukten  auf  der  derselben  mit  d6n  Ebenen  durch 
dritten  verbinden.  die  dritte  schneiden. 

Man  vergleiche  auch  die  Sätze  über  die  perspectivische 
Lage  der  projectivischen  Gebilde  erster  Stufe  in  §  17,  lo. 

Man  kann ,  analog  zu  dem  Üebergang  von  einer  Figur  zii 
einer  mit  ihr  coUinearen ;  einen  Üebergang  durch  Gonstruction 
zwischen  solchen  dualen  oder  reciproken  Figuren  denken. 

Zu  einer  speciellen  Correspondenz  in  der  Ebene,  welche 
die  Charaktere  der  Dualität  zeigt ^  wie  sie  hiernach  erwartet 
werden  müssen  —  also  zwischen  Punkten  und  Strahlen  der- 
selben —  hat  in  der  That  die  constructive  Untersuchung  be- 
reits geführt.  Jedem  Punkte  der  Bildebene  als  Spur 
eines  projicierenden  Strahls  entspricht  eine  Gerade 

Fiedler,  danleUende  GeometTie.    I.    3.  Aafl.  8 
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in  derselben  als  Spur  einer  projicierenden  Ebene, 
welche  zu  jenem  normal  ist  (§  10.);  die  Punkte  derselben 
Reihe  haben  in  dieser  Beziehung  zu  ihren  entsprechenden 
Strahlen  die  Strahlen  eines  Büschels  aus  dem  der  Geraden 
der  Reihe  entsprechenden  Punkt  und  umgekehrt.  Solche  ent- 
sprechende Reihen  und  Strahlenbüschel  haben  gleiches  Doppel- 
verhältniss  —  weil  nach  jener  Construction  das  aus  dem  Haupt- 
punkt C^  über  der  Reihe  ABC.^.  gebildete  Büschel  zu  dem 
Büschel  der  Spuren  abc. . .  (Fig.  47)  der  entsprechenden  Nor- 
malebenen gleichwinklig,  d.  h.  projectivisch  ist.  Die  so  ge- 
bildeten Sjuteme  (§  20.,  13)  sind  eine  besondere  Art  der  reci- 
proken  Systeme,  der  wir  noch  wiederholt,  erst  in  der  Ebene 

Fig.  47. 


(§  33.),  dann  im  Räume  (Bd.  U;  §  95.  und  Bd.  lU)  begegnen 
werden;  sie  sind  involutorisch,  indem  einem  ihrer  Elemente 
stets  dasselbe  andere  entspricht,  ob  man  es  zum  einen  oder 
andern  System  rechnet.  Sie  gehören  daher  zu  den  Polarsyste- 
men; man  kann  sie  speciell  Orthogonal-Systeme  nennen, 
indem  man  den  für  die  projicierenden  Bündel  genau  bezeich- 
nenden Ausdruck  auf  ihre  Spuren  in  der  Bildebene  überträgt 
In  dieser  entspricht  immer  der  unendlich  fernen  Geraden  der 
Fusspuukt  der  Normale  vom  Scheitel  des  Bündels  oder  der 
Hauptpunkt,  und  jedem  Punkte  des  Distanzkreises  seine  Tan- 
gente im  andern  Endpunkt  des  nach  ihm  gehenden  Durchmessers. 
Die  allgemeine  Correspondenz  zweier  Ebenen  von  Punkt 
zu  Strahl ,  von  Reihe  zu  Büschel  und  umgekehrt  wird  nämlich 
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Reciprocität  genannt,  so  dass  man  zwei  Formen  der 
Projectivität  ebener  Systeme  unterscheidet  als  Gollinea- 
tion  und  Reciprocität,  je  nachdem  tlie  einander  entsprechen- 
den Elemente  gleichartig  oder  ungleichartig  sind.  Wenn  zu 
vier  Punkten  A,  B^  C,  D  der  einen  Ebene  die  vier  entsprechen- 
den Geraden  «',  V,  c\  d'  der  andern  gegeben  sind,  so  dass 
keine  drei  von  jenen  derselben  Reihe  und  daher  keine  drei  von 
diesen  demselben  Büschel  angehören,  so  ist  die  Reciprocität 
der  beiden  Ebenen  bestimmt,  d.  h.  zu  einem  beliebigen  Punkte 
X  und  einer  beliebigen  Geraden  y  der  ersten  Ebene  kann  die 
entsprechende  Gerade  x  und  der  entsprechende  Punkt  Y'  der 
zweiten  constrniert  werden  und  umgekehrt.  Denn  X  bestimmt 
mit  A  und  B  die  vierten  Strahlen  in  den  Büscheln  A.BCDX 
und  B  .  ACDXj  denen  die  Reihen  a\  b'cd;x  und  b' ,  de  äx 
respective  projectivisch  entsprechen,  und  man  erhält  so  zwei 
Punkte  des  Strahles  x\  und  wenn  man  zn  A,  B,  C,  J)  als 
Ecken  eines  vollständigen  Vierecks  die  Diagonalpunkte  [AB^CD) 
oder  E,  {BC,  AB)  oder  F  und  {CA,  BB)  oder  G  (Fig.  28)  be- 
stimmt, denen  im  Yierseit  der  a\  h\  c\  d'  die  Diagonalen 
(a'y,  cd')  oder  e\  etc.  entsprechen,  so  erhält  man  durch  y 
auf  irgend  zwei  der  sechs  Geraden  AB^  AC^  ...  ihrer  Ebenen 
die  vierten  Punkte  von  Reihen,  deren  entsprechende  Büschel 
in  d^r  andern  Ebene  durch  die  üorrespondenten  der  drei  ersten 
und  die  Projectivität  bestimmt  sind,  so  dass  man  zwei  in  Y' 
sich  schneidende  Gerade  erhält.  Man  wendet  dabei,  wie 
man  sieht,  ganz  wie  im  Falle  der  Üollineation  die  Gon- 
struction  projectivischer  Gebilde  erster  Stufe  zwei- 
mal an.  Analog  im  Räume  bei  den  reciproken  Bündeln, 
die  als  Scheine  von  reciproken  Ebenen  angesehen  werden 
dürfen. 

Die  vorher  bezeichneten  besonderen  Fälle  gehören  der 
involutorischen  Reciprocität  an,  bei  welcher  das  Zu- 
sammenliegen zweier  reciproken  Gebilde  in  derselben  Ebene 
oder  an  demselben  Punkte  (im  Falle  der  Bündel)  stattfindet 
und  jedem  Element  derselben  das  nämliche  andere 
Element  entspricht,  gleichviel  ob  man  es  zum  ersten 
oder  zweiten  Gebilde  rechnet.  (Vergl.  §  20.)  Wir  werden 
später  (in  Bd.  lU)  sehen,  dass  der  allgemeine  Fall  von  diesem 
nur  durch  die  Lage  unterschieden  ist,  so  dass,  wie  wir  sagen 
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wollen,  zwei  reciproke  Gebilde  derselben  Stufe  steta 
in  inyolutorische  Lage  gebracht  werden  können. 

Wenn  zwei  Gebilde  coUinear  sind,  so  wird  ein  Gebilde, 
welches  zu  dem  einen  von  ihnen  reciprok  ist,  auch  zum  andern 
reciprok  sein  und  zwar  in  allgemeiner  Weise  in  den  Fällen 
a)  bis  e)  des  §  22  und  involutorisch  im  Falle  des  §  20.  Wir 
wollen  die  Fälle  f)  und  g)  der  collinearen  Ebenen  mit  singu-' 
lären  Elementen  (Art  22.)  in  diesem  Betracht  hervorbeben, 
weil  sie  sofort  zu  den  Reciprocitäten  der  Ebenen  mit 
singulären  Elementen  hinführen.  Es  entstehen  aus  f) 
zwei  verschiedene  Fälle  besonderer  Reciprocität,  je  nachdem 
wir  das  eine  oder  das  andere  der  beiden  ebenen  Systeme  durch 
ein  reciprokes  ersetzen.  Bei  Ersetzung  des  Systems  mit  dem 
singulären  Punkt  erhalten  wir  f^  eine  specielle  Reciprocität 
mit  singulären  Linien,  wo  der  entsprechende  Punkt  der 
singulären  Linie  jeder  Ebene  ein  unbestimmter  Punkt  der 
andern  Ebene  ist  und  jedem  Punkte  in  der  singulären  Linie 
der  einen  eine  unbestimmte  Gerade  durch  einen  bestimmten 
Punkt  in  der  singulären  Linie  der  andern  entspricht,  während 
die  correspondierenden  Punkte  der  singulären  Linien  projec- 
tivische  Reihen  bilden. 

Im  andern  Falle  erhalten  wir  für  /,)  eine  specielle  Reci- 
procität mit  singulären  Punkten,  wo  jedem  derselben 
eine  unbestimmte  Gerade  der  andern  Ebene,  jeder  Geraden 
durch  den  singulären  Punkt  der  einen  aber  ein  unbestimmter 
Punkt  in  einer  bestimmten  ihr  projectivisch  zugeordneten  Ge- 
raden durch  den  singulären  Punkt  der  andern  correspondiert. 

Man  erhält  endlich  auf  demselben  Wege  aus  der  speciellen 
GoUineation  g)  Art.  22.  den  Fall  g)  einer  speciellen  Recipro- 
cität, wo  jede  Ebene  einen  singulären  Punkt  und 
eine  durch  ihn  gehende  singulare  Linie  enthält, 
denen  je  eine  ganz  unbestimmte  Gerade  und  ein  ganz  un- 
bestimmter Punkt  der  andern  Ebene  entsprechen,  während 
einem  vom  singulären  Punkt  verschiedenen  Punkte  der  singu- 
lären Linie  der  einen  Ebene  ein  unbestimmter  Strahl  durch 
den  singulären  Punkt  der  andern  entspricht. 

,1)  Man  zeige,  wie  die  Construction  des  entsprechenden  Ele- 
ments zu  einem  gegebenen  in  collinearen  Bündeln  aus  vier  Strahlen 
des  einen  und  den  vier  entsprechenden  des  andern,  von  denen  keine 
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drei  in  einer  Ebene  liegen,  durch  zweifache  Wiederholung  der  Con-'. 
strucüon  von  Gebilden  erster  Stufe  ausgeführt  wird. 

2)  Man  weise  dasselbe  nach  im  Falle  reciproker«  Bündel  und 
erörtere  die  Construction  der  projectivischen  Beziehung  zwischen 
Ebene  und  Bündel,  wenn  vier  Punkte  in  jener  und  die  entsprechen- 
den Strahlen  (andernfalls  Ebenen)  in  diesem  gegeben  sind. 

3)  Für  centralcollineare  Bündel  lässt  sich  aus  den  Relationen 
in  §  18,  10  eine  Beihe  von  metrischen  Eigenschaften  ableiten. 

4)  Man  soll  die  beiden 'sin'gulären  Collineationen  von  Bündeln 
und  die  drei  singulttren  Beciprocitäten  der  Bündel  charakterisieren ; 
ebenso  die  singul&ren  Projectivitäten  zwischen  Bündel  und  Ebene. 

Wenn  wir  im  Üeberblick  gezeigt  haben,  wie  die  darstellend 
geometrische  Methode  in  das  natürliche  System -der  Geometrie 
einführt,  so  folgen  wir  doch  diesem  systematischen  Zuge  hier 
noch  nicht  weiter;   wir  wenden  aber  die.  Idee  «^dej^  Dualität 
auf  die  Elemente  des  Projectionsprozesses  an  und  er- 
kennen, dass  der  Bestimmung  der  Elemente  des  Raumes  durch 
die  Elemente  d.  h.  die  Geraden  und  Punkte  einer  festen  Bild- 
ebene S  unter  Benutzung  einer  zWeite'fi  festen  Ebene  U  und 
eines   festen   Punktes    C  eine   andere    Bestimmung    derselben 
durch  die  Elemente  d.  h.  die  Strahlen  und  Ebenen  einesl  festen 
Punktes  5correspondiert,  unter  Benutzung  eines  zweiten  festen 
Punktes  U  und  einer  festen  Ebene  G.    Auch  sie  geht  von«  der 
Bestimmung  der  geraden  Linie  aus;- an  die -Stelle  des  Schnitt- 
punktes mit  der  Bildebene  tritt  ihre  Verbindungsebene  mit  dem 
festen  Punkte  Sy  an  die  Stelle  des  Piaktes  U'^  wo  der  von  C 
nach  ihrem  Schnitt  ^=  in  U  geh^ide  Strahl-  S  trifft,  'tritt  di^ 
Ebene,  welche  die  Schnittlinie  von  C  mit  der  Verbindungsebene 
von  ü  mit  der  Geraden  mit  S  verbindet;  etc.    Wir  können  auch 
eines  der  drei ,  oder  S  und  Ui  aber  nicht  ü  und  C  zugleich  in 
unendliche  Feme  rücken',  ohne  die  Bestimmung  zu  verlieren. 
Die  Methode  ist  ebenso  einfach  und  richtig  gebildet  wie  die 
Centralprojection,   verdient  daher  die  Ueberlegung;  prakiftche 
Verwendung  wird  sie  nicht  finden,  weil  sie  nicht  Bilder  im 
üblichen  Sinne  liefert.    Wenn  man  dagegen  aus  zwei  Verschie- 
denen Centren  auf  dieselbe  Ebene  oder  auf  zwei  verschiedene 
Ebenen  projiciert,  so  ist'  das  im  Grunde  widep'das  wissenschaft- 
liche Gesetz  der  Sparsataikeit  im  Verbrauch' von  Mitteln;  aber 
man  wird  wohl  immer  eine  ori;hogonale  und  einö  schiefe  Pa- 
rallelprojection  auf  dieselbe  Ebene »  als  Grundriss  und  Schatten 
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'für  Sonnenlicht  von  demselben  Object,  und  die  Orthogoual- 
projectionen  auf  zwei  zu  einander  rechtwinklige  Ebenen  für 
natürliche  Combinationen  ansehen.  Doch  pflanzt  sich  die  be- 
sagte Verschwendung  dabei  fort^  die  Constructionen  sind  in 
diesen  Bestimmungen  weitaus  nicht  so  einfach^  wie  in  den  be- 
trachteten Hauptfallen. 

Die  darstellende  Geometrie  hat  es  aber  femer  mit  den 
speciellen  Raumformen,  mit  Curven,  etc.  zu  thun  und  ein 
guter  Theil  ihrer  unentbehrlichen  Objecto  ist  nicht  theoretisch 
und  systematisch  sondern  technisch  praktisch  bestimm!  Es  ent- 
spricht dieser  Art  unserer  Disciplin,  dass  wir  die  entwickelten 
Ideen  zuerst  auf  die  einfachste  und  häufigst  vorkom- 
mende Curve,  den  Kreis,  als  ein  solches  Object  der  dar- 
stellenden Geometrie,  anwenden. 


B.    Die  constmctive  Theorie  der  Kegelschnitte 

als  Kreisprojeetionen« 

24.  Die  Kreislinie  oder  der  Kreis  erscheint  zunächst  als 
eine  stetige  Folge  von  Punkten,  die  von  einem  Centrum 
gleichweit  entfernt  sind  und  «von  denen  daher  nie  mehr  als 
zwei  in  einer  geraden  Linie  liegen-,  wenn  sich  die  gerade  Linie 
um  den  einen  ihrer  Schnittpunkte  mit  dem  Kreise  dreht,  so 
bewegt  sich  der  andere« in  ihr,  und,  indem  er  bei  ihrer  halben 
Umdrehung  die  ganze  Kreisperipherie  durchläuft  und  somit  von 
der  einen  Seite  des  festen  Schnittpunktes  auf  die  andere  Seite 
desselben  gelangt,  wird  die  zu  seinem  Radius  normale  Grenz- 
lage der  Geraden  markirt,  in  der  ihre  beiden  Schnittpunkte 
mit  dem  Kreise  einander  unendlich  nahe  liegen  oder  in  einen 
zusammenfallen,  die  Tangente.  Eine  gerade  Linie,  die  sich 
in  ibr  Ebene  so  bewegt,  dass  sie  vom  Centrum  die  feste  Ent- 
fernung des  Radius  behält,  deckt  sich  nach  einander  mit  allen 
seinen  Tangenten  und  erzeugt  den  Kreis  als  Enveloppe 
derselben. 

Die  Projection  eines  Kreises  ist  der  Ort  der  Durchstoss- 
punkte  der  vom  Centrum  der  Projection  nach  den  Punkten 
seiner  Peripherie  gehenden  Strahlen  mit  der  Bildebene;  sie  ist 
auch,  die  Enveloppe   der  Spuren   derjenigen  Ebenen,   welche 
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vom  Centrum  der  Projection  nach  den  Tangenten  des  Kreises 
gehen.  Insofern  jene  Strahlen  wie  diese  Ebenen  gleichmässig 
den  projicierenden  Kegel  des  Originalkreises  bilden, 
der  durch  seinen  Schnitt  mit  der  Bildebene  die  Projec- 
tion erzeugt^  nennt  man  die  Centralprojectionen  des  Kreises 
Kegelschnitte.  Die  fundamentalen  Eigenschaften  derselben 
ergeben  sich  für  beide  bezeichnete  Anschauungen  nach  den 
Grundgesetzen  der  projectivischen  ebenen  Systeme  aus  den 
beiden  Haupteigenschaften  des  Kreises  hinsichtlich  seiner  Punkte 
und  Tangenten: 

I.  Der  Peripheriewinkel  über  demselben  Bogen 
des  Kreises  ist  constant. 

II.  Das  Yon  zwei  festen  Tangenten  begrenzte 
Stück  einer  beweglichen  Tangente  des  Kreises  wird 
vom  Mittelpunkt  desselben  unter  constantem  Win- 
kel gesehen. 

Also  für  zwei  willkürliche  Punkte 
7*1,  7*2  und  zwei  feste  Punkte  A,  B  des 
Kreises  vom  Mittelpunkt  M  (Fig.  48) 

und  für  zwei  willkürliche  Tangenten 
/i,  ^2  ^^^  ^^^^  fesie  Tangenten  a,  b 
desselben  mit  den  respectiven  Be- 
rührungspunkten r,,  T^,  Ay  By  und 
den  Schnittpunkten  A^j  A^y  B^y  B^ 
der  letzteren  in  den  ersteren 

# 

LAfMßt  =  LA^MB^  =  iLAMB 

Sind  Ay  Bj  C,  X  vier  Punkte  des 
Kreises  und  üy  by  Cy  x  die  zugehörigen  Tangenten  desselben 
(Fig.  48),  welche  die  Tangenten  zu  J,,  T^  in  ^,,  B^y  C^,  Ä^ 
und  ^2'  -^2  9  ^2>  -^2  i'Gspective  schneiden,  so  ist  wegen  d^ 
Gleichheit  der  Peripheriewinkel 

(Jj  .  ABCX)  =  (^2  .  ABCX)', 

nach  dem  andern  Satze  aber 

{M.A,B,C,X,)  =  iM.A^B^C^X^^^{A,B,C,X,')  =  {A^B^C^X;) 
=  (7,  .  ABCX)y  d.  i.  auch  =  (7*2  •  ABCX) 
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Dieselben  Gleichungen  gelten  in  jeder  Projection  des  Kreises, 
wenn  die  gleichen  Buchstaben  die  Projectionen  der  bezüg- 
lichen Punkte  bezeichnen  (Fig.  49  und  50).  Denn  die  Pro- 
jectiriiät  der  Strahlenbüschel 

(Tj.aSC..:)    und    (Tj.ÄBC.) 
zieht  die  der  zugehörigen  prqjicierenden  EbenenbUBchel  nach 
sich  und  damit  die  der  Strablenbüschel  in  der  Projection 
..   (Ti'.A'^C...)    und    {Tf'.^ffC'...y 


Man  bat  also  die  folgenden  Oese^: 

Die  geraden  Linien  von  vier  Die  Durchschnittspunkte  von 
^Jen  Punkten  eines  Kegel-  vier  festen  Tangenten  eines 
Schnittes  nach  «inem  beliebigen     Kegelschnittes  mit  einer  belie- 


fOnften  Punkte  desselben  bil- 
den Strahlenbflschel  von  un- 
veränderlichen] Doppel- 
verhältniss. 


bigeu   fDnften  Tangente  des- 
selben bilden  Puuktreiben  von 
unveränderlichem     Dop- 
pelverbältniss. 
Man  sagt  daher  von  vier  festen  Punkten  oderTan- 
genten  eines  Kegelschnittes,  dass  sie  ein  bestimmtes 
Doppelverhältniss  haben,   und  hat  dann  den  Satz:   Das 
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Doppelyerhältniss  von  vier  Paukten  eines  Kegel- 
schnitts ist  dem  Doppelyerhältniss  seiner  vier  Tan- 
genten in  denselben  gleich.  Damit  ist  offenbar  das  Ge- 
biet wesentlich  erweitert,  in  welchem  die  Doppelverhältniss- 
gleichheiten  gelten. 

Diese  Eigenschaften  kommen  allen  Kreisprojectionen  zu^ 
und  da  sie  durch  Projection  nicht' geändert  "wördenV  gehören 
sie  wiederum  nicht  nur  ihnen  selbst,  sondern  auch  allen  ihren 


'  j 


Figr.  80; 


n 


•( 


'       1 ' 


Centrälprojectionen'an;wirnennen'sie'p^bjeiotiyische  Eigen- 
schaften und  werden  ihre  grosse  Wichtigkeit  für  die  dar- 
stellende Geometrie  an  diesem  Beispiel  näher  kennen  lernen. 

1)  Man  construiere  Punkte  des  durch  drei  Punkte  A,  B^  C 
gehenden  Kreises  bei  unzugfinglicheth  Mittelpunkte '  desselben  — 
vermittelst  des  perspectiyischen  Centrums  T  gleicher  Strafalenbüschel, 
.<^arch  die  Befation 

.     .  ,  LABC^  LÖÄT,    LBAC^XGBT. 

Oder  aus  zwei  Punkten  7!,,  T^  und  der  Tangente  in  einem.  Wir 
denken  T^ ,  T^  als  Scheitel ,  also  T^  T^  als  o^ ,  P2  und  die  Tan- 
gente in  T^  als  Py  in  den  erzeugenden  Büscheln ,  in  denen  das  Per- 
pendikel in  7*1  'zü\pj  und  das  in  T^  2U  T^  T^  ein  Paar  a^,  a^  sind 
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und  deren  perspectivisches  Centrum  T  die  Spitze  des  gleichschenk- 
ligen Dreiecks  über  Ty  T^  mit  der  Seite  p^  ist,  so  dass  es  durch 
die  Halbierung  von  Ty  T^  mittelst  des  Lineals  gefunden  werden 
kann  (§  4,  6).  Jeder  Strahl  aus  T  schneidet  öTj»  ^i  i°  ^wei  Punk- 
ten ,  die  mit  T^ ,  T^  verbunden  entsprechende  Strahlen  der  Büschel 
und  somit  einen  neuen  Punkt  des  Kreises  liefern.    Der  Kreis  ent- 

« 

steht  als  Ort  der  Schnittpunkte  entsprechender  Strah- 
len in  gleichen  Büscheln  von  gleichem  Drehungssinn. 
2)  Der  Ort  der  Schnittpunkte  entsprechender  Strah- 
len in  gleichen  Büscheln  von  entgegengesetztem  Dreh- 
ungssinn ist  eine  gleichseitige  Hyperbel.  Sind  T,,  T^ 
die  Scheitel  der  Büschel  und  ist  p^^  der  Jj^i  ^^®^  Pi  entspre- 
chende Strahl,  so  ist  o^  aus  T^  zu  ihm  parallel;  die  Normalen  zu 
0|,  Pt  in  Ty  und  die  zu  Oj,  P2  in  ^a  sind  entsprechende  Strah- 
lenpaare tf),  hy  und  ^21  ^2  ^^^  J^^^  Parallele  zu  p^  liefert  mittelst 
derselben  wie  in  l)  neue  Strahlenpaare  und  je  zwei  neue  Punkte 
der  Hyperbel.  Man  sieht  sofort  dass  die  Halbierungslinien  der 
Winkel  (Oj,  jt?,)  und  (Oj,  p^  zwei  Paare  entsprechender  und  pa- 
ralleler Strahlen  geben,  die  also  in  zu  einander  rechtwinkligen 
Richtungen  die  unendlich  fernen  Punkte  der  Hyperbel  liefern.  Wenn 
die  J|,  T^  und  Py  der  jetzigen  mit  denen  der  Construction  vom 
Schluss  des  vorigen  Beispiels  übereinstimmen,  so  haben  der  Ejreis 
dort  uni  die  Hyperbel  hier  in  Ty  Punkt  und  Tangente,  überdies 
did  Punkte  T^  und  ay ,  a^  gemein.  Ist  insbesondere  Py  recht- 
winklig zu  TyT^t  so  wird  der  Kreis  von  l)  in  Ty  und  in  Jj,  den 
Endpunkten  eines  Durchmessers,  von  der  gleichseitigen  Hyperbel 
in  2)  berührt  und  die  Construction  zeigt,  dass  dieser  Kreis  und 
diese  gleichseitige  Hyperbel  in  centrischer  involutorischer  CoUinea- 
tion  sind  für  einen  der  Scheitel  T^ ,  T^  als  Centrum  und  o^ ,  resp. 
Py  als  Axe  der  Collineation.  (Man  vergl.  die  Entwickelungen  in 
den  §§  (36)  unten.) 

25.    Die  ümkehrung  der  Hauptsätze  des  vorigen  §  führt 
zu  folgenden  Erzeugungsarteu  für  unsere  Curven: 

Der  Ort  der  Schnittpunkte  Die  Enveloppe  der  Verbin- 
aller  entsprechenden  Strahlen-  dangslinien  aller  entsprechen- 
paare von  zwei  projecti vischen  den  Punktepaare  von  zwei  pro- 
Strahlenbüscheln  in  einer  Ebene  jectivischen  Ponktreihen  in 
ist  eine  durch  die  Scheitel-  einer  Ebene  ist  eine  die  Trl^er 
punkte  derselben  (als  Schnitte  dieser  Reihen  (als  Yerbindungs- 
der  Paare  entsprechender  Strah-  linien  der  Paare  entsprechender 
len  0,  o';  p,  /?')  gehende  Curve,  Punkte  0, 0'\  Py  P')  berührende 
welche  mit  einer  Geraden  ihrer  Curve,  welche  mit  einem  Punkte 
Ebene  nicht  mehr  als  zwei  ihrer  Ebene  nicht  mehr  als 
Punkte   gemein   haben   kann,  zwei  Tangenten  gemein  haben 
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nämlich  die  sich  selbst  ent- 
sprechenden Punkte  der  beiden 
in  der  Geradejik  von  den  erzeu- 
genden Strahlenbiischeln  ge- 
bildeten projectivischen  Reihen. 
(§  17.;  §  21.)  Sie  heisst  daher 
eine  Curve  zweiter  Ord- 
nung und  ist  durch  fünf 
Punkte  bestimmt,  von 
denen  nicht  drei  in  einer  ge- 
raden Linie  liegen. 

Wenn  wir  eine  Tangente 
der  Curve  als  die  Verbindungs- 
linie von  zwei  einander  un- 
endlich nahen  Punkten  der- 
selben betrachten,  so  erfahren 
wir:  Die  dem  Scheitelstrahl  op 
der  Büschel  entsprechenden 
Strahlen  o\  p  berühren  die 
Curve  in  den  Scheiteln  dp\  op 
respective,  weil  jeder  Strahl  des 
einen  Büschels  die  Curve  ausser 
dem  Scheitel  noch  in  dem 
Punkte  schneidet,  wo  er  den 
entsprechenden  Strahl  des  an- 
dern trifft. 

Daher  ist  ein  Kegelschnitt  durch  drei  Punkte  und  die 
Tangenten  in  zweien  derselben  und  ebenso  durch  drei 
Tangenten  und  die  Berührungspunkte  in  zweien  der- 
selben bestimmt:  Projectivische  Büschel  (Reihen)  aus  dem 
perspectivischen  Ce^trum  (der  perspecti  vischen  Axe)  und  einem 
Paar  von  Elementen.    (§  17.,  4;  18.,  2.) 

Alle  Kreisprojectionen  sind  nach  dem  Vorigen  Curven 
zweiter  Ordnung  und  zweiter  Classe  zugleich.  Dass  alle 
eigentlichen  Curven  zweiter  Ordnung  auch  zweiter 
Classe  (§28.,  10  u.  §  30.)  und  Kreisprojectionen  sind, 
wird  der  Verlauf  der  Untersuchung  zeigen. 

Wenn  fünf  Punkte  (Tangenten)  eines  Kegelschnittes  ge- 
geben sind,  80  bestimmen  irgend  zwei  derselben  durch  ihre 


kann,  nämlich  die  sich  selbst 
entsprechenden  Strahlen  der 
beiden  an  dem  Punkte  durch 
die  erzeugenden  Reihen  gebil- 
deten projectivischen  Strahlen- 
büschel (§  17. ;  §  21.).  Sie  heisst 
daher  eine  Curve  zweiter 
Classe  und  ist  durch  fünf 
Tangenten  bestimmt,  von 
denen  nicht  drei  durch  einen 
Punkt  gehen. 

Wenn  wir  einen  Punkt  der 
Curve  als  den  Schnittpunkt 
von  zwei  einander  unendlich 
nahen  Tangenten  derselben  be- 
trachten, so  erfahren  wir:  Die 
dem  Schnittpunkt  OP'  der 
Reihen  entsprechenden  Punkte 
O'j  P  sind  die  Berührungspunkte 
der  Curve  mit  den  Trägern  (/P\ 
0  P  der  Reihen,  weil  jeder  Punkt 
der  einen  Reihe  mit  der  Curve 
ausser  dem  Träger  noch  eine 
Tangente  gemein  hat,  die  ihn 
mit  dem  entsprechenden  Punkte 
der  andern  Reihe  verbindet. 
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Verbiiidungslinien  (Schnittpunkte)  mit  den  drei  übrigen  drei 
entsprechende  Paare  von  Elementen  der  zwei  erzeugenden  pro- 
jectivischen  Büschel  (Reihen).  Dies  ist  für  die.  Kegelschnitte 
als  Kreisprojectionen  evident;  für  Curven  zweiter  Ordnung  und 
solche  zweiter  Classe  wäre  zu  zeigen  (vergl.  §  27.;  1,  a.  und 
§  28.),  dass  die  Curve  von  der  Wahl  der  Träger  der 
erzeugenden  Büschel  oder  Reihen  unter  den  Be- 
stimmungs-Elementen unabhängig  ist. 

Wenn  drei  der  Punkte  in  einer  geraden  Linie  liegen^  oder 
drei  der  Geraden  durch  einen  Punkt  gehen,  so  sind  die  pro« 
jectivischen  Gebilde,  welche  die  beiden  übrigen  mit  ihnen  be- 
stimmen, in  perspectivisch'er  Lage  und  der  erzeugteEegel- 


*. 


Fig.  51. 


>  •        •  I 


schnitt  degenel'iert  in'  zWei  Gerade  im  einen  Falle 
—  Scheitelstrahl  und  perspectivische*  Axe  — '  uüd  iH'  zwei 
Punkte  im  andern  Falle  —  Schnittpunkt  der  Reihen  und 
perspectivische^  Gentrum.  Analog,  wenn  die^erzeugenden  Reihen 
oder  Büschel  singulär  sind  im  Sinne  von  "§  22. 

Mit  vier  festen  Punkten  oder  Geraden  bestimmt  jeder 
fünfte  Punkt  und  jede  fünfte  Gerade  ihrer  Ebene  einen  Kegel- 
schnitt; man  nennt  die  Gesammtheit  dieser  Kegelschnitte  im 
ersten  Falle  ein  Kegelschnitt-B6schel/ speciell 'mit  tier 
reellen  Grundpunkten ,  und  im  zweiten  eine  Kegelschnitt- 
Schaar,  speciell  mit  vier  reellen  gemeinsamen  oder  Grund- 
tangenten.  Das  Kegelschnitt-Büschel  äbth&lt  drei 'Kegelschnitte; 
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welche  in  Paare  yon  Geraden  und  die  Kegelschnitt -Schaar 
drei,  die  in  Paare  von  Punkten  degenerieren,  nämlich  die  Gegen- 
seitenpaare des  Vierecks  der  gemeinsamen  Punkte^  respective 
die  Gegeneckenpaare  des  Yierseits  der  gemeinsamen  Tangenten. 
Die  wichtigen  Beziehungen  dieser  Gesammtheiten  zur  Involu- 
tion der  Reihen  und  der  Büschel  geben  wir  unter  den  Bei- 
spielen ;  die  Hervorhebung  der  degenerierten  Kegelschnitte  des 
Büschels  und  der  Schaar  führt  wieder  zur  Gonstruction  der 
involutorischen  Reihen  und  Büschel  mit  dem  Lineal 
allein.    (§  20,  u,  16.) 

1)  Man  constraiere  einen  Kegelschnitt  durch  vier  Punkte  A^  B, 
Cj  D  und  den  Werth  des  DoppelverhSltnisses  für  das  über -den- 
selben stehende  erzeugende  Strahlenbüschel  bei  gegebener  Ordnung 
seiner  Elemente.  Man  bemerkt,  dass  {ABCP)  =  {D ,  ABCD)  ist 
und  construiert  den  in  />  berührenden  dem  Strahl  AD  entsprechen- 
den Strahl  in  den  projecti vischen  Büscheln  {A  .  BCD  .  .  .)  = 
{D  .  BCD , . .),  welche  damit  bestimmt  sind.  Ebenso  bestinunt  man 
einen  Kegelschnitt  zu  vier  Tangenten  und  dem  Werth  ihres  Doppel- 
Verhältnisses  bei  gegebener  Ordnung  der  Elemente;  bei  Unbestimmt- 
heit derselben  liefert  derselbe  Werth  mehrere  Kegeschnitte  nach 
§  16,  9.  Insbesondere  construiere  man  die  harmonischen  Kegel- 
schnitte zu  vier  Punkten  respective  vier  Tangenten. 

Mmi  sieht,  dass  ein  Kegelschnittbüschel  respective  eine  Kegel- 
schnittschaar  einfach  unendlich  viele  Kegelschnitte  enthält.  Die 
degenerierten  Kegelschnitte  derselben  entsprechen  den  Ausnahme- 
werthen  des  Doppelverhältnisses  0,  1,  oo.    (Art.  16.,  10.) 

2)  Alle  durch  vier  feste  Punkte  Alle   vier   feste   Gerade   a ,  ^, 

^,  ^,  6^, />  gehenden  Kegelschnitte  c,  d  berührenden  Kegelschnitte 
werden  von  einer  beliebigen  Ge-  werden  aus  einem  beliebigen 
raden  /  ihrer  Ebene  in  Punkte-  Punkte  T  ihrer  Ebene  in  Strah- 
paaren  ^^  Z^  derselben  Involu-  lenpaaren  z,  z^  derselben  Invo- 
tion  geschnitten,  zu  welcher  auch  lution  berührt,  zu  welcher  auch 
die  Schnittpunkte  fT,  W^ \X,^X^\  die  Verbindungslinien  m;,  w^'^ 
K,  F,  derselben  mit  den  Paa-  o;,  x^\  y^  y^  derselben  mit  den 
ren  der  Gegenseiten  AB^  CD\  Paaren  der  Gegenecken  ah^  cd\ 
BC^ADjCA,BDgehörQn(¥ig.  bc,  ad-,  ca,  bd  gehören  (Fig. 
51  a.).     Denn  es  ist  51  b.).    Denn  es  ist 

{A .  CDZZi)  =  {B .  CDZZ^\  {a  .  cdzzy)  =  (b  .  cdzz^) 

also  in  i  also  an  T 

Vergl.  §  20. 
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3)  {FÄ^  ZZ^)  =  (F,  ÄZ^  Z)  oder 


ist  die  Involution  von  sechs  Elementen, 
im  Doppelpunkt  G  vereinigt,  so  folgt 

VZ     f  7 

{YGZZ^  =  (Y^GZ^Z)  oder  ' 


YZ   X^Zs       FjZ^    XZ 

'  FZ^  ""  xz^ '  r,  z 

Sind  X  und  X^ 


X^Z 


GZ    FZ, 


oder 


FZ 


F,Z 


FZ,     F,Z, 


1 


\GZy  )     ' 


GZi 


GZ 

Y,Z 


die  Involution  von  fünf  Elementen.     Sind  XX^  in  G  und 
FF,  in  H  vereinigt,  so  ist 


{HGZZ,)  =  {HGZ,Z)  oder  ( 


HZ\ 
Gz) 


fHZX 
\GZ,) 


die  Involution  von  vier  Elementen,  und  weil,  so  lange  z  und  z, 
verschieden  sind ,  beide  Brüche  nur  entgegengesetzt  gleich  sein 
können,  die  harmonische  Relation. 


4)  unter  den  Kegelschnitten 
des  Büschels  sind  zwei,  welche 
eine  Qerade  i  seiner*  Ebene  be- 
rühren —  in  den  Doppelpunkten 
der  auf  ihr  erzeugten  Involu- 
tion. Man  construiert  sie  durch 
die  Bestimmung  dieser  Doppel- 
punkte. 

6)  Die  GegenseitQnpaare  eines 
vollständigen  Vierecks  werden 
von  jeder  Geraden  sein^  Ebene 
in  drei  Paaren  einer  Involution 
geschnitten.    (§  20,  U.) 


unter  den  Kegelschnitten  der 
Schaar  sind  zwei,  welche  einen 
Punkt  T  ihrer  Elaene  enthalten 
—  mit  den  Doppelstrahlen  der 
an  ihm  erzeugten  Involution  als 
Tangenten.  Man  construiert  sie 
durch  die  Bestimmung  dieser 
boppelstrahlen. 

Die  Q^geneckenpaare»  eines 
vollständigen  Vierseits  werden 
mit  jedem  Punkte  seiner  Ebene 
durch  drei  Paare  einer  Involu- 
tion verbunden.    (§  20,  14.) 


Denn  die  vierpunktige  Reihe  in  einer  Seite  ist  perspectivisch 
aus  den  zwei  ihr  nicht  angehörigen  Ecken  mit  der  Reihe  in  der 
Transversale,  und  zwar  z.  B.  für  E  als  Schnitt  von  AB  mit  CD 
die  Reihe  BAWE  aus  C  und  D  m\i  XFWW,  und  F,X,WW,, 
d.h.  man  hat  {XFWW^)  ^  {X,F,W,Wy  Ebenso  dualistisch 
für  das  Vierseit    (Fig.  51,  a. -b.) 

Damit  wird  die  Linealconstruction  der  Involution  noch- 
mals begründet;  man  formuliert  sie  bequem  durch  den  Doppelsatz: 


Wenn  eine  Gerade  die  Sei- 
ten ^^,  ^^,  CA  eines  Dreiecks 
ABC  in  Punkten  W,  X,  F 
schneidet,  und  Punkte  ^|,  X,^ 
Fl  in  ihr  so  bestimmt  werden, 
dass  sie  mit  jenen  drei  Paare 
einer  Involution  bilden,  so  gehen 
die  Geraden  CJF,,  AX,,  BF^ 
durch  denselben  Punkt  D* 


Wenn  ein  Punkt  mit  den 
Ecken  ab^  bc,  ca  eines  Drei- 
seits  abc  durch  Strahlen  w^  o:,  y 
verbunden  wird  und  Strahlen  w,^ 
0^1,  y,  aus  ihm  so  bestimmt  wer- 
den, dass  sie  mit  jenen  drei  Paare 
einer  Involution  bilden,  so  liegen 
die  Punkte  cw,^  ax^,  by,  in 
derselben  Geraden  d. 
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6}  Man  constmiere  mit  dem  Man  construiere  mit  dem  Lineal 
Lineal  allein  in  einer  durch  zwei  allein  in  einer  durch  zwei  Paare 
Paare  W^  W^ ;  X^  X^  bestimmten  rv^w^\  x^x^  bestimmten  Involu- 
Involution  in  einer  Geraden  den  tion  aus  einem  Punkte  den  ent- 
entsprechenden zu  einem  be-  sprechenden  zu  einem  bestimm- 
stimmten Punkte  Y  derselben.  ten  Strahl  y  derselben. 

Aus  TFy  X^  Y  (WfXyt/)  zeichnet  man  das  Dreieck  (Dreiseit), 
J^,  X  (w,  x)  bestimmen  I){d)  und  dieses  Y^{y^)  zu  Y{y). 

Man  bestimme  speciell  den  dem  unendlich  entfernten  Punkte 
entsprechenden  Punkt  ffB  oder  den  Hauptpunkt  (Centralpunkt)  M 
(§  20.;  8,  11)  der  Involution. 

7)  Mit  Hilfe  der  vorigen  Construction  kann  man  zu  fünf 
Punkten  ABC  DZ  eines  Kegelschnittes  auf  jeder  durch  einen  der- 
selben Z  gehenden  Geraden  den  sechsten  Punkt  Z,  construieren,  und 
ebenso  zu  fünf  Tangenten  ahcdz  durch  jeden  auf  einer  derselben 
z  liegenden  Punkt  die  sechste  Tangente  z,  des  Kegelschnittes. 

8)  Man  zeige,  dass  die  Eigenschaften  des  vollständigen  Vier- 
ecks und  Yierseits  bezüglich  der  harmonischen  Theilung  (§  16.;  13) 
Specialfölle  der  Sätze  unter  5)  sind. 

9)  Als  Sätze  über  ein  Viereck  und  einen  umschriebenen  Kegel- 
schnitt resp.  ein  Vierseit  und  einen  eingeschriebenen  Kegelschnitt 
betrachtet,  führen  die  Sätze  2)  zu  Specialsätzen  für  die  beiden 
Voraussetzungen,  dass  zwei  Ecken  resp.  Seiten  unendlich  nahe  zu- 
sammen rücken  (wo  ihre  Verbindungsseite  zur  Tangente,  ihre  Schnitt- 
ecke zum  Berührungspunkt  wird)  und  dass  diess  zweimal  geschieht. 
Ln  letzten  Fall  erhält  man  für  einen  Kegelschnitt,  zwei  seiner  Tan- 
genten a,  h  und  ihre  Berührungspunkte  A^  B  den  Satz :  Die  Schnitt- 
punkte des  Kegelschnitts  und  der  Tangenten  mit  einer  Geraden 
sind  Paare  einer  Involution,  die  in  der  Berührungssehne  AB  einen 
Doppelpunkt  hat;  die  Tangenten  des  Kegelschnittes  aus  einem  Punkte 
und  die  Strahlen  nach  den  Berührungspunkten  von  zwei  Tangenten 
a,  h  sind  Paare  einer  Involution,  die  in  der  Geraden  nach  dem 
Tangentenschnittpunkt  ah  einen  Doppelstrahl  hat. 

26.  Die  Centralprojection  eines  Kreises  K  oder 
seine  centrisch  collineare  Figur  K'  kann  durch  eine  geringe 
Zahl  von  Tangenten  mit  ihren  Berührungspunkten  praktisch 
hinreichend  markiert  und  darnach  gezeichnet  werden.  Zieht 
man  im  Kreise  zwei  zu  einander  rechtwinklige  Durchmesser 
mit  den  Enden  A  und  B^  C  und  i>,  so  sind  die  zugehörigen 
Tangenten  a  und  h,  c  und  d  resp.  parallel  und  bilden  ein  um- 
geschriebenes Quadrat.  Bekanntlich  nennt  man  die  Berührungs- 
sehne  der  von  einem  Punkt  ausgebenden  Tangenten  seine  Po- 
lare, so  dass  den  Punkten  a^  c\  b,  c]  b,  d]  d^  a;  a,  ^;  c,  d  die 
Geraden  AC^  BC\  BD^  BA\  AB^  CD  als  Polaren  entsprechen^ 


128  I-  Uethodenlehre:  B)  Die  EegelBcbnitt«.    M. 

die  letzten  beiden  als  Durchmesser  die  Polaren  von  zwei  unecd- 
lieh  fernen  Punkten,  den  Richtungen  des  jeweiligen  andern.  Weil 
anch  die  Verbindungelinie  der  Pole  von  zwei  Geraden  die  Polare 
ihres  Schnittpunktes  ist,  so  ist  auch  dieGerade  von  a,  c  nach 
b,  d  die  Polare  des  Schnittes  Ton  ^C  und  BD  oder  der  Rich- 
tung 7on  b,  c  nach  a,  d  und  die  unendlich  ferne  Gerade  q  die 
Polare  des  Mittelpunktes  M,  Gewöhnlich  genügt  es  praktisch, 
die  Centralprojection  eines  einzigen  solchen  Systems  mit  Ein- 


i 

/ 

BchluBs  der  Schnittpunkte  (ac,  bd)  nnd  (bc,  da)  mit  dem  Kreis 
und  ihrer  paarweise  parallelen  Tangenten  anzugehen. 

Da  jeder  Pol  von  seiner  Polare  durch  den  Kreis  harmo- 
nisch getrennt  wird  —  man  sehe  für  die  allgemeine  Begrön- 
dung  dieser  Sätze ,  die  hier  aus  der  Elementargeometrie  citiert 
werden,  §  30  f.  —  und  harmonische  Gruppen  durch  Central- 
projection nur  wieder  harmonische  Gruppen  liefern,  so  bilden 
die  Punkte  a',  c  ;  b',  c';  etc.  mit  C,  ete,  und  dem  Fluchtpunkte 
von   c',   etc.   harmonische  Gruppen;   ebenso   die  Punkte  a' ,  c 
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und  M*  mit  dem  zugehörigen  Fluchtpunkt  und  dem  Punkte 
ÄC\  [aCyh'öT),  etc.  Und  die  Vierecke  ÄC'ßff,  a^c\  h^df-, 
AM'C'{dc)  etc.  haben  die  Schnittpunkte  ihrer  parallelen Seiten- 
paare  in  der  fluchtliuie  q'  und  in  paarweise  zu  einander  recht- 
winkligen Richtungen  von  (S  aus. 

Die  Projectionen  des  Kreises  sind  Curven  von  sehr  ver- 
schiedener Gestalt;  je  nach  der  Lage  des  Kreises  zur  Gegenaxe 
seiner  Ebene  (vergl.  §  14. ;  2.  3).  Schneidet  der  Kreis  K  diese 
Gegenaxe  —  r,  wenn  wir  ihn  als  Original  ansehen,  —  so  hat 
sein  Bild  zwei  Punkte,  die  entsprechenden  der  Schnittpunkte, 
in  unendlicher  Ferne  und  zwei  zugehörige  Tangeuten,  die  ihn 
erst  in  unendlicher  Feme  berühren.  Man  nennt  diese  Tau- 
genten die  Asymptoten  und  hat  jene  Punkte  als  die  Asymp- 
totenrichtungen zu  bezeichnen.  Das  Bild  zerfällt  in  zwei 
Theile  oder  Zweige,  die  erst  in  diesen  unendlich  fernen  Punk- 
ten sich  zusammenschliessen,  und  wird  Hyperbel  genannt. 
In  Fig.  52  entspricht  dem  Kreise  K  die  Hyperbel  K'  und  ihre 
Asymptoten  sind  die  Bilder  derjenigen  Tangenten  von  K^  deren 
Berührungspunkte  m  der  Gegenaxe  r  liegen. 

Trim  der  Kreis  die  Gegenaxe  r  seines  Systems  nicht,  so 
hat  sein  Bild  keine  unendlich  fernen  Punkte,  sondern  ist  wie 
er  eine  im  Endlichen  geschlossene  Curve,  eine  Ellipse.  So 
K^,  das  Bild  von  K^  in  Fig.  52. 

Berührt  endlich  der  Kreis,  wie  K^  in  Fig.  52,  die  Gegen- 
axe r,  so  hat  sein  Bild  K(  zwei  zusammenfallende  Punkte  in 
unendlicher  Ferne;  wir  sagen,  die  unendlich  ferne  Gerade 
seiner  Ebene,  die  entsprechende  von  r,  berührt  dasselbe;  es 
besteht  aus  einem  Zweig,  der  sich  erst  im  Unendlichen 
schliesst,  und  heisst  eine  Parabel. 

Die  collinear  verwandten  Curven  des  Kreises  oder  seine 
Centralprojectionen  (die  Kegelschnitte)  sind  also  von  dreierlei 
Art:  Hyperbeln,  Ellipsen,  Parabeln;  speciell  ergiebt  sich,  dass 
die  Parallelprojectionen  des  Kreises  —  oder  die  ihm  affinen  Cur- 
ven (vergl.  §  22.  a.)  —  Ellipsen  sein  müssen,  und  bekannt  ist, 
dass  die  zu  ihm  ähnlichen  Curven  (§  22.  c.)  wieder  Kreise  sind. 

und  sofort  allgemein:  Die  Collinearverwandten  oder 
Centralprojectionen  eines  Kegelschnittes  sind  Kegel- 
schnitte und  zwar  Ellipsen,  Parabeln  oder  Hyper- 
beln, je  I]^achdem   er  die  Gegenaxe   seines  Systems 

Fiedler,  darstellende  Geometrie.    I.    3.  Aufl.  9 
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nicht  trifft,  berQhrt  oder  ecbneidet.  Dena  zwei  für 
dasselbe  CeDtrum  zu  einer  dritten  üurve  centrisch  collineare 
Gurren  sind  selbst  centrisch  coUinear.  (§  23.,  6.)  Die  affi- 
nen Curven  oder  die  Parallelprojectionen  eines 
Kegelschnittes  sind  Kegelschnitte  derselben  Art. 

Denken  wir  zwei  beliebige  Kegelschnitte  Ä",  Ä"  (Fig.  53) 
und  drei  beliebige  Punkte  des  einen  A,  B,  C,  als  entsprechend 
pjg  M_  drei  beliebigen  Punk- 

ten Ä,  fff  C  des  an- 
dern, überdies  die  Tau- 
genten tafta  in  A  und 
A'  an  K,  K'  und  ebenso 
die  /»,  (i  in  £,  i^  an 
KfK'  als  entsprechend, 
so  sind  hierdurch  einer- 
seits beide  Eegelschuitte  K,  K'  aus  den  erzeugenden  projec- 
tivischen  BUscheln  A,  B  und  A',  ß\  andererseits  die  ebenen 
Systeme  derselben  nach  §  23.  vSllig  bestimmt,  und  jedem  Vier- 
ten Punkt  D  des  Kegelschnitts  K  entspricM  ein  vierter  Punkt 
"D'  des  Eegelscbuitts  K'.  Zwei  Kegelschnitte  sind  also 
auf  unzählig  viele  Art^n  projectiviach  oder  colli- 
near  verwandt. 

Sind  AA',  BS  ein  Paar  der  gemeinsamen  Tangenten  beider 
Kegelschnitte  A",  K'  Fig.  54  mit  den  Berührungspunkten  A,  A 
jTg.  5*.  und  B,  B'  respective,  und 

liegen  ihre  Punkte  C,  C  mit 
dem  Durchschnittspnukt  6 
derselben  in  einer  Geraden, 
so  sind  die  BUschel 
{A.A'BC...),  {Ä.AB'C'...) 
nicht  nur  projectivisch,  son- 
dern   auch     perspectivisch ; 
ihre  perspectivische  Axe  ist 
die  üollineationsaze  s  und 
der  Punkt  d  das   CoUinea- 
tionacentrum  zweier  ebenen 
durch  die  Data  bestimmten  collinearen  Systeme  in  centrischer 
L^e,    in  denen   nach  YoHgem   die  Kegelschnitte  K  und  K' 
einander  entsprechen. 
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Sind  analog  aa'y  bb'  die  Tangenten  von  zwei  Kegel- 
schnitten A",  K'  ip  zweien  ihrer  gemeinsamen  Punkte  —  deren 
sie  offenbar y  wie  auch  gemeinsame  Tangenten ,  vier  haben 
können  y  weil  fünf  Punkte  ebenso  wie  fünf  Tangenten  einen 
Kegelschnitt  bestimmen  (yergl.  §  25)  —  und  gehen  ihre  Tan- 
genten Cy  c  mit  der  Verbindungslinie  s  derselben  durch  einen 
Punkt,  so  sind  die  Reihen  (a  .  dbc . . .)  und  {a  .  ab'c  . . .)  per- 
spectivisch;  sie  haben  das  Perspectivcentrum  6,  das  GoUinea- 
tionscentrum  zur  Axe  s  für  zwei  ebene  Systeme,  in  denen  die 
betrachteten  Kegelschnitte  einander  entsprechen. 

Man  bemerke  nun,  dass  auf  einem  Strahle  durch  (£  im 
ersten  Falle  zwei  Punktepaare  C,  C  und  i>,  D'  der  Kegelschnitte 
liegen  und  dass  man  nicht  bloss  C  und  C*  sondern  auch  C  und 
/>'  als  entsprechend  festsetzen  kann,  dadurch  aber  zu  dem- 
selben Centrum  @  eine  andre  von  der  vorigen  s  verschiedene 
Collineationsaxe  ^  erhält,  und  dass  das  Analoge  in  dem  Falle 
der  projectivischen  Reihen  geschieht,  indem  zu  einer  Collinea- 
tionsaxe zwei  verschiedene  CoUineationscentra  6  und  @*  er- 
halten werden.  So  gelangt  man  zu  der  Einsicht,  dass  zwei 
beliebige  Kegelschnitte  derselben  Ebene  im  all- 
gemeinen auf  zwölf  verschiedene  Arten  centrisch 
collinear  sind,  nämlich  für  jede  der  sechs  Verbindungslinien 
ihrer  viec  gemeinsamen  Punkte  als  Axe  mit  je  zwei  verschie- 
denen der  sechs  Schnittpunkte  der  vier  gemeinsamen  Tangenten 
als  Centrnm  der  Collineation. 

Es  ist  augenscheinlich,  dass  in  den  verschiedenen  Fällen 
der  Lage  von  zwei  Kegelschnitten  weder  die  vier  Schnittpunkte 
noch  die  vier  gemeinsamen  Tangenten  immer  reell  sind,  und 
dass  sich  daher  die  ausgesprochene  Regel  modificiert,  insofern 
nur  von  reellen  centrischen  CoUineationen  die  Rede 
sein  soll.  Dass  die  centrisch  coUineare  Lage  mindestens 
auf  vier  verschiedene  Arten  stattfindet,  führen  wir  an 
und  erläutern  es  für  den  Fall  von  zwei  Kreisen  unter  den  Bei- 
spielen. Die  vollständige  Erledigung  der  durch  zwei  Kegel- 
schnitte der  Ebene  nahe  gelegten  Fragen  gehört  der  „Geo- 
metrie der  Lage"  an.    (Tbl.  III  dieses  Werkes.) 

1)  Man  übertrage  die  Betrachtungen  am  Anfang  dieses  §  auf 
das  Bild  des  Kreises  und  zeige  ihre  Gültigkeit,  sowie  die  Modi- 
fication  der  Erscheinungsformen  ihrer  Resultate  in  den  Fällen  des 

9* 
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hyperbolischen  und  parabolischen  Bildes;  man  erweitere  sie  sodann 
auf  die  centralcollinearen  Figuren  zu  gegebenen  £llipsen ,  Hyper- 
beln und  Parabeln  und  leite  namentlich  Regeln  mr  die  Bestimmung 
ihrer  Mittelpunkte  her.    (Vergl.  §  33.) 

2)  In  Figur  49,  §  24.  sind  die  Gegenaxen  q  und  r  einge- 
tragen für  den  Fall  des  elliptischen  Bildes,  in  Fig.  50,  §  24.  die 
entsprechenden  für  das  hyperbolische  Bild ;  man  erläutere  daran  die 
correspondierende  ümlaufsbewegung  eines  Punktes  der  Curye  in 
Original  und  Bild. 

3)  Man  thue  dasselbe  fUr  das  parabolische  Bild  des  Kreises 
und  fdr  das  parabolische  Bild  der  Hyperbel. 

4)  Wenn  in  zwei  Hyperbeln  die  Asymptoten  a^,  a^  der 
einen  denen  der  andern  a/,  a^  und  ein  Paar  ihrer  Punkte  P^  P' 
respective  ihrer  Tangenten  /,  /'  (als  wodurch  sie  bestimmt  sind) 
einander  entsprechen,  so  sind  sie  zu  einander  affin;  denn  die  un- 
endlich fernen  Geraden  entsprechen  einander  (§  22 ,  a).  Die  Mittel- 
punkte entsprechen  einander  auch. 

5)  Zwei  Kreise  in  derselben  Ebene  K^  A^' haben  zwei  Aehn- 
lichkeitspunkte  (vergl.  §  (7)  für  ihre  Bedeutung  im  Sinne  der 
Cyklographie)  A  und  /  oder  6  und  (S*.  Wenn  man  einen  Radius 
des  einen  mit  dem  Endpunkte  P  und  den  parallelen  Durchmesser 
des  andern  mit  den  Endpunkten  P'  und  P*'  zieht,  so  gehen  die 
Geraden  PP'  und  PP*^  respective  durch  6  und  (£* ;  die  zugehörigen 
Tangenten  in  P'  und  P^'  an  K'  und  in  /^  an  A^  sind  parallel ,  oder 
die  unendlich  ferne  Gerade  ist  die  CoUineationsaxe  für  die  beiden 
Collineationscentra  6  und  ^  in  üebereinstimmung  mit  §  22,  c). 
Da  aber  die  Gerade  ^PP'  die  Kreise  noch  in  Pj ,  P(  resp.  und 
die  Gerade  ^*PP^*  sie  noch  in  jP,*,  P*'  schneidet,  so  sind  die 
Kreise  für  dieselben  Centra  C^,  (S*  noch  mit  einer  im  Endlichen 
gelegenen  Axe  5  in  centrischer  Collineation,  von  welcher  man  Punkte 
5,  etc.  erhttlt,  indem  man  z.  B.  die  Tangenten  von  K  und  K'  in 
P  und  i>/,  i>,  und  P\  in  P  und  />,*',  P*  und  P*'  zum  Schnitt 
bringt.  Sie  steht  zur  Centrale  rechtwinklig  und  ist,  wenn  die  Kreise 
sich  reell  schneiden,  ihre  gemeinsame  Sehne,  wenn  sie  sich  be- 
rühren, ihre  zugehörige  gemeinsame  Tangente,  wenn  sie  sich  nicht 
trieffen,  der  Ort  der  Schnittpunkte  gleich  langer  Tangentenpaare  (denn 
A SPP{  ist  gleichwinklig  bei  P und  P,',  also  57>=  SP^).  Dadurch 
ist  sie  als  dieRadicalaxe  oder  Potenzlinie  derselben  definiert. 

27.  Haben  wir  einen  durch  zwei  projeetivische  Strahlen- 
büschel  von  den  Scheiteln  A  und  B  bestimmten  Kegelschnitt 
und  sind  (7,  A^^  B^y  C\  vier  weitere  Punkte  desselben;  so  ist 
nach  §  24.  (Fig.  55) 

{A  .  A^B^ C\ C)  =  {B  .  A^B^ C^ C). 
Schneiden  wir  diese  Büschel  respective  mit  den  Geraden  A^C 
und  B^  C  und  nennen  wir  die  Punkte  Ai  B,  B^  C  und  AB^  j  A^  C 
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respective  D  und  E^  dazu  die  Punkte  ÄB^^  A^j  ^^u  -^i^? 

CA^ ,  C^  A  respective  C^,  ^.^  ^^ 

A2,  B2,  so  ist  deshalb  ^Jf 

{A^EB2C)  =  {DB^A2C), 

d.  h.  diese  Reihen  sind 

perspectiyisch    für    das 

Centrum  ^,/>,  By  E  oder 

6^2;  i  h.  6^2?  ^21  ^2  Wegen   " 
in  einer  Geraden. 

Dies  ist  die  Construc- 
tion  projectivischer  Büschel  in  besonderer  Form :  C^  ist  das  zu 
den  beiden  Büscheln  A  und  B  perspectivische  Büschel  nach 
den  von  C  ausgehenden  Transversalen  CÄ^  und  CB^. 

Die  betrachteten  sechs  Punkte  bilden  in  der  Ordnung 
AB^CA^BC^  ein  der  Curve  eingeschriebenes  Sechseck,  für 
welches  die  Punkte  ^2»  ^2^  ^2  ^^  ^^^  Schnittpunkte  der  drei 
Paare  gegenüberliegender  Seiten  erscheinen ;  man  hat  also  den 
Satz:  Sechs  Punkte  eines  Kegelschnittes  bilden  in 
jeder  Aufeinanderfolge  ein  Sechseck^  für  welches 
die  drei  Schnittpunkte  seiner  Gegenseitenpaare  in 
einer  geraden  Linie  liegen.  (Pascal's  Satz  und  Sechs- 
eck; Pascarsche  Linie  A^B^C^*) 

1)  Man  construiere  den  durch  fünf  Punkte  A^  B^^  (7,  A^^  B 
bestimmten  Kegelschnitt,  d.  h.  man  bestimme  beliebig  viele  Lagen 
des  sechsten  Punktes  C^  eines  Pascal'schen  Sechsecks.     (Fig.  56.) 

a)  Die  Geraden  AB^y  A^B  schneiden  sich  im  Punkte  C^  der 
Pascal'schen  Linie  j9;  jeder  Lage  der  um  C2  drehenden  Geraden  p 
entspricht  ein  sechster  Punkt  C^  des  Kegelschnittes.  Dieselbe  schnei- 
det ByC  in  ^2»  ^-^1  i^  ^2  ^^^  ^^2^  ^^2  schneiden  sich  in  C^, 

Man  erkennt  darin  deutlich  die  Erzeugung  des  Kegelschnittes 
durch  projectivische  Büschel  aus  A  und  B  wieder,  von  der  der 
Pascal'sche  Satz  nur  eine  andere  Ausdrucksform  ist.  Insofern  in 
dieser  Ausdrucksform  der  Charakter  der  sechs  Punkte  ununterscheid- 
bar  der  nämliche  ist,  erfüllt  sie  die  in  §  25.  p.  124  angedeutete 
Forderung  der  Strenge. 

b)  Der  gesuchte  Punkt  C^  ist  im  Sechseck  Nachbar  von  A 
und  von  B\  zieht  man  also  (Fig.  56)  durch  A  oder  B^  sagen  wir 
durch  A^  eine  beliebige  Gerade  als  AC^^  so  liefert  sie  mit  A^C  den 
Schnittpunkt  B^t  welcher  mit  dem  Schnitt  von  AB^^  A^B  oder  C^ 
die  Gerade  p  giebt;  schneidet  B^C  sie  in  A^^  so  geht  BA^  durch 
(7,,  d.  h.  B  A2  schneidet  die  gewählte  Gerade  aus  A  in  C^ 

So  construiert  man  linear  den  zweiton  Schnittpunkt  einer  Ge- 
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raden  mit  einem  Kegelschnitt  durch  fünf  Funkte,  unter  denen  ihr 
erster  Schnittpunkt  mit  ihm  ist. 

2)  Man  construiere  die  Tangente  des  durch  fünf  Punkte  be- 
stimmten Kegelschnittes  in  einem  dieser  Punkte.    (Vergl.  §  25.) 

Da  die  Tangente  als  die  gerade  Verbindungslinie  von  zwei 
unendlich  nahen  d.  h.  zusammenfallenden  Punkten  der  Curve  zu  be- 
trachten ist,  so  legen  wir  dem  bezeichneten  Punkte  die  Buchstaben 
zweier  Nachbarecken  des  Sechsecks  bei,  z.  B.  ^(7j.  (Fig.  56.)  Sind 
dann  -4,,  B^  C^  B^  die  vier  übrigen  gegebenen  Punkte,  so  be- 
stimmen B^C^  BC^  den  Punkt  Ä^^  -^-^u  ^\^  den  Punkt  C^^  die 
Punkte  ^2 1  ^2  d^®  Gerade  p  und  diese  mit  A^  C  den  Punkt  B^i 
durch  welchen  auch  die  Tangente  AC^  gehen  muss.  Darin  liegt 
der  Satz:  Die  Schnittpunkte  von  zwei  Paaren  nicht  benachbarter 
Seiten  eines  der  Curve  eingeschriebenen  Fünfecks  liegen  mit  dem 
Schnittpunkt  der  fünften  Seite  mit  der  Tangente  in  der  Gegenecke 
in  einer  Geraden.    Femer  folgt  ebenso :  Die  Schnittpunkte  der  Paare 

Fig.  56. 


der  Gegenseiten  eines  der  Curve  eingeschriebenen  Vierecks  liegen 
mit  den  Schnittpunkten  der  Tangenten  in  den  Paaren  der  Gegen- 
ecken in  einer  Geraden. 

3)  Man  construiere  in  zweien  der  fünf  Bestimmungspunkte 
eines  Kegelschnittes  die  Tangenten  desselben.    (Vergl.  §  25.) 

Man  fasse  (Fig.  57)  diese  Punkte  als  Scheitel  T,  T^  von  zwei 
projectivischen  Strahlenbüscheln,  die  durch  die  Strahlenpaare  nach 
den  drei  andern  gegebenen  Punkten  aa\  bb\  cc  bestimmt  sind, 
und  construiere  das  perspectivische  Centrum  Jj  ^^  dieselben;  dann 
sind  die  Geraden  TT^^  ^1^2  ^^®  gesuchten  Tangenten  p  und  Oj. 

Man  construiert  auch  jeden  sechsten  Punkt  des  Kegelschnittes 
auf  einem  Strahl  von  T^  oder  7,  indem  man  mittelst  T2  den  ent- 
sprechenden Strahl  von  T  oder  T^  bestimmt. 

4)  Man  construiere  den  durch  drei  Punkte  und  die  Tangenten 
in  zweien  derselben  bestimmten  Kegelschnitt,  insbesondere  seine 
Tangente  im  dritten  Punkt.     Sind  A^  B^  C  (Fig.  58)  die  Punkte, 
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so  betrachten  wir  die  Tangente  in  A  als  die  Gerade  AB^  —  die 
Verbindungslinie  der  sich  deckenden  Punkte  A  und  B^  — ,  die  in 


Flg.  67. 


C  als  die  Gerade  CA^^  und  suchen  C^  auf  ^^|  oder  BC^  auf  nach 
1^  oder  1».  Die  Construction  ist  in  Fig.  58  für  mehrere  Punkte 
ausgeführt,  wenn  auch  nur  für  einen  bezeichnet. 


Fi«.  66. 


K  /  _. 


% 


um  die  Tangente  im  dritten  Punkt  zu  finden,  nennen  wir  die 
Tangente  in  A  wieder  AB^^  die  in  C  aber  C A^  und  die  gesuchte 
in  B^  BC^\  dann  bestimmen  AB^  und  A^B  den  Punkt  C^^  AC^ 
und  A^C  den  Punkt  B^^  die  Punkte  C^  und  B^  die  Gerade  p,  die 
von  CB^  in  demselben  Punkte  A2  geschnitten  wird,  durch  den  die 
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gesuchte  Tangente  gehen  muss.  In  jedem  einem  Kegelschnitt  ein- 
geschriebenen Dreieck  werden  die  Seiten  von  den  Tangenten  der 
Curve  in  den  respectiven  Gegenecken  in  Punkten  einer  Geraden 
geschnitten. 

5)  Man  vollziehe  die  Construction  des  Kegelschnittes  unter  den- 
selben Voraussetzungen  durch  projectivische  Büschel  —  indem  man 
die  Punkte  mit  bekannten  Tangenten  zu  Scheiteln  wählt  und  durch 
ihre  Tangenten  das  perspectivische  Centrum  2"'  erhält.  (Vergl.  §  25.) 

6)  Man  construiere  den  durch  vier  Punkte  und  die  Tangente 
in  eiiiem  derselben  bestimmten  Kegelschnitt  nach  denselben  beiden 
Methoden  des  PascaFschen  Sechsecks  und  der  projectivischen  Büschel. 

Sind  A^  B^  C^  D  die  vier  Punkte  und  ist  a  die  Tangente  in 
A ,  so  begründet  man  leicht  die  bequeme  Constructionsregel :  Man 
bestimme  die  Gegenseitenschnittpunkte  AB^  CD  oder  E^  BC^  DA 
oder  F  und  CA^  BD  oder  G  von  AB  CD]  dann  schneiden  sich  die 
Diagonalen  FG^  EF^  GE  mit  den  Tangenten  m  B^  C^  D  auf  a. 

Wenn  ipan  zu  fünf  Punkten  die  Tangente  in  einem  derselben 
construiert ,  so  liefern  die  vier  Tripel  aus  den  vier  übrigen  Punkten 
mit  ihm  vier  Vierecke ,  deren  Diagonalen  zu  drei  in  denselben  vier 
Punkten  der  ersten  Tangente  convergieren  müssen,  weil  sie  dort 
die  Punkte  der  vier  übrigen  Tangenten  bestimmen.  Dasselbe,  für 
alle  Tangenten  wiederholt  gedacht,  zeigt,  dass  die  so  erhaltenen 
Punkte  fünf  mal  zu  vier  in  geraden  Linien  liegen;  etc. 

7)  Man  construiere  nach  denselben  beiden  Methoden  einen 
Kegelschnitt  a)  durch  vier  Punkte  und  die  eine  Asjmptotenrichtung 
und  bestimme  dabei  insbesondere  die  andre  Asymptotenrichtung 
und  die  Asymptoten  selbst  —  die  erste  nach  1^,  die  letzten  nach  3) ; 

b)  durch  drei  Funkte  und  beide  Asymptot^nrichtungen; 

c)  durch  drei  Punkte  und  die  eine  Asymptote  (Specialfall  von  6); 

d)  durch  einen  Punkt  und  beide  Asymptoten. 

In  jedem  Falle  ist  die  zw  eck  massigste  Constructionsform 
zu  suchen. 

8)  Man  construiere  eine  Parabel  durch  drei  Punkte  und  die 
Richtung  ihres  unendlich  fernen  Punktes  —  d.  h.  aus  vier  Punkten 
und'  der  Tangente  in  einem  derselben  als  der  unendlich  fernen  Ge- 
raden (also  Specialfall  von  6)  —  oder  durch  zwei  Punkte,  die  Tan- 
gente des  einen  und  jene  Bichtung. 

9)  Man  beweise  den  Satz:  Das  Parallelogramm,  welches  die 
von  einem  Punkte  der  Hyperbel  ausgehenden  Parallelen  zu  den 
Asymptoten  derselben  mit  diesen  selbst  bestimmen,  hat  constante 
Fläche.    (VergL  §  16,  6.) 

Denn  die  Hyperbel  wird  aus  den  projectivischen  Parallelbüscheln 
erzeugt,  die  die  Richtungen  der  Asymptoten  zu  Scheiteln  T,  T' 
und  ihren  Schnittpunkt  zum  perspectivischen  Centrum  T"  haben, 
so  dass  den  Asymptoten  die  unendlich  ferne  Gerade  als  der  Scheitel- 
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strahl  entspricht.  Schneidet  man  jedes  dieser  Büschel  mit  der  andern 
Asjniptote,  so  hat  man  in  der  That  das  erste  Gesetz  des  §  15. 

28.  Haben  wir  einen  durch  zwei  projectivische  Reihen 
in  den  Geraden  a  und  b  bestimmten  Kegelschnitt  und  sind 
^)  ^19  ^\}  ^1  ^^®'  weitere  Tangenten  desselben,  so  ist  (Fig.  59) 
nach  §24. 

(ö  .  a^b^c^c)  =  {b  .  fli^i^jc); 

projicieren  wir  diese  Reihen  respective  aus   den  Punkten  a^  Cy 
byC  und  nennen  wir  die  Geraden  a^by  b^c  und  ab^,  a^c  re- 

Fig.  50. 


spective  ä  und  e^  dazu  die  Geraden  ab^^  a,  ^;  bc^,  ^jc;  ca^, 
c^a  respective  ^2?  ^21  ^2»  ^^  ^^^  deshalb 

{a^eb^c)  =  (ßb^a^c), 

diese  Büschel  sind  also  perspectivisch  mit  der  Axe  a^d^  b^e 
oder  ^2,  d.  h.  die  beiden  Strahlen  b^  und  a^  schneiden  sich 
in  einem  Punkte  B  der  Geraden  c^.  Es  ist  die  Construction 
projectivischer  Reihen  in  besonderer  Form^  c^  ist  die  dritte 
Reihe  ^  die  zu  den  beiden  ersten  a  und  b  perspectivisch  ist, 
aus  ca^j  cb^  respective. 

Die  betrachteten  sechs  Geraden  bilden  in  der  Ordnung 
ab^ca^bc^  ein  der  Curve  umgeschriebenes  Sechsseit,  für  wel- 
ches die  Geraden  a^,  b^y  c^  als  die  Verbindungslinien  der  drei 
Paare  gegenüberliegender  Ecken  bc^^  b^c\  ca^,  c^a\  ab^^  a^b 
erscheinen;  mau  hat  also  den  Satz:  Sechs  Tangeuten  eines 
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Kegelschnittes  bilden  in  jeder  Folge  ein  Sechsseit, 
für  welches  die  drei  Verbindungslinien  der  Gegeu- 
eckenpaare  durch  einen  Punkt  gehen.     (Briauchon's 

Satz  und  Sechsseit;  Brianchon'scher  Punkt  ^2^)2^2  ^^' 
selben.) 

Unter  den  Anwendungen  geben  wir  auch  den  beweis 
der  Identität  der  aus  projectivischen  Strahlbüscheln  und  der 
aus  projectivischen  Punktereihen  erzeugten  Curven  mit  einander 
und  dieser  Curven  mit  den  Projectionen  des  Kreises,  wobei  sich 
natürlich  die  Ausnahmen  von  diesem  Gesetze  mit  ergeben. 

1)  Man  construiere  den  durch  fünf  Tangenten  a,  ^j,  c,  a^,  b 
bestimmten  Kegelschnitt,  d.  h.  man  bestimme  beliebig  viele  Lagen 
der  sechsten  Seite  C]  eines  Brianchon'schen  Sechsseits. 

a)  Die  Punkte  ab^,  a^b  (Fig.  59)  liegen  in  der  Geraden  c^ 
des  Brianchon'schen  Punktes  B\  jeder  Lage  desselben  als  eines  in 
c^  beweglichen  Punktes  entspricht  eine  sechste  Tangente  c^  des 
Kegelschnittes;  B  giebt  mit  b^c  die  Gerade  a^^  mit  ca^  die  Gerade 
b^  und  ba2i  ab^  haben  Ci  zur  Verbindungslinie.  Die  Erzeugung 
des  Kegelschnittes  durch  projectivische  Reihen  auf  a  und  b  ist  darin 
deutlich  erkennbar,  der  Satz  von  Brianchon  ist  nur  ein  anderer  Aus- 
druck derselben.    (Vergl.  §  27.;  1».) 

b)  Die  gesuchte  Tangente  c,  ist  Nachbarin  von  a  und  b] 
wählen  mr  also  in  a  einen  beliebigen  Punkt  als  a^] ,  so  liefert  er 
mit  a^c  die  Verbindungslinie  2^21  die  mit  ab^^  a^b  oder  Cj  den 
Punkt  B  bestimmt;  verbindet  ^2  diesen  mit  b^c,  so  liegt  02^  in  c^. 
So  construiert  man  linear  die  zweite  Tangente  eines  Kegelschnittes 
aus  einem  Punkte,  der  einer  bekannten  Tangente  desselben  an- 
gehört.   (Vergl.  §  27.;  1.) 

2)  Man  construiere  den  Berührungspunkt  des  durch  fünf  Tan- 
genten bestimmten  Kegelschnittes  in  einer  derselben.  (Für  diese 
und  die  folgenden  Aufgaben  bis  mit  8  vergleiche  man  die  ent- 
sprechenden Nummern  des  §  27.) 

Die  Diagonalen,  welche  zwei  Paare  nicht  benachbarter  Ecken 
eines  umschriebenen  Fünfseits  verbinden,  schneiden  sich  auf  der 
Geraden  von  der  fünften  Ecke  nach  dem  Berührungspunkt  der 
Gegenseite. 

3)  Man  construiere  für  zwei  der  fünf  einen  Kegelschnitt  be- 
stimmenden Tangenten  die  Berührungspunkte.  Die  Reihen  in  ihnen 
haben  die  Sehne  der  Berührnngspunkte  zur  perspecti vischen  Axe 
d.  h.  die  Diagonalen  eines  umschriebenen  Vierseits 
schneiden  sich  auf  der  Berührungssehne  der  Gegen- 
seiten. 

Man  construiert  somit  aus  dem  Berührungspunkt  in  einer  Seite 
a  die  Berührungspunkte   in   den  drei  andern  Seiten  b,  c,  d  eines 
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umgeschriebenen  Vierseits,  indem  man  ihn  mit  den  Diagonalpj^nkten 
fg^  €•/,  eg  desselben  verbindet.  Die  Figur  enthält  dann  zugleich 
die  Construction  der  Tangenten  eines  Kegelschnittes  in  drei  Punkten 
aus  der  Tangente  in  einem  vierten  Punkte  desselben.  Einen  Special- 
fall bildet  die  Bestimmung  der  Berührungspunkte  von  drei  Tan- 
genten einer  Parabel,  wenn  ihre  Axenrichtung  bekannt  ist.  Man 
ermittelt  dann  ebensoleicht  die  Scheitel tangente  und   den  Scheitel. 

4)  Man  construiere  den  durch  drei  Tangenten  und  die  Be- 
rührungspunkte in  zweien  derselben  bestimmten  Kegelschnitt,  ins- 
besondere den  Berührungspunkt  der  dritten  Tangente. 

In  jedem  einem  Kegelschnitt  umgeschriebenen  Dreiseit  schneiden 
sich  die  Verbindungslinien  der  Ecken  mit  den  Berührungspunkten 
der  Gegenseiten  in  einem  Punkte. 

5)  Die  fünfzehn  Diagonalpunkte  der  aus  fünf  Geraden  gebil- 
deten fünf  vollständigen  Yierseite  (§16,  13.)  liegen  zehn  mal  zu 
dreien  in  den  Verbindungslinien  der  Berührungspunkte  des  durch 
jene  als  Tangenten  bestimmten  Kegelschnittes. 

6)  Man  construiere  den  Kegelschnitt  unter  denselben  Voraus- 
setzungen, sowie  aus  vier  Tangenten  und  dem  Berührungspunkt  in 
einer  derselben,  durch  projectivische  Beihen. 

7)  Man  construiere  eine  Hyperbel  durch  drei  Tangenten  und 
eine  Asymptote;  oder  durch  eine  Tangente  und  beide  Asymptoten. 

Zu  zwei  durch  die  Tafelnormale  C^(7,  gehenden  Ebe- 
nen construiere  man  die  Gesammtheit  derjenigen  pro- 
jicierenden  Ebenen,  welche  mit  denselben  rechtwink- 
lige Schnittlinien  hervorbringen.  Sind  ^, ,  i^  die  Spuren 
der  Ebenen  (durch  C^^  so  erhält  man  für  einen  Punkt  A^  in  /^  als 
Fusspunkt  eines  Strahles  den  Fusspunkt  A^  des  entsprechenden  in 
/}  als  den  Schnitt  dieser  Linie  mit  der  Fluchtlinie  der  Normalebene 
är  A^  als  Fluchtpunkt.  Die  Gesammtheit  der  fraglichen  Ebenen 
umhüllt  also  einen  projicierenden  Kegel,  dessen  Spur  in  der 
Tafel  eine  Hyperbel  mit  den  Geraden  /],  i^  als  Asymptoten  ist. 

8)  Man  construiere  eine  Parabel  durch  vier  Tangenten  oder 
durch  zwei  Tangenten  und  ihre  Berührungspunkte,  oder  den  Be- 
rührungspunkt der  einen  von  ihnen  und  die  Richtung  ihrer  Axe. 

9)  Man  beweise  die  Sätze :  Das  Dreieck ,  welches  eine  Tangente 
der  Hyperbel  mit  ihren  Asymptoten  bestimmt,  hat  constante  Fläche. 
(§  16,  6.)  Die  Verbindungsstrahlen  von  zwei  festen  Punkten  der 
Hyperbel  mit  einem  veränderlichen  Punkte  derselben  erzeugen  in 
den  Asymptoten  zwei  projectivisch  gleiche  Reihen. 

Die  Tangenten  der  Parabel  bestimmen  auf  zwei  festen  unter 
ihnen  projectivisch  ähnliche  Reihen. 

Eine  vielseitig  interessante  Anwendung  des  ersten  Satzes  bietet 
die  Betrachtung  der  Geraden,  die  ein  gegebenes  Dreieck 
hälften;  die  drei  Hyperbeln,  welche  sie  umhüllen,  sind  paarweise 
in  doppelter  Berührung  und  die  sechs  Berührungspunkte  sind  die 


140 


I.  Methodenlehre:  B)  Die  EegelBchnitte.    28. 


Ecken  eines  vollständigen  Vierseits  mit  einer  unendlich  fernen 
Seite ;  etc.  Man  löst  leicht  die  Aufgabe ,  die  Geraden  des  Systems 
durch  einen  Funkt  oder  von  gegebener  Richtung  zu  bestimmen  und 
unterscheidet  nach  Zahl  und  Art  der  Lösungen  Begionen  der  Ebene. 

10)  Hier  ergiebt  sich  endlich  leicht  die  Identität  derCur- 
ven  zweiter  Ordnung  und  der  Curyen  zweiter  Classe. 
Wir  zeigen,  dass  die  aus  zwei  projeotivischen  Reihen  erzeugte  Curve 
(zweiter  Classe)  auch  aus  zwei  projectiyischen  Strahlenbüscheln  er- 
zeugt wird,  also  zweiter  Ordnung  ist,  und  empfehlen  dem  Leser 
den  entsprechenden  Beweis  des  umgekehrten  Satzes  ans  der  näm- 
lichen Figur  als  eine  trefifliche  üebung  in  dem  Grebrauch  des  Prin- 
cips  der  Dualität.    (Vergl.  den  üeberblick;  analog  zu  §§  27.,  28.) 

Sind  /  und  /,  die  Träger  von  zwei  projectivischen  Reihen  und 
A^  B^  C\  /^],  ^1,  (7,  drei  Paare  entsprechender  Punkte  derselben 
(Fig.  60),  so  sind  /,  /„  AA^^  ^^\t  ^^\  ^^^^^  Tangenten  einer  Curve 

Fig.  60. 


zweiter  Classe;  die  Schnittpunkte  der  Geraden  BC^^  B^C  oder  A^ 
und  AC^^  A^C  oder  B^  sind  Punkte  der  perspectivischen  Axe  i^  der 
Reihen,  die  in  /,  t^  respective  die  Berührungspunkte  mit  der  Curve 
P^  Oj  oder  die  entsprechenden  zum  Schnittpunkt  P],  0  von  /  mit 
/i  bestimmt.  Aus  demselben  Grunde  oder  nach  dem  Schlusssatze 
von  3)  liegen  die  Berührungspunkte  C*  und  A*  der  Curve  mit  (7C,, 
AA^  mit  B^i  und  die  Berührungspunkte  C*  und  B^  mit  CC^^  BB^ 
mit  A2  in  je  einer  Geraden;  denn  in  den  projectivischen  Reihen 
auf  CCy^  AA^  sind  (7,  ^;  C^^  A^  entsprechende  Paare,  sodass  B^ 
ein  Punkt  ihrer  perspectivischen  Axe  oder  der  Berührungssehne 
ihrer  Träger  C* A*  ist  —  ebenso  für  CC^,  BBy  und  A^  die  C*B*. 
Denken  wir  nun  CC^  als  bewegliche  Tangente  der  Curve  und 
(7,  C\  C'\  C"\  respective  ^,,  C^\  C(\  C/^als  vier  Lagen  ihrer  Punkte 
in  den  erzeugenden  Reihen,  und  sei  (C(7'6^"^"')s«(6?,6?/^,"(7,'")==tf; 
verbinden  wir  die  ersteren  mit  A^  oder  B^  und  die  letzteren  mit 
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A  oder  B^  so  entstehen  perspectivische  Büschel,  deren  Axe  t,^  aus 
ihnen  die  Reihen  B^^  B^^  B^\  B^" \  A^^  A^^  A^\  A^"  heraus- 
schneidet, und  man  hat  offenbar  {^B^B^B^' B^"^^{^A^A^A^' A^"^^=d. 
Bilden  wir  aber  über  diesen  Reihen  die  Strahlenbüschel  aus*y^  und 
B^  respective,  so  schneiden  sich  die  entsprechenden  Strahlen  der- 
selben stets  in  dem  zugehörigen  Berührungspunkt  G*^  C*'^  etc.  der 
bewegten  Tangente.  Dieselbe  Curve  ist  somit  auch  das  Erzeugniss 
von  zwei  projecti vischen  Büscheln;  die  Verbindungslinien  der  Be- 
rührungspunkte ^,  B*  von  zwei  festen  Tangenten  mit  den  Lagen 
des  Berührungspunktes  C*  einer  beweglichen  Tangente  bilden  die- 
selben und  das  Doppelverhältniss  von  vier  Tangenten  ist  dem  Dop- 
pelverhäl^niss  ihrer  vier  Berührungspunkte  gleich.    (§  24.) 

11)  Für  die  perspectivische  Lage  der  erzeugenden  Reihen  und 
analog  für  die  der  erzeugenden  Strahlenbüschel  wird  der  Beweis 
hinfällig,  d.  h.  zwei  perspectivische  Reihen  erzeugen  eine 
Cuve  zweiter  Classe,  die  nicht  von  der  zweiten  Ord- 
nung ist  —  ein  Punktepaar,  nämlich  den  gemeinsamen  Punkt 
und  das  perspectivische  Centrum  der  Reihen ;  und  zwei  perspec- 
tivische Büschel  erzeugen  eine  Curve  zweiter  Ordnung, 
die  nicht  von  der  zweiten  Classe'ist  —  ein  Paar  von 
Geraden,  n&mlich  den  gemeinsamen  Strahl  und  die  perspectivische 
Axe  der  Büschel.  Für  ein  Punktepaar  gilt  der  Brianchon'sche  Satz, 
für  ein  Strahlenpaar  der  Pascal'sche,  für  jenes  hat  der  letzte,  für 
dieses  der  erste  keine  Bedeutung  mehr. 

Man  kann  mit  Hilfe  dessen  die  Verbindungslinie  eines 
Punktes  A^  mit  dem  unzugänglichen  Schnittpunkt  C^ 
von  zwei  Geraden  construieren,  indem  man  diese  als  Gegenseiten 
eines  Pascarschen  Sechsecks  in  einem  in  zwei  Gerade  degenerierten 
Kegelschnitte  und  jene  gesuchte  Gerade  als  PascaVsche  Linie  des- 
selben denkt.  Man  nimmt  also  die  Punkte  A^  B^  auf  der  einen 
und  ^],  B  auf  der  andern  Geraden  an,  zieht  A^  B^  bis  zum  Schnitt 
C^  mit  A2B ^  und  ebenso  AB  bis  zum  Schnitt  C  mit  A^B^  und 
erhält  im  Schnittpunkt  von  AC^  mit  A^C  einen  neuen  Punkt  B^ 
de^  gesuchten  Geraden  A^C^*  Man  wähle  speciell  ^|,  B^  als  un- 
endlich fern  und  bilde  die  Figur.  Wie  lautet  die  entsprechende 
Aufgabe,  die  der  Satz  von  Brianchon  löst? 

12)  Dass  die  Erzeugnisse  von  zwei  projectivischen 
Büscheln  oder  Reihen  Kreisprojectionen  sind,  ergiebt 
sich  auch  leicht.  Sind  die  Büschel  7,  T^  durch  a^  h^  p  und  a^^ 
^t»  P\  ^^^  ^^*  ^^®  erzeugte  Curve  durch  vier  Punkte  J,  T^^  A^  B 
und  die  Tangente  in  7* gegeben,  so  verzeichnen  wir  einen  in  Tan 
p  und  folglich  die  Curve  berührenden  Kreis  und  markieren  seine 
Schnitte  A\  F,  T'  mit  a,  b,  p^ ;  dann  sind  die  Büschel  J, .  TA  B 
und  r,'.  TÄ ß  perspectivisch ,  weil  beide  den  Scheitelstrahl  ent- 
sprechend gemein  haben  und  zu  dem  Büschel  T .pah  projectivisch 
sind;   ihre  Perspectivaxe  s  ist  die  Axe  der  Collineation  mit   dem 
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Centrum  7,  in  welcher  der  Kreis  dem  Kegelschnitt  aus  den  Büscheln 
T  und  T^  entspricht;  man  bestimmt  leicht  ihre  Gegenaxen,  aber 
Centrum  und  Axe  und  das  Paar  T^,  7^/  bestimmen  sie. 

Für  die  Reihen  A^  By  P  in  s  und  A^^  B^^  P^  in  s^  (der  letzte 
Punkt  als  Schnittpunkt  von  s  mit  s^)  als  erzeugende  legen  wir 
einen  die  erste  in  P  bertihrenden  Kreis  und  ziehen  von  Ay  B^  P^ 
an  ihn  die  Tangenten.  Dieselben  bestimmen  auf  ^j',  der  zweiten 
Tangente  von  P^  an  den  Kreis  eine  zn  s  und  folglich  auch  zu  s^  pro- 
jectivische,  wegen  P^  als  sich  selbst  entsprechend  aber  mit  ihr  per- 
spectivische  Reihe ;  das  zugehörige  Perspectivcentrum  (S  ist  das  Cen- 
trum der  CoUineation  mit  der  Axe  5,  in  welchem  der  Kreis  der  Enve- 
loppe  der  Verbindungslinien  entsprechender  Paare  der  projectivischen 
Reihen  entspricht,  indem  sie  durch  ^j,  s{  als  ein  Paar  bestimmt  ist. 

In  diesen  CoUineationen  erscheint  die  gegebene  Curve  zweiter 
Ordnung  oder  Classe  als  dem  Ejreise  entsprechend,  d.  h.  als  Kegel- 
schnitt. Man  construiere  die  Figuren  und  vergleiche  sie  mit  Fig.  49, 
50.  Man  sieht,  wenn  Kreis  und  Kegelschnitt  in  einem  Punkte  ein- 
ander berühren,  so  liegen  sie,  wenn  nicht  in  einer  Ebene,  in  demselben 
projicierenden  Kegel  und  wenn  in  einer  Ebene,  centrisch  collinear 
für  die  gemeinsame  Tangente  als  Axe  oder  den  BeitLhrungspunkt 
als  Centrum.    (Vergl.  §  35.) 

29.  Die  vorhergehenden  Untersuchungen  zeigen^  dass  jeder 
Kegelschnitt  durch  projectivische  Gonstruetionen  mit 
dem  Lineal  bestimmt  ist,  sobald  man  fünf  Punkte  oder  Tan- 
genten desselben  kennt  oder  was  dem  äquivalent  ist.  (Vergl. 
§  27.  und  28.;  4—8.) 

Sind  also  fünf  Punkte  oder  Tangenten  des  zu 
betrachtenden  Kegelschnittes  in  Projection  gefun- 
den, so  erhält  man  aus  ihnen  durch  dieselben  Gon- 
struetionen sein  vollständiges  Bild;  und  aus  ebenso 
vielen  Punkten  oder  Tangenten  in  wahrer  gegen- 
seitiger Lage  ebenso  die  wahre  Gestalt  des  Ganzen. 

Der  Werth  der  entwickelten  und  benutzten  Eigenschaften 
wird  aber  dadurch  erhöht,  dass  sie  auch  erlauben, 

a)  die  Schnittpunkte  einer  Geraden  mit  dem  Kegel- 
schnitt, und 

b)  die  Tangenten  aus  einem  Punkte  an  denselben 
aus   seinen   Bestimmungsstücken    allein    durch    projectivische 
Gonstruetionen  zu  finden,  ohne  die  Gurve  selbst  verzeichnen 
zu  müssen.    (Vergl.  auch  §  21.) 

Wir    denken    fünf    Punkte         Wir  denken  fünf  Tangenten 
eines    Kegelschnittes   gegeben     eines  Kegelschnittes   gegeben 
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und  fordern,  die  Schnittpunkte 
desselben  mit  einer  gegebenen 
Geraden  i  zu  bestimmen.  Die 
erzeugenden  proj  ectivischen 
Strahlenbüschel;  welche  aus 
zweien  T,  T'  (Fig.  61)  jener 
fünf  Punkte  durch  Strahlen 
nach  den  drei  übrigen  1,  2, 
3  bestimmt  sind,  schneiden 
die  Geraden  /  in  zwei  proj  ec- 
tivischen Reihen,  von  denen 
drei  Paare  entsprechender 
Punkte  A,  A'\  B,  ^';  (7,  C 
gegeben  sind;  es  bandelt  sich 
darum,  die  sich  selbst  entspre- 
chenden oder  Doppelpunkte 
dieser  Reihen  zu  construie- 
ren. 

Berührt  ein  Kreis  K  die  Ge- 
rade t  (Fig.  61);  so  geht  von 
jedem  Punkte  A  derselben  eine 
Tangente  a  an  den  Ereis  und 
also  von  A^  A  \  B^  ß\  C^  C  die 
Tangenten  «,  «';  |3,  ß^\  y,  /. 
Nun  folgt  aus  der  Relation 

{ABC..,)^{ÄffC\..), 

nach  den  Grundeigenschaften 
der  Kegelschnitte 

(«^y...)  =  (a^V...) 

d.  i.  jene  sechs  Tangenten  be- 
stimmen   zwei    projectivische 
Systeme  von  Tangenten  (p.  120) 
des  Kreises.    Dann  ist  auch. 
(«'.  aßy .  .  .)  oBss  (er .  €c§^y, . .) 

und  diese  Reihen  sind  per- 
spectivisch  und  haben  somit 
in  dem  Punkte  dß,  aß']  ay, 
ay    ihr   perspectivisches   Gen- 


und  fordern,  die  Tangenten  des- 
selben aus  einem  gegebenen 
Punkte  T  zu  bestimmen.  Die 
erzeugenden  projectivischen 
Punktreihen,  welche  auf  zweien 
t,  r  (Fig.  62)  jener  fünf  Tan- 
genten durch  ihre  Schnitt- 
punkte mit  den   drei  übrigen 

a,  b,  c  bestimmt  sind,  liefern 
durch  Verbindung  mit  dem 
Punkte  T  zwei  projectivische 
Büschel,  von  denen  drei  Paare 
entsprechenderstrahlen  a,  r/; 

b,  b']  c,  c  gegeben  sind ;  es  han- 
delt sich  darum,  die  sich  selbst 
entsprechenden  oder  Doppel- 
strahlen dieser  Büschel  zu  con- 
struieren. 

Geht  ein  Kreis  I^  durch  den 
Punkt  T  (Fig.  62),  so  liegt  in 
jedem  Strahle  a  desselben  ein 
Punkt  A  des  Kreises  und  also 
in  a,  a']  &,  y;  c,  c  die  Punkte 
.4,  ^;  B,ß\C,  C\  Nun  folgt 
aus  der  Relation 

{abc.,.)  =  {ab'c,,.) 

nach  den  Grundeigenschaften 
der  Kegelschnitte 

{ABC..,)  =  {ÄB'C\..\ 

d.  h.  jene  sechs  Punkte  be- 
stimmen zwei  projectivische 
Systeme  von  Punkten  (p.  120) 
des  Kreises.     Dann  ist  auch 

{At.ABC...)^{A.AB'C\..) 

und  diese  Büschel  sind  per- 
spectivisch  und  haben  somit 
in  der  Geraden  A'B^  AB'\ 
ÄCj  AC  ihre  perspectivische 
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trum.  Ebenso  entspricht  den 
Reihen  in  /3,  |3'  das  Centrum 
ßa,  /3'a;  ßy\  ß'y  und  den  Rei- 
hen in  y^  y  das  Centrum  yß\ 
y'ß'j  ya\  y'a.  Weil  endlich 
et  ß'y  et  ßy  ein  Brianchon'sches 
Sechsseit  ist,  so  fallen  diese 
drei  Centra  in  einen  Punkt  B 
zusammen. 


Axe.  Ebenso  entspricht  den 
Büscheln  aus  B^  B*  die  Axe 
BÄy  B'A]  BC\  B'C  und  den 
Büscheln  aus  C,  C  die  Axe 
CB\  C'B\  CA,  CA.  Weil  end- 
lich AffCÄBC  ein  Pascal'sches 
Sechseck  ist^  so  fallen  die 
drei  Axen  in  eine  Gerade  p 
zusammen. 


Mit  Hilfe  des  Punktea  B 
construiert  man  zum  Punkte 
D  der  Reihe  den  entsprechen- 
den Punkt  ff  derselben;  denn 
jener  giebt  die  Tangente  d 
des  Kreises  und  da  die  Ge- 
rade a'd,  arf'  durch  B  gehen 
muss,  so  erfahrt  mana^,  so- 
mit d'  und  Z>'. 

Die  Tangenten  von  B  an  den 
Kreis  K  (Fig.  61)  sind  zwei 
Strahlen  97,,  tp^,  die  sich  in  den 
projectiyischen  Tangentensy- 
stemen selbst  entsprechen^  und 
ihre  Schnittpunkte  mit  /  sind 
die  Doppelpunkte  /*,,  F^  der 


Mit  Hilfe  der  Geraden  p 
construiert  man  zum  Strahle  d 
des  Büschels  den  entsprechen- 
den Strahl  ä'  desselben;  denn 
jener  giebt  den  Punkt  D  des 
Kreises  und  da  der  Punkt 
A' D,  AD'  in  p  liegen  muss, 
so  erfahrt  man  AD'  und  somit 
D'  und  d'. 

Die  Punkte  in  p  auf  dem 
Kreise  K  (Fig.  62)  sind  zwei 
Punkte  F^j  F^^  die  sich  in  den 
projectiyischen  Punktesyste- 
men selbst  entsprechen,  und 
ihre  Verbindungslinien  mit  T 
sind  die  Doppelstrahlen  /,,  f^ 
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proj  ectivischen  Reihen  v^,  Bfi,..^  der  projectivischen  Büschel 
ÄyB'jCy,..  d.h.  die  Schnitt-  0,  h,  c...,  a,  b\  c^ ...  d.  h.  die 
punkte  der  Geraden  t  mit  Tangenten  vom  Punkte  T 
dem  Kegelschnitt.  an  den  Kegelschnitt.* 

Offenbar  würde  jeder  andere  vollständig  verzeichnete  Kegel- 
schnitt dieselbe  Verwendung  erlauben,  wie  der  Kreis  /if;  ein 
solcher  lost  aber  die  Probleme  am  bequemsten  und  schärfsten; 
man  benutzt  die  Eigenschaften  des  Kreises  von  der  gleichen 
Länge  der  Tangenten  von  einem  Punkte  bis  zum  Berührungs- 

Pig.  61. 
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punkte  und  von  der  Halbierung  der  Sehne  durch  den  zu  ihr 
normalen  Radius  zur  Erhöhung  der  Genauigkeit  der  Con- 
struction. 

Vereinigte  projectivische  Büschel  oder  Reihen  sind  offen- 
bar durch  ein  Paar  und  die  Pascal-Linie  resp.  den  Brianchon- 
Punkt  im  Hilfskegelschnitt  bestimmt.  Berührt  jene  den  .Kegel- 
schnitt, resp.  liegt  dieser  auf  ihm,  so  haben  sie  vereinigte 
Doppelelemente  (§  19,  8),  und  wenn  noch  ein  Element  des 
bestimmenden  Paares  mit  diesen  zusammenfällt,  so  sind  sie 
von  singulärer  Projectivität.  (§  21,  f  u.  g.) 
Dieselben  Betrachtungen  führen  auch  noch: 
c)  zur  Bestimmung  der  übrigen  Schnittpunkte 
von  zwei  Kegelschnitten  A^,  Ä"*,  wenn  zwei  derselben 
bekannt  sind.  Denken  wir  P, ,  P^  als  diese  gemeinsamen 
Punkte,  und  ist  der  erste  Kegelschnitt  durch  die  ferneren  Punkte 

Fiedler,  dantellende  Geometrie.    I.    3.  Aufl.  10 
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^3,  i>4,  />5,  der  zweite  durch  P^,  Z^/,  P^*  bestimmt,  so  sind 
die  Strahlenbüschel  {P^  .  P*P*P^*...)  und  {P2'Pz*P*P^*'") 
projectivisch  und  bestimmen  auf  dem  ersten  Kegelschnitt  K 
zwei'  projectivische  Reihen,  deren  Doppelpunkte  offenbar  die 
weiteren  Schnittpunkte  sind.  Damit  ist  die  Aufgabe  auf  die 
vorige  zurückgeführt. 

Man  folgert  daraus  leicht,  wie: 

d)  zu  drei  gemeinsamen  Schnittpunkten  von  zwei 
Kegelschnitten  der  vierte  gefunden  werden  kann,  natür- 
lich durch  lineare  Construction.  Sind  Pj,  P,»  ^3  ^^  gemein- 
samen, 7^4,  /*5  und  P4*  P^*  die  andern  bestimmenden  Punkte, 
so  mache  man  {P^^ .  P^P^P^P^**)  =  (P^*.  P^P.^P^P*)  und  be- 
stimme den  zweiten  Schnitt  von  P*P^**  mit  den  Kegelschnit- 
ten; es  ist  P,  der  vierte  Schnittpunkt  derselben,  weil  man  hat 

(/>.  P,P,P,P**)  =  (/>.  P^P^P.P,*) 
=  (P,  .  P,P,P,P,**)  =  (/>5*  .  P,P2PsPi*)' 

1)  Zwei  in  demselben  Träger  vereinigte  projßctivische  Punkt- 
reihen oder  Strahlenbüschel  besitzen  im  Allgemeinen  zwei  Doppel- 
elemente, welche  reell  und  verschieden,  zusammenfallend,  oder  nicht 
reell  (imaginär)  sein  können.  (§21.)  Sind  sie  reell,  so  ist  fUr  F^,  F^ 
als  die  Doppelelemente  der  Reihen  und  f^^  /*,  als  die  der  Büschel 
{F^F^äB)^(^F^F^A'B')  oder  (/'iFj^i')  —  const,  ebenso 
{fj^^a)  =  const.     (Vergl.  §  21.) 

Im  Hinblick  auf  die  Erzeugung  der  Curven  zweiter  Ordnung 
und  Gl asse  können  wir  sagen,  dass  zwei  in  einanderliegende 
projectivische  Gebilde  erster  Stufe  ein  Elementenpaar 
erzeugen,  welches  reell,  vereinigt  oder  imaginär  ist. 

2)  Man  construiere  einen  Kegelschnitt  durch  vier  Punkte 
1,  2,  3,  4,  der  eine  gegebene  Gerade  i  berührt.    (Fig.  63.) 

Man  betrachtet  den  Berührungspunkt  in  der  Geraden  als  die 
Vereinigung  der  beiden  Schnittpunkte  mit  derselben  und  erkennt, 
dass  die  projecti vischen  Reihen  in  der  Geraden,  welche  der  Kegel- 
schnitt bestimmt,  vereinigte  Doppelpunkte /"„ /^2  besitzen  müssen; 
da  man  zwei  Paare  A^  Ä\  B*ß  derselben  erhält,  indem  man  aus 
zweien  der  vier  Punkte  1,2  als  Scheitel  die  Büschel  nach  den 
beiden  andern  3,  4  bildet,  so  sind  sie  und  die  Lagen  der  ver- 
einigten Doppelpunkte  bestimmt:  Die  Gerade  a^\  cc  ß  ist  die  eine 
Diagonale  des  Brianchon'schen  Sechsseits  und  ihre  Schnitte  mit 
dem  Hilfskreis  sind  die  möglichen  Lagen  des  Brianchon  -  Punktes, 
deren  Tangenten  jene  liefern.  Mnn  erhält  ^wei  Lösungen,  nämlich 
einen  Kegelschnitt  1,  2,  3,  4,  der  t  im  Punkte  56  und  einen,  der 
es  im  Punkte  5  6*  berührt.  (Man  zeige  die  Identität  der  Construc- 
tion mit  §  31.;  3.) 
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3)  Man  construiere  die  beiden  Parabeln  durch  vier  gegebene 
Punkte  1,  2,  3,  4  d.  i.  in  einem  EegelschnittbtLschel.  Weil  die 
Beihen  auf  der  unendlich  fernen  Geraden  entstehen,  so  ersetzt  man 
sie  durch  die  über  ihnen  stehenden  Büschel  aus  1 ,  von  denen  man 
zwei  Strahlenpaare  13,  14  in  einen  und  die  Parallelen  aus  1  zu 
23,  24  als  die  entsprechenden  im  andern  hat.  Man  erhält  einen 
Punkt  der  Pascal-Linie  im  fiLilfskreis,  die  Lagen  der  Pascal-Linien 
als  die  Tangenten  aus  ihm  und  damit  die  unendlich  fernen  Punkte 
der  beiden  Parabeln. 

4)  Man  bestimme  die  Kegelschnitte  zu  vier  Tangenten  durch 
einen  gegebenen  Punkt  nach  demselben  Princip. 
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5)  Man  construiere  die  Tangenten  einer  durch  zwei  Tangenten 
tf,  h  und  ihre  Berührungspunkte  A^  B  bestimmten  Parabel  vom 
Punkte  T  aus  —  als  Doppelstrahlen  der  projectivischen  Büschel  aus 
T  ilbcr  den  erzeugenden  ähnlichen  Beihen  in  den  beiden  Tangen- 
ten. (Die  den  Tangenten  parallelen  Strahlen  entsprechen  einander 
und  die  nach  ihren  Berührungspunkten  entsprechen  dem  Strahl 
nach  ihrem  Schnittpunkte.) 

6)  Man  bestimme  die  Schnittpunkte  einer  Geraden  /  mit  der 
durch  ihre  Asymptoten  und  einen  Punkt  bestimmten  Hyperbel  als 
Doppelpunkte  der  projectivischen  Beihen  auf  t  in  den  erzeugenden 
Parallelenbüscheln.  (Die  Schnittpunkte  mit  den  Asymptoten  sind 
die  Gegenpunkte  Q',  B,  die'  mit  den  Parallelstrahlen  aus  dem 
Punkte  zu  den  Asymptoten  geben  ein  Paar;  man  lege  den  Hilfs- 
kreis in  der  Mitte  von  Q'B  berührend  an  ^.) 

7)  Man  ermittele  die  Gattung  eines   durch  fünf  Punkte  be* 

10* 
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stimmten  Kegelschnittes  ^  eventuell  die  Asymptotenrichtungen  des- 
selben. Die  Gerade  i  ist  unendlich  fem,  man  bildet  von  zweien 
der  fünf  Punkte-  die  projectivischen  Büschel  über  den  drei  andern, 
verlegt  durch  Parallelverschiebung  *  das  eine  an  den  Scheitel  des 
andern  und  bestimmt  die  Doppelstrahlen  der  so  gebildeten  con- 
centrischen  projectivischen  Büschel.  Man  sieht  daraus,  dass  zwei 
projectivische  Büschel  von  ungleicheAi  Bewegungssinn  stets  eine 
Hyperbel  erzeugen.  ' 

Wählt  man  unter  den  fünf  gegebenen  Punkten  vier  solche, 
die  ein  convexes  Viereck  bilden,  so  gehen  durch  dieselben  zwei 
Parabeln ,  die  nach  3)  bestimmt  werden ;  der  Kegelschnitt  der  fünf 
Punkte  ist  nur  dann  e'ine  Parabel,  wenn  der  fünfte  Punkt  auf  einer 
dieser  Parabeln  liegt;  er  ist  Hyperbel,  wenn  der  fünfte  Punkt  im 
Innern  oder  ausserhalb  beider  Parabeln  liegt,  und  also  Ellipse, 
wenn  innerhalb  .der  einen  und  ausserhalb  der  andern ;  die  drei  Paare 
von  geraden  Linien  durch  die  vier  Punkte  gehören  zu  den  Hyper- 
beln, ausgenommen  wenn  zwei  Parallelen  unter  ihnen  sind,  die 
dann  die  eine  Parabel  repräsentieren,  und  also  auch,  wenn  die 
vier  Punkte  die  £cken  eines  Parallelogramms  bilden,  dessen  pa- 
rallele Seitenpaare  beide  Parabeln  repräsentieren. 

8)  Zwei  gleiche  Strahlenbüschel  von  gleichem  Drehungssinn 
in  derselben  Ebene  erzeugen  einen  Kreis,  zwei  gleiche  Strahlen- 
büschel von  entgegengesetztem  Drehungssinn  eine  gleichseitige  Hy- 
perbel (vergl.  die  Beispiele  des  §  24),  insofern  sie  nicht  perspec- 
tivisch  sind  (§  24,  1,  2);  in  diesem  Falle  erzeugen  sie  dagegen  die 
unendlich  ferne  Gerade  und  den  Scheitelstrahl,  resp.  diesen  und  die 
^n  senkrecht  halbierende  perspectivische  Axe.  Die  durch  Parallel- 
^pchiebung  an  demselben  Centrum  vereinigten  Büschel  bestimmen 
niit  einem  Hilfskreis  die  unendlichferne  Gerade  (vergl.  §  31,  lO)  resp. 
einen  seiner  Durchmesser  als  Pascal-Linie;  die  Asymptoten  der  er- 
zeugten Hyperbel  sind  rechtwinklig  zu  einander.  Der  Höhenschnitt- 
punkt eines  Dreiecks  liegt  auf  jeder  gleichseitigen  Hyperbel,  die 
seine  Ecken  enthält.  Durch  vier  Punkte  1,  2,  3,  4  geht  im  All- 
gemeinen eine  gleichseitige  Hyperbel;  zieht  man  13,  14  und  die 
Parallelen  von  1  zu  23,  24,  so  hat  man  zwei  Strahlenpaare  ver- 
einigter projectivischer  Büschel,  und  durch  die  geforderte  R^chtwink- 
ligkeit  der  Doppelstrahlen  sind  dieselben  mittelst  des  Hilfskreises 
bestimmt.  Durch  drei  Punkte  und  eine  Asymptotenrichtung,  durch 
zwei  Punkte  und  eine  Asymptote  erfolgt  die  Bestimmung  ebenso. 

9)  Man  erörtere  die.  Bestimmung  der  übrigen  gemeinsamen 
Tangenten  zu  zwei  Kegelschnitten,  wenn  zwei  oder  drei  derselben 
gegeben  sind  ; —  d.  i.  die  zu  c),  d)  im  Texte  dualistisch  ent- 
sprechenden Constructionen ;  speciell  im  Falle  von  Parabeln  mit 
einer  oder  zwei  gemeinsamen  Tangenten  im  Endlichen. 

30.  Die  vorigen  Constructionen  ermöglichen  zwar  auch 
die    constructive    Behandlung    involutorischer    Reihen 
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und  Büsche];  weil  diese  nur  eine  durch  Besonderheit  der 
Lage  ausgezeichnete  Art  vereinigter  projectivischer  Reihen  und 
Büschel  sind;  sie  zeigen  auch^  dass  eine  Involution  im  All- 
gemeinen zwei  Doppelelemente  besitzen  muss ,  die  insbesondere 
zusammenfallen  oder  auch  nicht  reell  werden  können.  Man 
entnimmt  dies  aber  schon  aus  §  20. ;  9.  und  an  derselben  Stelle 
(§  20.;  12.)  erkennen  wir  nun  auch  den  Zusammenhang  der 
Involution  mit  der  projectivischen  Erzeugung  der  Kegelschnitte. 
(§  32.) 

Aus  den  Bedingungen  der  Involution  von  drei  Paaren  am 

Kegelschnitt 

{CC'ÄB)  =  {C'CAff)  =  (CC'ffÄ) 

erhalteu  wir  durch  Verbindung  det  projectivischen  Gruppen 
CC'ÄB  und  CO' B'A  mit  A  resp.  B  perspectivische  Büschel, 
deren  Strahlenpaare  ACjBC\  AC\  BC \  AA,  BB'  sich  in  der 
Geraden  CG'  schneiden,  oieif  AA\  Bffy  CC  gehen  durch  einen 
Punkt,  den  Pol  der  Involution.  Man  erkennt  ebenso  für  die 
Involution  der  Tangenten  aa',  bh\  cc\  dass  ihre  Paare  sich  in 
einer  Geraden ;  ihrer  Polare  schneiden.  Beide  gehören  zu- 
sammen und  werden  in  dieser  Verbindung  durch  die  folgende 
Betrachtung  erhalten. 

Am  einfachsten  gelangen  wir  zur  besten  Form  der  die  In- 
volution betrefiPenden  Constructiouen  und  zugleich  zur  Quelle 
zahlreicher  wichtiger  Eigenschaften  der  Kegelschnitte  durch 
die  Verbindung  der  Lehre  von  der  involutorischen 
Centralcollineation  mit  den  vorigen  Betre^chtungen. 

In  einer  involutorischen  Centralcollineation  bilden  zwei 
Paare  entsprechende  Punkte  Aj  A\  B,  B'  auf  verschiedenen 
Strahlen  aus  dem  Oentrum  @  immer  ein  vollständiges  Viereck, 
von  dessen  Diagonalpunkten  zwei,  nämlich  AB'j  ÄB\  AB,  AB' 
in  der  Axe  der  Collineation  s  gelegen  sind^  der  dritte  im  Gen- 
trum 6.  Ebenso  bilden  zwei  Paare  entsprechende  Gerade 
a,  a\  hjV  in  ihr  aus  verschiedenen  Punkten  der  Axe  ein 
vollständiges  Vierseit,  von  dessen  Diagonalen  zwei,  nämlich 
ah\  äh\  aby  ab'  durch  das  Gentrum  der  Collineation  (S  hin- 
durchgehen, während  die  dritte  in  der  Axe  liegt.  Diese  Vier- 
ecke und  Vierseite  entsprechen  sich  selbst  in  der  involutori- 
schen Centralcollineation.  Man  findet  solche  Vierecke  und 
Vierseite  in  Fig.  64  a.  b.  c.  p.  151. 
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Geht  man  zu  drei  Paaren  entspreeliender  Elemente  Ay  A\ 
Bj  ff]  Cy  C  respective  öt,  «';  hy  l>\  c,  c  weiter,  so  erkennt 
mW;  dass  dieselben  stets  ein  PascaFsches  Sechseck  ^  mit  der 
Collineationsaxe  s  als  seiner  Pascal'schen  Linie,  respective  ein 
Brianchon'sches  Sechsseit  mit  6  als  seinem  Brianchon'schen 
Punkt  bilden.  Drei  solche  Elementenpaare  bestimmen 
also  einen  Kegelschnitt,  der  in  der  involutorischen 
Centralcollineation  sich  selbst  entspricht,  (l^^g.  64 
a.  b.  c.) 

Eine  Gerade  durch  das  Cen-  Durch  einen  Puukt  auf  der 

trum  6  schneidet  den  Kegel-  Äxe  s  gehen  zwei  Tangenten 

schnitt  in  zwei  Punkten  y .  die  au  den  Kegelschnitt,  die  durch 

durch    das   Centrum   und    die  den  nach  dem  Centrum  gehen- 

Axe    $    harmonisch    getrennt  den  Strahl  und  die  Axe  har- 

sind.  monisch  getrennt  sind. 

Wenn  unter  diesen  Geraden  Wenn  unter  diesen  Punkten 

zwei    Tangenten    des    Kegel-  zwei  Punkte  des  Kegelschnitts 

Schnitts  sind;  so  berühren  die-  siud,  so  gehen  die  zugehörigen 

selben  ihn  in  den  Punkten,  die  Tangenten  desselben  naoh  dem 

er  mit  der  Axe  s  gemein  hat.  Centrum  (S. 

Wir  nennen  das  Centrum  der  involutorischen 
Collineation  und  die  Axe  derselben  respective  Pol 
und  Polare  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt;  denn  man 
hat  sofort  die  Sätze: 

Jeder  Kegelschnitt    ist  Jeder  Kegelschnitt  ist 

für   jeden    Punkt    seiner  für   jede    Gerade    seiner 

Ebene    als    Centrum   mit  Ebene    als   Axe   mit   sich 

sich  selbst  in  involutori-  selbst  in  involutorischer 

scher  Centralcollineation.  Centralcollineation. 

Nach  §  26  ist  der  Kegelschnitt  Ellipse,  Parabel  oder  Hy- 
perbel, je  nachdem  die  Mittellinie  zwischen  Pol  und  Polare  — 
die  Vereinigung  der  Gegenaxen  der  involutorischen  Collinea- 
tion —  ihn  nicht  triffi,  berührt  oder  schneidet. 

(Vergl.  §  26  über  die  centrische  Collineation  zweier  be- 
liebigen Kegelschnitte  der  Ebene  und  das  Beispiel  über  die  Sym- 
metrie in  §  22.) 

Die  involutorischen  Punkt-  und  Tangenten  -  Systeme  für 
dieselben  sind  elliptisch,  parabolisch  oder  hyperbolisch,  je  nach- 
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Fig.  64. 
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dem  der  Pol  im  Innern ;  auf  oder  ausserhalb  des  Kegelschnittes 
gelegen  ist.    (§  20,  8;  21,  22.) 
Die    zugehörige    Collinea- 


tionsaxe  geht  durch  alle  nach- 
folgend bezeichneten  Punkte 
oder  ist  der  Ort  derselben  (Pig. 
64  a.  b.  c);  nämlich  der  Ort 
der  vierten  harmonischen  dem 
Centrum  conjugierten  Punkte 
zu  den  Punkten  A,  Ä\  B,  ß\  etc. 
des  Kegelschnittes  auf  jedem 
durch  das  Centrum  gehenden 
Strahl;  der  Ort  der  Schnitt- 
punkte der  Geraden,  welche 
jene  Paare  von  Punkten  kreuz- 
weis verbinden,  wie  Aß^  ÄB\ 
etc.;  femer  der  Ort  der  Schnitt- 
punkte von  ABy  AB' \  etc.  und 
der  Ort  der  Schnittpunkte  der 
Tangenten  a,  d\  etc.  des  Ke- 
gelschnittes in  den  entspre- 
chenden Punkten  wie  A^  A\ 
etc. 


Das  zugehörige  CoUineations- 
centrum  liegt  auf  allen  nach- 
folgend bezeichneten  Geraden 
oder  ist  die  Enveloppe  dersel- 
ben (Fig.  64  a.  b.  c.) ;  nämlich 
die  Enveloppe  der  vierten  har- 
monischen der  Axe  conjugier- 
ten Strahlen  zu  den  Tangenten 
Ä,  a\  by  b']  etc.  des  Kegel- 
schnittes ans  jedem  ^uf  der  Axe 
liegenden  Punkte;  die  Enve- 
loppe der  Verbindun^linien 
der  Punkte,  in  welchen  jene 
Paare  von  Tangenten  kreuz- 
weis sich  schneiden,  wie  a  b\  ä  b ; 
etc. ;  femer  die  Enveloppe  der 
Verbindungslinien  von  ab,  ab'-, 
etc.  und  die  der  Verbindungs- 
linien der  Berührungspunkte 
A,  A'\  etc.  in  entsprechenden 
Tangenten  a^  d\  etc. 


Darin  liegen  die  constructiven  Hilfsmittel  für  den  Ueb er- 
gang vom  Centrum  der  Involution  zur  Axe  derselben,  d.  i. 
vom  Pol  zur  Polare,  so  wie  für  den  umgekehrten  von 
der  Polare  zum  Pol.  Die  Gerade  durch  die  Halbierungs- 
punkte aller  der  Strecken  zwischen  Pol  und  Polare  auf  den 
verschiedenen  durch  den  Pol  gehenden  Strahlen  ist  —  als 
Vereinigung  der  Gegen  axen  der  involutorischen  Systeme  — 
der  Ort  der  freien  Ecken  aller  der  Parallelogramme,  welche 
die  vom  Pol  ausgehenden  Parallelen  entsprechender  Geraden- 
paare —  speciell  entsprechender  Tangentenpaare  des  Kegel- 
schnitts —  mit  diesen  selbst  bilden.  (§  20.)  Diese  Paare  der 
entsprechenden  Geraden  erzeugen  auf  der  durch  den  Pol  ge- 
zogenen Parallelen  zur  Polare  symmetrisch  gleiche  projectivische 
Reihen  F,  V  (Fig.  64  a.  b.  c),  die  den  Pol  zum  einen  und 
den  unendlich  fernen  Punkt  zum  andern  Doppelpunkt  haben. 
(§  20.;  3.    Vergl.  §  19.;  8.  sowie  §  40.) 
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Sonach  besitzt  eine  Involution  von  Punkten  A,  Ä\ 
B,B']..,  auf  einem  Kegelschnitt  nicht  nur  eine  Axe 
oder  Polare,  in  welcher  sich  die  Paare  der  Geraden 
Aß,AB\  AC\ÄC',  AB,ÄB^\  etc.  schneiden  (§29.),  son- 
dern auch  ein  Centrum  oder  einen  Pol,  in  welchem 
alle  Geraden  AA\  BB\  CC\  ...  convergieren.  Und 
eine  Involution  von  Tangenten  a,  a'\  b,  b'] ...  an  einem 
Kegelschnitt  besitzt  ausser  einem  Centrum  oder  Pol, 
in  welchem  die  Verbindungslinien  der  Punktepaare 
ab\ab]  ac,ac]  ab,  ab']  etc.  convergieren  (§29.),  auch 
eine  Axe  oder  Polare,  in  welcher  alle  die  Punkte 
aa\  bb'j  . . .  liegen. 

1)  Man  bestimme  die  gerade  Linie  von  einem  Punkte  S  nach 
dem  unzugäoglichen  Schnittpunkt  zweier  Geraden  ff  und  ff'  durch 
Punkte  ohne  Hilfe  des  Zirkels  (Fig.  65).  Man  zieht  durch  S  zwei 
Gerade  a,  a'  und  betrachtet  ff,  ff';  p.    g^ 

a^  a'   als    entsprechende    Paare  ^ 

einer  in volutorischen  Perspective ; 
sie  geben  @  als  Centrum  der- 
selben, damit  weitere  Paare  wie 
bj  b'  und  damit  neue  Punkte  ihrer 
Axe,  welche  durch  S  und  ^,  ff' 
gehen  muss.  (Vergl.  §  28.,  11; 
§  Ö7.,  1.) 

Nach  demselben  Principe,  je- 
doch nicht  mit  einer  involutori- 
gchen  CoUineation,  kann  man  auch  die  Verbindungslinie  der  unzu- 
gänglichen Schnittpunkte  von  zwei  Paaren  gerader  Linien  innerhalb 
des  ßlattes  bestimmen. 

2)  Man  bestimme  die  Polare  p  eines  Punktes  P  in  Bezug  auf 
denjenigen  Kegelschnitt,  welcher  durch  fQnf  andere  Punkte  1,  2, 

Fig.  66. 
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3,  4,  5  der  Ebene  bestimmt  ist  —  indem  man  (Fig.  66)  die  Ver- 
bindungslinien von  P  mit  zweien  jener  Punkte  (1,  5)  und  ihre 
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ferneren  Schnittpunkte  (6)  mit  dem  Kegelschnitt  benutzt.  Die  beiden 
stärkeren  vom  Punkte  (1,2;  4,  5)  ausgehenden  Geraden  sind  die 
bezüglichen  Pascal'schen  Linien.  Die  beiden  von  P  verschiedenen 
Diagonalpunkte  des  Vierecks  1665  bestimmen  die  Polare. 

Speciell,  wenn  der  Punkt  P  der  unendlich  ferne  Punkt  einer 
gegebenen  Geraden  ist,  wird  p  (§  34.,  l)  ein  Durchmesser  des 
Kegelschnittes. 

3)  Man  constrniere  den  Pol  P  einer  Geraden  p  in  Bezug  auf 
die  durch  ihre  Asymptoten  und  eine  andere  Tangente  bestimmte 
Hyperbel;  insbesondere  den  Pol  der  unendlich  entfernten  Geraden 
für  den  durch  fünf  Tangenten  bestimmten  Kegelschnitt.  Die  Con- 
struction  des  letzteren  in  Fig.  67   ist  dahin  izu  erklären,  dass  die 

Fig.  67. 


Tangenten  6,  6  aus  den  beiden  unendlich  fernen  Punkten  der  Tan- 
genten 1  und  5  mittelst  der  beiden  in  der  Geraden  (1,  2)  (4,  5) 
gelegenen  Brianchon'schen  Punkte  construiert  sind.  Der  im  End- 
lichen liegende  Diagonalpunkt  des  Parallelogramms  1665  ist  der 
Pol  der  unendlich  fernen  Geraden  oder  (§  34.,  2)  der  Mittelpunkt 
des  Kegelschnittes. 

4)  Die  Projectionen  P'  imd  p  des  Pols  P  und  der  Polare  p 
für  einen-  Kegelschnitt  K  sind  Pol  und  Polare  für  die  Projection 
des  Kegelschnittes  K\ 

5)  Man  soll  einen  Kegelschnitt  aus  einem  Pol  (S  und  seiner 
Polare  s  durch  drei  seiner  Punkte  A^  B,  C  resp.  drei  seiner  Tan- 
genten a^  j>,  c  bestimmen;  femer  ebenso  durch  zwei  Punkte  A,  B 
und  die  Tangente  a  des  einen  von  ihnen  resp.  durch  zwei  Tan- 
genten a,  b  und  den  Berührungspunkt  A  der  einen. 

Man  construiert  die  durdh  C  und  s  harmonisch  von  Ay  B^  C 
resp.  a^  by  c  getrennten  Elemente  A\  B\  C  resp.  a\  b\  c  und 
hat  damit  sechs  Elemente  des  Kegelschnittes ;  und  man  construiert 
die  durch  @  und  s  harmonisch  getrennten  zu  den  Elementen  A^  B^  a 
und  resp.  zu  a,  ft,  A^  also  A\  B\  a    und  a\  b\  A'  resp.,  was 
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wieder  je  sechs  Elemente  reprSaentiert.  Natttrlicb  kann  man  sich 
dazu  der  Mittellinie  qr  zwischen  6  und  s  und  der  Constrnctiona- 
weise  der  centriacben  Colli neation  bedienen. 

6)  Ein  Kegelschnitt  ist  aus  zwei  Polen  P,  und  Pj  and  ihren 
_  Polaren  /»,  und  Pj  dnrcb  einen  Punkt  A,  resp.  mit  einer  Tangente 
a  zu  zeichnen. 

Wenn  wir  den  Schnittpunkt  von  p,  und  p^  mit  P^  benennen, 
80  ist  die  Verbindungslinie  von  P^  mit  P-^  seine  Polare  p<^ ;  ebenso 
ist  die  Gerade  P^P^  die  Polare  p^  des  Punktes  PiPj  oder  P^  und 
die  Gerade  P^P^  oder  p^  die  Polare  des  Punktes  pjp,  oder  P^, 
Betrachten  wir  dann  jeden  dieser  Pole  als  Centrum  und  die  ent- 
sprechende Polare  als  Aze  einer  involutorischen  Centralcotlineation, 
in  der  der  gesuchte  Kegelschnitt  sich  selbst  entspricht,  so  erhalten 
wir  die  entsprechenden  Elemente  zu  A  resp,  a  in  diesen  fttnf  Col- 
lineationen  als  fünf  neue  Punkte  resp.  Tangenten  des  Kegelschnittes. 
(Vergl.  §  32,  U.) 

31.  Durch  daa  Vorige  siii<]  die  Mittel  zur  Behand- 
lung der  Probleme  Aber  die  inTolutoriBchen  BüBchel 
and  Reiben  gewonnen,  welche  denen  des  §  29.  analog  Binil. 
Wir  entwickeln  unter  den  Beispielen  besonders  die  wichtigen 
Anwendungen  der  Involution  rechter  Winkel  und  die 
Bestimmung  des  gemeinsamen  Paares  von  zwei  ver- 
einigten  Involutionen. 

1)  Zwei  Pnare  von  Punkten  einer  Geraden  t  oder  zwei  Paare 
von  Strahlen  eines  Punktes  7*,  welche  sich  entsprechen,  A^  A^; 
B,  Bf  oder  a,  o,;  b,  ft,  bestimmen  eine  Involution  von  Punkten 
oder  Strahlen.     Man  constrniert 

a)  fflr  einen  Kreis  f ,  welcher  t  berührt  —  respective  durch 
T  geht  —  das  System  involutorischer  Tangenten  aus  A,  A,\  B,  B,, 
nimlich  a,  a,;  ß,  ßf   (Fig.  68a.)  —  respective  das  System  invo- 


Intorischer  Punkte  auf  a,  a, ,  b,  &, ,  nSmlich  A,  Ay,  B,  B,  (Fig. 
68  b.)  —  und  zu  diesem  die  Polare  p  —  respective  den  Pol  jP; 
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b)  ein  Viereck  (Yierseit),  von  dessen  Gegenseiten(eck6n)paaren 
das  eine  durch  A,  A^  (in  a,  ^i)  das  andere  durch  B^  B^  (in  h^  b^) 
geht  (liegt).    (§  25.;  5-7.) 

Man  bestimme  zum  Punkte  C^  respective  Strahl  c,  den  ent- 
sprechenden Punkt  (7j  —  Strahl  c,  —  der  Involution ;  sowohl  nach 
a)  als  nach  b),  d.  h.  a)  nach  der  Bemerkung,  dass  yy^  auf  der  ' 
Polare j»  (Fig.  68  a.)  liegt,  respective  CC^  durch  den  Pol  P(Pig.  68  b.) 
geht;  und  b)  nach  der  andern,  dass  (7,  C^  im  dritten  Gegenseitenpaar 
liegen,  c^  c^  durch  das  dritte  Gegeneckenpaar  gehen. 

2)  Man  ermittele  die  Doppelpunkte  G^  H  einer  involutorischen 
Reihe  in  /  und  die  Doppelstrahlen  g^  h  eines  involutorischen  Bü- 
schels aus  T  —  mittelst  des  Pols  respective  der  Polare  der  Invo- 
lution in  1,  a).    (Fig.  68.) 

3)  Man  bestimme  die  durch  vier  feste  Punkte  gehenden  — 
oder  vier  feste  Gerade  berührenden  —  Kegelschnitte  mit  einer  ge- 
gebenen Geraden  als  Tangente  —  respective  durch  einen  gegebenen 
Punkt  (§  25,  2);  speciell  die  Parabeln  durch  vier  Punkte. 

Für  die  Identität  der  Constructionen  hier  und  in  §  29,  2  be- 
merke man :  Die  Pascal' sehe  Linie  am  Hilfskreis  dort  ist  die  Polare 
der  Involution  im  selben  Hilfskreis  hier;  und  analog  im  Falle  der 
Kegelschnitte  zu  vier  Tangenten  durch  einen  Punkt. 

4)  Wie  bestimmt  man  den  Centralpunkt  der  Involution  von 
Punkten  A^  A^y  B  ^  B^  in  der  Geraden  t  mittelst  des  Kreises  ? 

5)  Man  construiere  das  Paar  r,  Tj 
entsprechender  rechtwinkliger  Strah- 
len des  involutorischen  Strahlenbü- 
schels üf,  AT,,  b,b^  (§  20,  9)  Fig.  69 
und  zeige,  dass  sie  im  Fall  reeller 
Doppelstrahlen  die  von  diesem  ge- 
bildeten Winkel  halbieren. 

Wenn  die  Involution  elliptisch  ist 
—  wie  in  der  Figur  —  so  giebt  es 
ein  symmetrisches  Paar,  das  die 
Recht  winkelstrahlen  zu  den  Halbie- 
rungslinien seiner  Winkel  hat ;  seine 
Sehne  ist  die  Senkrechte  durch  P  zpr ' 
Geraden  MT.  (Vergl.  §  20,  9.)  Der  Scheitel  und  der  Pol  in 
einem  gegebenen  Hilfskreis  bestimmen  das  involutorische  Büschel, 
ebenso  der  Träger  /  und  die  Polare  p  im  Hilfskreis  K  die  involu- 
torische Reihe.    (Vergl.  §  29.) 

6)  Jede  Involution  von  Strahlen,  in  welcher  zwei  Paare  ent- 
sprechender Strahlen  rechte  Winkel  einschliessen ,  ist  eine  Invo- 
lution rechter  Winkel,  d.  h.  besteht  aus  lauter  rechtwinkligen 
Paaren. 

7)  Die  über  den  drei  Diagonalen  eines  vollständigen 
Vierseits  als  Durchmesser  beschriebenen  Kreise  gehen 


Fig.  69. 
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dnrch  dieselben  zwei  Punkte.  Denn  die  Involution  von  drei 
Strablenpaaren  aus  einem  Schnittpunkt  von  zweien  dieser  Kreise 
nach  den  Gegeneckenpaaren  enth&lt  zwei,  also  lauter  Rechtwinkel- 
paare.    Die  Mittelpunkte  liegen  in  einer  Geraden. 

Alles  dies  überträgt  sich  auf  eine  Kegelschnittschaar :  Die  Kreise 
der  Punkte  rechtwinkliger  Tangentenpaare  für  die  Kegelschnitte 
einer  Schaar  bilden  ein  Büschel.  Man  construiert  sofort  den  be- 
.sagten  Kreis  für  den  durch  fünf  Tangenten  etc.  gegebenen  Kegel- 
schniU  durch  Punktepaare.  Die  Tangenten  2345  geben  ein  Paar 
/,  I^  und  die  Mittelpunktslinie  7,  die  Tangenten  1345  ein  Paar 
77,  II*  und  die  Mittelpunktslinie  ^;  der  Schnitt  dieser  Geraden 
1  und  2  ist  der  Mittelpunkt  des  Orthogonal-Kreises  und  natürlich 
des  Kegelschnittes.  Auch  wenn  eines  der  Punktepaare  nicht  reell 
ist,  wirc]^  der  Kreis  so  bestimmt. 

Zugleich  hat  man  den  Satz:  Für  die  fünf  Yierseite  aus  fünf 
Geraden  gehen  die  Verbindungslinien  der  Mittelpunkte  der  Diago- 
nalen durch  einen  Punkt;  etc.  Für  vier  Gerade  1234  mit  der 
unendlich  fernen  als  der  fünften  erhält  man  die  Parabel  und  den 
Satz :  Die  Höhenschnittpunkte  der  vier  aus  vier  Geraden  entstehen- 
den Dreiseite  liegen  in  der  Directrix  der  von  ihnen  berührten  Pa- 
rabel.    Wie  für  drei  Gerade  und  die  zugehörige  Parabelschaar? 

8)  Alle  Bechtwinkel-Involutionen  sind  einander 
gleich;  wir  legen  daher,  sofern  sie  derselben  Ebene  angehören, 
ihren  nicht  reellen  Doppelstrahlen,  die  nach  den  Schnittpunkten 
des  Hilfskreises  mit  der  unendlich  fernen  Geraden  als  der  Polare 
der  Involution  gehen,  einerlei  feste  Richtungen  bei;  d.  h.  alle 
Kreise  derselben  £bene  gehen  durch  zwei  feste  nicht 
reelle  Punkte  /j,  J^  in  der  unendlich  fernen  Geraden. 
Wir  nennen  sie  die  Kreispunkte  der  Ebene. 

9)  Weil  sie  durch  den  Begriff  Kreis  bestimmt  sind,  so  lässt 
sich  durch  drei  Punkte  nur  ein  Kreis  legen;  es  ist  ein  durch 
fünf  Punkte  definierter  Kegelschnitt. 

Die  centrale  Projection  der  Involution  rechter  Winkel  mit  ihrem 
Hilfskreis  ist  eine  allgemeine  Involution  ohne  reelle  Doppelstrahlen 
mit  ihrem  Pol  und  ihrer  Polare  in  einem  Hilfskegelsohnitt. 

10)  Die  Doppelstrahlen  gleichwinkliger  Büschel  von  einerlei 
Scheitel  und  von  gleichem  Sinn  gehen  nach  den  Kreispunkten  der 
Ebene.  (Yergl.  9  und  die  Construction  in  §  29,  8.)  Man  con- 
struiere  gleichwinklige  Büschel  von  einerlei  Sinn  aus  den  Scheiteln 
und  Anfangsstrahlen  mit  Hilfe  eines  Kreises  durch  den  Scheitel  des 
einen. 

Winkel  von  einerlei  Halbierungslinien  oder  entsprechende  Strah- 
len concentrischer  gleichwinkliger  Büschel  von  entgegengesetztem 
Sinn  bilden  eine  symmetrische  Involution  (§  22;  b.),  welche  jene 
zu  ihren  Doppelstrahlen  hat;  der  Pol  derselben  im  Hilfskreis  ist 
unendlich  fem ,  die  Polare  ein  Durchmesser.    Ihre  Centralprojection 
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ist  eine  allgemeine  Involution  mit  reellen  Doppelstrahlen.  Man 
construiert  daher  gleichwinklige  Büschel  von  entgegengesetztem 
Sinn  aus  den  Scheiteln  und  Anfangsstrahlen  mittelst  eines  Hilfs- 
kreises durch  einen  der  Scheitel. 

11)  Nach  dem  Vorigen  ist  in  der  Punktreihe  die  symmetrische 
Involution  (wo  der  eine  Doppelpunkt  unendlich  fem  und  der  andere 
die  Mitte  aller  ihrer  Paare  ist),  und  in  dem  Strahlen-  und  Ebenen- 
Büschel  die  symmetrische  Involution  (mit  rechtwinkligen  Doppel- 
strahlen resp.  Doppelebenen)  und  die  Bechtwinkel-Involution  aus- 
gezeichnet; und  man  darf  erwarten,  dass  durch  Schnitt-  oder 
Schein-Bildung  jede  gegebene  elliptische  Involution  in 
eine  rechtwinklige  und  jede  hyperbolische  in  eine  sym- 
metrische übergeführt  werden  könne.  Von  den  beiden  in 
dieser  Bezeichnung  hervortretenden  Hauptaufgaben  ist  di%  erste  be- 
stimmt, während  die  zweite  einfach  unendlich  viele  Auflösungen 
gestattet,  wie  sich  dies  durch  folgende  Betrachtung  ergiebt.  Sind 
^,  h  die  Doppelstrahlen  der  gegebenen  hyperbolischen  Strahlen- 
Involution  ,  so  ist  die  Schnittlinie  s  von  zwei  zu  einander  normalen 
Ebenen,  deren  eine  durch  g  und  die  andere  durch  h  geht,  immer 
die  Scheitelkante  einer  symmetrischen  Ebenen-Involution,  die  durch 
die  gegebene  hindurch  geht;  die  Gesammtheit  solcher  Scheitel- 
kanten bildet  also  nach  §  11,  5.  die  Mantellinien  eines  Kegels  K»^^ 
der  von  jeder  zu  g  oder  h  normalen  Ebene  in  einem  Kreise  über 
den  Schnitten  derselben  mit  g  und  h  als  Endpunkten  eines  Durch- 
messers geschnitten  wird.  Und  wenn  die  hyperbolische  Ebenen- 
Involution  durch  ihre  Doppel-Ebenen  G,  H  gegeben  ist,  so  schneidet 
jede  Ebene,  die  mit  diesen  ein  rechtwinkliges  Strahlenpaar  be- 
stimmt, aus  ihr  ein  symmetrisch-involutorisches  Büschel;  d.  h.  die 
Gesammtheit  aller  durch  einen  Punkt  von  G,  H  gehenden  Ebenen 
dieser  Art  bildet  die  Tangentialebenen  eines  Kegels  (§  28,  7)  A"^, 
der  die  Ebenen  G,  H  in  den  Schenkeln  des  von  ihnen  gebildeten 
Linien  Winkels 'berührt.  Man  kann  somit  im  ersten  Falle  noch  die 
Orthogonalprojection  der  Scheitelkante  innerhalb  des  spitzen  Winkels 
gh  willkürlich  wählen  und  dann  den  Neigungswinkel  ß  derselben 
gegen  die  Ebene  gh  finden;  ebenso  im  zweiten  Falle  die  Spur 
der  Schnittebene  im  Normalschnitt  des  Ebenenbüschels ,  so  dass  sie 
mit  den  Spuren  von  G,  H  ein  stumpfwinkliges  Dreieck  bildet,  mit 
nachheriger  Bestimmung  ihres  Neigungswinkels  et  gegen  jenen.  Man 
erhält  z.  B.  den  letzteren  aus  der  Spur  s  im  Noi*malschnitt  g^  h  für 
G  2^B  s^  g  und  /^  als  5,  A,  sowie  T  als  g^  hy  indem  man  vom 
Endpunkt  (T)  der  Senkrechten  TT'  durch  J  zu  5  im  Kreis  über 
GH  als  Durchmesser  die  Tangente  {T)A  an  den  mit  dieser  Senk- 
rechten um  7"  beschriebenen  Kreis  zieht;  iTT'A  ist  gleich  a. 

Die  Aufgabe ,  aus  einer  hyperbolischen  Strahlen-  oder  Ebenen- 
Involution  eine  symmetrische  Eeihe  zu  schneiden,  ist  gleichfalls 
unbestimmt;  alle  Transversalen  in  der  Ebene  des  StrahlcDbüschels, 
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welche  entweder  zu  g  oder  zu  h  parallel  sind,  lösen  die  erste; 
alle  Geraden  im  Baum,  welche  zu  G  oder  zu  H  parallel  sind, 
liefern  Lösungen  der  zweiten.  Man  kann  die  verlangte  symmetrische 
Eeihe  durch  weitere  Bedingungen  bestimmen. 

Endlich  gehören  zu  einer  gegebenen  hyperbolischen  Punkt- 
Involution  ,  die  wir  durch  ihre  Doppelpunkte  G^  H  geben,  die  Punkte 
der  über  G  ff  als  Durchmesser  gebildeten  Eugelfläche  als  Scheitel 
symmetrisch  involutorischer  Büschel  und  die  in  Normalebenen  zu 
Gif  gelegenen  Tangenten  dieser  Kugel  als  Scheitelkanten  symme- 
trisch involutorischer  Ebenenbüschel. 

Die  Auflösung  der  bestimmten  Probleme  von  den  elliptischen 
und  Bechtwinkel-Involutionen  knüpft  sich  hieran. 

12)  Eine  elliptische  Involution  kann  durch  ihr  symmetrisches 
Paar  und  ihren  Centralpunkt  bestimmt  werden  (6  oben),  wezm  sie 
eine  Reihe  ist,  durch  ihr  symmetrisches  Paar  und  ihr  Bechtwinkel- 
paar,  wenn  ein  Büschel;  oder  in  allgemeiner  Form  durch  zwei  sich 
trennende  Paare. 

Denken  wir  zunächst  die  Beihe  mit  dem  Centralpunkt  M  und 
dem  symmetrischen  Paar  ® ,  @] ,  so  ergeben  sich  nach  dem  Schluss 
von  11)  die  Scheitel  rechtwinklig  involutorischer  Strahlenbüschel 
imd  die  Scheitelkanten  rechtwinklig  involutorischer  Ebenenbüschel 
über  dieser  Punkt- Involution  als  die  Punkte  und  Tangenten  des 
Kreises ,  in  welchem  die  Normalebene  durch  Jü  zu  (S  (2|  die  Kugel 
mit  ®,  @|  als  Enden  eines  Durchmessers  durchschneidet;  denn  sie 
müssen  mit  M  und  der  Richtung  von  @(2j  ebenso  wie  mit  @  und 
@i  je  ein  Paar  rechtwinkliger  Strahlen  resp.  Ebenen  bestimmen. 
(Vergl.  §  (36^).) 

13)  Wie  in  12}  mit  zwei  Kugeln,  oder  Ebene  und  Kugel,  so 
haben  wir  es  mit  zwei  Kegeln  ATj,  resp.  K^  (11)  etc.  zu  thun,  wenn 
es  sich  um  die  Rechtwinkel  -  Involutionen  von  Ebenen  durch  ein 
elliptisch -involutorisches  Strahlenbüschel  vom  Scheitel  T  und  um 
die  rechtwinkligen  Strahlenbüschel  aus  einer  elliptischen  Ebenen- 
Involution  von  der  Scheitelkante  t  handelt.  Im  ersten  Falle  ent- 
springen aus  zwei  beliebigen  Paaren  x,  x^ ;  y,  y^  zwei  Kegel  (§11,  6.) 
-^2  1  ^\'t  d^ren  gemeinsame  Mantellinien  das  Problem  lösen;  für 
das  Rechtwinkelpaar  r,  r^  als  y,  y^  erhält  man  statt  des  Kegels 
Kl  das  Paar  der  Normalebenen  zu  rr^  durch  r,  resp.  r, ;  die  durch 
x^  x^  gehenden  und  zu  einander  normalen  Ebenen,  die  sich  in 
einer  diesen  beiden  Ebenen  schneiden,  liefern  die  fraglichen  Scheitel- 
kanten. Ist  r  die  Halbierungslinie  des  spitzen  Winkels  vom  sym- 
metrischen Paar  <;,  a|,  so  dient  ein  Kreisschnitt  des  Kegels  K^ 
zur  Bestimmung;  man  zieht  die  Normale  @@|  zu  (f  zwischen  c 
und  tf),  zeichnet  die  Ordinate  ihres  Schnittes  T'  mit  r  im  Kreis 
über  @@]  als  Durchmesser  und  bildet  aus  ihr  und  TT'  als  Ka- 
theten das  rechtwinklige  Dreieck,  um  in  seinem  Winkel  bei  T 
den  Neigungswinkel  ß    der  gesuchten  Scheitelkante    zu    erhalten. 
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Welche    Beziehung    besteht    zwischen    dem    Winkel    ß    und    dem 
Winkel  rff? 

Im  zweiten  Falle  bilden  wir  für  das  rechtwinklige  Paar  der 
elliptischen  Ebenen  -  Involution  an  einem  beliebigen  Punkte  der 
Scheitelkante  /  den  Kegel  Ä'^,  die  Schnittlinien  des  Paares  mit  der 
Normalebene  zu  t  und  legen  durch  sie  die  Tangentialebenen  an  den 
Kegel  A'*,  der  aus  dem  symmetrischen  Ebenenpaar  entspringt;  oder 
nach  der  offenbaren  Symmetrie  derselben  gegen  die  Normalschnitt- 
ebene durch  ihre  Schnittlinie:  Wir  ziehen  im  Normalschnitt  die  zu 
einem  Bechtwinkelstrahl  parallele  Gerade  zwischen  den  Schenkeln 
des  vom  symmetrischen  Paar  gebildeten  stumpfen  Winkels  und  be- 
schreiben über  ihr  als  Durchmesser  den  Kreis;  seine  zu  jenem  pa- 
rallele Halbsehne  durch  den  Scheitel  des  NormalschnittbQschels  giebt 
die  Höhe ,  in  welcher  der  Scheitel  des  rechtwinklig  involutorischen 
Schnittes  über  oder  unter  dem  betrachteten  Normalschnitt  liegt. 
Für  €c  als  den  Winkel  zwischen  beiden  Ebenen  und  <s  als  den  halben 
stumpfen  Winkel  des  symmetrischen  Paares  hat  man  cos  or  sr=  cotan  a. 
Man  vergleiche  die  Constructionen  beider  Probleme  für  das  näm- 
liche o  mit  einander  und  mit  dieser  Relation  die  von  §  (7). 

14)  Man  construiere  eine  Involution  von  Strahlen  aus  den 
Doppel  -  Elementen ;  speciell  eine  involutorische  Reihe  aus  einem 
Paare  und  dem  Centralpunkt;  etc. 

15)  Zwei  Involutionen  in  derselben  Geraden  oder 
um  denselben  Punkt  haben  im  Allgemeinen  ein  gemein- 
schaftliches Paar  von  Elementen.  Dasselbe  ist  nur  dann  nicht 
reell,  wenn  beide  Involutionen  Doppelelemente  haben  und  diese 
sich  trennen.  Man  bestimme  es,  wenn  die  Doppel -Elemente  der 
Involution  gegeben  sind.  Wenn  ein  Doppel-Element  der  ersten 
Involution  mit  einem  der  zweiten  zusammenfällt,  so  ist  in  diesem 
auch  das  gemeinsame  Paar  vereinigt.  Man  findet  damit  den  Kegel- 
schnitt, der  durch  vier  gegebene  Punkte  geht  und  ein  gegebenes 
Segment  harmonisch  theilt. 

Man  bestimme  ein  Elementenpaar,  das  zu  zwei  gegebenen  Ele- 
menten desselben  Trägers  harmonisch  conjugiert  und  zu  einem  dritten 
symmetrisch  gelegen  ist;  es  giebt  also  insbesondere  in  einer  Invo- 
lution im  Allgemeinen  ein  Paar ,  welches  Diit  zwei  Elementen  des- 
selben Trägers  (gleichviel  ob  Paar  oder  nicht)  eine  harmonische 
Gruppe  bildet.  Man  findet  sie  im  Falle  des  Büschels,  wenn  man 
dasselbe  so  wie  jene  Elemente  auf  einen  Hilfskreis  überträgt,  mit- 
telst der  Sehne  durch  den  Pol  der  Involution ,  die  den  Schnittpunkt 
der  Tangenten  des  Hilfskreises  für  diese  Elemente  enthält.  Sie 
sind  also  stets  reell,  wenn  die  Involution  elliptisch  ist,  und  für 
das  Elementenpaar  als  Paar  der  Involution  selbst  nie  reell,  wenn 
sie  hyperbolisch  ist;  sie  sind  dagegen  für  das  Elementenpaar  als 
nicht  zur  Involution  gehörig  reell,  so  lange  es  durch  das  Paar  der 
Doppelelemente  nicht  getrennt  wird. 
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Mit  Hilfe  dieses  zu  zwei  Elementen  desselben  Trägers  harmo- 
nischen Paares  ein^  Involution  löst  man  die  Aufgabe,  zwei  invo- 
lutorische  Büschel  durch  eine  Gerade  zu  schneiden, 
resp.  zwei  involutorische  Reihen  aus  einem  Punkte  zu 
projicieren,  so  dass  die  entsprechenden  Involutionen 
identisch  sind.  Denn  für  zwei  Büschel  T,  T'  ist  zunächst  der 
Schnittpunkt  der  Strahlen  Xi,  y{^  die  dem  gemeinsamen  Strahl  xy 
entsprechen,  ein  Punkt  der  zu  suchenden  Transversale;  einen  zweiten 
erhält  man  im  Schnittpunkt  zweier  Strahlen  von  T,  T\  welche  den 
zu  xx^y  y'y(  respective  harmonischen  Paaren*  von  T,  T'  angehören; 
diese  zwei  Strahlenpaare  bilden  ein  vollständiges  Yierseit  dessen 
von  TT'  verschiedene  Diagonalen  die  beiden  Lagen  der  Transver- 
salen liefern,  welche  sich  in  jenem  Punkte  x^y^  durchschneiden. 
Es  ist  eine  Combination  der  Linealconstruction  mit  der  Benutzung 
des  Hilfskreises. 

Die  Lösungen  sind  nur  für  elliptische  Involutionen  reell.  Man 
führe  sie  für  zwei  gegebene  involutorische  Reihen  aus. 

16)  Man  construiere  diejenigen  Kegelschnitte  von  zwei  Büscheln 
(§  25.;  2.)  ABCD,  A*B*C*D*,  welche  sich  in  der  Geraden  t 
ihrer  Ebene  durchschneiden ;  ebenso  diejenigen  Kegelschnitte  zweier 
Schaaren  (ibid.)  abcd,  a*b*c*d*^  welche  die  nämlichen  Tangenten 
aus  einem  Punkte  T  ihrer  Ebene  haben.  Speciell  die  Hyperbeln 
mit  parallelen  Asymptoten,  etc. 

Man  coifttruiere  die  Schnittpunkte  einer  Geraden  ff  mit  dem 
durch  fünf  Punkte  ABC  DE  bestimmten  Kegelschnitt  als  gemein- 
sames Paar  der  durch  die  Vierecke  ABCD  und  ABCE  auf  g  be- 
stimmten Involutionen.  Der  Schnittpunkt  der  Polaren  beider  In- 
volutionen im  berührenden  Hilfskreis  ist  der  Brianchonpunkt  der 
projecti vischen  Tangentensysteme  an  demselben  nach  §  29,  Fig.  61; 
die  Constructionen  sind  also  identisch. 

17)  Alle  Hyperbeln  mit  denselben  Asymptoten  bestimmen  in 
einer  beliebigen  Geraden  Punktepaare  einer  symmetrischen  Involu- 
tion, in  welcher  die  Schnittpunkte  mit  den  Asymptoten  ein  Paar 
bilden.  Die  Centralprojection  der  Figur  liefert  einen  allgemeinen 
Satz,  der  auch  direct  evident  ist  als  Folge  des  Satzes  Über  ein 
Büschel  von  Kegelschnitten ,  das  eingeschriebene  Viereck  und  eine 
Transversale  in  §  25.,  2.  4. 

Man  construiert  nach  dem  vorigen  speciellen  Satze  eine  Hy- 
perbel aus  den  Asymptoten  und  einem  ihrer  Punkte  —  mittelst 
der  Segmente  in  den  Strahlen  durch  diesen. 

18)  Man  construiere  zu  zwei  vereinigten  projecti- 
vischen  Gebilden  erster  Stufe,  z.  B.  zu  zwei  Strahlenbüscheln, 
die  Involution,  welche  dieselben  Doppelelemente  mit 
ihnen  hat.  Denken  wir  die  Projectivität  nach  §  29  durch  ein 
Paar  x,  x  und  die  Pascal-Linie  p  im  Hilfskreis  K  gegeben ,  so  ist 
offenbar  diese  zugleich  die  Polare  der  gesuchten  Involution.     Um 
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aber  zwei  Paare  dieser  Involution  zu  ermitteln,  betrachte  man  x 
als  y  und  construiere  mittelst  der  Pascal -Linie  p  den  Strahl  y\ 
also  in  analoger  Bezeichnung  zu  Fig.  55  mittelst  der  Geraden  X  Y' 
und  der  Tangente  X'Y  von  K^  die  jene  auf  p  in  Z"  schneidet; 
man  construiert  zu  xy  den  harmonisch  conjugierten  z  in  Bezug 
auf  X  und  y\  indem  man  von  Z''  die  zweite  Tangente  zu  £C  zieht 
und  ihren  Berührungspunkt  mit  dem  Scheitel  T  verbindet;  endlich 
durch  ZV  und  Z^F,  die  sich  in  p  schneiden,  den  entsprechenden 
Strahl  z\  Dann  sind  ^,  z'  und  y\  z  die  gewünschten  Paare  der 
Involution,  weil  YZ^  Y'Z  und  YY^ZZ  zwei  Punkte  ihrer  Polare 
p  sind.  Man  führe  die  Construction  für  vereinigte  projectivische 
Reihen  durch,  die  durch  die  Oegenpunkte  (f^  R  und  ein  Paar  A^  Ä 
gegeben  sind.  Man  specialisiere  sie  für  X  als  Q  und  Y'  als  R\  etc. 
Dies  sind  die  wichtigsten  speciellen  Formen  der  Construction.  Im 
Allgemeinen  ist  die  Construction  unbestimmt,  die  Pascarsche  Linie 
als  Polare  der  Involution  liefert  durch  ihren  Pol  im  Hilfskreis  den 
Pol  der  Involution,  mit  Hilfe  dessen  man  sofort  auch  ihre  sym- 
metrisch harmonische  Darstellung  findet,  etc. 

32.  Die  Coiistructionen  des  §  30.  für  den  Uebergang  vom 
Pol  zur  Polare  und  umgekehrt  enthalten  eine  Reihe  wichtiger 
Sätze  für  die  ebenen  involutorisch  coUinearen  Sy- 
steme. 

a)  In  jedem  einem  Kegel-  In  jedem  einen»  Kegelschnitt 
schnitt  eingeschriebenen  Vier-  umgeschriebenen  Yierseit  ist 
eck  ist  die  gerade  Verbindungs-  der  Durchschnittspunkt  von 
linie  von  zwei  Diagonalpunk-  zweien  seiner  Diagonalen  (§16.; 
ten  (§  16. ;  13.)  die  Polare  des  13.)  der  Pol  der  dritten  Dia- 
dritten Diagonalpunktes  in  Be-  gonal  ein  Bezug  auf  den  Kegel- 
zug auf  den  Kegelschnitt.  schnitt. 

Man  nennt  die  Diagonal-  Man  nennt  die  Diagonalen 
punkte  ein  Tripel  harmo-  ein  Tripel  harmonischer 
nischer  Pole  in  Bezug  auf  Polaren  in  Bezug  auf  den 
den  Kegelschnitt.  Kegelschnitt. 

Die  von  solchen  Tripeln  gebildeten  Dreiecke  und  Drei- 
seite heissen  auch  sich  selbst  conjugiert  in  Bezug  auf 
den  Kegelschnitt.  Zwei  Kegelschnitte  mit  vier  reellen  ge- 
meinsamen Punkten  oder  Tangenten  haben  ein  gemeinsames 
Tripel  harmonischer  Pole  und  Polaren. 

b)  Die  Polaren  aller  Punkte  Die  Pole  aller  Geraden  aus 
einer  Geraden  p  in  Bezug  auf  einem  Punkte  P  in  Bezug  auf 
einen  Kegelschnitt  gehen  durch  einen  Kegelschnitt  liegen  in 
den  Pol  P  dieser  Geraden.  der  Polare  p  dieses  Punktes. 
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Die  Reihe  der  Pole  in  der  Polare  und  das  Büschel  der 
entsprechenden  Polaren  aus  dem  Pol  sind  projectivisch;  jene 
bestimmen  mit  dem  Pol  ein  Büschel ,  dessen  Strahlen  denen 
des  Büschels  der  Polaren  projectivisch  und  involutorisch  d.  i. 
vertauschungsfahig  entsprechen;  diese  bestimmen  mit  der  Po- 
lare eine  Reihe ,  deren  Punkte  den  Polen  projectivisch  und 
involutorisch  entsprechen  d.  h.: 

c)  Alle  Strahlen  eines  ebenen         Alle    Punkte    einer    gerad- 
Strahlenbüschels  ordnen    sich     linigen  Reihe  ordnen   sich   in. 


in  Bezug  auf  einen  festen  Ke- 
gelschnitt seiner  Ebene  so  in 
Paare  y  dass  die  eine  Gerade 
jedes  Paares  den  Pol  der  an- 
dern in  Bezug  auf  denselben 
enthält. 

Diese  Paare  bilden  eine  In- 
volution, die  Involution  har- 
monischer Polaren  um  den 
betrachteten  Punkt. 

Sind  Oy  a'  zwei  Tangenten 
mit  entsprechenden  Berüh- 
rungspunkten, also  aus  einem 
Punkt  von  s,  so  giebt  jedes 
andere  Paar  XjX  in  den  Ver- 
bindungslinien .  von  aXf  ax 
und  ax'f  ax  zwei  verkehrt  auf 
einander  fallende  Strahlen  aus 
^,  d.  h.  ein  Pa,pr  der  Involution. 

Die  Doppelstrahlen  dersel- 
ben sind  die  Tangenten  des 
Kegelschnitts  aus  dem  Punkte. 


Bezug  auf  einen  festen  Kegel- 
schnitt ihrer  Ebene  so  in  Paare, 
dass  der  eine  Punkt  jedes 
Paares  in  der  Polare  des  an- 
dern in  Bezug  auf  denselben 
liegt. 

Diese  Paare  bilden  eine  In- 
volution, die  Involution  har- 
monischer Pole  in  der  be- 
trachteten Geraden. 

Sind  A,  Ä  zwei  Punkte  mit 
entsprechenden  Tangenten, 
also  auf  einem  Strahl  aus  (S, 
so  giebt  jedes  andere  Paar  X^ 
X'  in  den  Schnittpunkten  von 
ÄXy  ÄX'  und  AX\  ÄX  zwei 
verkehrt  auf  einander  fallende 
Punkte  in  s,  d.  h.  ein  Paar 
der  Involution. 

Die  Doppelpunkte  derselben 
sind  die  Schnittpunkte  des  Ke- 
gelschnitts mit  der  Geraden. 


Die  Involution  harmonischer  Polaren  um  einen 
Punkt  und  die  Involution  harmonischer  Pole  auf  der 
Polare  dieses  Punktes  sind  perspectivisch. 

Diese  wichtigen  Sätze  lassen  sich  auch  direct  aus  der 
Erzeugung  der  Kegelschnitte  durch  projectivische 
Gebilde  erster  Stufe  ableiten.  Denn  nach  §  20.,  14.  be- 
stimmt jeder  Punkt  mit  zwei  projectivischen  Reihen,  deren 
perspectivische  Axe  ihn  enthält,  projectivische  Büschel  in  In- 

11» 


164 


I.  Methodenlehre:  B)  Die  Kegelschnitte.    32. 


yolution,  und  jede  Gerade  schneidet  aus  zwei  projectivischen 
Büscheln,  deren  perspectivisches  Centrum  auf  ihr  liegt,  zwei 
projectivische  Reihen  in  Involution.  Wir  verbinden  hier  nur 
diese  Bemerkung  mit  der  Betrachtung  des  aus  den  projectivi- 
schen  Reihen  resp.  Büscheln  erzeugten  Kegelschnitts;  die  Punkte 
V y  TT*  etc.  resp.  die  Geraden  u^  u*  etc.  a.  a.  0.  gehören  dem 
Kegelschnitt  an.  Wenn  man  also  durch  den  Punkt  P  eine 
Gerade  zieht,  die  den  Kegelschnitt  zweimal  schneidet  und  aus 
demselben  Punkte  die  ihn  erzeugenden  projectivischen  Reihen 
in  den  Tangenten  der  Schnittpunkte  projiciert,  so  entsteht 
hierdurch  ein  involutorisches  Büschel;  und  wenn  P  ausserhalb 
des  Kegelschnittes  liegt,  so  ist  die  Unabhängigkeit  dieser  In- 
volution von  der  Wahl  der  Transversale  aus  P  schon  durch 
die  harmonische  Relation  ihrer  Paare  zu  den  Tangenten  aus'P 

Fig.  70. 


jD 


<^-- 


evident.  Ebenso  für  die  Involution  in  der  Geraden  p,  falls 
diese  den  Kegelschnitt  schneidet;  man  wählt  auf  ihr  einen 
Punkt  von  welchem  aus  zwei  Tangenten  an  dei^  Kegelschnitt 
gehen  und  denkt  den  Kegelschnitt  durch  die  Strahlenbüschel 
erzeugt,  die  die  Berührungspunkte  derselben  zu  Scheiteln 
haben ;  jedes  Paar  entsprechender  Strahlen  derselben  bestimmt 
in  p  ein  Paar  der  Involution  und  nach  der  harmonischen  Tren- 
nung jedes  Paares  durch  die  Schnittpunkte  von  p  mit  dem  Kegel* 
schnitt  ist  die  Involution  von  der  Wahl  des  Anfangspunktes  der 
Construction  in  p  unabhängig.  Demnach  sind  dies  die  Involu- 
tionen harmonischer  Polaren  aus  P  und  harmonischer  Pole  auf  p. 
Dieselbe  Unabhängigkeit  beweist  man  aber  auch  im  andern 
Falle,  dem  Falle  nicht  reeller  Doppelelemente,  sehr  einfach; 
z.  B.  für  den  innerhalb  des  Kegelschnitts  liegenden  Pol  P  wie 
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folgt.  Zieht  man  (Fig.  70)  durch  i'zwei  Gerade,  die  den  Kegel- 
schnitt in  i^,,  (7|  und  in  B^y  i>,  respective  schneiden,  und  bezeichnet 
man  die  Schnittpunkte  von  A^B^,  C^B^  mit  J^,  von  A^B^,  B^C^ 
mit  Z|  y  die  Schnittpunkte  der  entsprechenden  Tangentenpaare 
a,  c  und  hy  d  respective  durch  Ä  und  Z,  so  liegen  diese  vier 
Punkte  Äy  Z,  Yy  Y^  in  einer  Geraden  p.  (§  27.,  2.)  ßezeiphnet 
man  die  Ecken  des  Yierseits  der  Tangenten  ah  cd  aber  durch 
Ay  By  Cy  Dy  SO  ist  unter  Benutzung  der  Transversale  AyCy^  die 
Involution  durch  die  Paare  PA^C^^  PX  oder  Xy  a:,  und  PAC, 
PBB  oder  y,  y,  bestimmt;  für  B^B^  aber  durch  PB^B^  und 
PZ  oder  z,  z^  und  y,  y^  bestimmt. 

Aber  diese  Paare  gehören  zur  nämlichen  Involution.  Denn 
im  eingeschriebenen  Viereck  A^B^C^B^  ist  PYY^  das  Dreieck 
der  Diagonal  punkte  und  am  Scheitel  P  folglich  {xzyy^)  =  —  1. 
Zugleich  ist  im  umgeschriebenen  Yierseit  abcd  pyy^  das  Dia- 
gonal -  Dreiseit  und  man  erhalt  somit  wegen 

{XZYY^)  =  —  1  auch  {x^z^y^y)  =  —  1  =  {xzyy^), 
d.  h.  die  drei  Paare  Xy  x^ ;  y,  y^ ;  z,  z^  gehören  zur  nämlichen 
Involution.  Geht  man  aber  in  derselben  Figur  von  den  Punk- 
ten Ä  und  Z  in  p  aus,  so  werden  für  X^  und  Z^  als  Schnitte 
von  p  mit  A^  (7,  und  B^  B^  Xy  X^  und  Y^  Y^  Paare  der  ersten 
und  Zy  Z, ;  Yy  Y^  solche  der  zweiten  Involution,  d.  h.  die  In- 
volution harmonischer  Pole  in  p  ist  perspectivisch  zur  Invo- 
lution harmonischer  Polaren  um  P.  Auch  sind  P  und  p  in 
allen  Strahlen  aus  P  durch  die  Punkte  und  an  allen  Punkten 
von  p  durch  die  Tangenten  des  Kegelschnitts  harmonisch  ge- 
trennt; kurz,  P  ist  der  Po}  der  Involution  von  Punkten  und  p 
die  Polare  der  zugehörigen  Involution  von  Tangenten  im 
Kegelschnitt  Die  Geraden  vom  Paare  Y,  Y^  nach  einem  Punkte 
Bx  des  Kegelschnitts  schneiden  ihn  noch  in  Punkten  A^y  C^ 
einer  durch  P  gehenden  Sehne.  Die  Punkte  im  Paare  y,  y^  auf 
einer  Tangente  d  des  Kegelschnitts  liegen  noch  in  Tangenten 
üy  c  desselben  aus  einem  Punkte  in  p.  Oder  miteinem 
Tripel  harmonischer  Pole  bestimmt  jeder  Punkt  des 
Kegelschnittes  drei  ihm  eingeschriebene  Dreiecke, 
deren  Seiten  durch  jene  gehen.  Sie  haben  paarweise  noch  eine 
Ecke  gemein  und  bilden  zusammen  ein  eingeschriebenes  Viereck 
mit  jenem  Tripel  als  dem  der  Diagonalpunkte.  Und  mit 
einem  Tripel  harmonischer  Polaren   bestimmt  jede 
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Tangente  des  Kegelschnittes  drei  ihm  umgesehrie- 
bene  Dreiseite,  deren  Ecken  iu  jenen  liegen,  die  paarweis 
eine  Seite  gemein  haben  und  zusanunen  ein  umgeschriebenes 
Vierseit  mit  dem  Tripel  als  dem  der  Diagonalen  bilden.  Ftlr 
identische  Tripel  und  Punkt  und  Tangente  als  zusammengehörig 
gehören  auch  jenes  Viereck  und  dieses  Vierseit  zusammen. 

1)  Man  oonstruiere  die  Involution  harmonischer  Pole  auf  einer 
Geraden  p  und  die  der  harmonischen  Polaren  uro  ihren  Pol  P  für 
einen  Kegelschnitt,  der  durch  fOuf  Punkte  bestimmt  ist;  speciell 
das  Recht  winkelpaar  der  letztgenannten  Involution. 

Man  hat  von  zwei  Punkten  A,  B  der  Geraden  die  Polaren 
a,  b  zu  ermitteln  (§  30.;  2).  Die  Construction  in  Fig.  71  ist  zu 
erklären.     (Vergl.  Fig.  66,  p.  153.) 

Man  bestimme  den  Ceutralpunkt  M  der  ersten  Involution  — 
mittelst  der  Polare  der  Sichtung  der  Geraden. 


k 

: 

V 

■■- 

'■^\ 

,      .. 

'-., 

'i- 

VX\  - 


-'>'<  ■ 


2)  Man  finde  die  Schnittpunkte  des  durch  fünf  Pnnkte  be- 
stimmten Kegelschnitts  mit  einer  Goraden  p  als  Doppelpunkte  der 
ihr  angehörigen  Involution  harmonischer  Pole;  ebenso  die  Tangen- 
ten aus  einem  Punkte  P  an  denselben  (Fig.  71).    (Vergl.  §  31,  16.) 

3)  Denkt  man  in  Fig.  70  bei  festgehaltenen  5,,  (7,,  /J,  den 
Punkt  A^  auf  dem  Kegelschnitt  bewegt  (oder  bei  festen  h,  c,  d 
die  Tangente  a),  so  rUckt  P  in  f ,  i>,  nach  P" ..,  A  in  b  nach 
jf . .  und  D  in  d  nach  1/ . .  und  die  Reihen  A  und  J)  sind  Pro- 
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jectionen  der  Reibe  P  yon  C  resp.  B  aus;  d.  b.  man  bat  den  Iden- 
titätsbeweis Yon  §  28,  10  wieder 

({7i  .  A^A(a;'.  .)  =  (Pi>'i>". .)  =  {^AÄÄ\  0  =  {LD'iy\  .). 

4)  Die  projectiviscben  Büscbel  von  (den  Asymptoten)  parallelen 
Strablen,  welcbe  eine  Hyperbel  erzeugen,  werden  durcb  jede  Ge- 
rade aus  dem  Centrum  in  einer  Involution  barmoniscber  Pole  ge- 
scbnitten,  die  dasselbe  zum  Centralpunkt  bat. 

5)  Man  erläutere  die  Construction  von  Pol  und  Polare  fQr  den 
Kreis  und  den  Satz,  dass  die  Polare  zum  Durcbmesser  des  Pols 
recbtwinklig  ist,  vom  Standpunkte  der  involutoriscben  Central- 
Collineation.  Das  Becbteck  aus  den  Abständen  des  Pols  und  der 
Polare  vom  Centrum  ist  dem  Quadrat  des  Halbmessers  gleicb. 
(§  20.,  n;  §  16.,  11.) 

6)  Nennen  wir  P*  (Fig.  72)  den  Scbnittpunkt  des  nacb  einem 
Punkte  P  gebenden  Durcbmessers  PM  mit  der  Polare  desselben  in 
Bezug  auf  einen  Kreis   K  vom  p.    ^^ 
Halbmesser  r,   so  ist  für  jeden 
durcb  P^  P*  gehenden  Kreis  K* 

MP  .  MP*  —  H  =  'mT 

für  ifJ  als  die  vom  Mittelpunkt  » 

M  vji    K*    gebende    Tangente;  ^' 

d.b.  jeder  durcb  zwei  Punkte  /      / 

i>,  P*  gebende  Kreis  K*  ist        /     / 

ortbogonal  zum   Kreise  K,       !    /',.->'  ,..-''  \\\ 

Zwei  Paare  solcber  radial  con-      Lv. - -'- '  \i 

jugierter  Punkte  liegen  auf  j» ^ 5» 

einem  zu  IC  orthogonalen  Kreis. 

7)  Sind  dann  P  und  P^  zwei  in  Bezug  auf  den  Kreis  £C  con- 
jugierte  Punkte  und  entsprechen  ihnen  P*^  P,*  in  der  angegebenen 
Art,  so  ist  P^  P*  die  Polare  von  P  und  PP^*  die  Polare  von  P^^ 
also  ihr  Scbnittpunkt  i>'  der  Pol  von  PPi.  Ein  über  PP^  als 
Durchmesser  beschriebener  Kreis  J{*  geht  durch  P*  und  P^*j  weil 
iPP*P^  ^LPP^*p^  =900  igt^  und  schneidet  A'  rechtwinklig, 
weil  er  durch  P,  P*  oder  auch  weil  er  durch  P,,  P^*  geht.  Und 
wenn  umgekehrt  ein  Kreis  K^  einen  gegebenen  Kreis  K 
rechtwinklig  schneidet,  so  sind  die  Endpunkte  P^  P^ 
jedes  Durchmessers  desselben  conjugiert  in  Bezug  auf 
K.  Denn  für  />*,  />i*  als  Schnittpunkte  desselben  mit  PM,  P^M 
sind  P"^  Pxi  P*P  die  Polaren  von  P  respective  Py  in  Bezug  auf  A^. 
Man  sieht,  dass  die  Punkte  P,  P^  in  Bezug  auf  den  Kreis  K  con- 
jugiert bleiben,  wenn  man  die  Strecke  PP^  um  ihren  Mittelpunkt 
P^  dreht;  dass  mit  der  Distanz  von  zwei  in  Bezug  auf  einen  Kreis 
conjugierten  Punkten  auch  der  Abstand  ihres  Mittelpunktes  vom 
Centrum  desselben  bestinmit  ist  und  umgekehrt;  dass  für  einen 
Kreis  K"^^  der  zu  mehreren  Kreisen  A^,  K\  K'\  . . .  zugleich  ortho- 
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gonal  ist,  die  Endpunkte  eines  Durchmessers  in  Bezug  auf  alle 
diese  Kreise  zugleich  conjugiert  sind.  In  Folge  dessen  gehen  die 
zu  einem  Kreise  K  orthogonalen  Kreise,  deren  Centra 
in  einer  festen  Geraden  g  liegen,  durch  zwei  feste 
Punkte  in  dem  zu  ^  senkrechten  Durchmesser.  Das  letzte 
sagt  auch,  dass  der  Orthogonalkreis  K^  zu  drei  Kreisen 
K^  K\  K"  der  Ort  solcher  Punktepaare  ist,  von  denen  jeder  Punkt 
dem  andern  in  Bezug  auf  K^  K\  K"  zugleich  conjugiert  ist,  und  dass 
diese  Paare  die  Endpunkts-Paare  seiner  Durchmesser  sind.  Vergl. 
die  §§  (35**),  (36*^),  wo  eine  ganz  andere  Entwickelung  zu  diesen 
Ergebnissen  führt  und  sie  in  den  Zusammenhang  einer  Geometrie 
der  Kreissysteme  stellt. 

8)  Durch  einen  Punkt  P,  einen  Kreis  K  und  eine  Gerade  g 
ist  ein  Kreis  K"^  bestimmt,  de;r  den  ersten  enthält,  zum  zweiten 
orthogonal  ist  und  seinen  Mittelpunkt  in  der  dritten  hat;  denn  der- 
selbe geht  auch  durch  P*,  den  Schnittpunkt  der  Polare  von  P  mit 
dem  nach  P  gehenden  Durchmesser;  die  zu  PP"^  normale  Halbie- 
rende schneidet  g  in  seinem  Mittelpunkt.  Oder  auch,  weil  er  ausser 
P  die  zwei  vorerwähnten  festen  Punkte  in  dem  zu  g  normalen 
Durchmesser  enthält,  welche  man  leicht  ermittelt.  Vergl.  §  33.,  14. 

9)  Wenn  zwei  Kegelschnitte  durch  vier  Punkte  A^  B,  (7,  D 
gehen  und  eine  Tangente  t  berühren,  so  haben  sie  noch  drei  andere 
reelle  Tangenten  gemein;  wenn  t  die  Seiten  des  gemeinsamen  Tri- 
pels EFG  oder  AB,  CD\  BC,  AD-,  CA,  BD  in  ^,,  i^,,  G^  resp. 
schneidet,  so  bilden  jene  die  Verbindungslinien  von  ^2«  -^21  ^21  wenn 

{EFG^  G2)  =  {FGE^  E^)  =  {GEF^  F^) -=- —  1 

ist.  Wenn  GG^,  EE^,  FF^  sich  in  F*,  G"^,  E*  schneiden,  so 
liefern  also  auch  EE"^,  FF*,  GG*  mit  FG,  GE,  EF  geschnitten 
die  Punkte  E^,  F^,  G^.  Wie  lautet  der  entsprechende  Satz  für 
zwei  Kegelschnitte  mit  vier  gemeinsamen  Tangenten? 

10)  Die  Polare  eines  Punktes  des  Kegelschnittes  ist 
die  Tangente  desselben  in  ihm  und  der  Pol  einer  Tan- 
gente ist  ihr  Berührungspunkt.  Die  Reihe  der  Punkte  A, 
B,  C,  ...  in  der  Tangente  /  und  das  Büschel  der  ihnen  entspre- 
chenden Polaren  a,h,  c,  ...  sind  projectivisch ,  oder  das  Doppel- 
verhältniss  von  vier  Punkten  eines  Kegelschnittes  ist  dem  der  ent- 
sprechenden Tangenten  desselben  gleich.    Vergl.  §  24.,  p.  120. 

Die  Involution  harmonischer  Pole  in  der  Tangente  t  ist  para- 
bolisch (§  21.),  die  entsprechenden  A^,  jP, ,  ...  aller  Punkte 
A,  B,  ...  sind  im  Berührungspunkte  T  vereinigt.  Ebenso  ist  die 
Involution  harmonischer  Polaren  aus  einem  Punkte  des  Kegelschnittes 
parabolisch.  Es  theilen  sich  also  nach  der  Natur  der  zugehörigen 
Involutionen  die  Geraden  resp.  die  Punkte  in  der  Ebene  eines  Kegel- 
schnittes in  drei  Gruppen ;  die  Punkte  speciell  nennt  man  innerhalb, 
ausserhalb  des  Kegelschnittes  und  auf  demselben  liegend,  jenach- 
dem  ihre  Polarinvolutionen  elliptisch ,  hyperbolisch  oder  parabolisch 
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sind.     Man    darf   dieselbe    A.usdrucksweise    auf   die    Geraden   an- 
wenden. 

11)  Durch  ein  sich  selbst  conjugiertes  Dreieck  und  zwei  Punkte 
resp.  zwei  Tangenten  eines  Kegelschnittes  ist  derselbe  bestimmt 
Denn  man  construiert  zu  den  zwei  gegebenen  Elementen  des  Kegel- 
schnittes sechs  neue  als  ihre  entsprechenden  in  den  drei  involuto- 
rischen  Centralcollineationen ,  die  durch  je  eine  Ecke  des  Dreiecks 
und  die  gegenüberliegende  Seite  desselben  als  Centrum  und  Axe 
bestimmt  sind.  Erhält  man  dabei  für  die  Centra  P^^  /'j?  ^3  ^^^ 
A^  B  die  respectiv^n  Punktepaare  -<4, ,  J?j;  i^j»  -^2»  -^s»  -^3»  ^^ 
entsprechen  einander  aus  denselben  Centren  und  fUr  dieselben  resp. 
Axen  auch  die  Paare  B^,  B^]  ^j)  ^s?  sodann  ^3,  B^  und  ^3,  Ä^ 
und  endlich  B^^  B^  tmd  ^, ,  A^^  analog  im  Falle  der  gegebenen 
Tangenten.  Die  Punkte  A^^  A^,  A^  bilden  also  mit  A  ein  Vier- 
eck ,  für  welches  Pi  P^  P^  das  Dreieck  der  Diagonalpunkte  ist,  etc. 
Die  acht  Ecken  von  zwei  solchen  Vierecken  liegen  immer  auf  einem 
Kegelschnitt.  Ein  sich  selbst  conjugiertes  Dreieck  und  ein  Punkt 
mit  der  zugehörigen  Tangente  liefern  dieselbe  Bestimmung. 

12)  Wenn  für  einen  Kegelschnitt  ein  sich  selbst  conjugiertes 
Dreieck  XYZ  und  ein  Pol  P  mit  seiner  Polare  p  gegeben  ist,  so 
wird  der  Kegelschnitt  ebenfalls  durch  acht  Elemente  im  AUgemeinen 
bestimmt.  Denn  in  der  Geraden  YZ  sind  die  Punkte  Y^  Z  ein 
erstes  Paar  und  ihre  Schnittpunkte  mit  den  Geraden  XP  und  p 
ein  zweites  Paar  der  durch  den  Kegelschnitt  in  ihr  bestimmten 
Involution  harmonischer  Pole;  die  Doppelpunkte  derselben  sind 
zwei  Punkte  des  Kegelschnittes  und  ihre  Verbindungslinien  mit  der 
Gegenecke  X  die  zugehörigen  Tangenten  derselben.  Man  erhält 
auf  einer  zweiten  Seite  des  Dreiecks  wiederum  durch  die  Doppel- 
punkte und  die  Doppelstrahlen  der  Involution  Elemente  des  Kegel- 
schnittes, und  erkennt  leicht,  dass  fUr  einen  reellen  Kegelschnitt 
dieselben  in  zwei  Seiten  und  an  ihren  Gegenecken  reell  sein  müssen, 
dagegen  in  und  an  der  di^tten  nicht  reell  sein  können. 

Auch  kann  man,  ohne  den  Kegelschnitt  erst  zu  zeichnen,  zu 
jedem  Punkt  A  der  Ebene  seine  Polare  a  in  Bezug  auf  denselben 
bestimmen;  denn  die  Geraden  XA  und  YA  liefern  durch  die  ent- 
sprechenden zu  ihren  Schnittpunkten  mit  YZ^  ZX  resp.  zwei 
Punkte  von  a.  Man  erkennt  daraus  zugleich,  dass  die  Construction 
des  Pols  A  zur  gegebenen  Polare  a  in  derselben  Weise  erfolgt. 
Auf  diesen  Zusammenhang  kommen  wir  mehrfach  und  besonders 
im  dritten  Theil  dieses  Werkes  zurück. 

13)  Ein  Pol  P,  seine  Polare  p,  die  Involution  har- 
monischer Polaren  um  jenen  oder  harmonischer  Pole 
auf  dieser  und  ein  Punkt  T,  respective  eine  Tangente  / 
des  Kegelschnittes  bestimmen  denselben.  Man  entwickele 
die  Construction:  Ist  T*  der  Schnitt  von  TP  mit  p,  so  bestimmt 
man  den  vierten  harmonischen  Punkt  T'  zu  T  in  Bezug  auf  PT*^ 
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und  dieser  gehört  dem  Kegelschnitt  an.  Dem  Punkte  T'  entspricht 
in  der  Involution  der  Punkt  T'\  der  das  perspectivische  Centrum 
der  den  Kegelschnitt  erzeugenden  Büschel  T,  T'  ist  und  sich  daher 
aus  den  bekannten  Paaren  derselben  ergiebt. 

Die  Punkte  J,  T'  liefern  mit  jedem  Paare  Z,  Z^  der  Invo- 
lution durch  TZ,  T'Z^ ;  TZy ,  T Z  zwei  Punkte  des  Kegelschnittes, 
die  auf  einer  durch  P  gehenden  Geraden  liegen. 

Zur  Tangente  t  construiert  man  zuerst  die  zweite  Tangente  f 
aus  ihrem  Schnittpunkt  mit  p ,  als  vierte  harmonische  Gerade  zu  t 
in  Bezug  auf  p  und  den  nach  dem  Pol  P  gehenden  Strahl  ^*.  Ist 
dann  z,  z*  ein  Paar  der  Polar-Involution  um  P,  so  ist  das  Linien- 
paar tz,iz^\  tZy^fz  ein  neues  Tangentenpaar  des  Kegelschnittes, 
das  sich  auf  p  schneidet.  Hat  man  zu  T  und  T'  mittelst  des  ent- 
sprechenden Strahles  in  der  Polar-Involution  die  Tangenten  i^  ( 
construiert,  so  erhält  man  auch  weiterhin  immer  Punkte-  und  Tan- 
gentenpaare zugleich. 

Lässt  man  den  Punkt  T  oder  die  Tangente  /  variieren,  so  erhält 
man  ein  Büschel  von  Kegelschnitten,  das  zugleich  eine 
Schaar  ist,  nämlich  mit  reeller  oder  nicht  reeller  doppel- 
ter Berührung  —  in  den  Doppelpunkten  der  Pol-Involution  auf 
p  mit  den  von  ihnen  nach  T  gehenden  Strahlen. 

Durch  jeden  Punkt  der  Ebene  wie  an  jede  Gerade  derselben 
geht  ein  Kegelschnitt  dieses  Systems. 

In  der  Aufg.  6  des  §  30  bilden  die  Pole  />,  und  />4 ,  P^  und 
P^  in  der  Geraden  p^  zwei  Paare  der  zugehörigen  Involution  har- 
monischer Pole;  die  damit  bestimmten  Doppelpunkte  derselben 
sind  zwei  Punkte  des  l^egelschnittes,  sowie  ihre  Verbindungslinien 
mit  dem  Pol  P^  die  zugehörigen  Tangenten  derselben.  Auch  wenn 
sie  nicht  reell  wären,  kann  man  die  genannte  Aufg.  als  Construc- 
tion  aus  Pol,  Polare  und  zugehöriger  Involution  mit  einem  Punkt 
resp.  einer  Tangente  behandeln. 

14)  Durch  drei  Punkte  A,  B,  C  und  die  Involution  har- 
monischer Pole  in  einer  Geraden  p  ist  ein  Kegelschnitt 
bestimmt.  Seien  X  und  Y  die  Punkte  von  p,  welche  den  Ge- 
raden AB^BG  angehören  und  X^,  Y^  ihre  entsprechenden  in  der 
Involution,  sowie  X'  und  Y'  ihre  harmonisch  conjugierten  in  Bezug 
auf  A,  B  und  B,  C,  so  ist  der  Schnittpunkt  von  X'X^  mit  Y'Y^  der 
Pol  P  von  p\  man  erhält  somit  durch  CY^  und  AX^  den  Punkt  B^ 
des  Kegelschnittes ,  der  mit  B  auf  einer  Geraden  durch  den  Pol  liegt. 
Damit  aber  findet  man  durch  BZ,  B'Z^  und  BZ^,  ffZ  st^ts  Punkte 
des  Kegelschnittes  in  einer  durch  P  gehenden  Geraden. 

Man  zeige,  wie  die  Construction  des  Kreises  durch  drei 
Punkte  A,  B,  C  hiervon  ein  Specialfall  ist:  Man  kennt  die  Pol- 
Involution  der  rechtwinkligen  Richtungen  auf  der  unendlich  fernen 
Geraden.  Dabei  folgt,  dass  sich  die  halbierenden  Perpendikel  von 
AB,  BC,  CA  in  einem  Punkte  schneiden. 
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Durch  drei  Tangenten  a,  b^  c  und  die  Invorution  har- 
monischer Polaren  um  einen  Punkt  P  ist  ein  Kegel- 
schnittbestimmt. Die  Construction  entspricht  der  vorigen  nach 
dem  Princip  der  Dualitöt  (Ueberblick  S.  112  f.):  Seien  x  und  y  die 
Strahlen  aus  P,  welche  die  Punkte  aby  bc  enthalten  und  x^^  y^ 
ihre  entsprechenden  in  der  Polar-Involution,  ferner  x'  und  t/  ihre 
harmonisch  conjugierten  in  Bezug  auf  die  Paare  ab  und  bc  re- 
spective,  so  ist  die  Verbindungslinie  von  xx^  mit  yy^  die  Polare 
p  von  P'^  man  erhält  durch  cy^  und  ax^  die  Tangente  V  des 
Kegelschnittes,  die  sich  mit  b  auf  der  Polare  p  schneidet  (ebenso 
natürlich  a  aus  bx^^  b' x  und  c  aus  by^^  ^V)f  ^^^  damit  aus 
bZyb' z^  und  bz^^  b'z\  etc.  Tangenten  des  Kegelschnittes  aus  einem 
Punkte  von  p. 

Die  Constmctionen  eines  Kegelschnittes  aus  vier  Punkten  und 
einem  Paar  harmonischer  Pole ,  resp.  aus  vier  Tangenten  und  einem 
Paar  harmonischer  Polaren ,  kommen  nach  den  Sätzen  des  §  25  auf 
die  Bestimmung  des  gemeinsamen  Paares  von  zwei  vereinigten  In- 
volutionen zurück ,  deren  eine  durch  das  Viereck  resp.  Vierseit  der 
gegebenen  Punkte  resp.  Tangenten  geliefert  wird,  während  das 
gegebene  Paar  die  Doppelelemente  der  andern  bildet;  wenn  das 
gemeinsame  Paar  nicht  reell  ist,  so  ist  doch  immer  die  Involu- 
tion harmonischer  Pole  resp.  Polaren  bestimmt,  die  es  mit  dem  ge- 
gebenem Paar  bildet,  und  der  Kegelschnitt  kann  wie  vorher  con- 
struiert  werden. 

15)  Durch  einen  Punkt  A  und  die  Involutionen  har- 
monischer Pole  in  zwei  Geraden  p,  p  ist  ein  Kegelschnitt 
bestimmt.  Ist  JT,  Y'  im  Schnittpunkt  beider  Geraden  und  sind 
X^ ,-  Yx  die  ihm  entsprechenden  in  beiden  Involutionen,  so  ist  Ä^  Y( 
die  Polare  desselben  und  die  Pole  P^  P'  beider  Geraden  liegen  in 
ihr.  Wären  dann  B  und  ff  die  Schnittpunkte  derselben  itiit  dem 
Kegelschnitt,  so  geben  die  Strahlen  AB  und  AB'  sowohl  in  /;  als 
in  p  ein  Paar  der  bezüglichen  Involution  harmonischer  Pole,  und 
man  findet  somit  AB ^  A^  als  das  gemeinsame  Paar  der  beiden 
involutorischen  Büschel,  welche  aus  A  über  den  Involutionen  in  p 
und  p'  stehen.  Dann  sind  XB^  XB'  die  Tangenten  des  Kegel- 
schnitts in  B  und  B! ^  etc. 

Die  Bestimmung  eines  Kegelschnitts  aus  einer  Tan- 
gente a  und  den  Involutionen  harmonischer  Polaren 
für  zwei  Punkte  P^  P'  geschieht  durch  die  nach  dem  Princip 
der  Dualität  entsprechende  Construction :  Sind  xy  im  Verbindungs- 
strahl beider  Punkte  und  entsprechen  ihnen  x^  und  %j(  in  beiden 
Polar-Involutionen ,  so  ist  x^y(  der  Pol  von  jenem  Scheitelstrahl. 
Die  Tangenten  b^  b*  von  ihm  an  den  Kegelschnitt  schneiden  in  a 
das  gemeinsame  Paar  der  Involutionen  aus,  in  welchen  diese  Tan- 
gente von  beiden  Polar-Involutionen  geschnitten  wird,  und  sind 
dadurch    bestimmt;   xb^   xb'    sind    die    zugehörigen   Berührungs- 
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punkte;  ete.    Man  construiere  die  Parabel  aus  den  durch  sie  in 
zwei  Punkten  bestimmten  Involutionen  harmonischer  Polaren. 

16)  Aus  U)  erhellt  die  Gonstruction  von  Kegelschnitten 
durch  vier  Punkte,  von  denen  zwei  nicht  reell^'und  als 
Doppelpunkte  einer  Involution  bestimmt  sind;  aus  15) 
die  Gonstruction  der  Kegelschnitte  durch  zwei  Paare 
nicht  reoller  Punkte.  Die  zu  K  orthogonalen  Kreise  aus  Punk- 
ten von  r  in  8)  bilden  ein  Büschel  der  ersten  Art,  falls  K  von  r 
nicht  geschnitten  wird;  ein  Büschel  der  letzten  Art  im  Falle  des 
Schneidens.  Im  Falle  der  Berührung  haben  wir  die  üebergangs- 
form  zwischen  jenem  und  diesem  auch  im  Büschel  der  Kreise. 

In  allen  Fällen  wird  ein  Kegelschnitt  des  durch  vier  Punkte 
gehenden  Büschels  durch  einen  Punkt  bestimmt  und  ein  Kegel- 
schnitt der  an  vier  Tangenten  gehenden  Sc  haar  durch  eine  Tan- 
gente. 

Auf  den  «beigegebenen  Tafeln  I  und  II  sind  diese  Haupttjpen 
der  Kegelschnittbüschel  und  resp.  Kegelschnittschaaren  dargestellt; 
wir  verweisen  auf  die  Boschreibung  dieser  Tafeln  im  Verzeichniss 
der  Figuren. 

17)  Die  Involution  harmonischer  Polaren  aus  dem  Centrum  6 
und  die  der  harmonischen  Pole  auf  der  Axe  der  GoUineation  s  sind 
zwei  Kegelschnitten  K ^  K*  gemein,  von  denen  der  eine  in  der  be- 
züglichen centrischen  Gollineation  dem  andern  entspricht.  Dies  Ver- 
halten ist  von  der  Realität  der  Doppelelemente  jener  Involutionen, 
d.  h.  von  der  Existenz  gemeinschaftlicher  Tangenten  aus  (S  und 
gemeinschaftlicher  Punkte  auf  ^,  unabhängig.  Die  sechs  Gentra  und 
die  sechs  Axen  der  Gollineation  zwischen  zwei  Kegelschnitten  sind 
also  Träger  identischer  Polar-  resp.  Pol -Involutionen  für  beide. 
(Siehe  die  Ausführung  in  Bd.  m  dieses  Werkes.) 

18)  Geht  von  zwei  zu  einander  centrisch  collinearen  Kegel- 
schnitten der  eine  durch  das  Gentrum  (S,  so  thut  dies  auch  der 
andere  und  beide  haben  in  ihm  diesell^  Tangente  (lO.) 

Die  Verbindungslinie  ihrer  zwei  übrigen  gemeinsamen  Punkte 
ist  die  GoUineationsaxe  für  dieses  Gentrum  und  ftlr  noch  ein  zweites 
^y  in  welchem  sich  die  beiden  übrigen  gemeinsamen  Tangenten 
der  Kegelschnitte  schneiden. 

33.  Einige  Specialfalle  der  allgemeinen  Gesetze  des  §  32. 
sind  von  besonderer  Wichtigkeit;  zuerst  solche,  in  welchen 
der  Träger  der  Involution  harmonischer  Polaren  oder 
Pole  eine  specielle,  nämlich  unendlich  ferne  Lage  hat;  so- 
dann solcher^  in  denen  die  Involution  harmonischer  Polaren 
selbst  von  besonderer  Art,  nämlich  eine  Involution  rechter 
Winkel  ist  (§36).  Wir  entwickeln  in  Form  von  Beispielen 
zunächst  hier  die  Lehre  von  der  Involution  der  conjugier- 
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ten  Durchmesser  und  ihre  Anwendungen ,  sodann  die  Con- 
structionen  der  Kegelschnitte  aus  Punkten  und  Polar -Involu- 
tionen,  resp.  aus  Tangenten  und  Pol -Involutionen,  welche  in 
den  Beispielen  des  vorigen  §  fehlen,  und  schliessen  mit  einem 
Ueberblick  der  einfachen  Kegelschnittsysteme. 

1)  Ist  der  Pol  P  unendlich  entfernt,  so  halbiert  die  Polare 
alle  durch  ihn  gehenden,  unter  einander  parallelen  Sehnen  des 
Kegelschnittes ;  der  Kegelschnitt  entspricht  sich  selbst  in  einer  Axen- 
symmetrie,  fttr  welche  diese  Polare  die  Axe  ist  (§  22.;  b.).  Man 
nennt  diese  einem  unendlich  fernen  Centrum  entsprechende  Axe 
der  Involution  am  Kegelschnitt  den  der  Richtung  des  Centrums 
also  auch  der  von  ihr  halbierten  Sehnen  conjugierten  Durch- 
messer des  Kegelschnittes.  Die  Tangenten  des  Kegelschnittes  in 
den  Schnittpunkten  dieses  Durchmessers  mit  ihm  sind  parallel  diesen 
Sehnen  (Fig.  73)   und   die  Berührungspunkte   der    zu  ihm   selbst 

Flg.  78. 


parallelen  Tangenten  liegen  auf  dem  gleichgerichteten  Durchmesser. 
Dieser  letzte  halbiert  als  die  Polare  der  Richtung  des  ersten  Durch- 
messers diesen  so  wie  alle  zu  ihm  parallelen  Sehnen.  Man  nennt 
ihn  den  dem  ersten  conjugierten  Durchmesser.  Ihre  Rich- 
tungen bilden  ein  Paar  in  der  dem  Kegelschnitt  entsprechenden 
Involution  harmonischer  Pole  auf  der  unendlich  fernen  Geraden 
oder  in  der  zu  ihm  gehörigen  Involution  harmonischer  Richtungen. 

2)  Wenn  A  B  ein  Durchmesser  mit  den  zugehörigen  Tangenten 
a^  b  und  C  ein  Punkt  des  Kegelschnittes  ist,  so  geht  die  zugehörige 
Tangente  c  durch  die  Mitte  E  des  von  BC  auf  a  abgeschnittenen 
Segments  AD.  Denn  fttr  das  Sechsseit  hhaacc  ist  BE  die  erste 
und  die  Parallele  durch  C  zu  a  die  zweite  Brianchon  -  Diagonale, 
ihr  Schnittpunkt  B  giebt  mit  A  verbunden  in  b  einen  Punkt  von 
r;  von  diesem  und  von  B  aus  wird  das  Segment  B(7  in  gleicher 
Lftnge  auf  a  projiciert  in  AE  und  EB.  Beim  Kreis  ergiebt  sich 
der  Satz  aus  der  Oleichschenkligkeit  der  Dreiecke  ACE  und  CBE, 

3)  In  jedem  Durchmesser  liegt  eine  Involution  harmonischer 
Pole,  die  ihre  Doppelpunkte  in  der  Peripherie  des  Kegelschnittes 
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hat;  der  Centralpunkt  M  dieser  Involutionen  ist  allen  gemeinsam  und 
heisst  der  Mittelpunkt  des  Kegelschnittes.  (§32.,4.)  Die  In- 
volution in  einem  Durchmesser  wird  bestimmt  durch  die  Schnitt- 
punkte einer  Tangente  und  der  durch  ihren  Berührungspunkt  gehen- 
den Parallelen  zum  conjugierten  Durchmesser. 

Ist  die  Polare  p  unendlich  fem,  so  werden  alle  durch  ihren 
Pol  gehenden  Sehnen  in  demselben  halbiert  tmd  sind  Durchmesser 
des  Kegelschnittes.  Der  Pol  der  unendlich  fernen  Geraden 
ist  der  Mittelpunkt  des  Kegelschnittes,  oder  in  Bezug  auf 
den  Mittelpunkt  entspricht  der  Kegelschnitt  sich  selbst  in  einer 
centrischen  Symmetrie  (§  22.;  d.).  Die  centrische  CoUinearfigur 
(§  26)  eines  Kegelschnittes  hat  daher  zu  ihrem  Mittelpunkt  den 
entsprechenden  Punkt  zum  Pol  der  Gegenaze  in  seinem  System. 

4)  In  jedem  einem  Kegelschnitt  In  jedem   einem  Kegelschnitt 

eingeschriebenen  Parallelogramm  umgeschriebenen  Parallelogramm 

sind  die  Diagonalpunkte  ein  Tripel  sind   die  Diagonalen  ein   Tripel 

harmonischer  Pole,  also  die  Paral-  harmonischer  Polaren,   also   die 

lelen  zu  den  Seiten  aus  dem  Mittel-  aus  dem  Mittelpunkt  zwei  con- 

punkt  conjugierte  Ourchmesser.  jugierte  Durchmesser.  (§  32. ;  a.) 

5)  Alle  die  Durchmesser  eines  Kegelschnitts  bilden  die  Invo- 
lution harmonischer  Polaren  aus  dem  Mittelpunkt  des- 
selben; die  Paare  der  conjugierten  Durchmesser  sind  die  Paare 
der  Involution.  Ihre  Doppelstrahlen  sind  reell  und  verschieden,  zu- 
sammenfallend oder  nicht  reell ,  je  nachdem  die  unendlich  ferne  Ge- 
rade den  Kegelschnitt  in  reellen  und  verschiedenen ,  vereinigten  oder 
nicht  reellen  Punkten  schneidet,  d.  h.  reell  und  verschieden  in  der 
Hyperbel ,  zusammenfallend  —  in  der  unendlich  fernen  Geraden  — 
für  die  Parabel,  nicht  reell  für  die  Ellipse.  Sie  sind  die  Asymp- 
toten des  Kegelschnitts.  (Man  vergleiche  die  Benennungen  des 
§  20.;  9  u.  §  21.)  In  der  Ellipse  trennen  sich  die  Paare  der  con- 
jugierten Durchmesser,  in  der  Hyperbel  trennen  sie  sich  nicht; 
in  der  Parabel  fällt  von  einem  Paare  derselben  immer  der  eine 
mit  der  unendlich  fernen  Geraden  zusammen.  In  der  H3q)erbel 
wird  jedes  Paar  der  conjugierten  Durchmesser  von  den  Asymp- 
toten harmonisch  getrennt.  Von  zwei  conjugierten  Durchmessern 
der  Hyperbel  schneidet  sie  also  der  eine;  die  Involution  harmoni- 
scher Pole  auf  dem  andern  ist  ohne  reelle  Doppelpunkte  (3.). 

Man  construiert  die  Paare  conjugierter  Durchmesser, 
die  einen  gegebenen  Winkel  mit  einander  einschliessen, 
indem  man  den  Pol  der  Durchmesser -Involution  in  einem  Hilfs- 
kreis verzeichnet  und  seine  Tangenten  zu  dem  concentrischen  Kreis 
angiebt,  welcher  die  Sehne  eines  Peripheriewinkels  von  der  vor- 
geschriebenen Grösse  in  jenem  berührt :  Unter  den  Durchmesserpaaren 
der  Hyperbel  begegnen  alle  Winkel  von  0®  bis  90®  je  zwei- 
mal; unter  denen  der  Ellipse  giebt  es  ein  Paar  vom  Minimal- 
winkel, der  im  Pol  halbierten  Sehne  des  Hilfskreises  entsprechend. 
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6)  Das  Bechtwinkelpaar  der  Involution  der  conjugierten  Durch- 
messer nennt  man  die  Axen  des  Kegelschnittes;  die  Tangenten 
desselben  in  ihren  Schnittpunkten  mit  ihm,  die  man  seine  Scheitel 
nennt,  sind  orthogonal  zu  ihnen.  In  der  die  Curve  nicht  schneidenden 
Axe  der  Hyperbel  kann  man  das  Paar  der  vom  Mittelpunkt  gleich 
weit  abstehende  Punkte  als  ideale  Scheitel  der  Hyperbel  be- 
zeichnen. Der  Kegelschnitt  ist  in  Bezug  auf  jede  seiner  Axen  mit 
sich  selbst  in  orthogonaler  Axensymmetrie.  Die  Axen  halbieren  den 
Winkel  der  Asymptoten  bei  der  Hyperbel  und  die  Winkel  der  con- 
jugierten Durchmesser  vom  Minimalwinkel  bei  der  £llipse;  diese 
Durchmesser  sind  also  gleich  lang.  Die  Involutionen  harmonischer 
Polaren  für  die  Punkte  einer  Axe  haben  diese  und  den  Parallelstrahl 
zur  andern  Axe  zum  Rechtwinkelpaar. 

7)  Die  Parabel  hat  nui*  eine  Axe  und  einen  Scheitel;  man 
construiere  beide,  wenn  vier  Tangenten  oder  zwei  Tangenten  und 
ihre  Berührungspunkte  bekannt  sind  —  zuerst  die  Richtung  der 
Axe ,  dann  die  Scheiteltangente  und  den  Scheitel  (mittelst  des  Satzes 
von  Brianchon). 

Die  Involution  harmonischer  Pole  in  der  Axe  einer  Parabel 
ist  symmetrisch  in  Bezug  auf  den  Scheitel ;  ebenso  für  jeden  Durch- 
messer und  seinen  Endpunkt.    (Vergl.  oben  3.) 

8)  Man  construiere  aus  den  fünf  einen  Kegelschnitt  bestim- 
menden Punkten  A^  B^  C^  D^  E  zwei  Paare  conjugierter  Durchmesser 
desselben,  seine  Axen,  etc.  Man  zieht  ^^^  und  dazu  parallel />/", 
dessen  zweiten  Schnittpunkt  F  man  nach  dem  Pascal'schen  Satze 
bestimmt,  und  halbiert  beide  Sehnen;  ebenso  für  BC  und  etwa  das 
dazu  parallele  DG.  Damit  sind  zwei  Paare  conjugierter  Durch- 
messer erhalten,  also  die  Axen,  eventuell  die  Asymptoten  zu  be- 
stimmen. Es  ist  leicht  zu  sehen ,  dass  man  (§  28,  12)  zu  gegebenen 
Bestimmungsstücken  auch  einen  Kreis  bestimmen  kann,  von  wel- 
chem der  durch  sie  gegebene  Kegelschnitt  das  Bild  ist;  dann  er- 
hält man  aus  diesem  nach  14),  die  Axen  des  Bildes. 

9)  Ist  also  T  ein  Punkt  und  t  die  zugehörige  Tangente  eines 
Kegelschnittes  und  macht  diese  in  zwei  conjugierten  Durchmessern 
desselben  die  Abschnitte  MX^  und  MY^  (vom  Mittelpunkte  ge- 
messen), während  die  zu  ihnen  Parallelen  durch  T  die  Abschnitte 
MX  und  MY  bestimmen,  so  ist 

MX'.  MX^  =  Y^T:  Y^X^,     MY:  MY^  ^X^T.X^Y^ 

und  somit  durch  Addition 

MX        MY  ^ 
MX^  "•"  MY]^  ""     ' 

9 

weil  aber  auch  für  die  Pol  -  Involutionen  in  den  Durchmessern  für 
«1^,  b^  als  die  Quadrate  ihrer  Längen 

MX^  .  MX^  a^\    MY^.MY=±  b^^ 
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sind,  80  folgt  gleichmässig 

+  i'^4-«=l       und       -^^-^4-— '^=1. 


ö,2    —    V  iVJTi^  —  MV^ 


Diese  Gleichungen  des  Kegelschnittes  schreibt  man  ge- 
wöhnlich 

^  2  in  7,  2  —  ^ »     "i   b   ir  ^i  '/   —  -"^  ? 
für  a,  ^  als  die  halben  Axenlängen  also  insbesondere  auch 

J  +  l^-i.    «'I*±*V— 1, 

und  somit  für  die  Gleichheit  derselben  resp. 

Mit  X  —  a^  statt  x  würde  die  erste  der  obigen  Gleichungen  zu 

oder  fttr  das   obere  Zeichen  y^  =  — —  x ^  a:',  was  wir  spe- 

tfi  öl' 

ciell  für  die  Hauptaxe  und  den  Scheitel  schreiben  wollen: 

y^  =  —  X ^  x\ 

Durch  Einführung  von  m^=^a  —  ^(a*  —  V^)  d.  h.  h^^=^2am  —  m} 

wird  die  Gleichung  y^  cb=:  (4»i j  a:  —  ( 2  )  ^'?    ^^ 

dass  für  unendlich  wachsendes  a  die  Glieder  rechts  bis  auf  das 
erste  verschwinden  und  die  Scheitelgleichung  der  Parabel 
entsteht  y^  «=  4ma;.  Die  Grösse  m  ist  der  Abstand  des  Scheitels 
vom  benachbarten  Brennpunkt  des  Kegelschnittes  —  siehe  §  36. 

10)  Man  coDstruiert  eine  Ellipse  aus  zwei  conjugierten 
Durchmessern  AB^  CD  durch  Tangenten  und  deren  Berührungs- 
punkte entweder  mittelst  der  Involution  harmonischer  Pole  oder 
Polaren  oder  nach  den  Sätzen  von  Pascal-Brianchon.  Für  das  erste 
ist  die  Richtung  des  einen  Durchmessers  der  Pol  und  der  andere 
Durchmesser  die  Polare;  seine  Endpunkte  bestimmen  als  Doppel- 
punkte und  die  zugehörigen  Tangenten  als  Doppelstrahlen  die  zu- 
gehörigen Involutionen,  und  die  Endpunkte  des  andern  resp.  die 
zugehörigen  Tangenten  sind  das  Paar  TT*  resp.  tf  von  §  32,  13, 
aus  welchem  man  durch  jedes  Paar  der  Involution  zwei  neue 
Punkte  und  Tangenten  findet.  Diese  Construction  bleibt  auch  fUr  die 
Hyperbel  brauchbar,  die  durch  zwei  conjugierte  Durchmesser  mit 
den  Endpunkten  des  einen  und  dem  symmetrischen  Paar  des  andern 
bestimmt  ist;   dabei  ist  natürlich   die  elliptische  Involution  zu  be* 
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nutzen  und  die  reellen  Punkte  und  Tangenten  dienen  als  Paar  J,  T' 
und  /,  /'.  Man  sieht  leicht,  dass  das  Parallelogramm  der  Constaruc- 
tion  dann  die  Asymptoten  der  Hyperbel  zu  seinen  Diagonalen  hat. 
Für  die  Construction  nach  dem  Brianchon'schen  Satze  be- 
trachtet man  von  den  zwei  Tangenten  in  den  Enden  eines  Durch- 
messers die  eine  als  Vereinigung  der  ersten  und  zweiten  (12),  die 
andere  als  dritte  Seite  (3),  die  Tangente  in  einem  Endpunkt  des 
andern  Durchmessers  als  Vereinigung  der  vierten  und  fünften  Seite 
(45)  des  Brianchon'schen  Sechsseits  (Fig.  74).     Man  erhält  dann 

Flg.  74. 


BD  eis  erste  Diagonale  des  Sechsseits;  ist  dann  der  Schnitt  einer 
neuen  Tangente  6  mit  12  gegeben,  so  liefert  die  von  ihm  nach 
34  gehende  Gerade  in  BD  den  Brianchon'schen  Punkt  und  die 
Parallele  durch  ihn  zu  MB  in  45  einen  zweiten  Punkt  von  6.  Die 
Berührungspunkte  findet  man  nach  §  28,  4.  Man  disponiert  so, 
dass  nuj  der  im  Inneren  des  Parallelogramms  der  gegebenen  Tan- 
genten gelegene  Raum  für  die  Construction  benutzt  wird. 

Will  man  zuerst  die  Punkte  des  Kegelschnittes  construieren, 
so  benutze  man  den  Pascarschen  Satz  in  der  Form,  wo  1  in  C, 
23  in  B^  4  in  ^  und  5  in  D  sind.  Dann  ist  die  PascaVsche  Linie 
parallel  B  C  und  A  D  als  durch  12,45  gehend ;  zielit  man  also 
durch  einen  zwischen  M  und  B  gelegenen  Punkt  E  eine  solche 
Parallele  bis  F  zur  Tangente  in  ^,  so  schneiden  sich  die  Geraden, 
die  von  diesem  Endpunkt  F  nach  D  und  von  jenem  Anfangspunkt 
E  nach  C  gehen,  stets  in  einem  Punkte  P  der  Ellipse  zwischen 
B  und  D. 

Construiere  die  Ellipse  speciell  aus  den  Axen  durch  den  Schnitt- 
punkt der  vom  einen  Endpunkte  der  Hauptaxe  ausgehenden  Ge- 
raden und  die  bezügliche  Tangente.  Natürlich  als  Specialfall  nach 
der  vorigen  Construction.  Wir  geben  aber  eine  andere  ebenso  prak- 
tische Anordnung,  die  auch  für  beliebige  conjugierte  Durchmesser 
gilt:  Man  fasse  diesen  Axenendpunkt  als  5,  den  anderen  Endpunkt 
derselben  Axe  als  3  4  und  den  einen  Endpunkt  der  anderen  als  1 2, 
den  gesuchten  Punkt  als  6,  für  die  Bestimmung  seiner  Tangente 
als  56. 

11)  In  der  gleichseitigen  Hyperbel,  deren  Asymptoten 
rechtwinklig  zu   einander  sind,   besteht  die  Involution  der  conju- 

Fiedler,  dAntcllende  Geometrie.    I.    S.  Aufl.  12 
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gierten  Durchmesser  aus  zwei  gleichwinkligen  Strahlenbüscheln  mit 
entgegengesetztem  Drehungssinn  oder  sie  ist  eine  symmetrische 
Involution.  Die  aus  den  Endpunkten  eines  Durchmessers  Aber 
den  Punkten  der  gleichseitigen  Hyperbel  gebildeten  StrahlenbtJLschel 
sind  gleich.    (§  29,  8.) 

Wenn  es  in  einem  Kegelschnitt  zwei  Paare  von  rechtwink- 
ligen conjugierten  Durchmessern  giebt,  so  sind  alle  Paare  der  Durch- 
messerinvolution rechtwinklig;  der  Kegelschnitt  ist  somit  ein  Kreis. 

12)  Weil  die  Involution  conjugierter  Durchmesser 
und  ein  Punkt  respective  eine  Tangente  einen  Kegel- 
schnitt bestimmen  (§  32,  13),  so  ist  eine  Hyperbel  durch  die 
Asymptoten  und  einen  Punkt  (vergl.  §  27,  7  d.;  28,  7)  und  der 
Kreis  durch  das  Centrum  M  und  einen  seiner  Punkte  T  respective 
eine  seiner  Tangenten  t  bestimmt. 

Man  construiert  den  Kreis  aus  Punkten,  nachdem  man  in  der 
Geraden  TM  als  den  vierten  harmonischen  zu  T  in  Bezug  auf  M^  oo 
den  Punkt  T'  angegeben  hat,  für  welchen  T M  ^=  MT  ist,  als  den 
Ort  der  Scheitel  rechter  Winkel,  deren  Schenkel  durch  T  und  T' 
gehen;  man  construiert  ihn  aus  Tangenten,  nach  Ermittelung  der 
zu  /  in  Bezug  auf  M  symmetrischen  Tangente  ^,  als  die  Enveloppe 
der  Geraden,  deren  Schnittpunkte  mit  /  und  i  von  M  aus  gesehen 
unter  rechten  Winkeln  erscheinen. 

13)  Wir  knüpfen  hieran  die  darstellend  geometrische 
Behandlung  des  Kreises,  den  wir  durch  Ebene  E,  Mittelpunkt 
M  und  Radius  r  bestimmt  denken.  Seien  5,  (i  Spur  und  Flucht- 
linie von  E,  sowie  M*  das  Bild  des  Mittelpunktes,  so  bestimmen  wir 
zunächst  aus  dem  Distanzkreis  D  die  Umlegung  von  C  mit  Cq 
oder  das  Collineationscentrum  (^  und  markieren  die  Fusspunkte  der 
Paare  der  Bechtwinkelinvolution  um  K  \n  q  {H  ist  ihr  Central- 
punkt) ,  was  auch  durch  die  aus  Punkten  von  q  durch  S  (und  6*) 
beschriebenen  (paarweis  gleichen)  Kreise  geschehen  kann.  Ziehen 
wir  UM'  bis  /S'  in  s ,  tragen  den  Radius  r  in  5  von  da  nach  beiden 
Seiten  ab,  so  erhalten  wir  in  den  Strahlen  von  den  Endpunkten 
nach  H  auf  der  Parallelen  zu  s  durch  M'  die  Bilder  von  zwei 
Punkten  Ä^  A^  des  Kreises,  welche  auf  einem  Strahl  durch  M\ 
den  Pol  von  q\  liegen.  Die  Strahlen  A' H^  A( H  sind  selbst  die 
zugehörigen  Tangenten;  wir  construieren  also  aus  diesen  Paaren 
mittelst  Pol,  Polare  und  Involution  nach  §  32,  13  das  Kreisbild 
durch  seine  Punkte  und  Tangenten. 

Es  wäre  leicht,  den  Kreis  durch  drei  Punkte  oder  durch  zwei 
Punkte  und  die  Tangente  des  einen  ebenso  zu  ermitteln  (§  32,  14) ; 
auch  die  vier  Kreise  zu  drei  Tangenten ,  oder  die  zwei  zu  zwei  Tan- 
genten mit  dem  Berührungspunkt  der  einen  nach  22  unten.  Auch 
verbinden  sich  damit  sehr  einfach  die  centralprojectivische  Behand- 
lung des  geraden  oder  Rotations-Cylinders  und -Kegels 
und  der  Kugel;    wir  empfehlen  zur  Uebung   die  Durchführung 
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folgender  Aufgaben :  a)  Von  einem  geraden  Cjlinder  ist  die  Ebene 
des  Basiskreises,  der  Mittelpunkt  und  Badius  desselben  sowie  die 
Hohe  bekannt;  man  soll  beide  Grundkreise  projicieren.  b)  Von 
einem  geraden  Kegel  kennt  man  die  Axe  a,  die  Spitze  K  in  der- 
selben und  die  Höhe  A,  sowie  den  Badius  der  Basis  r;  man  ver- 
zeichne das  Bild  seiner  Basis,  c)  Man  soll  den  Querschnitt  einer 
Ebene  E  mit  der  durch  Mittelpunkt  K  und  Radius  r  bestimmten 
Kugel  projicieren  —  als  einen  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  M  der 
Eusspnnkt  der  vom  Kugelmittelpunkt  K  auf  E  gehenden  Normale 
und  dessen  Badius  die  zweite  Kathete  eines  rechtwinkligen  Drei- 
ecks ist,  das  die  L&nge  dieser  Normale  zur  ersten  Kathete  und 
den  Kugelradius  zur  Hypothenuse  hat.  d)  Man  soll  den  Kreis  der 
Berührungspunkte  der  von  einem  Punkte  P  an  die  Kugel  gehenden 
Tangenten  darstellen  —  indem  man  seinen  Mittelpunkt  M  in  dem 
nach  P  gehenden  Kugeldurchmesser  PK^  sowie  seinen  Badius  aus 
der  Bemerkung  bestimmt,  dass  jener  der  Höhenfusspunkt  in  einem 
rechtwinkligen  Dreieck  aus  PK  als  Hypothenuse  und  r  als  Kathete 
an  der  Ecke  K  und  dieser  die  zugehörige  Höhe  selbst  ist. 

Wir  gehen  im  folgenden  Abschnitt  und  sodann  im  II.  Theil 
dieses  Werkes  weiter  auf  diese  Formen  ein. 

14)  In  der  Centralprojection  K'  eines  Kreises  iTwird  das  Bild 
vom  Pol  der  Qegenaxe  r  im  Kreise  zum  Mittelpunkt.  (VergL 
§  30,  4.)  Die  in  Bezug  auf  K  conjugierten  Punktepaare  der  Qegen- 
axe r  bestimmen  mit  (S  die  Bichtungen  der  conjugierten  Durch- 
messer von  K\  Nach  §  32,  7)  werden  diese  Paare  durch  die  zu 
K  orthogonalen  Kreise  aus  Punkten  von  r  bestimmt,  die  alle  die 
zwei  Punkte  des  zu  r  normalen  Durchmessers  von  K  enthalten,  in 
denen  der  mit  der  TangentenlSnge  von  K  aus  seinem  Fusspunkte 
in  r  beschriebene  Kreis  ihn  schneidet.  Im  Falle  des  hyperbolischen 
Bildes  sind  diese  letzten  Punkte  nicht  reell.  Die  Involution  der 
conjugierten  Punkte  in  r  oder  der  Durchmesserenden  der  Orthogo- 
palkreise  zu  K  ist  aber  durch  den  Centralpunkt  in  der  Normalen 
zu  r  vom  Mittelpunkte  und  durch  ein  Paar  bestimmt.  Einer  dieser 
Kreise  (§  32,  8)  geht  durch  (S  und  durch  den  ihm  radial  conju- 
gierten Punkt  6*  und  liefert  die  Bichtungen  der  Axen  des  Kegel- 
schnitts K'\  die  von  seinen  Punkten  in  r  nach  dem  Pol  von  r  in 
K  gehenden  Sehnen  des  Kreises  liefern  die  Axen  des  Kreis- 
bildes. (Vergl.  Bd.  IE,  §  98,  wo  eine  andere  Betrachtung  zur 
nämlichen  Construction  leitet.) 

Die  Parallelen  der  Axen  aus  dem  Centrum  sind  dasjenige  Paar 
einer  Bechtwinkelinvolution,  welches  die  Qegenaxe  r  in  einem  Paar 
ihrer  Involution  harmonischer  Pole  in  Bezug  auf  den  Kreis  K 
schneidet.  Man  construiert  sie  also  auch  nach  §  31,  15.  Damit 
löst  man  dann  die  allgemeinere  Aufgabe  ebenso  leicht:  Man  soll 
die  Axen  des  Kegelschnittes  construieren,  der  die  Cen- 
tralprojection eines  gegebenen  Kegelschnittes  ist. 

18  ♦ 
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15)  Wenn  eine  Ellipse  und  ein  Kreis  einen  Durchmesser 
gemein  haben,  so  sind  sie  als  affine  Figuren  für  diesen  Durch- 
messer als  Axe  der  Affinität  anzusehen;  die  Verbindungslinien  der 
Endpunkte  derjenigen  Durchmesser  von  beiden,  welche  dem  ge- 
meinsamen Durchmesser  conjugiert  sind,  geben  die  Richtung  der 
Affinitätsstrahlen.  Sie  sind  zur  Affini tätsaxe  rechtwinklig,  wenn  diese 
eine  Axe  für  die  Ellipse  ist.  Man  bezeichne  die  für  zwei  Ellipsen 
oder  zwei  Hyperbeln  erforderlichen  Modificationen. 

Von  einer  Ellipse  (Fig.  75)  sind  die  Endpunkte  von  zwei 
conjugierten  Durchmessern  AB ^  CD  gegeben;  man  soll  ihre  Durch- 
schnittspunkte  E^  F  mit  einer  Geraden  g  und  ihre  Tangenten  e^  f 
von  einem  Punkte  P  ihrer  Ebene  construieren  —  indem   man  sie 

Fig.  75. 


^'  -^^ 


als  affin  zu  dem  über  einem  jener  Durchmesser  beschriebenen  con- 
centrischen  Kreise  K'  betrachtet,  und  durch  Bestimmung  der  im 
Kreissystem  entsprechenden  Geraden  g  und  des  dort  entsprechen- 
den Punktes  P'  von  den  Schnittpunkten  E\  F'  und  Tangenten  «',  /" 
dieser  Letzten  mit  dem  Kreise  K'  zu  den  Geforderten  Übergeht. 
Die  Figur  75  enthält  die  Ausführung;  auch  die  Berührungspunkte 
der  Tangenten  e  und  f\  man  wird  leicht  die  Tangenten  für  die 
Punkte  j&,  F  hinzufügen. 

16)  Die  Axen  eines  durch  fünf  Punkte  gehenden  Kegelschnittes 
können  auch  mittelst  eines  Kreises  bestimmt  werden,  der  durch 
drei  von  diesen  fünf  Punkten  A^  B ^  C  geht  und  dessen  vierter 
Schnittpunkt  D'  mit  demselben   daher  nach   §  29,  d.   linear  be- 
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stimmt  ist.  In  der  durch  diesen  Kreis  und  den  Kegelschnitt  nach 
§  25,  2  in  der  unendlich  fernen  Geraden  bestimmten  Involution 
von  Schnittpunkten,  zu  der  auch  die  Richtungen  der  Gegenseiten- 
paare des  Kreisvierecks  der  gemeinsamen  Punkte  als  Paare  gehören, 
sind  die  Axenrichtungen  des  Kegelschnittes  zu  den  Kreispunkten 
und  den  Asymptotenrichtungen  des  Kegelschnittes  zugleich  harmo- 
nisch, d.  h.  sie  sind  die  Doppelpunkte  jener  Involution.  Bildet  man 
aber  ferner  im  Viereck  ABC D  die  Durchschnittspunkte  der  Gegen- 
seitenpaare E^  F^  G  und  die  Halbierungslinien  der  von  diesen  ge- 
bildeten Winkel,  so  sind  ihre  Richtungen  als  zu  drei  Paaren  der 
vorbetrachteten  Involution  zugleich  harmonisch  identisch  unter  ein- 
ander und  mit  den  Doppelpunkten  jener  Involution.  Nachdem  durch 
diese  Bemerkungen  die  Richtungen  der  Axen  bestimmt  sind ,  erhält 
man  leicht  die  Axen  selbst;  denn  man  erfährt  ihre  Endpunkte  als 
Doppelpunkte  der  bezüglichen  Involution  harmonischer  Pole,  welche 
offenbar  durch  den  Schnitt  einer  Tangente  mit  der  Axe  und  den 
der  Normale  zur  Axe  vom  bezüglichen  Berührungspunkte  bestimmt 
wird.    (3.) 

Wenn  zwei  conjugierte  Durchmesser  nach  Lage  und  Grösse 
gegeben  sind,  so  construiert  man  nach  4)  und  5)  auch  die  Axen 
der  Ellipse;  ebenso  die  Lagen  und  Längen  aller  andern  Paare  der 
conjugierten  Durchmesser.  Die  Construction  führt  zu  den  SStzen 
von  der  Constanz  der  Fläche  des  Parallelogramms,  wel- 
ches zwei  conjugierte  Durchmesser  bestimmen  und  von 
der  Constanz  der  Summe  ihrer  Quadrate. 

17)  Zwei  Kegelschnitte  sind  ähnlich  und  ähnlich  gelegen, 
wenn  die  zu  den  Paaren  conjugierter  Durchmesser  des  einen  pa- 
rallelen Durchmesser  des  andern  wieder  conjugiert  sind  —  oder 
wenn  sie  parallele  Asymptoten  haben  und  in  entsprechenden  Win- 
keln derselben  liegen;  sie  sind  ähnlich,  wenn  sie  gleiche  Invo- 
lutionen conjugierter  Durchmesser  haben,  oder  wenn  ihre  Asymp- 
iotenwinkel  gleich  sind.  Im  ersten  FaUe  zeigt  man  leicht,  dass 
diese  Kegelschnitte  durch  gleiche  und  parallele  Paare  erzeugender 
Büschel  entstehen  können. 

18)  Wenn  ein  Kegelschnitt  K  und  ein  Punkt  M  seiner  Ebene 
gegeben  sind,  so  geht  derselbe  durch  jede  Centralprojection ,  die 
die  Polare  dieses  Punktes  in  Bezug  auf  ihn  zur  Gegenaxe  r  hat, 
in  einen  Kegelschnitt  K'  über,  der  das  Bild  M'  von  M  zu  seinem 
Mit&lpunkt  hat.  Nach  dem  Vorigen  ist  K'  eine  Ellipse,  wenn  M 
im  Innern  liegt  und  somit  die  Involution  harmonischer  Pole  auf  r 
elliptisch  ist  (§  32,  10);  eine  Hyperbel  für  M  ausserhalb  K  und 
eine  Parabel  für  M  auf  K  selbst.  Die  Festsetzung  von  (5  unter 
den  Punkten  der  Ebene  bestimmt  die  elliptische,  resp.  hyperbo- 
lische und  parabolische  Involution  der  conjugierten  Durchmesser 
von  K\  während  die  Wahl  von  s  nur  über  die  Grösse  des  ent- 
stehenden Bildes  K'  und  über  die  Realität  der  ihm  mit  K  gemein- 
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Samen  sich  selbst  entsprechenden  Punkte  entscheidet.  Sind  die  In- 
volutionen um  M  und  auf  r  elliptisch,  so  kann  durch  die  Wahl 
von  @  in  einem  der  Grundpunkte  des  Büschels  von  Kreisen,  die 
über  den  Strecken  zwischen  ^den  Paaren  auf  r  als  Durchmessern 
beschrieben  werden,  die  Durchmesserinvolution  des  Bildes  K'  rec- 
tangulär  und  dieses  daher  zum  Kreis  gemacht  werden;  den  ver- 
schiedenen Lagen  von  s  entsprechen  verschiedene  Kreise  K\  die 
das  Collineationscentrum  6  zum  gemeinsamen  Aehnlichkeitspunkt 
haben.  Sind  die  Involutionen  um  M  und  auf  r  aber  hyperbolisch, 
so  macht  die  Annahme  von  (S  in  einem  Punkte  des  Kreises,  der 
das  Segment  der  Doppelpunkte  in  r  zum  Durchmesser  hat,  die 
Durch  messerin  volution  des  Bildes  symmetrisch  und  das  Bild  K'  zur 
gleichseitigen  Hyperbel;  für  jede  Lage  des  Centrums  ent- 
sprechen den  verschiedenen  Lagen  von  s  verschiedene  gleichseitige 
Hyperbeln,  die  es  zum  gemeinsamen  Aehnlichkeitspunkt  haben.  Der 
üebergang  wird  erst  bestimmt,  wenn  von  der  verlangten  gleich- 
seitigen Hyperbel  etwa  die  eine  Asymptote  gegeben  ist;  im  Falle 
des  Kreisbildes  kann  der  Radius  z.  B.  gegeben  werden. 

19)  Für  die  Parallelprojection  eines  Kegelschnittes  gilt  der 
Satz:  Das  Bild  des  Mittelpunktes  ist  der  Mittelpunkt  des  Bildes; 
Ellipsen  können  in  Kreise,  Hyperbeln  in  gleichseitige  Hyperbeln, 
Parabeln  nur  wieder  in  Parabeln  projiciert  werden.  Man  erörtere 
die  Modalitäten  für  schiefe  und  für  orthogonale  Parallelprojection 
getrennt. 

20)  Wenn  man  die  sämmtlichen  Kegelschnitte  eines  Büschels 
betrachtet ,  so  hängt  die  Möglichkeit  ihrer  gleichzeitigen  Projection 
in  gleichseitige  Hyperbeln  oder  in  Kreise  von  der  Bealität  ihrer 
Qrundpunkte  ab.  Die  Kegelschnitte  durch  vier  reelle  Punkte 
(§  25)  köimen  nicht  in  Kreise,  wohl  aber  in  gleichseitige  Hyper- 
beln projiciert  werden,  umgekehrt  die  Kegelschnitte  durch  vier  nicht 
reelle  Punkte  (§  32,  16)  in  Kreise,  aber  nicht  in  gleichseitige 
Hyperbeln;  nur  bei  den  Kegelschnitten  durch  zwei  reelle  und  zwei 
imaginäre  Punkte  (§  32,  16)  ist  beides  möglich.  In  dem  Fall  von 
vier  reellen  Grundpunkten  giebt  es  sechs  Lagen  von  r.  Verbindungs- 
gerade der  Grundpunkte  in  Paaren,  und  sechs  Kreise  über  ihren 
Abständen  als  Durchmessern  mit  Centren  6  für  diesen  üebergang ; 
in  dem  Fall  von  vier  nicht  reellen  Grundpunkten  sind  die  beiden 
Träger  der  bestimmenden  elliptischen  Poliiivolutionen  die  Geraden 
r,  und  jeder  von  ihnen  entsprechen  nach  18)  zwei  Lagen  von  0  für 
die  Projection  der  Kegelschnitte  des  Büschels  in  Kreise;  für  zwei 
reelle  und  zwei  imaginäre  Grundpunkte  ist  die  Verbindungsgerade 
der  ersten  die  Gegenaxe  r  und  die  zugehörige  Strecke  der  Durchmesser 
des  Ortskreises  der  (S  zur  Projection  in  gleichseitige  Hyperbeln; 
dagegen  sind  die  Verbindungsgerade  der  letzten,  der  Träger  der  be- 
stimmenden elliptischen  Involution,  die  Gegenaxe  r  und  die  beiden 
Scheitel  der  zu  dieser  Involution  gehörigen  rechtwinkligen  Scheine 
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nach  18)  die  Lagen  der  Centra  @  f{ir  die  Projection  in  Kreise.  Man 
erläutere  die  besondere  Bedeutung  der  röellen  Grundpunkte  für  den 
Uebergang  zu  gleichseitigen  Hyperbeln.    (Vergl.  §  22,  f.) 

21)  Eine  Tangente  und  die  Involutionen  harmonischer  Pole 
in  zwei  Geraden,  oder  ein  Punkt  und  zwei  Involutionen  harmoni- 
scher Polaren  bestimmen  zwei  Kegelschnitte.  Die  zwei  Geraden 
oder  Punkte  bestimmen  in  der  Tangente  (am  Punkte)  ein  Paar  der 
Involution  und  indem  man  den  zweiten  Schnitt  oder  die  zweite 
Tangente  des  durch  einen  Punkt  in  der  Tangente  oder  an  eine 
Tangente  aus  dem  Punkte  gehenden  Kegelschnittes  des  Büschels  oder 
der  Schaar  construiert,  erhält  man  ein  zweites  Paar.  Die  Doppel- 
elemente der  Involution  bestimmen  zwei  Kegelschnitte  als  Lösungen. 

22)  Drei  Punkte  und  eine  Involution  harmonischer 
Polaren  (d.  h.  auch  drei  Punkte  und  zwei  Tangenten)  oder  drei 
Tangenten  und  eine  Involution  harmonischer  Pole  (d.  h. 
auch  drei  Tangenten  und  zwei  Punkte)  bestimmen  einen  Kegel- 
schnitt. Im  Allgemeinen  entsprechen  vier  Kegelschnitte  dem 
Problem :  Man  ermittelt  die  Polare  des  Scheitels  des  involutorischen 
Büschels  (den  Pol  der  Geraden  der  involutorischen  Beihe)  mittelst 
ihrer  Schnittpunkte  mit  den  Verbindungslinien  der  gegebenen  Punkte 
(mittelst  seiner  Verbindungslinien  mit  den  Schnittpunkten  der  ge- 
gebenen Tangenten);  sie  sind  das  gemeinsame  Paai*,  welches  die 
gegebene  Involution  in  jener  Geraden  oder  an  diesem  Schnittpunkte 
und  die  durch  jene  Punkte  oder  Tangenten  als  Doppelelemente  be- 
stimmte Involution  besitzen. 

Die  drei  so  erhaltenen  Punktepaare  liegen  viermal  zu  dreien 
in  einer  Geraden  und  die  drei  Strahlenpaare  des  c^dem  Falles 
gehen  viermal  zu  dreien  durch  einen  Punkt;  d.  h.  man' erhält  vier 
Polaren  respective  vier  Polo  des  Trägers  der  Involution.  Jedes 
dieser  Elemente  liefert  nach  dem  Früheren  (§  32,  13)  einen  Kegel- 
schnitt. 

23)  Man  construiere  speciell  die  Kegelschnitte  zu  drei  Tan- 
genten und  den  gegebenen  Richtungen  von  zwei  Paaren  conjugierter 
Durchmesser  und  zeige,  wie  insbesondere  die  vier  Kreise  zu  drei 
Tangenten  sich  ergeben.  Man  erläutere  die  für  zwei  Tangenten 
und  den  Berührungspunkt  der  einen  oder  zwei  Punkte  und  die  Tan- 
gente des  einen  eintretenden  Modificationen. 

24)  Durch  die  entwickelten  Constructionen  sind  fünf  einfach 
unendliche  Systeme  von  Kegelschnitten  hervorgetreten,  nebst  ihren 
Beziehungen  zu  den  Punkten  und  geraden  Linien  ihrer  Ebenen. 
Zuerst  (§  25,  l  und  4;  §  32,  14)  die  Büschel  und  die  Schaaren 
von  Kegelschnitten;  im  Büschel  geht  einer  durch  jeden  Punkt,  in 
der  Schaar  einer  an  jede  Gerade,  dagegen  (§  25,  4;  §  32,  14)  im 
Büschel  zwei  an  eine  Gerade  und  in  der  Schaar  zwei  durch  einen 
Punkt.  Sodann  die  Kegelschnitte  mit  drei  gemeinsamen 
Punkten  und  einer  gemeinsamen  Tangente,    davon  zwei 
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durch  einen  Pankt  und  (21)  vier  an  eine  Oerade  gehen,  und  die 
Kegelschnitte  mit  drei  gemeinsamen  Tangenten  und 
einem  gemeinsamen  Funkte,  von  denen  vier  durch  einen 
Punkt  gehen  und  zwei  eine  Gerade  berühren;  endlich  die  Kegel- 
schnitte durch  zwei  Punkte  und  an  zwei  Tangenten,  von 
denen  vier  durch  einen  Punkt  und  vier  an  eine  Gerade  gehen  — 
genauer  gesprochen  zweimal  zwei ,  da  sie  in  zwei  Systeme  zerfallen. 
Üeberall  können  zwei  gleichartige  gemeinsame  Elemente  durch  eine 
Involution  ersetzt,  also  auch  conjugiert  imaginär  werden;  überall 
können  solche  auch  einander  unendlich  nahe  gedacht  werden  unter 
Angabe  ihres  Yerbindungs- Elements,  so  dass  z.  B.  unter  den  Bü- 
scheln die  einfach-  und  die  zweifach  beruh  renden ,  sowie  die  osculie- 
renden  speciell  hervortreten.    (Vergl.  §  35.) 

34.  Jeder  aus  Punkten  und  Geraden  zusammengesetzten 
Figur  in  der  Ebene  eines  Kegelschnittes  K  entspricht  eine  aus 
den  Polaren  jener  Punkte  und  den  Polen  jener  Geraden  ganz 
gleich  zusammengesetzte  Figur,  in  der  jedem  Strahlenbüschel 
der  ersten  eine  ihm  projectivische  Punktreihe  der  zweiten ,  und 
umgekehrt,  entspricht —  die  Polarfigur  der  ersten  in  Bezug 
auf  K\  gleichzeitig  ist  nach  §  32  die  erste  Figur  die  Polarfigur 
der  zweiten  in  Bezug  auf  K,  Man  nennt  daher  zwei  solche  Figu- 
ren reciproke  Polar-Figuren  in  Bezug  auf  A'  und  bezeichnet 
diesen  Kegelschnitt  als  die  Directrix  der  Reciprocität. 

Sie  bilden  einen  besonderen  Fall  der  in  einanderliegenden 
reciproken  ebenen  Systeme  (üeberblick,  S.  115),  der  dadurch 
charakterisiert  ist,  dass  jedem  Element  das  nämliche  andere 
Element  entspricht,  ob  man  es  dem  einen  oder  dem  andern 
der  beiden  Systeme  zuzählt,  d.  h.  durch  das  vertauschbare  Ent- 
sprechen der  Elemente,  Der  Directrix-Kegelschnitt  ist  der  Ort 
der  Punkte^  die  in  ihren  entsprechenden  Geraden  liegen,  und 
zugleich  die  Enveloppe  dieser  Geraden,  welche  ihre  entsprechen- 
den Punkte  enthalten;  denn  der  Pol  liegt  nur  in  der  Polare, 
wenn  er  ein  Punkt  des  Kegelschnittes  ist  und  diese  ist  seine 
Tangente.  Dass  dieser  Kegelschnitt  nicht  nothwendig  reell  sein 
mu8s,  wissen  wir  schon  aus  §  32,  12.  Man  überträgt  zuweilen 
die  Ausdrucksweise  dieses  speciellen  Falles  auf  den  allgemeinen 
Fall  der  reciproken  Systeme,  indem  man  vom  entsprechenden 
Punkt  einer  Geraden  als  ihrem  Pol  und  von  der  entsprechenden 
Geraden  eines  Punktes  als  seiner  Polare  auch  dann  spricht.  Wir 
kommen  auf  diesen  allgemeinen  Fall  später  (ThI.  III  dieses  Wer- 
kes) zurück  und  verweilen  hier  beim  speciellen;  in  Erinnerung  an 
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§  20;  12  erkennen  wir,  dass  die  Spuren  orthogonaler  Elementen- 
paare im  projicierenden  Bündel  der  Gentralprojection  eine  be- 
sondere Form  desselben  bilden  ^  und  wir  berücksichtigen  den- 
selben unten. 

In  jedem  Falle  giebt  die  Figur  eines  projectivischen  geo- 
metrischen Satzes  oder  Problems  der  eines  neuen  Satzes  oder 
Problems  den  Ursprung;  das  Princip  der  ßeciprokal- 
figuren  oder  der  Reciprocität  erlaubt,  die  Menge 
der  geometrischen  Wahrheiten  ohne  neue  Beweisarbeit 
zu  vermehren;  aus  dem  Satze  von  Pascal  lässt  es  z.  B.  so 
den  Satz  von  Brianchon  hervorgehen,  etc.  In  den  vorher- 
gehenden EntwickeluDgen  liefern  alle  die  parallel  neben  ein- 
ander gestellten  Sätze  und  Aufgaben  Beispiele  für  diesen  Ueber- 
gang.  Ihre  Nebeneinanderstellung  im  Vorhergehenden  ist  aber 
von  diesem  Princip  unabhängig  schon  aus  der  dualistischen 
Natur  des  Prozesses  der  Projection,  und  des  ihn  beherrschen- 
den Gesetzes  der  Doppelverhältnissgleichheit  hervorgegangen; 
so  wie  jener  sich  aus  der  Bildung  des  Scheines  oder  des  pro- 
jicierenden Bündels  und  der  seines  Schnittes  mit  der  Bildebene 
zusammensetzt,  so  erstreckt  sich  dieses  gleichmässig  auf  Reihen 
von  Punkten  und  auf  Büschel  von  Strahlen  und  Ebenen.  Unsere 
Entwickelung  giebt  jene  Sätze  als  Folgen  jenes  allgemeinen 
Gesetzes  der  Dualität,  das  die  geometrischen  Formen  und  ihre 
Eigenschaften  beherrscht  (Ueberblick);  im  Besondern  entsprechen 
sie  einander  auch  nach  dem  Princip  der  Beciprocität.  Wir 
geben  unter  den  Beispielen  die  Behandlung  des  Normalen- 
problems der  Kegelschnitte  unter  diesem  Gesichtspunkte. 

1)  Der  Directrix- Kegelschnitt  degeneriert  in  ein  Paar  von  Ge- 
raden, respective  in  ein  Paar  von  Punkten,  wenn  die  reciproke 
Beziehung  der  beiden  ebenen  Systeme  die  im  Ueberblick,  S.  116 
mit  /"j)  und  /*|)  bezeichnete  ist. 

2)  Welche  Degenerationsform  des  Kegelschnittes  entspricht  der 
besonderen  Beciprocitfit  g)  a.  a.  0.? 

3)  Die  Polarfigur  eines  Kreises  (oder  Kegelschnittes)  in 
Bezug  auf  einen  Kreis  als  Directrix  der  Reciprocität  ist  ein  Kegel- 
schnitt; und  zwar  eine  Ellipse,  Parabel  oder  Hyperbel,  je  nachdem 
der  Mittelpunkt  des  Directrixkreises  in  dem  gegebenen  Kreise,  auf 
seiner  Peripherie  oder  ausserhalb  desselben  liegt.  Weitere  Be- 
ziehungen für  denselben  würden  sich  in  Anwendung  der  folgenden 
Entwickelungen  ergeben ;  z.  B.  der  Mittelpunkt  der  Directrix  ist  ein 
Brennpunkt  desselben  nach  §  36. 


186  I*  Methodenlehre:  B)  Die  KegelBchnitte.    34. 

4)  Die  Punkte  der  Bildebene  und  die  Spuren  der  projicierenden 
Normalebenen  zu  den  durch  sie  bestimmten  projicierenden  Strahlen 
bilden  zwei  polarreciproke  Systeme  mit  einem  nicht  reellen  Directrix- 
kegelschnitt  (6)  oder,  wie  man  sagt,  ein  Orthogonalsystexn. 

5)  Die  Spuren  von  drei  projicierenden  Ebenen,  von  denen  jede 
auf  den  beiden  andern  rechtwinklig  ist,  so  dass  für  jede  von  ihnen 
der  Schnittpunkt  der  beiden  andern  der  Durchstosspunkt  des  zu  ihrer 
Ebene  normalen  projicierenden  Strahles  ist,  bilden  ein  sich  selbst 
conjugiertes  Dreieck  des  Systems  und  bestimmen  dasselbe.  Nach 
§  10  ist  d>er  nothwendig  in  seinem  Innern  gelegene  Höhenschnitt- 
punkt eines  solchen  Dreiecks  der  Hauptpunkt  C^  und  die  mittlere 
geometrische  Proportionale  zwischen  den  durch  ihn  bestimmten  Ab- 
schnitten der  Höhen  die  Distanz  d  für  den  Scheitel  C  des  proji- 
cierenden Bündels.  Somit  bestimmt  ein  solches  Dreieck  das  Ortho- 
gonalsystem; in  der  That  ist  wie  in  §  20,  12  durch  dasselbe  das 
eine  zur  Bestimmung  des  Directrixkegelschnittes  und  aller  übrigen 
Paare  nothwendige  Paar  eines  Pols  und  seiner  Polare  mit  ge- 
geben, da  der  Hauptpunkt  Ci  die  unendlich  ferne  Gerade  der  Ebene 
zur  Polare  hat.  Sind  JT,  F,  Z  die  Ecken  eines  solchen  Dreiecks, 
so  bilden  zu  den  Paaren  VZ^  ZJC,  XY  die  Höhenfusspunkte  X^^ 
y^y  Zj  die  Mittelpunkte  der  bezüglichen  Involutionen,  respective 
X^r,X^Z,y^Z.F^X\mdZ^X,Z^y  also  ihre  Potenzwerthe  k\ 
Ist  nun  P  ein  Punkt  der  Ebene  und  schneiden  die  Geraden  XP^ 
YP.ZP  die  Gegenseiten  FZ,  ZX.XF  des  Dreiecks  in  Px,  Ppy  Pz 
resp.,  so  erhält  man  nach  §  10  die  zu  diesen  gehörigen  Spuren 
der  Normalebenen  in  den  von  X,  F,  Z  resp.  zu  den  Geraden  C^  Pg^ 
C^Pyy  C^Pz  gehenden  Perpendikeln,  und  man  erkennt  sofort,  dass 
auf  Grund  dieser  Construction  für  /^i,.,  Piy^  Pi,  als  die  Schnitt-, 
punkte  derselben  mit  FZ^  ZX,  XF  resp. 

k^  =  X^F.  X^Z  =  XiPx.  X^Pix,  etc. 

ist.  Die  Punkte  Pix^  Piyy  P\m  liegen  also  in  der  Polare  p  von  P 
und  die  Construction  des  Orthogonalsystems  stimmt  mit  der  von 
§  32,  12  überein. 

6)  Der  Hauptpunkt  C^  als  Pol  der  unendlich  fernen  Geraden 
ist  der  Mittelpunkt  der  nicht  reellen  Directrix.  Da  die  Polare  eines 
unendlich  entfernten  Punktes  d.  h.  einer  Richtung  die  zu  dieser 
normale  Gerade  durch  den  Hauptpunkt  ist,  so  ist  die  Involution 
der  conjugierten  Durchmesser  für  die  Directrix  des  Orthogonal - 
Systems  rectangulär  und  wir  bezeichnen  dieselbe  daher  alß  einen 
nicht  reellen  Kreis  mit  dem  Hauptpunkt  als  Mittelpunkt. 
In  der  That  haben  die  Involutionen  harmonischer  Pole  auf  allen  durch 
Cy  gehenden  Geraden  nach  §  10  die  nämliche  Potenz  —  (P^  so  dass 
die  Abstände  ihrer  Doppelpunkte   vom   gemeinsamen   Mittel-   oder 

Centralpunkt  gleich  gross,  nämlich  gleich  d  Y —  1  sind.  Wir  dürfen 
diese  Grössen  als  den  Halbmesser  des  imaginären  Directrizkreises 
bezeichnen.    Der  Distanzkreis  ist  der  Ort  der  Paare  symmetrischer 
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entsprechender  Punkte  in  den  Polinvolutionen  seiner  Durchmesser 
und  die  Envefoppe  der  Paare  solcher  Strahlen  in  den  Polarinvolu- 
tionen aus  Parallelen. 

7)  Jedem  Kegelschnitt  in  der  Bildebene  entspricht  ein  anderer 
Kegelschnitt  derselben  als  Enveloppe  der  Polaren  seiner  Punkte, 
d.  h.  als  Enveloppe  der  Spuren  der  projicier enden  Normalebenen 
zu  den  nach  seinen  Punkten  gehenden  projicierenden  Strahlen.  Zu- 
gleich entsprechen  den  Punkten  des  zweiten  Kegelschnittes  die  Tan- 
genten des  ersten  in  derselben  Art,  also  seine  unendlich  entfernten 
Punkte  den  von  C^  aus  an  diesen  gehenden  Tangenten  als  die  Rich- 
tungen ihrer  Normalen.  Insbesondere  entsprechen  zwei  zum  Distanz- 
kreis concentrische  d.  h.  zwei  Neigungskreise  (§  1,  2)  einander,  wenn 
die  zugehörigen  Winkel  einander  zu  90®  ergänzen;  der  Distanz- 
kreis entspricht  sich  selbst  in  der  Art,  dass  jedem  seiner  Punkte 
die  Tangente  im  diametral  gegenüberliegenden  Punkte  entspricht. 
(Vergl.  3  oben.) 

8)  Die  im  Berührungspuukte  einer  Tangente  des  Kegelschnittes 
auf  ihr  errichtete  Normale  nennt  man  die  zugehörige  Normale 
des  Kegelschnittes.  Wenn  der  Punkt  und  die  Tangente  den 
Kegelschnitt  umlaufen,  so  umhüllt  die  Normale  eine  Curve,  die 
man  die  Evolute  des  Kegelschnittes  nennt.  Die  von  einem 
Punkte  P  der  Ebene  an  diese  Curve  gehenden  Tangenten  sind  die 
von  ihm  ausgehenden  Normalen  des  Kegelschnittes.  Zu  ihrer  Con- 
struction  führen  zwei  einander  dualistisch  gegenüberstehende  Be- 
trachtungen. Ist  Ä  der  Fusspunkt  einer  solchen  Normale  mit  der 
Tangente  x,  so  ist  PÄ  normal  auf  dem  Durchmesser,  der  zu  dem 
nach  Ä  gehenden  coujugiert  ist;  schneidet  man  also  jeden  der 
Strahlen  des  Büschels  um  P  mit  dem  Durchmesser,  welcher  con- 
jugiert  ist  zu  dem  zu  ihm  normalen  Durchmesser  des  Kegelschnittes, 
so  ist  der  als  Ort  der  Schnittpunkte  entstehende  Kegelschnitt  eine 
durch  Ä  gehende  Curve.  Anderseits  ist  x  eine  Gerade,  die  die  Polare 
p  von  P  in  einem  Punkte  schneidet ,  dessen  Polare  zu  ihr  normal  ist ; 
verbindet  man  also  die  Punkte  von  p  mit  den  zu  ihren  Polaren  durch 
P  normalen  Richtungen,  so  hat  der  durch  die  Verbindungsgeraden 
entstehende  Kegelschnitt,  die  reciproke  Polarfigur  des  vorigen  in  Be- 
zug auf  den  gegebenen  Kegelschnitt  als  Directrix,  x  zu  seiner  Tan- 
gente. Von  beiden  Kegelschnitten  liefert  der  erste  die  Pusspunkte 
der  Normalen  aus  P  als  seine  gemeinschaftlichen  Punkte,  der  zweite 
die  zugehörigen  Tangenten  als  seine  gemeinschaftlichen  Tangenten 
mit  dem  gegebenen  Kegelschnitt;  im  Allgemeinen  sind  es  also  vier. 

Da  nun  die  zu  den  Axen  parallelen  Strahlen  aus  P  zu  den 
conjugierten  der  zu  ihnen  normalen  Durchmesser  die  ihnen  parallelen 
Axen  selbst  haben,  so  ist  der  erste  Kegelschnitt  eine  den  Mittel- 
punkt enthaltende  gleichseitige  Hyperbel,  deren  Asymptoten  den 
Axen  parallel  sind ;'  sie  berührt  in  P  das  Perpendikel  auf  den  zum 
Durchmesser  von  P  conjugierten  Durchmesser  und  im  Mittelpunkt 
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den  coDJugierten  zu  dem  auf  dem  Durchmesser  von  P  senkrechten. 
Es  ist  klar,  dass  diese  gleichseitige  Hyperbel  den  gegebenen  Kegel- 
schnitt zweimal  oder  viermal  reell  schneiden  wird,  und  dass  ein 
Üebergangsfall  eintritt,  wenn  der  den  Mittelpunkt  nicht  enthaltende 
Ast  derselben  den  Kegelschnitt  berührt,  ein  Fall  in  welchem  die 
der  Berührungsstelle  entsprechende  Normale  als  doppelt  zu  zählen 
ist.    Sie  ist  die  Tangente  der  Evolute  für  P  als  Berührungspunkt. 

Der  zweite  Kegelschnitt,  die  Polarfigur  des  ersten,  ist  eine 
Parabel,  welche  die  Axen  des  Original  -  Kegelschnitts ,  das  Recht- 
winkelpaar der  Polar-Involution  von  P  und  die  Polare  p  berührt; 
der  Berührungspunkt  an  p  ist  der  Pol  der  Normalen  von  P  zu  p; 
der  unendlich  ferne  Punkt  der  Parabel  ist  die  Richtung  der  Nor- 
malen zum  Durchmesser  von  P. 

9)  Ist  der  gegebene  Kegelschnitt  eine  Parabel,  so  ist  ihr 
unendlich  femer  Punkt  sowohl  ein  Schnittpunkt  mit  der  Hyperbel 
(die  Parabelaxe  ist  Asymptote  derselben)  als  auch  Berührungspunkt 
einer  gemeinsamen  Tangente  mit  der  Hilfsparabel,  d.  h.  der  Pa- 
rabeldurchmesser aus  P  ist  die  eine  Normale ;  von  den  drei  andern 
ist  nothwendig  eine  reell.  Man  specialisiere  die  Betrachtung  fCLr 
den  Kegelschnitt  als  Kreis  und  als  Linien  paar;  für  den  Punkt 
P  als  auf  dem  Kegelschnitt,  in  einer  seiner  Axen  und  als  in  un- 
endlicher Ferne  gelegen. 

35.  Die  centrische  Gollineation  eines  Kreises  mit  einem 
Kegelschnitt  ist  auch  in  dem  Falle  von  Wichtigkeit^  wo  das 
Centrum  6  der  Gollineation  ein  Punkt  der  Kreisperipherie  ist 

Fig,  76. 


und  die  Gollineationsaxe  s  durch  diesen  Punkt  selbst  hin- 
durchgeht. Es  ist  schon  in  §  32,  18  bemerkt,  dass  die  Lage 
des  Gollineationscentroms  in  der  Peripherie  des  Kreises  oder 
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Kegelschnittes  die  Berührung  desselben  mit  dem  coUinearver- 
wandten  Kegelschnitt  in  ihm  bedingt.  Wenn  dann  die  ent- 
sprechenden Punkte  der  centrischen  Gollineation  auf  ^einerlei 
Seite  des  Centrums  liegen ;  so  können  beide  Curven  zwei  weitere 
Punkte  mit  einander  gemein  haben,  die  in  der  CoUineations- 
axe  gelegen  sind.  Berührt  diese  den  Originalkegelschnitt,  so 
ist  der  Bildkegelschnitt  mit  demselben  in  doppelter  Berührung, 
in  @  und  nach  s  —  ein  Fall,  der  eine  besondere  eingehende 
Behandlung  verdiente. 

Geht  die  Collineationsaxe  durch  das  Centrum,  so  fallt  von 
jenen  beiden  weiteren  gemeinsamen  Punkten  noch  einer  mit  den 
awei  schon  in  (S  yereinigten  gemeinsamen  Punkten  zusammen^ 
und  es  muss  ein  vierter  gemeinsamer  Punkt  der  Curven  existie- 
ren y  ihr  zweiter  Schnittpunkt  mit  der  Collineationsaxe.  Die  Be- 
ziehung zweier  Kegelschnitte,  welche  in  diesem  Falle  im  Punkte 
6  stattfindet,  bezeichnet  man  als  eine  Berührung  zweiter 
Ordnung;  ist  der  eine  Kegelschnitt  ein  Kreis,  so  nennt  man 
denselben  den  Krümmungs-  oder  Osculations-Kreis  des 
Kegelschnittes  in  jenem  Punkte  und  seinen  Halbmesser 
den  entsprechenden  Krümmungshalbmesser  desselben  — 
denn  es  giebt  nur  einen  Kreis  dieser  Art,  weil  er  in  (S  drei  un- 
endlich nahe  Punkte  mit  dem  Kegelschnitt  gemein  haben  und 
durch  die  Kreispunkte  der  Ebene  gehen  oder  eine  Kechtwinkel- 
Involution  conjugierter  Durchmesser  haben  muss.  Macht  man 
die  Collineationsaxe  s  zur  Taugente  des  Kegelschnittes  in  6,  so 
erhält  man  durch  die  Wahl  der  einen  Gegenaxe  unter  ihren  Pa- 
rallelen einen  der  einfach  unendlich  vielen  Kegelschnitte,  die  den 
gegebenen  in  6  vierpunktig  oder  in  der  dritten  Ordnung 
berühren,  und  man  sieht  sofort,  dass  durch  jeden  Punkt  der 
Ebene  einer  dieser  Kegelschnitte  geht,  und  wie  man  ihn  construiert. 
Die  Collinearfiguren  eines  Kreises  für  einen  Punkt  seiner  Peri- 
pherie als  Centrum  und  eine  durch  diesen  gehende  Gerade  als 
Axe  liefern  also  die  zweifach  unendlich  vielen  von  diesem  Kreise 
in  (S  osculierten  Kegelschnitte;  die  Lage  der  Collineationsaxe 
und  einer  Gegenaxe,  welche  zur  Bestimmung  der  CoUineation 
erforderlich  ist,  individualisieren  dieselben.  Wir  wollen  daraus 
die  Construction  des  Osculationskreises  für  einen  durch 
fünf  Punkte  (etc.)  bestimmten  Kegelschnitt  in  einem  gegebenen 
Punkte  desselben  ableiten.    Da  der  Mittelpunkt  M  des  Kreises 
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der  Pol  der  unendlich  fernen  Geraden  q  in  ihm  ist,  so  ist  sein 
Bild  M'  der  Pol  der  Gegenaxe  q  im  System  des  Kegelschnittes; 
drehen  wir  um  jenen  einen  Durchmesser,  so  dreht  sich  um  diesen 
die  Sehne,  welche  sein  Bild  ist,  und  die  entsprechenden  End- 
punkte beider  liegen  nothwendig  in  einerlei  Strahl  aus  dem  Cen- 
trum (S.  Beide  Punkte  sind  also  die  .Pole  rechtwinkliger  Involu- 
tionen aus  6^,  respective  im  Kreis  und  im  Kegelschnitt;  oder  man 
erhält  den  Punkt  M'  im  Kegelschnittsystem  als  den  Pol  der  Invo- 
lution rechter  Winkel  aus  @,  und  aus  ihm  die  Gegenaxe  q  als 
seine  Polare  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt.  Damit  ist  die  cen- 
trische  CoUineation  bestimmt,  in  welcher  dem  als  gegeben  ge- 
dachten Kegelschnitt  ein  Kreis  entspricht  und  die  Axe  $  durch 
das  Gentrum  geht ;  —  man  erhält  s  und  r  für  dieselbe.  (Fig.  76.) 

1)  Von  einem  Kegelschnitt  sind  fünf  Punkte  A^  B^  C,  2>,  E 
gegeben;  man  soll  ftlr  einen  derselben  ^^  den  Krümmungsmittel- 
punkt construieren.  Man  bestimmt  die  Schnittpunkte  j^,,  C^  der 
zu  AB^  AC  normalen  Geraden  aus  A  mit  dem  Kegelschnitt  luid 
dadurch  den  Pol  JM'  der  Rechtwinkel-Involution  aus  ^;  seine  Po- 
lare (§  30,  2)  ist  die  Gegenaxe  q\  die  Pai-allele  zu  derselben  durch 
A  die  GoUineationsaxe  s.  Ihr  zweiter  Schnittpunkt  F  mit  dem 
Kegelschnitt  bestimmt  den  Krümmungskreis,  die  halbierende  Nor- 
male zu  AF  schneidet  die  Normale  des  Kegelschnittes  in  A  im 
Krümmungsmittelpunkt.  Noch  mehr  direct  findet  man  denselben 
als  den  entsprechenden  zu  M'.  Man  erläutere  die  Constructiön  fttr 
A  als  einen  Punkt  der  gleichseitigen  Hyperbel,  die  durch  ihre 
Asymptoten  bestimmt  ist. 

Die  benutzte  centrische  CoUineation  ist  von  der  Charakteristik 
-^  =  -f-  1  und  wird  bei  entgegengesetzter  Um  legung  zur  Involution. 

2)  Man  construiere  einen  Kegelschnitt  aus  dem  Krümmungs- 
kreis K  in  einem  gegebenem  Punkte  6  und  zwei  Punkten  A\  B' 
seiner  Peripherie.  Man  wird  die  in  den  Strahlen  6-4',  (^ff  ge- 
legenen Punkte  A^  B  des  Kreises  bestimmen  und  im  Schnitt  der 
Geraden  AB^  A' B'  einen  zweiten  Punkt  der  Collineationsaxe  er- 
halten; etc.  Ebenso  kann  man  offenbar  den  einen  gegebenen  Kegel- 
schnitt ü'  in  6  osculierenden  Kegelschnitt  durch  zwei  Punkte  Ä^  B' 
construieren. 

3)*Man  construiere  den  Krümmungsmittelpunkt  für  den 
Scheitel  eines  Kegelschnittes  bei  gegebenen  Bestimmungsstücken. 
(In  der  Fig.  77  die  Scheitel  der  Hauptaxe  und  ein  Punkt  3.)  Es 
ergiebt  sich ,  dass  die  Collineationsaxe  mit  der  Scheiteltangente  zu- 
sammen Mit,  dass  also  alle  dem  Krümmungskreis  und  der  Curve 
gemeinsamen  Punkte  im  Scheitel  vereinigt  sind;  es  findet  also 
zwischen  beiden  eine  Berührung  dritter  Ordnung  statt.    Eine 
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andere  Constnictiou  wird  die  Untersuchung  der  Schraubenlinie  liefern. 
(§  77,  6.) 

4)  Man  construiere  eine  Parabel  aus  ihrem  Krümmungs- 
kreis im  Scheitel. 

5)  Zu  einer  Hyperbel  ist  die  andere  Hyperbel  zu  construieren, 
die  sie  in  einem  ihrer  unendlich  fernen  Punkte  osculiert  und  für 
die  eine  Tangente  und  der  Berührungspunkt  gegeben  ist  Man 
zeige,  dass  für  alle  diese  Hyperbeln  die  Dreiecke  gleich  gross  sind, 
welche  die  Tangenten  mit  ihren  Asymptoten  bilden. 

6)  Man  construiere  den  in  (^  vierpunktig  osculierenden  Kegel- 
schnitt eines  gegebenen  mit  einer  vorgeschriebenen  Tangente.  Die 
Ton  ihrem  Schnittpunkte  mit  s  an  den  Kegelschnitt  gehende  von 
8  verschiedene  Tangente  ist  ihre  entsprechende,  womit  die  Gegen- 
axen  und  die  Collinearfigur  bestimmt  sind.  Man  findet  speciell  für 
die  vierpunktig  berührende  Parabel,  dass  ihre  Axenrichtung  die 
vom  Durchmesser  des  Punktes  ist. 


Fig.  77. 


A-'- 


7)  Wenn  die  Axenrichtungen  des  Kegelschnittes  bekannt  sind 
(vergl.  für  ihre  Bestimmung,  aus  fünf  Punkten  §  33 ;  16 ,  18) ,  so 
kann  der  Krümmungskreis  für  einen  Punkt  desselben  auch  mittelst 
des  Satzes  construiert  werden,  dass  die  gemeinsamen  Sehnenpaare 
zwischen  einem  Kreis  und  einem  Kegelschnitt  die  Axenrichtungen 
zu  den  Bichtungen  der  Halbierungslinien  ihrer  Winkel  haben.  £r 
ergiebt  sich  aus  unserer  Construction  durch  die  Benutzung  der  von 
Q,  ausgehenden  Parallelen  zu  den  Axen,  deren  Sehne  der  durch 
M'  gehende  Dmchmesser  ist,  deren  Tangenten  also  einander  pa- 
rallel und  zur  Tangente  in  6  symmetrisch  in  Bezug  zu  den  Axen- 
richtungen liegen.  Man  verzeichnet  also  die  Tangente  des  Kegel- 
schnittes im  gegebenen  Punkte  und  erhält  als  Collineationsaxe  s 
die  Linie  unter  gleicher  Neigung  mit  derselben  zu  den  Axen ,  also 
in  ihrem  zweiten  Schnittpunkt  mit  der  Curve  einen  Punkt  des 
Krflnmiungskreises.  Diese  Construction  ist  auf  die  Scheitel  der 
Curve  nicht  anwendbar. 

Wären  die  Scheitel  einer  Axe  und  ein  Punkt  gegeben ,  so  com- 
binieren  sich  die  erwähnten  Constructionsmittel  in  verschiedener 
Weise. 
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8)  Nach  §  34,  8  ist  der  Krümmungsmittelpunkt  der 
Berührungspunkt  der  Normale  mit  der  Evolute  oder  ihr 
Schnittpunkt  mit  der  nSchstbenachbarten  Normale;  seine  Construc- 
tion  kann  daher  an  die  Behandlung  des  Normalenproblems  an- 
geknüpft werden,  die  wir  dort  gegeben  haben,  nämlich  an  die  der 
Parabel,  welche  die  Tangenten  in  den  Normalenfusspunkten  be- 
rühren. Ist  P  ein  Punkt  des  Kegelschnittes  und  also  seine  Polare 
p  die  zugehörige  Tangente,  und  föllen  wir  von  jedem  Punkte  der 
Tangente  p  das  Perpendikel  auf  seine  durch  P  gehende  Normale, 
so  wird  durch  diese  Perpendikel  jene  Parabel  umhüllt,  und  wir  er- 
kennen hier,  dass  ausser  den  beiden  Axen  des  Kegelschnittes  auch 
die  TAgente  p  und  die  Normale  n  von  P  als  Bechtwinkelpaar 
von  seiner  Polar- Involution,  und  zwar  p  insbesondere  im  Pol  von 
n  in  dieser  Parabel,  berührt  werden.  (Vergl.  §  35.)  Offenbar  ist 
der  Berührungspunkt  dieser  Parabel  mit  der  Normale  n  der  Krüm- 
mungsmittelpunkt des  Kegelschnittes  für  den  Punkt  P. 

Man  erhält  hiermit  zunächst  Constructionen  des  Krümmungs- 
mittelpunktes  bei  bekannten  Axen  in  der  Form  des  Brianchon^schen 
Satzes;  offenbar  aber  können  die  Axen  immer  durch  zwei  andere 
Tangenten  der  Parabel  ersetzt  werden,  d.  h.  durch  die  Normalen 
aus  zwei  Punkten  der  Tangente  zu  ihren  durch  den  Berührungs- 
punkt gehenden  Polaren;  wenn  der  Kegelschnitt  bestimmt  ist,  so 
lassen  sich  solche  immer  leicht  in  verschiedener  Weise  ableiten. 
Man  bestimmt  z.  B.  für  die  vier  Punkte  Ä^  B^C^  D  und  die  Tan- 
gente a  in  einem  derselben  A  das  Krümmungscentrum  für  diesen 
in  der  zugehörigen  Normale  n  als  Berührungspunkt  mit  der  Pa- 
rabel durch  Angabe  von  zwei  weiteren  Tangenten  derselben ,  indem 
man  in  zweien  der  Punkte  B^  C  die  Tangenten  des  Kegelschnittes 
hj  c  nach  Pascal  construiert  und  von  ihren  Schnittpunkten  mit  a 
auf  AB^  AC  resp.  die  Perpendikel  ftllt. 

Die  Beziehungen  des  Krümmungsmittelpunktes  zu  den  Brenn- 
punkten (§  36),  den  Asymptoten  bei  der  Hyperbel,  etc.  sind  zahl- 
reich, kommen  aber,  weil  diese  Elemente  nicht  projectivisch  sind ,  in 
den  Formen   darstellend  geometrischer  Anwendung  seltener  vor. 

9)  Wenn  man  die  Krümmungsradien  eines  gegebenen  Kegel- 
schnittes jeden  nach  der  entgegengesetzten  Seite  von  diesem  aus 
um  sich  selbst  verlängert  und  über  den  Verlängerungen  als  Durch- 
messern Kreise  beschreibt,  so  schneiden  alle  diese  Kreise  recht- 
winklig den  Kreis  von  §  31,  7,  welcher  der  Ort  der  Schnittpunkte 
rechtwinkliger  Tangentenpaare  des  Kegelschnittes  ist;  bei  den  Hyper- 
beln mit  stumpfem  Asymptotenwinkel  tritt  an  dessen  Stelle  ein  Sym- 
metriekreis, welcher  nach  §  (36^»®)  diametral  geschnitten  vnrd  und  der 
Orthogonalkreis  der  ihr  conjugierten  spitzwinkligen  Hyperbel  ist. 

36.     Schon  in  §  31,  7  haben  wir  gesehen;   dass  der  Ort 

der  Punkte,  von  denen  Paare  rechtwinkliger  Tangenten  an  den 

Kegelschnitt  gehen  ^   ein  Kreis  um  den  Mittelpunkt  desselben 
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ist;  natürlich  vom  Radiusquadrat  gleich  a^  -^  b^]  derselbe  wird 
für  die  gleichseitige  Hyperbel  zum  Mittelpunkt  und  für  die 
Parabel  zur  Directrix,  wie  wir  unten  (lO)  sehen  werden.  Wir 
bemerken  hier,  dass  die  diesen  Punkten  angehörigen  Polar- 
Involutionen  symmetrische  Involutionen  (§  31,  10)  sind. 
Die  Involutionen  rechter  Winkel  fanden  wir  als  die  andre 
metrisch  specialisierte  Art  der  Involutionen  im  Strahlenbüschel 
und  ihre  Bedeutung  als  Polarinvolution  ist  noch  zu  untersuchen. 

Wenn  das  Centrum  (S  der  CoUineation  zwischen  einem 
Kreise  iC  und  dem  Kegelschnitt  IC'  in  den  Mittelpunkt  des 
Kreises  fällt,  so  ist  es  ein  Brennpunkt  des  Kegelschnitts 
A"]  denn  man  nennt  die  Punkte  in  der  Ebene  eines  Kegel- 
schnittes, deren  Polarinvolutionen  in  Bezug  auf  ihn  rechtwinklig 
sind,  Brennpunkte  und  ihre  Polaren  Directrixen  desselben. 

Da  aber  nach  §  32,  17  die  Involution  harmonischer  Polaren 
aus  dem  Centrum  der  CoUineation  (ü  einem  beliebigen  Original- 
kegelschnitt und  seinem  Bilde  gemeinsam  ist,  so  erhält  man 
in  der  centrisch  coUinearen  Figur  zu  einem  Kreise  jBT,  dessen 
Mittelpunkt  das  Collineationscentrum  6  ist,  einen  Kegelschnitt 
A'',  der  diesen  Punkt  zum  Brennpunkt  hat  (Fig.  78;  a.  b.  c); 
die  zugehörige  Directrix,  als  die  Polare  des  Brennpunkts  im 
Bilde,  ist  das  Bild  der  Polare  von  6  oder  der  unendlich  fernen 
Geraden  im  Original,  d.  h.  die  Gegeuaxe  q'  im  Bilde.  Ein 
zweiter  Brennpunkt  und  seine  Directrix  ergeben  sich  dann  aus 
der  Symmetrie  des  Kegelschnittes  in  Bezug  auf  das  Centrum. 
Wenn  die  Gegenaxe  r  den  Originalkreis  A^  nicht  schneidet,  so 
ist  der  Kegelschnitt  K'  eine  Ellipse  (Fig.  a.);  wenn  sie  ihn 
berührt,  eine  Parabel  (Fig.  c),  und  wenn  sie  ihn  schneidet, 
eine  Hyperbel  (Fig.  b.).  In  jedem  Falle  ist  für  P  als  einen 
Punkt  des  Kreises  und  P'  als  den  entsprechenden  des  Kegel- 
schnitts auf  dem  Strahl  mit  den  Gegenpunkten  0'  und  R 
(Fig.  78) 

(6  oo  Pü)  =  (6  Q'P'oo)  oder  6  /> :  6  Ä  =  6  />' :  Q'P\ 
Da  nun  das  Yerhältniss  (^B :  (/P'  gleich  dem  Yerhältniss  der 
Abstände  von  6  bis  zur  Gegenaxe  r  —  schreiben  wir  (6,  r)  — 
und  von  der  Gegenaxe  q'  oder  der  Directrix  bis  P'  —  schreiben 
wir  {q\  P')  —  ist,  der  erste  Abstand  aber  ebenso  wie  ©Peine 
Constante  ist,  so  folgt 

6/>' :((?', />')  =  «/>:  (6,  r), 

Fiedler,  darstellende  Geometrie.    I.    3.  Aufl.  13 
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die  Definition  des  Kegelschnittes  als  Ort  eines  Punktes ,  für 
den  das  Yerhältniss  der  Abstände  von  einem  Brenn- 
punkte und  der  entsprechenden  Directrix  constant 
ist.  Der  Werth  e  dieses  Verhältnisses  ist  offenbar  für  die 
Ellipse  kleiner,  für  die  Hyperbel  grösser  als  Eins,  für 
die  Parabel  gleich  Eins.  Der  zu  q'  normale  Durchmesser 
AB  des  Kreises  wird  zum  Durchmesser  und  zwar  zur  Axe 
A' B'  des  Kegelschnitts,  weil  er  den  Pol  von  r  im  Kreise  ent- 
hält (§  34,  6)  und  zu  seinem  conjugierten  Durchmesser  recht- 
winklig ist;  nach  §  15.  wird  sein  Bild  zugleich  der  längste 
Durchmesser  im  Falle  der  Ellipse  und  der  kürzeste  im  Falle 
der  Hyperbel  —  als  solchen  nennt  man  ihn  die  Hauptaxe 
der  Gurve,  auch  Brennpunkts-Axe.  Unmittelbar  fliessen 
dann  aus  derselben  Gonstruction  die  Sätze  in  6,  7,  9  unten. 

Fasst  man  aber  den  Kegelschnitt  nicht  als  Central- 
projection  des  Kreises,  sondern  Itls  Erzeugniss  projecti- 
vischer  Gebilde,  so  erhält  man  die  Gonstruction  und  die 
Eigenschaften  der  Brennpunkte  auch  direct  aus  derselben 
Definition  —  als  Scheitel  rechtwinkliger  Involutionen  harmo- 
nischer Polaren;   die  Directrixen  findet  man  als  ihre  Polaren. 

Da  die  Involution  rechter  Winkel  keine  reellen  Doppel- 
strahlen hat,  so  liegen  die  Brennpunkte  im  Innern  des 
Kegelschnittes,  d.  h.  in  dem  Theile  seiner  Ebene,  durch 
welchen  keine  Tangenten  an  ihn  gezogen  werden  können ,  und 
die  Directrixen  haben  also  keine  reellen  Punkte  mit  dem  Kegel- 
schnitt gemein.  Da  ferner  die  Involution  rechter  Winkel  keine 
schiefwinkligen  Paare  zulässt,  so  können  die  Brennpunkte  nur 
in  den  Axen  liegen,  weil  sonst  der  entsprechende  Durch- 
messer und  die  conjugierte  Sehne  ein  schiefwinkliges  Paar  bil- 
den. Man  findet  sie  wie  folgt:  Einem  Büschel  T«  (Fig.  79) 
von  parallelen  zu  den  Axen  geneigten  Geraden  ö,  &,  c,  ... 
entspricht  die  ihm  projectivische  Reihe  der  Pole  A\  ß y  C,  . . . 
in  dem  seiner  Richtung  T  conjugierten  Durchmesser;  dem  Durch- 
messer m  unter  ihnen  die  Richtung  M'  dieses  conjugierten 
Durchmessers;  der  unendlich  fernen  Geraden,  insofern  sie  jenem 
Büschel  T^  angehört,  der  Mittelpunkt  M  des  Kegelschnittes. 
Fällt  man  nun  von  den  Punkten  A^  B\  (7',  . . .  Jf, . . .  die  Nor- 
malen a|,  ^(,  C|,  ...  X»],  ...  zu  den  Sehnen  a,  b^  ...so  ist 
das  Büschel  Ty  derselben  dem  der  letzten  projectivisch  und  die 


Brennpunkte  und  Focal-EigenBchaften.    36. 


195 


Schnittpunkte  beider  unter  einander  bilden  eine  gleichseitige 
Hyperbel;  die  Schnittpunkte  mit  den  Axen  des  Kegelschnittes 


Vig.  78. 


13* 
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aber  zwei  projectivische  Reihen  A,  B,  ...;  A^y  B^y  ...  in 
diesen,  in  welchen  der  Mittelpunkt  M  und  der  bezügliche  un- 
endlich ferne  Punkt  M^   sich   vartauschbar  entsprechen,  also 


Fig.  79. 


H 


eine  Inyolution  in  jeder  Axe.  {M  ist  das  perspectivische 
Centrum  der  Büschel  T,  T^  §  32,  8.)  Ist  G  ein  Doppelpunkt 
in  einer  dieser  Involutionen  oder  ein  Schnittpunkt  einer  Axe 
mit  besagter  Hyperbel,  so  bilden  der  durch  ihn  gehende  Strahl 


Fig.  80. 


g  des  Strahlenbüschels  T  und  der  entsprechende  g^  des  Nor- 
malenbüschels T^  ein  Paar  in  der  Involution  harmonischer 
Polaren,   die  der  Kegelschnitt  an  ihm  bestimmt;   dieselbe  ist 
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also  rechtwinklig,   weil  sie  zwei  rechtwinklige  Paare  enthalt 
(§  31,  6).    (Vergl.  auch  Fig.  80.) 

Wenn  die  Richtung  T  aus  der  der  einen  in  die  der  andern 
Äxe  übergeht  —  in  welchen  Grenzlagen  die  Axen  selbst  als 
die  gleichseitige  Hyperbel  der  Construction  erscheinen  — ,  so 
dreht  sich  diese  Hyperbel  um  die  Brennpunkte  des  Kegelschnitts, 
indem  ihre  Pol -Involutionen  in  den  Axen  dieselben^  bleiben; 
da  sie  dabei  durch  jeden  Punkt  der  Ebene  geht^  so  ist  das 
Rechtwinkelpaar  der  Involution  harmonischer  Polaren  des  Kegel- 
schnittes an  jedem  Punkt  der  Ebene  das  gemeinsame  Paar  der 
über  den  Brennpunkts -Involutionen  in  den  Axen  stehenden 
Büschel  (siebe  unten  5). 

Die  Involutionen  A,  A^, ...  in  den  Axen  bestimmt  —  weil 
ihr  Centralpunkt  M  bekannt  ist  —  je  ein  einziges  Paar,  wel- 
ches durch  eine  Tangente  t  (c  in  Fig.  79)  des  Kegelschnittes 
und  die  Normale  t^  (C|  in  der  Fig.)  zu  derselben  im  Berüh- 
rungspunkte erhalten  wird.  Von  den  Involutionen  beider  Axen 
hat  immer  die  eine  sich  trennende  und  die  andere  sich  nicht 
trennende  Paare;  nur  die  letzte  hat  reelle  Brennpunkte  G,  H^ 
die  vom  Mittelpunkt  M  respective  von  den  Scheiteln  Aj  B  gleich- 
weit entfernt  liegen.  An  diese  Entwickelung  schliessen  sich 
unmittelbar  die  Sätze  in  4  und  5,  etc. 

1)  Dem  Kreise  entspricht  für  einen  Peripheriepimkt  als  Cen- 
trum nnd  den  zum  Radius  desselben  rechtwinkligen  Durchmesser 
als  Gegenaxe  seines  Systems  eine  gleichseitige  Hyperbel,  mit 
einem  Scheitel  im  Centram;  ist  die  Collineation  involutorisch,  so 
entsprechen  den  Durchmessern  des  Kreises  die  zur  Hauptaxe  pa- 
rallelen Sehnen  der  gleichseitigen  Hyperbel,  so  dass  die  Schnitt- 
punkte solcher  Sehnen  in  der  Hyperbel  am  Scheitel  rechte  Winkel 
bestimmen.  Oder  wenn  zwei  rechte  Winkel  in  einer  Ebene  sich 
80  am  ihre  Scheitel  drehen ,  dass  zwei  Schnittpunkte  ihrer  Schenkel - 
paare  in  der  senkrechten  Halbierungslinie  zwischen  ihren  Scheiteln 
liegen,  so  beschreiben  die  beiden  andern  die  gleichseitige  Hyperbel 
mit  diesen  Scheiteln. 

Die  Collinearfiguren  einer  gleichseitigen  Hyperbel  für  ihren 
Mittelpunkt  als  Centrum  sind  Kegelschnitte ,  für  die  der  Ortskreis 
der  Schnitte  rechtwinkliger  Tangentenpaare  durch  jenen  geht.  Wie 
speciell  für  q^  r  als  die  Scheiteltangenten  der  Hyperbel?  Man 
betrachte  auch  im  gleichen  Falle  die  Collinearfigur  des  Kreises  und 
erlftutere  die  Beziehungen  der  beiden  Parabeln,  die  sich  für  die- 
selben (S,  ii  und  r  ergeben. 

2)  Ihrer  Definition  gemäss  können  die  Brennpunkte  angesehen 


198 


I.  Methodenlehre:  B)  Die  Eegelscluiitte.    36. 


werden  als  die  beiden  andern  Paare  der  Gegenecken  des  nicht  reellen 
Vierseits,  welches  die  Tangentenpaare  von  den  Ereispnnk- 
ten  der  Ebene  an  den  Kegelschnitt  mit  einander  bilden;  die 
zugehörige  Directrix  ist  die  Berührnngssehne  der  jedesmal  entspre- 
chenden beiden  Tangenten  (§  31,  8  und  §  30). 

Wenn  der  Kegelschnitt  die  Kreispunkte  der  Ebene  enthält,  so 
fallen  die  Brennpunkte  in  seinem  Mitlelpunkt  zusammen;  die  In- 
volution seiner  conjugierten  Durchmesser  ist  rechtwinklig,  er  ist  ein 
Kreis.  Die  Tangente  des  Kreises  ist  rechtwinklig  zum  Radius  des 
Berührungspunktes  —  weil  parallel  zum  conjugierten  Durchmesser, 
oder  weil  die  Normale  zum  Mittelpimkt  gehen  muss  als  der  Ver- 
einigung der  beiden  Doppelpunkte  der  Brennpunkts  -  Involution  in 
einem  Durchmesser. 


Fl«.  81. 


b. 


3)  Die  Brennpunkts-Involution  der  Parabel  ist  eine  symme- 
trische Involution  mit  dem  Brennpunkt  als  Symmetriemittelpunkt. 
Der  Radius  vector  ist  somit  bei  ihr  dem  durch  die  Tangente  in  der 
Axe  bestimmten  Abschnitt  vom  Brennpunkt  gleich. 

Man  kennt  von  einer  Parabel  vier  Tangenten  und  bestimme 
daraus  ihre  Axenrichtung  (d.  h.  den  Berührungspunkt  der  unendlich 
fernen  Tangente),  die  Scheiteltangente  und  den  Scheitel  (d.  h.  die 
zur  Axenrichtung  normale  Tangente  und  den  Berührungspunkt  der- 
selben), die  Axe  und  den  Brennpunkt. 

4)  Die  Brennpunkts-Involution  in  der  Nebenaxe  erscheint  von 
jedem  reellen  Brennpunkte  aus  durch  eine  rechtwinklige  Involution 
von  Strahlen  projiciert. 

5)  Ist  T  ein  Punkt  in  der  Ebene  eines  Kegelschnittes,  so  gehen 
die  Rechtwinkelstrahlen  der  ihm  entsprechenden  Involution  harmo- 
nischer Polaren  durch  zwei  entsprechende  Punkte  der  Brennpunkts- 
Involution;  sie  halbieren  also  zugleich  die  von  den  Doppelstrahlen 
der  Involution  harmonischei*  Polaren,  d.  i.  den  Tangenten  von  T  aus^ 
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gebildeten  Winkel  und  die  Winkel  der  Strahlen,  welche  von  T  nach 
den  Brennpunkten  G  und  H  gehen,  weil  sie  mit  diesen  ein  harmo- 
nisches Büschel  bilden  müssen.  Also:  Die  Tangenten  von  einem 
Punkte  an  einen  Kegelschnitt  und  die  Verbindungs- 
linien desselben  mit  seinen  Bremnpunkten  bilden  Win- 
kel von  denselben  Halbierungslinien  oder  jene  machen 
mit  diesen  gleiche  Winkel.  Die  Tangentenpaare  aller  Kegel- 
schnitte mit  denselben  Brennpunkten  aus  einem  Punkte  ihrer  Ebene 
bilden  also  eine  symmetrische  Involution  (§  31,  lO).  Ihre  recht- 
winkligen Doppelstrahlen  sind  die  Tangenten  der  den  Punkt  ent- 
haltenden confocalen  Kegelschnitte.  Die  Tangente  und  die  Normale 
in  einem  Punkte  des  Kegelschnittes  halbieren  die  Winkel  der  Brenn- 
strahlen (Radien  vectoren)  des  Punktes.  (Verigl.  2.)  Zwei  Tangenten 
des  Kreises  bilden  gleiche  Winkel  mit  demjenigen  Durchmesser,  der 
nach  ihrem  Schnittpunkt  geht. 

6)  Das  Stück  einer  Kegelschnitttangente  zwischen 
ihrem  Berührungspunkt  und  der  Directrix  erscheint 
vom.zugehörigen  Brennpunkt  aus  unter  rechtem  Win- 
kel; denn  die  dasselbe  von  da  aus  projicierenden  Strahlen  sind  conju- 
giert  in  der  Rechtwinkel-Involution  harmonischer  Polaren,  weil  der 
Pol  des  Brennstrahls  im  Schnitt  der  Tangente  mit  der  Directrix 
liegt.  Die  Central collineation  nach  Maa^gabe  des  Textes' !3M  diesen 
Satz  hervorgehen  aus  dem  Satze,  dass  d«r  Radius  des  Berührungs- 
punktes normal  ist  zu  dem  der  Tangente  parallelen  Durchmesser. 
(Vergl.  Fig.  78,  p.  195.)  Man  leite  ferner  aus  ihr  ab,  dass  die 
algebraische  Summe  der  Reciproken  conjugierter  Seh- 
nen des  Kegelschnittes  durch  einen  seiner  Brennpunkte 
constant  ist;  also  speciell,  dass  zu  einander  rechtwinklige  Focal- 
sehnen  der  gleichseitigen  Hyperbel .  gleich  lang  sind. 

7)  Durch  die  Centralcollineation  im  Text  wird  aus  dem  Schluss 
von  5),  wonach  die  Radien  der  Berührungspunkte  von  zwei  Kreis- 
tangenten gleichgeneigt  sind  zu  dem  Radius  ihres  Schnittpunktes, 
der  Satz:  Die  Strahlen,  welche  die  Berührungspunkte  von 
zwei  Kegelschnittstangenten  mit  einem  Brennpunkt 
verbinden,  machen  gleiche  Winkel  mit  dem  Strahl  von 
diesem  naöh  ihrem  Schnittpunkt.  Dieselbe  liefert  femer  den 
Zusatz:  Der  Schnittpunkt  der  Berührungssehne  zweier 
Tangenten  mit  der  Directrix  und  der  Durchschnitts- 
punkt der  Tangenten  selbst  bestimmen  mit  dem  ent- 
sprechenden Brennpunkt  zwei  zu  einander  rechtwink- 
lige Gerade.  —  Strahlen  seiner  Polar-Involution. 

8)  Wenn  man  von  den  Brennpunkten  G^  H  eines  Kegelschnittes 
mit  der  Hauptaxe  A  B  und  dem  Mittelpunkt  M  auf  seine  ihn  in  P 
und  0  berührenden  Tangenten  vom  Schnittpunkte  T  aus  die  Norma- 
len ^/und  HL  föUt,  und  dieselben  nach  K  und  N  xan.  ihre  eigene 
Länge  verlängert  (Fig.  81,  a.  b.),  so  ist  A  HKT (^£^NGT  wegen 
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TH=TN,TK=TG    und     LHTK=LNTG\      also 

HK  =  NG    oder    ff P  +  GP=  GQ  +  HQ  in  Fig.  a.     und 
HP—GP=:^  GQ  —  ffO  in  Fig.  b. 

Lässt  man  den  Punkt  T  die  Tangente  7 P  durchlaufen,  so  erhellt 
der  Satz:  Die  Summe  der  Radienvectoren  eines  Punktes 
der  Ellipse,  respective  die  Differenz  derselben  für  einen 
Punkt  d^r  Hyperbel,  ist  constant;  n&mlich 

=  2  Jf/  =2ML  =  ffA±^GA^  AB, 

also  der  Hauptaxe  gleich. 

Dasselbe  folgt  aus  der  Fundamental  -  Eigenschaft  der  Brenn- 
punkte im  Text  so:  Nehmen  wir  die  Sehne  PQ  des  Kegelschnittes 
parallel  AB,  so  ist  fttr  />und  (>  respective  PG  =  QH,  PH^QG  und 
für  g  und  h  als  die  den  Brennpunkten  G,  /T  entsprechenden  Directrixen 

GP=e,(g,P),  Pff=e.{P,h)   d.h.  GP+PH^con%i.=e.{g,h). 

Daraus  folgt  aber  die  Gleichheit  der  Winkel,  welche  die  Badien- 
vectoren  des  Berührungspunktes  mit  der  Tangente  bilden.  Denn 
für  P  und  P'  als  zwei  benachbarte  Punkte  der  Curve  ist 

GP+  Pff^GP'  +  P'ff-, 

trägt  man  nun  GP  \n  GR  auf  GP'  und  HP'  in  BB!  auf  GP  ab, 
so  ergiebt  sich  durch  Subtraction  von  GP=  GR  und  P'H  =  Ä'ZT, 
PR*  =s  jP'ä;  und  wegen  PP'  als  gemeinschaftlicher  Seite,  und  weil 
in  der  Grenze  L  PRP' =  LPR'P' =90"^  sind,  ist LPP'R'==LP'PR^. 

9)  Aus  den  Figuren  der  vorigen  No.  folgt  sofort  LPG  T=  LTGQ, 
der  erste  Satz  von  7).  Fügt  man  eine  dritte  Tangente  hinzu,  so 
folgt  der  Satz:  Das  zwischen  zwei  festen  Tangenten  ent- 
haltene Stück  einer  beweglichen  Tangente  desselben 
Kegelschnittes  erscheint  vom  Brennpunkt  aus  unter  con- 
stantem  Winkel  —  ein  Satz,  der  durch  die  Central-Collineation 
des  Textes  unmittelbar  erhalten  wird  aus  dem  zweiten  Fundamental- 
satz über  den  Kreis  in  §  24. 

Mit  andern  Worten :  Die  projectivischen  Reihen,  welche  in  zwei 
Tangenten  eines  Kegelschnittes  von  den  Übrigen  gebildet  werden, 
bestimmen  mit  den  Brennpunkten  projectivisch  gleiche  Büschel  von 
gleichem  Sinn;  in  der  That  gehen  die  Doppel  strahlen  ßolcher  Büschel, 
d.  i.  die  Tangenten  vom  Brennpunkt  aus,  nach  den  Kreispunkten 
der  Ebene.    (§  31,  11.) 

10)  Die  Fusspunkte  der  Normalen  von  den  Brenn- 
punkten auf  die  Tangenten  eines  Kegelschnittes  liegen 
in  der  Peripherie  eines  Kreises  (Hauptkreis),  der  seine 
Hauptaxe  zum  Durchmesser  hat;  (iiermMJcssML=MA^=>MB. 
Für  die  Parabel  wird  der  Hauptkreis  zur  Tangente  im  Scheitel. 

Man  construiert  nach  diesen  Relationen  die  Tangenten  aus  einem 
Punkt  an  den  durch  die  Hauptaxenlänge  und  die  Brennpunkte  be- 
stimmten Kegelschnitt. 
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Da  im  Falle  der  Parabel  r  den  Originalkreis  berührt,  also  das 
Segment  von  r  zwischen  zwei  parallelen  Ereistangenten  von  6!  als 
Ereismittelpnnkt  aus  unter  rechtem  Winkel  erscheint  (§  24),  während 
ihre  diesen  Collineationsstrahlen  parallelen  Bilder  in  q  convergie- 
ren,  so  ist  die  .Directrix  der  Parabel  der  Ort  der  Schnittpunkte 
rechtwinkliger  Tangentenpaare  derselben.  Die  Directrix  im  End- 
lichen bildet  mit  der  unendlich  fernen  Geraden  als  der  Directrix 
des  unendlich  fernen  Brennpunkts  (als  Parabeltangente  in  ihm)  zu- 
sammen den  Ortskreis  der  Scheitel  symmetrischer  Polar-Tnvolutionen. 

11)  Man  construiere  den  Kegelschnitt  von  gegebenen  Brenn- 
punkten zu  einer  gegebenen  Tangente  —  durch  Tangenten  und  deren 
Berührungspunkte. 

Es  kann  nach  10)  geschehen,  indem  man  aus  der  Mitte  M 
zwischen  den  Brennpunkten  (?,  H  durch  die  Fusspunkte  der  von 
ihnen  zur  Tangente  /  gefüllten  Perpendikel  den  Hauptkreis  be- 
schreibt; jedes  Paar  durch  die  Brennpunkte  gezogener  paralleler 
Sehnen  in  diesem  bestimmt  ein  Rechteck,  dessen  neue  Seiten  Tan- 
genten des  Kegelschnittes  sind,  und  die  orthogonal -symmetrischen 
eines  Brennpunktes  in  Bezug  auf  sie  bestimmen  ihre  Berührungs- 
punkt« durch  Verbindung  mit  dem  andern  Brennpunkt.  Nach  dem 
Früheren  ist  die  Aufgabe  aber  die  Bestimmung  aus  den  Involutionen 
harmonischer  Polaren  um  G^  H  und  einer  Tangente  i.  Zunächst  ist 
die  Richtung  der  Normalisn  zm  GH  der  Pol  dieser  Geraden  und  die 
Polaren  g  und  h  von  jenen  gehen  durch  sie ;  sodann  erhält  man  das 
gemeinschaftliche  Paar  der  in  t  durch  beide  Rechtwinkel-Involutionen 
erzeugten  Involutionen  mittelst  des  Kreises  durch  G^  H^  der  seinen 
Mittelpunkt  in  t  hat,  also  im  Schnitt  mit  der  Nebenaxe  des  Kegel- 
schnittes; die  Perpendikel  aus  den  Punkten  des  gemeinsamen  Paares 
zur  Hauptaxe  GH  sind  die  Scheitel tangenten ,  etc. 

Man  erhält  hiernach  umgekehrt  die  Brennpunkte  bei  gegebenen 
Scheiteln  der  Hauptaxe  und  einer  Tangente  •  als  die  Schnittpunkte 
der  Hauptaxe  mit  dem  Kreise,  der  das  zwischen  den  Hauptaxen- 
scheiteln  enthaltene  Segment  der  Tangente  zum  Durchmesser  hat. 

1 2)  Durch  einen  Punkt  gehen  zwei  Kegelschnitte  von  gegebenen 
Brennpunkten  (Ellipse  und  Hyperbel),  die  sich  rechtwinklig  durch- 
schneiden. Es  ist  Construction  aus  vier  Tangenten  und  einem  Punkte. 
(§  25,  4  und  §  31,  3.) 

13)  Man  construiere  den  durch  drei  Tangenten  und  einen  Brenn- 
punkt bestimmten  Kegelschnitt  (9) ;  man  construiere  den  Kegelschnitt 
ans  Brennpunkt  und  zwei  Tangenten  nebst  dem  Berührungspunkt 
der  einen;  insbesondere  aus  Scheitel,  Brennpunkt  und  Tangente. 
Die  Angabe  eines  Brennpunktes  ist  äquivalent  der  An- 
gabe von  zwei  Tangenten  (9)  und  man  construiert  daher  in 
den  vorigen  Fällen  aus  ftinf  Tangenten. 

Der  besondere  Fall  der  Parabel  aus  Brennpunkt  und  zwei 
Tangenten  ist  bemerkenswerth.     Der  sich  nach  9)  mn  den  Brenn- 
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punkt  drehende  Winkel,  dessen  Schenkel  aus  den  Tangenten  die 
Schnittpunkte  mit  neuen  Tangenten  ausschneiden,  ist  hier  dem 
Winkel  der  gegebenen  Tangenten  selbst  gleich;  daher  schneidet 
jeder  den  Brennpunkt  und  den  Schnittpunkt  der  Tangenten  ent- 
haltende Kreis  aus  diesen  zwei  Punkte  einer  neuen  Tangente  aus 
und  man  erhält  sämmtliche  Tangenten  der  Parabel  durch  die  Kreise 
dieses  Büschels.  Umgekehrt  geht  der  einem  aus  Tangenten 
der  Parabel  gebildeten  Dreieck  umgeschriebene  Kreis 
durch  den  Brennpunkt  der  Parabel;  man  findet  also  den 
Brennpunkt  der  Parabel  zu  vier  Tangenten  als  den  gemeinschaft- 
lichen Schnittpunkt  der  vier  Kreise,  welche  den  aus  den 
vier  Tripeln  der  Tangenten  gebildeten  Dreiecken  um- 
geschrieben sind.  Die  Fusspunkte  der  Perpendikel  von 
diesemPunkte  auf  die  vier  Geraden  liegen  in  der  Schei- 
teltangente unserer  Parabel.  (Für  eine  Gruppe  von  drei 
Parabel tangenten  ist  jeder  Punkt  des  ihrem  Dreieck  umschriebenen 
Kreises  Brennpunkt  und  die  Verbindungslinie  der  Fusspunkte  der 
von  ihm  auf  sie  gefällten  Perpendikel  Scheiteltangente  einer  zu- 
gehörigen Parabel.)  Zugleich  liegen  die  Höhenschnittpunkte  der 
vier  Dreiecke  in  der  Directrix  der  Parabel  und  die  Diagonalenmitten 
des  Vierseits  in  einer  Parallelen  zu  ihrer  Axe;  das  letzte  nach 
§  31,  7;  das  erste  als  ein  Specialfall  des  Brianchon'schen  Satzes, 
weil  zu  drei  Parabeltangenten  ^] ,  /j )  ^3  zwei  der  mit  ihnen  in  der 
Directrix  sich  schneidenden  normalen  Tangenten  //,  i^^  t^  und  die 
unendlich  ferne  Gerade  u  eiii  umgeschriebenes  Sechsseit /i/j^aV^^i' 
bilden,  so  dass  die  Geraden  t^i^^  t^u\  ^2^3»  ^i'^>  ^3^»  h^\  *^- ^* 
zwei  Höhen  und  die  Directrix  sich  in  einem  Punkte  schneiden. 

(13.)  Die  Kegelschnitte  einer  Ebene,  die  einen  Brennpunkt 
gemein  haben,  können  als  das  dualistische  Gegenbild  der  Kreise 
der  Ebene  angesehen  werden ;  den  Kreisen  durch  einen  Punkt  ent- 
sprechen diejenigen  unter  ihnen,  die  eine  gemeinsame  Tangente 
haben,  speciell  die  Parabeln,  etc.  Die  Angabe  der  Directrix  ent- 
spricht der  Angabe  des  Mittelpunktes  beim  Kreise.  Sowie  die  con- 
centrischen  Kreise  der  Ebene  die  zur  Tafel  symmetrischen  Punkte- 
paare in  der  Tafelnormale  durch  den  Mittelpunkt  darstellen,  so 
dass  ihr  Tafelabstand  dem  Radius  des  Bildkreises  gleich  ist,  so 
können  die  Kegelschnitte  mit  dem  festen  Brennpunkt  und  gemein- 
samer Directrix  die  tafelsymmetrischen  Paare  der  durch  diese  Di- 
rectrix gehenden  Ebenen  repräsentieren,  deren  Excentricität  mit  dem 
Modul  der  Ebene  übereinstimmt  —  mit  mannigfachen  nützlichen 
Ergebnissen.  Die  vollständige  dualistische  Umbildung  der  Methode 
der  Cyklographie  würde  eine  Abbildung  der  Ebenen  des  Baums 
durch  die  Elemente  eines  Bündels  liefern,  die  von  geringerer  An- 
schaulichkeit ist  als  diese  selbst. 

14)  Aus  einem  Brennpunkte  (?,'  der  zugehörigen  Di- 
rectrix g  und   einem   Punkte   P  oder  einer   Tangente  t 
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construiert  man  den  Kegelscbnitt  nach  §  32,  18.  Man  erhält  ins- 
besondere P'  auf  PG  mittelst  des  zur  Normale  von  G  auf  ff  d.  h. 
zur  Hauptaxe  symmetrischen  P*  zu  P  in  der  Geraden  von  ihm  nach 
dem  Schnittpunkt  der  Hauptaxe  mit  ^;  daraus  auch  P*'  in  P*G. 
Jedes  Punktepaar  der  Directrix  in  zwei  zu  einander  rechtwinkligen 
Strahlen  durch  G  giebt  damit  zwei  neue  Paare  auf  dem  Kegelschnitt 
in  Strahlen  durch  G.  Aehnlich  aus  t  und  am  besten  in  Verbindung 
von  Punkten  und  Tangenten,  wie  schon  §  32,  13  angegeben  ward. 
Eine  Parabel  ist  daher  durch  Brennpunkt  und  Directrix  allein 
bestimmt;  die  Mittellinie  zwischen  beiden  ist  die  zur  unendlich 
fernen  Geraden  harmonisch  conjugierte  Tangente  im  endlichen 
Scheitel;  wenn  man  durch  ihre  Schnittpunkte  mit  zwei  zu  einander 
rechtwinkligen  Strahlen  aus  dem  Brennpunkt  Parallelen  zu  diesen 
zieht,  so  sind  diese  zwei  neue  auf  der  Directrix  sich  durchschnei- 
dende Tangenten,  und  in  den  aus  ihren  Schnittpunkten  mit  der 
Directrix  zu  derselben  errichteten  Perpendikeln  liegen  ihre  Berüh- 
rungspunkte. 

Nach  unserem  Ausgangspunkt  im  Texte  kann  man  aber  den 
Kegelschnitt  auch  construieren  als  die  centrische  Collineation  zu  dem 
um  G  durch  T  beschriebenen  Kreise  für  ff  als  die  Gegenaxe  im 
Bilde  und  die  Parallele  durch  T  zu  derselben  als  Collineations- 
axe ;  oder  indem  man  mit  /IT  als  einem  um  G  mit  beliebigem  Badius 
beschriebenen  Kreise  für  ff  als  g'  zu  T  als  Punkt  des  Bildes  einen 
seiner  Schnitte  mit  dem  Durchmesser  GT  als  Original  festsetzt; 
respective  zur  Geraden  t  als  Tangente  des  Bildes  eine  der  beiden 
Tangenten  von  IC  als  Original  wählt,  die  dem  Strahl  aus  G  nach 
ihrem  Schnitt  mit  q'  parallel  sind. 

15)  Drei  Punkte  A\  B\  0'  und  ein  Brennpunkt  G  be- 
stimmen vier  Kegelschnitte;  nach  §  33,  22  construiert  man 
die  vier  Lagen  der  zugehörigen  Directrix.  Nimmt  man  dagegen 
einen  Kreis  K  aus  dem  Brennpunkt  als  Original,  so  enHittelt  man 
die  Collineation saxe  s  und  die  Gegenaxe  q  der  entsprechenden  Col- 
lineation ,  diese  letzte  in  vier- ,  die  erste  in  achtfacher  Art  —  und 
construiert  die  gesuchten  Kegelschnitte  als  die  vier  entsprechenden 
Kreisbilder.  (Die  zwei  Collineationsaxen  für  jedes  derselben  liefern 
die  beiden  conjugierten  Sehnen  des  Kreises  und  seines  Bildes,  welche 
zur  Axe  des  letzten  normal  sind.)  Es  ist  leicht,  diese  Construc- 
tionen  auf  die  Fälle  anzupassen ,  wo  statt  dreier  Punkte  zwei  Punkte 
mit  der  Tangente  des  einen,  also  z.  B.  für  die  Parabel  ein  Punkt 
und  die  Axönrichtung,  fllr  die  Hyperbel  eine  Asymptote  und  ein 
Punkt,  für  die  gleichseitige  Hyperbel  die  eine  Asymptote  neben 
dem  Brennpunkt  gegeben  sind. 

16)  Die  involutorischen  CentralcoUineationen  eines  Kreises, 
dessen  Mittelpunkt  das  Centrum  derselben  ist,  sind  Kegelschnitte, 
die  dieses  zum  Brennpunkt  und  die  Linie  der  Gegenaxen  qr  zur 
entsprechenden  Directrix  haben;  der  ihr  parallele  Durchmesser  des 
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Kreises  hat  seine  Endpunkte  im  Kegelschnitt  {§  20,  S)  und  die 
zugehöiigen  Kegelschnitttangenten  schneiden  sich  im  Fusspunkt  des 
Perpendikels  vom  Brennpunkt  zur  Directrix. 

Die  Collinearverwandten  eines  Kegelschnittes  für  einen  Brenn- 
punkt desselben  als  Centrum  sind  Kegelschnitte,-  die  denselben  auch 
zu  ihrem  Brennpunkt  haben.  Je  zwei  Kegelschnitte  mit  einem  ge- 
meinsamen Brennpunkt  sind  in  centrischer  Collineation  fftr  diesen 
als  Centrum. 

.  (36.)  Die  Eigenschaften  der  Kegelschnitte  in  Beziehung 
zu  den  Brennpunkten  und  Directrixen  werden  nach  der  Me- 
thode der  Gjklographie  —  vergl.  §  (7)  —  in  einfacher 
und  lehrreicher  Art  abgeleitet;  wie  hier  kurz  entwickelt  werden 
soll.  Nach  dieser  Methode  ist  der  Distanzkreis  D  der  Central- 
projection  nicht  nur  der  Basiskreis  eines  gleichseitigen  Rota- 

Fig.  8S. 


i«^ 


tionskegels  von  der  Äxe  CC^j  sondern  auch  der  Bildkreis  seiner 
Spitze  oder  seines  Mittelpunktes  Cj  während  zugleich  die  ihn 
berührenden  Kreise  in  der  Tafel  die  Punkte  seiner  Oberfläche 
abbilden;  nämlich  jeder  solche  Kreis  denjenigen  Punkt,  wel- 
cher auf  der  nach  seinem  Berührungspunkt  gehenden  Mantel- 
linie des  Kegels  und  zugleich  in  dem  auf  der  Tafel  in  seinem 
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Mittelpunkt  errichteten  Perpendikel  liegt.  Eine  Reihe  von 
Kreisen,  welche  D  berühren  und  deren  Mittelpunkte  zugleich 
mit  ihren  Berührungspunkten  stetig  auf  einander  folgen ,  stellt 
daher  eine  auf  dem  Mantel  des  Kegels  C,  D  liegende  Gurve 
dar;  und  diese  Curve  ist  speciell  ein  ebener  Querschnitt  des 
Kegels,  wenn  die  bezeichneten  Kjreise  eine  gerade  Linie  oder 
einen  andern  festen  Kreis  unter  constantem  Winkel  schnei- 
den. Wir  erörtern  hier  zunächst  das  Schneiden  unter  be- 
stimmtem Winkel  mit  einer  Geraden  und  die  Berührung  mit 
einem  zweiten  festen  Kreis ,  weil  diese  den  Eigenschaften  von 
Brennpunkt  und  Directrix  entsprechen;  weiterhin  —  §  (36®)  — 
werden  wir  sehen,  dass  die  Bedingung,  ein  Kreis  solle  zwei 
feste  Kreise  der  Ebene  unter  vorgeschriebenen  Winkeln  schnei- 
den, ebenfalls  auf  Kegelschnitte  führt,  etc. 

Eine  durch  Spur  ^  und  Fluchtlinie  q  bestimmte  Ebene 
(Fig.  82)  bestimmt  mit  dem  Kegel  C^  D  einen  Kegelschnitt, 
dessen  Bildkreissystem  und  Tangentensystem  wir  construieren, 
indem  wir  von  jedem  in  einem  Punkte  P'  des  Distanzkreises 
central  projicierten  Punkte  P  desselben  und  seiner  in  der  zu- 
gehörigen Tangente  f  von  D  projicierten  Tangente  t  desselben 
das  Perpendikel  und  die  Normalebene  zur  Tafel  mit  dem  Fuss- 
punkt  P^  cesp.  der  Spur  t^  ermitteln  und  den  Kreis  P  aus  P^ 
durch  P'  beschreiben;  ziehen  wir  also  in  P'  an  D  die  Tan- 
gente t  mit  dem  Fluchtpunkt  fft  in  q'  und  dem  Durchstoss- 
pnnkt  5^  in  ^ ,  so  ist  ty^  die  durch  St  zu  C^  0t  gezogene  Parallele 
und  P^  ihr  Schnitipunkt  mit  dem  Strahl  C^P\  Der  Ort  von 
Pi  und  die  Enveloppe  von  ^,  ist  der  zum  Kreis  D  für  seinen 
Mittelpunkt  C^  als  Centrum  und  die  Spur  s  der  Ebene  als  Äxe 
der  Collineation  sowie  ihre  Fluchtlinie  q  als  Gegenaxe  im  System 
des  Kreises  correspondierende  Kegelschnitt;  C^  ist  also  ein  Brenn- 
punkt desselben  nach  §  36.  Der  Kreis  F  um  P^  und  durch  P'  ist 
der  Bildkreis  von  P  und  da  das  Verhältniss  des  senkrechten  Ab- 
standes  von  P^  von  der  Spur  s  zu  seinem  Radius  die  cotan. 
des  Neigungswinkels  a  der  Ebene  zur  Tafel  ist,  so  schneiden 
nach  §  (7)  die  Bildkreise  des  Kegelschnittes  diese  Spur  unter 
constantem  Winkel  a  mit  cos-tf  ^=  cotan  a.  Man  erhält  ins- 
besondere  für  a  <=s  45®  und  die  Parabel',  weil  4  ^^^  Distanz- 
kreis berührt,  ö  «=  0®  oder  180®,  d.  h.  die  Bildkreise  der  Pa- 
rabelpunkte berühren  die  Spur;  dagegen  für  u  >  45®  oder  q 
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den  Distanzkreis  schneidend  dieHyperbel^  wie  es  die  Figur  82 
zeigt,  und  a  reell  weil  cos  <?  <  1 ;  endlich  für  a  <  45^  oder 
q  den  Distanzkreis  nicht  treffend  die  Ellipse  und  a  nicht 
reell,  weil  cos  a  >  1  ist.  Für  die  Grenzfälle  a  =  0  und 
a  <=  90®  entspringt  der  zu  D  concentrische  Kreis  als  der  Ort 
der  Mittelpunkte  gleicher  Kreise,  welche  D  auf  bestimmte  Art 
berühren,  und  daher  sämmtlich  von  einem  zweiten  Kreise  in 
der  andern  Art  berührt  werden,  und  die  gerade  Linie  s  als 
Ort  der  Gentra  von  Kreisen,  welche  D  berühren  und  s  ortho- 
gonal durchschneiden  oder,  wie  unmittelbar  ersichtlich,  welche 
zwei  gleiche  Kreise  (D  und  den  für  s  als  Axe  zu  ihm  ortho- 
gonal symmetrischen  D^)  gleichartig  berühren.  Die  Gerade  ist 
die  Orthogonalprojection  der  gleichseitigen  Hyperbel  mit  zur 
Tafel  normaler  Hauptaxe  in  der  Ebene  sq\ 

Verschiebt  mah  die  Tafel  parallel  zu  sich  selbst  bis  C,  so 
dass  C^  in  ihr  unverändert  bleibt,  so  ist  dies  auch  mit  allen 
P^  und  t^  der  Fall,  indess  die  Spur  s  der  Schnittebene  in  die 
Gegenaxe  r^  oder  die  Orthogonalprojection  ihrer  Verschwin- 
dungslinie  übergeht,  der  Basiskreis  des  Kegels  C,  D  zum  Punkte 
Cy^  wird  und  die  Radien  aller  Bildkreise  P  um  die  Distanz  d 
ab-  oder  zunehmen,  je  nachdem  sie  zu  Punkten  gehören,  die 
ursprünglich  auf  derselben  Seite  der  Tafel  mit  d^  Gentrum 
lagen  oder  nicht.  Dann  gehen  alle  Bildkreise  der  Punkte  des 
Kegelschnittes  durch  seinen  Brennpunkt  C^  und  schneiden  die 
Gerade  r^  unter  dem  constanten  Winkel  <r,  oder  für  alle  Punkte 
P^  besteht  dasselbe  Yerhältniss  ihrer  Abstände  von  der  festen 
Geraden  r^  und  von  dem  festen  Punkte  C^  (§  36'),  cotan  a  ^^  cos  c ; 
für  Ellipse,  Parabel,  Hyperbel  resp.  grösser,  gleich  oder 
kleiner  als  Eins.  Die  Gerade  r^  ist  die  Directrix  zum  Brenn- 
punkte Cy^ ,  als  entsprechende  der  unendlich  fernen  Geraden  im 
System  des  Kreises;  das  Stück  der  Kegelschnittstangente  vom 
Berührungspunkt  bis  zur  Directrix  erscheint  am  Brennpunkt 
unter  rechtem  Winkel,  etc.  (Vergl.  §  36,  6.  7.  9.)  Für  a  =  (>> 
erhält  man  den  Kreis  als  Ort  der  Gentra  gleicher  Kreise,  die 
durch  einen  Punkt  gehen,  mit  diesem  als  Brennpunkt  und  der 
unendlich  fernen  Geraden  als  Directrix-,  und  für  et  s=  90^  die 
gerade  Linie  als  Ort  der  Gentra  der  durch  zwei  Punkte  gehen- 
den Kreise  und  als  Orthogonalprojection  und  cyklogräphische 
Darstellung  der  zur  Tafel  orthogonalsymmetrischen  gleichsei- 
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tigen  .Hyperbel,  welche  den  Abstand  jener  Punkte  zu  ihrer 
zur  Tafel  normalen  Hauptaxe  hat.  (Vergl.  für  die  weitere  Be- 
deutung dieses  Specialfalls  §  (36^)). 

Erinnert  man  sich;  dass  dem  Pol  M'  von  q  im  Kreise  D  der 
Mittelpunkt  i/,  des  Kegelschnittes  entspricht,  so  kann  man  statt 
der  Tangenten  i  von  D  die  durch  M'  gehenden  Sekanten  P'N' 
des  Kreises  desselben  benutzen.  Man  erhält  aus  dem  S  und  Qf 
einer  solchen  als  Parallele  zu  C^  Q'  durch  S  die  Gerade,  auf  wel- 
cher im  Schnitt  mit  den  Strahlen  Cy  P'  und  C,  N'  die  Punkte  P^ 
und  N^  liegen;  da  die  Tangenten  von  D  in  /^'  und  N'  sich  in  einem 
Pnnkte  von  Q'  schneiden,  so  werden  ihre  entsprechenden,  die 
Tangenten  des  Kegelschnittes  in  P^  und  N^ ,  parallel.  Aus  zwei 
Sekanten  von  D  aus  M\  deren  eine  den  Pol  der  andern  ent- 
hält^ entspringen  zwei  conjugierte  Durchmesser,  etc. ;  für  q  als 
D  reell  schneidend,  entsprechen  den  von  M'  au  D  gehenden  Tan- 
genten die  sich  selbst  conjugierten  Durchmesser;  d.  h.  die  Asymp- 
toten, und  jene  Tangenten  sind  die  Bildkreise  der  zugehörigen 
Kegelschnittspunkte  und  zeigen  den  Winkel  g.  Die  Scheitel 
^i,  B^  des  Kegelschnittes,  als  den  Punkten  A\  B'  in  dem  zu 
s  normalen  Durchmesser  C^  M'  entsprechend ,  erhält  mau  durch 
Umlegung  mit  der  zugehörigen  projicierenden  Ebene  aus  i^Ä) 
und  {E)  in  {C)Ä  und  {C)B'  auf  der  Parallelen  durch  sein  S  zu 
der  Geraden  von  (C)  nach  seinem  Q\ 

Man  wende  die  vorigen  Constructionen  auf  den  Fall  der  Pa- 
rabel oder  a  =»  45^,  auf  den  des  Kreises  a  ==  0^  und  der  geraden 
Linie  oder  a  =  90^*  an. 

(36^.)  Im  Allgemeinen ,  nämlich  den  Fall  der  Parabel  allein 
ausgenommen,  geht  durch  den  betrachteten  Kegelschnitt 
aus  E  und  C^  D  noch  ein  zweiter  gleichseitiger  Rota- 
tionskegel mit  zur  Tafel  normaler  Axe.  Denn  zieht 
man  in  der  eben  betrachteten  ümlegung  zu  {C){^Ä)  und  {C){B) 
die  Parallelen  aus  {B)  und  {Ä)y  so  schneiden  sich  diese  in  der 
Umlegung  (ß)  seiner  Spitze;  in  dem  Falle  der  Parabel,  wo 
{B)  unendlich  fern  ist,  wird  (S  eine  in  der  Ebene  derselben 
enthaltene  Richtung,  die  Ebene  selbst  ist  (a  «=  45")  ein  gleich- 
seitiger Rotationskegel  mit  zur  Tafel  normaler  Axe  bei  unendlich 
femer  Spitze.  Und  zwei  solche  Kegel  können  sich  in  der  That, 
weil  sie  den  unendlich  fernen  Querschnitt  gemein  haben,  nur 
noch  in  einem  ebenen  Querschnitt  schneiden ,  der  wegen  ihrer 
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orthogODalen  Symmetrie  zur  Ebene  ihrer  beiden  Axen  anf  dieaer 
Ebene  normal  sein  muss  und  also,  weil  {Ä)  und  {B)  ihm  noth- 
wendig  angehören,  von  dem  betrachteten  Querschnitt  nicht 
verschieden  sein  kann.  (Vergl.  §  (36<^).)  In  den  besondem 
Fällen  a  =:  0^  und  et  »=  QO^  haben  wir  den  Basiskreis  dieses 
zweiten  Kegels  in  der  Erörterung  des  vorigen  §  schon  auf- 
treten sehen;  im  allgemeinen  Falle  hat  der  Kegelschnitt  der 
Punkte  P^  zur  Orthogonalprojection  €]  von  (S  und  zu  dessen 
Bildkreis  S)  die  gleiche  Beziehung,  wie  zu  C^  und  B.  Die 
Parallelebenen  zu  seiner  Ebene  und  zur  Tafel  durch  (S  schnei- 
den die  Tafel  in  q'  und  diese  Ebene  in  r  von  der  Orthogonal- 
projection x^j  aus  @, ,  s  und  q'  wird  der  Ort  der  P^  als  cen- 
trisch  collinear  zu  S)  wieder  erhalten ;  r^  ist  seine  Directrix 
für  den  Brennpunkt  (Si  und  das  nämliche  feste  Yerhältniss  der 
Abstände;  die  vorher  bestimmten  Bildkreise  berühren  auch  den 
Kreis  S).  Man  sieht  auch,  dass  M'  ein  Aehnlichkeitspunkt  der 
Kreise  B  und  £)  wie  in  §  (7)  und  der  Durchstosspunkt  der  Ver- 
bindungslinie der  Kegelspitzen  in  der  Ebene  derselben  ist;  dass 
also  die  durch  M'  gehenden  Geraden  mit  den  Schnitten  N\  P' 
auf  B  und  9^,  ^'  auf  S),  welche  diametral  gegenüberliegende 
Punkte  N^y  P^  und  parallele  Tangenten  des  Kegelschnittes  liefern, 
Aehnlichkeitsstrahlen  und  zugleich  die  Spuren  von  Hilfsebenen 
für  die  Construction  der  Durchdringung  der  Kegel  sind,  welche 
beide  in  geraden  Linien  schneiden.  (Vergl.  Bd.  U.)  In  Folge 
dessen  sind  die  Strahlen  C",  P'  und  i^^  9i'  und  wieder  C^  N'  und 
(S|  ^\  die  Orthogonalprojectionen  jener  geraden  Mantellinien, 
parallel  xxnAP^Ny  ist  die  neue  Diagonale  des  aus  ihnen  gebildeten 
Parallelogramms,  parallel  zu  C^Q'  und  zu  (StO';  die  Tangenten 
in  P]  und  N^  sind  normal  zu  dem  gegen  die  Radien  yectoren 
(7, />!  und  @|P|  und  also  auch  gegen  die  zugehörigen  Tangen- 
ten {  und  t'  der  Kreise  B,  S)  (oder  die  im  Durchstosspunkt  S^ 
der  Tangente  der  Durchdringung  auf  der  Spur  s  der  Ebene  sich 
schneidenden  Spuren  der  Tangentialebenen  der  Kegel  längs 
jener  Mantellinien)  gleichgeneigten  Aehnlichkeitsstrahl,  halbie- 
ren daher  die  Winkel  der  Radien  vectoren^  und  man  hat 

C^N^  —  (SjiV,  ^C^N'  —  6i9fl' 
die  Differenz  der  Radien  vectoren  ist  gleich  der  Ra- 
diendifferenz der  Kreise  B  und  £)^  also  auch  gleich  der 
Hauptaxe. ^j^j^i  des  Kegelschnittes.    (§  36^  8;  auch  den 
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Satz  §  36,  10  liest  man  aus  der  Figur  ab;  etc.)  Den  Grenzlagen 
der  schneidenden  d.  h.  den  berührenden  Aehnlichkeitsstrahlen 
mit  dem  Wiükel  a  gegen  s  entsprechen  die  Asymptoten. 

Es  ist  klar,  dass  die  Kreise  B  und  S)  für  M'  als  Centrum 
und  s  als  Axe  zu  einander  centrisch  coUinear  sind. 

Verschiebt  man  die  Tafel  parallel  sich  selbst  nach  0,  so 
erhält  man  die  durch  C^  gehenden  ^  r^  unter  a  schneidenden 
Bildkreise  der  P,  welche  den  mit  A^B^  als  Radius  um  (Sj  be- 
schriebenen Ereis  berühren;  ebenso  mit  der  Verschiebung  nach 
6  die,  welche  durch  (5^  gehen,  Xi  unter  a  schneiden  und  den 
mit  A^B^  um  C^  beschriebenen  Kreis  berühren. 

Wenn  man  den  Kegelschnitt  als  Ort  vom  Mittel- 
punkte eines  veränderlichen  Kreises  bezeichnet,  der 
zwei  gegebene  feste  Kreise  gleichartig  oder  un- 
gleichartig berührt,  so  hat  man  ein  Hauptergebniss  unserer 
Discussion  hervorgehoben;  aber  sie  ist  damit  keineswegs  er- 
schöpft. Schneiden  sich  die  beiden  festen  Kreise,  so  entspricht 
dem  äussern  Aehnlichkeitspunkt  und  der  gleichartigen  Berüh- 
rung eine  Hyperbel  von  der  Differenz  der  Radien  als  Haupt- 
axe,  und  dem  innern  Aehnlichkeitspunkt  unter  ungleichartiger 
Berührung  die  confocale  Ellipse  von  der  Summe  der  Radien. 
Wenn  die  Kreise  einander  ausschliessen,  so  liefert  der 
äussere  wie  der  innere  Aehnlichkeitspunkt  bei  gleichartiger 
resp.  ungleichartiger  Berührung  eine  Hyperbel  von  der  Diffe- 
renz resp.  der  Summe  der  Radien  als  Hauptaxe.  Wenn  endlich 
der  eine  der  Kreise  den  andern  umschliesst,  so  entspringen 
für  beide  Aehnlichkeitspunkte  Ellipsen  mit  der  Radiendifferenz 
resp.  -summe  als  Hauptaxenlänge  —  bei  concentriscfaer  Lage 
speciell  zwei  neue  concentrische  Kreise.  Wie  bei  den  Grenz - 
fällen  der  umschliessenden  und  ausschliessenden  Berührung 
der  Kreise  zusammenfallende  Gerade  als  Kegelschnitte  auftreten, 
sei  zu  näherer  Erläuterung  empfohlen;  eine  Reihe  von  Bei- 
spielen giebt  Anwendungen  der  entwickelten  Anschauungen 
auf  verschiedene  Gonstructious-Aufgaben. 

1)  Man  bestimmt  die  Schnittpunkte  des  durch  die 
Brennpunkte  C^,  @^  und  die  Hauptaxenlänge  A^B^  ge- 
gebenen Kegelschnittes  mit  einer  Geraden  ^,,  indem  man 
den  Kegelschnitt  als  Orthogonalprojection  der  Durchdringung  des 
gleichseitigen  zur  Tafel  symmetrischen  Botationskegels  vom  Mittel- 

Viedler,  darstellende  Gdometrie.    I.    3.  Aiifl.  14 
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punkt  (Si  mit  einem  der  beiden  gleichseitigen  Botationskegel  über 
dem  Kreise  aus  C^  und  vom  Badius  -^^B^  betrachtet;  aus  der  Spur 
s  und  Fluchtlinie  g'  oder  der  Gegenaze  r^  der  Ebene  dieser  Durch- 
dringung erhält  man  die  zur  Orthogonalprojection  g^  gehörige  Cen- 
tralprojection  der  gesuchten  Schnittpunkte  auf  dem  Kreis,  also  jene 
selbst.  (Die  Fig.  82  enthält  das  nur  f^  einen  Durchmesser  und 
Aehnlichkeitsstrahl .) 

2)Fttr  die  Kegelschnitte,  welche  einen  gegebenen  Brenn- 
punkt haben  und  durch  drei  gegebene  Punkte  gehen,  er- 
hält man,  durch  Combination  des  Vorigen  mit  der  Lehre  von  den 
Aehnlichkeitsaxen  von  drei  Kreisen  in  §  (7),  die  folgende  mit  §  36,  15 
zu  vergleichende  Construction :  Man  beschreibt  um  die  drei  ge- 
gebenen Peripheriepunkte  als  Centren  und  durch  den  gegebenen 
Brennpunkt  die  drei  Kreise;  die  vier  Aehnlichkeitsaxen  derselben 
sind  die  diesem  Brennpunkt  in  den  vier  möglichen  Kegelschnitten 
zugehörigen  Directrixen,  die  r^  der  £benen,  welche  sie  aus  dem 
um  den  Brennpunkt  als  Mittelpunkt  oder  Spitze  gebildeten  gleich- 
seitigen Botationskegel  ausschneiden. 

3)  Wenn  von  einem  Kegelschnitt  die  Bildkreise  von 
dreien  seiner  Punkte  gegeben  sind,  so  erhält  man  zunächst 
vier  Ebenen  durch  diese  Punkte  mit  den  Aehnlichkeitsaxen  der 
Kreise  als  Spuren;  sodann  die  vier  Paare  von  Grundkreisen  der 
sich  in  dem  Kegelschnitt  im  Baum  durchdringenden  Kegel  als 
die  diesen  Aehnlichkeitsaxen  conjugiei-ten  vier  Paare  Apollo- 
nischer  Kreise  zu  den  drei  gegebenen  Kreisen. 

4)  Die  Bestimmung  der  vier  Paare  Apollonischer  Kreise 
zu  drei  Kreisen  1,  2,  3  derselben  Ebene  ist  aber  nichts  anderes 
als  die  Angabe  der  Bildkreise  der  gemeinsamen  Punkte  der  Tripel 
von  gleichseitigen  Botationskegeln  /  und  /*,  //  und  //*,  IJI  und 
777*,  welche  durch  diese  Kreise  1,  2,  3  resp.  gehen;  also  der 
Punktepaare 

7  77  777,    7  77  777*,     7  77*  777,    7  77*  777*  (oder  7*  77  777). 

Man  wird  den  Kreis  1  zum  Distanzkreis  oder  den  Kegel  /  zum 
projicierenden  machen  und  so  in  ihm  den  Fluchtkreis  Q'  aller  zu 
betrachtenden  Kegel  sowie  den  Spurkreis  8|  des  ersten  haben,  in- 
dess  die  beiden  andern  Kreise  die  Spuren  Sj  und  83  der  beiden 
Kegelpaare  zwei  und  drei  sind.  Insofern  wir  dann  annehmen ,  dass 
die  Kegel  77  und  777  ihre  Spitzen  mit  der  von  7  auf  derselben 
Seite  der  Tafel  haben,  erscheinen  ihre  Spitzen  als  in  den  äussern 
Aehnlichkeitspunkten  der  Kreise  1 ,  2  und  1 ,  3  resp.  projiciert, 
während  die  innern  Aehnlichkeitspunkte  derselben  Paare  die  Bilder 
der  Spitzen  der  Kegel  77*  und  777*  oder  die  Durchstosspunkte 
der  Verbindungslinien  ihrer  Spitzen  mit  der  Spitze  von  7  oder  dem 
Projectionscentrum  sind.  Die  vier  neuen  Verbindungslinien  dieser 
Punktepaare  sind  die  Aehnlichkeitsaxen  der  drei  Kreise,  nach  dem 
Texte  und  Fig.  82  sind  die  Polaren  der  Bilder  der  Spitzen  der 
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zweiten  Kegel  im  Distanzkreis  jeweilen  die  Fluchtlinien  der  respec- 
tiyen  Ebenen  der  Darchdringongskegelschnitte.  So  sind  z.  B.  die  Po- 
laren der  bezeichneten  ttosseren  Aehnlichkeitspunkte  die  Fluchtlinien 
der  Ebenen  der  Kegelschnitte  /  II  und  /  7/7;  ihr  Schnittpunkt  also, 
der  Pol  der  äusseren  Aehnlichkeitsaze  im  Distanzkreis,  ist  der  Flucht- 
punkt der  Durchschnittslinie  beider  Ebenen,  deren  Durchschnitts- 
punkte mit  dem  Kegel  7,  als  die  Schnittpunkte  ihres  Bildes  mit 
dem  Distanzkreis  1  projiciert,  die  gemeinsamen  Punkte  der  Kegel 
7,  77,  777  sind.  Wir  erhalten  also  die  Mittelpunkte  ihrer  Bildkreise 
sofort,  wenn  wir  erinnern,  dass  der  Schnittpunkt  der  drei  CoUi- 
neationsaxen  oder  Potenzlinien  der  gegebenen  Kreise  in  Paaren  der 
gemeinsame  Durchstosspunkt  der  Schnittlinien  der  Durchdringungs- 
ebenen ist  Man  findet  also  genau  als  den  Ausdruck  der  Bestim- 
mung der  fraglichen  acht  Durchdringungspunkt«  die  Gergonne'- 
sche  Construction  des  Apollonischen  Problems;  und  man 
übersieht  zugleich,  dass  diese  stereometrische  Behandlung  der  Auf- 
gabe keinerlei  Schwierigkeiten  in  SpecialfUUen  znlässt,  wie  sie  be- 
kanntlich bei  der  planimetrischen  Behandlung  existieren ;  sowie  dass 
sie  aUe  GrenzfUlle  mit  Kreisen  von  verschwindendem  oder  unendlich 
grossem  Badius  unter  den  gegebenen  umfasst.  Die  nähere  Ausfüh- 
rung darf  dem  Leser  tiberlassen  werden. 

(36^.)  Die  nächste  Reihe  wichtiger  Resultate  liefert  ein 
Specialfall.  Die  Gesammtheit  der  Bildkreise  der  Punkte  einer 
zar  Tafel  symmetrischen  gleichseitigen  Hyperbel  mit  zu  ihr 
normaler  Hauptaze^  der  wir  in  §  (36)  als  Specialfall  begeg- 
neten^ oder  die  Gesammtheit  der  durch  zwei  reelle  Punkte 
gehenden  Eüreise^  die  man  auch  das  Kreisbüschel  mit  reellen 
Grundpunkten  nennt,  verdient  eine  weitere  Untersuchung. 
Die  Grundpunkte  oder  Kegelspitzen  sind  zugleich  die  Scheitel 
A^  B  der  mit  ihrer  Ebene  in  die  Tafel  niedergelegten  Hyperbel 
(Fig.  83  p.  225),  und  die  Endpunkte  der  zu  AB  parallelen  Durch- 
messer in  allen  durch  sie  gehenden  also  aus  Punkten  ihrer 
senkrecht  halbierenden  Geraden  C^  0  beschriebenen  Kreisen  ge- 
hören der  ümlegung  der  Hyperbel  an.  Für  AB  =^2r  und  für 
X  und  y  als  die  senkrechten  Abstände  eines  Punktes  P  dieser 
Umlegung  von  den  Azen  AB  und  0^0  ist 

^2  BS  o;^  -f-  r^    oder    y*'  —  x^  =  r^ 
der  Ausdruck  dieser  Beziehung,  die  Gleichung  der  gleich- 
seitigen Hyperbel.    (Vergl.  §  33,  9.)    Da  für  einen  zweiten 
Punkt  P'  n)it  den  Abstanden  x\  y' 

y'2  =  a;'2  +  r« 
ist,  so  folgt  durch  Subtracti<m  y^  +  ^''  =  y '  +  ^*-    Wir  inter- 

14* 
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pretieren  daS;  indem  wir  bemerken  ^  dass  die  gleichseitige  Hy- 
perbel APP\,.  ebenso  wohl  durch  Umlegung  aus  der  durch 
die  Nebenaxe  gehenden  Normalebene  zur  Tafel  —  wie  in  der 
bisherigen  Entwickelung  —  wie  auch  durch  Umlegung  aus  der 
Normalebene  zur  Tafel  durch  ihre  Hauptaxe  entstanden  gedacht 
werden  kann,  und  dass  im  letzten  Falle  dem  Punkte  P'  der  um 
den  Fusspunkt  0*  der  Normale  von  P'  auf  AB  mit  ihrer  Länge 
O^P'^^x  beschriebene  Kreis  als  Bildkreis  entspricht,  welcher 
den  Kreis  über  AB  rechtwinklig  schneidet;  weil  y^  «=  x'^  +  ^^ 
ist.  Die  durch  Subtraction  erhaltene  Relation  enthält  aber  links 
die  Summe  der  Quadrate  der  Radien  der  Bildkreise  von  P  aus 
C^  0  oder  x  und  von  P'  aus  AB  oder  y,  rechts  das  Quadrat  der 
Distanz  ihrer  Centra^  spricht  also  aus,  dass  jeder  Kreis  des 
ersten  Systems  von  jedem  Kreise  des  zweiten  recht- 
winklig geschnitten  wird.  Man  nennt  die  Gesammtheit  der 
Kreise  des  zwejten  Systems  nach  den  Bildkreisen  der  Hyperbel- 
scheitel A  und  B,  welche  diese  Punkte  selbst  sind,  ein  Kreis - 
büschel  mit  reellen  Grenzpunkten  oder  Nullkreisen, 
und  in  Bezug  auf  das  erste  insbesondere  das  zu  ihm  conju- 
gierte  Büschel.  Es  wird  ebenfalls  ein  Büschel  genannt, 
weil  es  mit  dem  ersten  die  fundamentalen  Eigenschaften  (§  33, 24) 
gemein  hat,  dass  durch  jeden  Punkt  der  Ebene  einer  seiner 
Kreise  geht  und  dass  jede  gerade  Linie  der  Ebene  von  zweien 
seiner  Kreise  berührt  wird.  Beide  sind  Kegelschnittbüschel,  von 
deren  Grundpunkten  zwei,  die  imaginären  Kreispunkte  im  Un- 
endlichen, imaginär  sind;  und  zwar  sind  bei  dem  erstbetrach- 
teten die  beiden  andern  Grundpunkte  reell,  bei  dem  zuletzt 
erhaltenen  sind  auch  sie  imaginär,  während  ihre  gerade  Ver- 
bindungslinie stets  reell  und  die  gemeinsame  Linie  gleicher 
Potenzen  oder  die  Collineationsaxe  der  Paare  aus  den 
Kreisen  des  Büschels  ist.  Zwei  Kreise  bestimmen  das  Büschel 
und  die  durch  dasselbe  repräsentierte  gleichseitige  Hyperbel; 
die  zu  ihrer  Centrale  normalen  Durchmesser  liefern  vier  Punkte 
und  die  Richtungen  der  45^  Linien  gegen  die  Centrale  die 
Äsymptotenrichtungen  der  Hyperbel,  und  die  Bestimmung  der 
einen  Asymptote  nach  §  27,  2,  8  u.  7  giebt  den  Mittelpunkt 
und  die  andere  Axe  der  Hyperbel,  die  Potenzlinie  des  Büschels. 
Wenn  wir  die  Gleichung  y^  =  x^  +  r^  oder  y^  —  ä^^  «=  r^ 
und  x^  —  y2  BS  —  r^  in  den  äquivalenten  Formen 
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{y  +  ^){y  —  ^)  =  r'^  ™d  (ic  +  y)  (a;  —  y)  =  —  r^ 
schreiben ,  so  sagt  sie  aus ,  dass  die  Centrale  des  Büschels  mit 
Grenzpunkten  die  Kreise  derselben  in  Paaren  einer  Involution 
schneidet,  die  diese  zu  Doppelpunkten  hat;  dass  hingegen  die 
Kreise  des  Büschels  mit  Grundpunkten  von  seiner  Centrale  in 
Paaren  einer  Involution  geschnitten  werden ;  welche  im  Ab- 
stand r  vom  Mittelpunkt  ein  symmetrisches  Paar  enthält. 

Wenn  man  —  um  eine  Anwendung  zu  geben  —  zu  vier 
Tangenten  das  Büschel  der  Orthogonalkreise  nach  §  31,  7  be- 
stimmt, so  liefern  die  Grenzpunkte  desselben  die  Centra  der 
beiden  gleichseitigen  Hyperbeln,  welche  in  der  durch  sie  be- 
stimmten Kegelschnittschaar  vorkommen. 

Wenn  überhaupt  ein  Kreis  vom  Radius  JR  einen  festen 
Kreis  vom  Radius  r,  mit  dem  er  die  Centraldistanz  c  hat,  in 
den  Endpunkten  eines  Durchmessers  schneidet,  so  ist  noth- 
wendig  B^  =  c^  -^  r^]  wenn  beide  einander  orthogonal  schnei- 
den, dagegen  IP  =s  c^  —  r^  oder  die  letzte  Relation  geht  in 
die  erste  über  durch  Yertauschung  von  r  mit  ri.  Das  qrthonale 
Schneiden  eines  reellen  Kreises  mit  einem  nicht  reellen  Kreis 
vom  Radius  ri  wird  ersetzt  durch  das  diametrale  Schneiden  des- 
selben mit  dem  zu  ihm  concentrischen  Kreis  vom  Radius  r, 
wir  wollen  sagen  durch  das  diametrale  Schneiden  mit  seinem 
Symmetriekreis.  (Vergl.  §  34,  6.)  Eben  dieser  üebergang  ent- 
spricht der  Yertauschung  der  Rollen  als  Centrale  und  Potenz- 
linie zwischen  den  beiden  Axen  derselben  gleichseitigen  Hyperbel 
und  damit  auch,  wie  wir  sehen  werden,  der  Bestimmung  der- 
selben und  des  Büschels  durch  zwei  Kreise,  je  nachdem  die- 
selben reell  oder  imaginär  sind. 

Denkt  man  in  jedem  der  beiden  Fälle  die  aus  der  Tafel 
aufgerichtete  gleichseitige  Hyperbel  um  ihre  nun  zur  Tafel 
normale  Axe  gedreht,  bis  sie  in  ihre  ursprüngliche  Lage  zu- 
rückkehrt, so  beschreibt  sie  eine  zur  Tafel  orthogonalsymme- 
trische Oberfläche,  die  im  Falle  des  Büschels  mit  Grund  punkten 
oder  der  zur  Tafel  normalen  Axe  als  Hauptaxe  der  Hyperbel  der 
Ort  aller  der  Punkte  des  Raumes  ist,  deren  Bildkreise  dem  Kreis 
über  i^^  als  Durchmesser  je  in  den  Endpunkten  eines  Durch- 
messers oder  diametral  durchschneiden ;  während  sie  im  Falle  des 
Büschels  mit  Grenzpunkten  oder  der  zur  Tafel  normalen  Axe 
als  Nebenax;e  den  Ort  derjenigen  Punkte  bildet,  deren  Bild- 
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kreise  denselben  Kreis  rechtwinklig  durchschneiden.  Man  nennt 
die  erste  Gesammtheit  von  Kreisen  der  Ebene  das  Netz  mit 
Diametralkreis,  die  zweite  das  Netz  mit  Orthogonal- 
kreiS;  und  die  beiden  durch  sie  cyklographisch  repräsentierten 
Oberflächen    die   Netzhyperboloide,    nämlich   das    zwei- 
fache resp.  das  einfache  gleichseitige  Rotationshyper- 
boloid.   Im  ersten  System  ist  offenbar  der  Kreis  über   AB 
oder  vom  Radius  r  der  kleinste  aller  ihm  angehorigen  reellen 
Kreise  oder  die  beiden  durch  ihn  repräsentierten  Raumpunkte 
sind  die  der  Tafelebene  nächsten  Punkte  der  Oberfläche^   so 
dass  diese  aus  zwei  im  Endlichen  getrennten  Theilen  besteht; 
das  zweite  System  enthält  dagegen  Kreise  von  allen  Grossen^ 
und  den  unendlich  kleinen  Radien  entsprechen  insbesondere  die 
Punkte  des  Grundkreises  r  selbst  als  Nullkreise  des  Systems. 
Dagegen  gehört  offenbar  zu  jedem  Punkte  der  Ebene  als  Mittel* 
punkt  ein  Kreis  des  ersten  Systems ,  indess  nur  zu  denjenigen 
Punkten  der  Ebene  reelle  Kreise  des  zweiten  Systems  gehören, 
die  nicht  vom  Grundkreis  r  eingeschlossen  werden;  oder  die 
Orthogonalprojection  des  zweifachen  Hyperboloids  bedeckt  die 
ganze  Ebene,  die  des  einfachen  nur  den  vom  Grundkreis  nicht 
umschlossenen  Theil  derselben.    In  jedem  Falle  heisst  die  zur 
Tafel  normale  Axe   der  erzeugenden   Hyperbel   die  Axe   der 
Fläche  und  die  Tafel  ihre  Haupt  ebene;  im  Falle  des  zwei- 
fachen Hyperboloids  heissen  auch  die  beiden  durch  den  Grund- 
kreis repräsentierten  Punkte  die  Scheitel  der  Fläche,  wonach 
wir  diesen  Kreis  auch  als  den  Scheitelkreis  bezeichnen  können; 
im  Falle  des  einfachen  Hyperboloids  wird  derselbe  Kreis  auch  der 
Umriss-  oder  Kehlkreis  desselben  genannt.  Die  Anschauung 
lehrt,  dass  jede  solche  Fläche  rticksichtlich  ihrer  Hauptebene 
orthogonalsymmetrisch  mit  sich  selbst  ist,  so  dass  zu 
jedem  ihrer  Punkte  ein  zweiter  Punkt  in  demselben  Perpendikel 
zur  Hauptebene  und  in  derselben  Entfernung  von  ihr  auf  ihrer 
entgegengesetzten  Seite  entspricht,   beide  Punkte  aber  durch 
denselben  Kreis  des  zugehörigen  Netzes  repräsentiert  werden. 
Jede  solche  Fläche  wird  aber  auch,  ganz  ebenso  wie  das  Sy- 
stem der  zugehörigen  Netzkreise,  durch  eine  beliebige  die  Axe 
enthaltende  Ebene  in  zwei  bezüglich  dieser  orthogonalsymme- 
trische Hälften  getheilt,  die  den  Querschnitt  dieser  Ebene  mit 
der  Fläche,  eine  Lage  der  erzeugenden  gleichseitigen  Hyperbel, 
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gemein  haben ,  resp.  diejenigen  Kreise  des  Netzes ,  deren  Mittel- 
punkte in  dem  zugehörigen  Durchmesser  des  Grundkreises  liegen. 

Wenn  man  alle  die  Kreise  denkt,  welche  von  dem  festen  Kreise 
vom  Radius  r  im  Durchmesser  geschnitten  werden,  so  besteht 
zwischen  Centraldistanz  c  und  Radius  B  des  unveränderlichen  Kreises 
mit  dem  Radius  r  des  festen  die  Relation  r^  «»  ^^  -[.  B'^.  Die  Oe- 
sammtheit  dieser  Kreise  repräsentiert  die  sämmtlichen  Punkte  der 
Kugel  fläche,  von  welcher  der  feste  Kreis  der  Hauptkreis  der  Tafel 
ist.  Sie  geht  für  R^  als  negativ  aus  der  des  einfachen  gleichsei- 
tigen Rotationshyperboloids  und  für  r^  und  B^  als  zugleich  negativ 
aus  der  des  zweifachen  gleichseitigen  Rotationshyperboloids  hervor. 

(36^.)  Denken  wir  nun  zwei  solche  Netze  in  derselben 
Ebene,  also  die  zugehörigen  Netzhyperboloide  mit  der- 
selben Hauptebeae,  so  ist  zunächst  im  Falle  einfacher  Hy- 
perboloide, oder  von  Netzen  mit  reellen  Orthogonalkreisen  ^  das 
cyklographische  Bild  ihrer  Durchdringung  die  Gesammtheit  der 
KreisO;  welche  diese  beiden  Orthogonalkreise  rechtwinklig  durch- 
schneiden ;  d.  h.  das  conjugierte  Büschel  zu  dem  Büschel  dieser 
Kehlkreise;  die  Durchdringung  selbst  ist  daher  die  gleichseitige 
zur  Tafel  orthogonalsymmetrische  Hyperbel  iu  der  durch  die 
Potenzlinie  der  Kehlkreise  gehenden  Normalebene.  Nach  dem 
Vorigen  gilt  aber  dasselbe  Resultat  auch  für  die  beiden  andern 
möglichen  Fälle,  weil  der  Diametralkreis  im  Netz  ein  imagi- 
närer Orthogonalkreis  ist;  wir  dürfen  kurz  sageu ,  zwei  Netze 
von  Kreisen  iu  derselben  Ebene  haben  ein  Büschel 
und  zwei  Netzhyperboloide  mit  derselben  Haupt- 
ebene eine  zu  dieser  orthogonalsymmetrische  gleich- 
seitige Hyperbel  gemein,  deren  Ebene  die  Potenzlinie 
ihrer  Orthogonalkreise  enthält.  Das  bezeichnete  Büschel  ist 
immer  durch  die  Gnmdkreise  der  Netze  als  zwei  Kreise  des 
conjugierten  Büschels  bestimmt;  wenn  sie  reell  sind,  als  die 
Gesammtheit  der  zu  ihnen  orthogonalen  Kreise;  wenn  beide 
Vertreter  imaginärer  Kreise  oder  Symmetriekreise  sind ,  als  die 
Gesammtheit  der  zu  ihnen  diametralen  Kreise;  und  für  nur 
einen  als  reell  als  die  Gesammtheit  der  Kreise  ^  die  diesen 
Kreis  orthogonal  und  den  andern  diametral  durchschneiden. 

Wir  sehen  daraus  auch^  dass  ein  Netzbyperboloid  von  allen 
zu  seiner  Hauptebene  normalen  Ebenen  in  tafelsymmetrischeu 
gleichseitigen  Hyperbeln  geschnitten  wird,  oder  dass  die 
Kreise  eines  Netzes  mit   einerlei  Centrale  ein  Bü- 
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scbel  bildeil.  Es  ist  insbesondere  ein  Büschel  mit  Grenzpunk- 
ten im  Falle  des  Netzes  mit  reellem  Orthogonalkreis,  wenn  dieser 
von  der  Ebene  geschnitten  wird;  speciell  im  Falle  ihrer  Berüh- 
rung eine  lineare  Beihe  berührender  Kreise^  deren  Berührungs- 
punkt der  Punkt  des  Orthogonalkreises  und  deren  Centrale  seine 
Tangente  ist,  das  cjklographische  Bild  des  zu  einander  symme- 
trischen Paares  von  45^  Linien;  woraus  wir  schliessen,  dass  das 
einfache  gleichseitige  Rotationshyperboloid  zwei 
Systeme  von  45®  Linien  enthält^  die  sich  in  Paaren 
in  den  Tangenten  seines  Kehlkreises  orthogonal  pro- 
jicieren.  Und  allgemein  folgt,  dass  ein  Netzhyperboloid  von 
einer  geraden  Linie  immer  ^  wie  die  gleichseitige  Hyperbel  in 
der  durch  sie  gehenden  Normalebene  zur  Hauptebene,  in  zwei 
Punkten  geschnitten  wird,  welche  entweder  reell  und  verschie- 
den, oder  zusammenfallend  oder  conjugiert  imaginär  sind;  also 
auch,  dass  jeder  ebene  Querschnitt  eines  Netzhyperboloids  eine 
Curve  zweiten  Grades  oder  ein  Kegelschnitt  ist;  man  hat  das- 
selbe daher  als  eine  Fläche  zweiten  Grades  zu  bezeichnen, 
die  an  Einfachheit  der  Eigenschaften  der  Kugel  analog  ist. 

Wir  stellen  dem  noch  eine  andere  Ueberlegung  zur  Seite. 
Irgend  zwei  unserer  Hyperboloide  mit  parallelen  —  nicht  blos 
mit  zusammenfallenden  —  Hauptebenen  haben  denselben  un- 
endlich fernen  Querschnitt,  so  dass  dieser  ein  Theil  ihrer 
Durchdringungscurve  ist;  denn  man  weiss,  dass  die  Asymp- 
toten einer  Hyperbel  ihre  unendlich  fernen  Punkte  mit  dieser 
gemein  haben,  dass  daher  der  unendlich  ferne  Querschnitt 
der  durch  Rotation  von  zwei  gleichseitigen  Hyperbeln  um  ihre 
parallelen  Äxen  entstehenden  Hyperboloide  von  dem  eines 
gleichseitigen  Rotationskegels  um  eine  gleichgerichtete  Axe, 
den  für  eine  Normalebene  zur  Axe  als  Bildebene  der  Distanz- 
kreis projiciert,  nicht  verschieden  sein  kann.  Der  Querschnitt 
eines  solchen  Hyperboloids  mit  einer  zur  Axe  parallelen  Ebene 
hat  daher  seine  unendlich  fernen  Punkte  in  den  Schnittpunkten 
derselben  mit  diesem  unendlich  fernen  Querschnitt,  oder  sie 
sind  central  projiciert  in  den  Durchschnittspunkten  des  Distanz- 
kreises mit  demjenigen  seiner  Durchmesser,  welcher  die  Flucht- 
linie der  besagten  Ebene  ist,  d.  h.  sie  bilden  zwei  zu  einander 
rechtwinklige  Richtungen,  deren  Mittelrichtungen  resp.  zur 
Tafel  normal  und  parallel  sind  —  das  schon  begründete  Re- 
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suliat.  Weil  aber  zwei  beliebige  Hyperboloide  dieser  Art  mit 
parallelen  aber  nicht  vereinigten  Hauptebenen  in  jeder  Ebene 
nicht  mehr  als  vier  gemeinsame  Punkte  haben  können  —  näm- 
lich die  Schnittpunkte  der  zugehörigen  Querschnitte  oder  Gurven 
zweiten  Grades  —  und  weil  zwei  dieser  Punkte  die  zugehörigen 
Punkte  des  gemeinsamen  unendlich  fernen  Querschnittes  sind 
(oder  jene  Querschnitte  nach  §  33,  17  ähnliche  und  ähnlich 
gelegene  Kegelschnitte  bilden),  so  fallen  nur  die  zwei  andern  im 
Allgemeinen  in's  Endliche  oder  der  in's  Endliche  gehende 
Theil  der  Durchdringung  von  zwei  solchen  Hyper- 
boloiden ist  immer  ein  Kegelschnitt.  Nach  der  ortho- 
gonalen Symmetrie  beider  Flächen  zur  Verbindungsebene  ihrer 
Axen  ist  der  Kegelschnitt  orthogonalsymmetrisch  zu  dieser  Ebene, 
d.  h.  seine  Ebene  steht  normal  zu  ihr  und  schneidet  sie  nach 
der  einen  seiner  Axen  als  ihrer  Falllinie  gegen  die  Hauptebene. 

1)  Wenn  die  Neigung  a  der  Ebene  der  Durchdringung  von 
zwei  Netzhyperboloiden  mit  parallelen  Hauptebenen  zu  diesen  grösser 
ist  als  45^,  so  ist  der  Kegelschnitt,  der  sie  bildet,  eine  Hyperbel; 
weil  seine  im  Schnitt  des  Distanzkreises  mit  der  Fluchtlinie  der 
Ebene  projicierten  unendlich  fernen  Punkte  reell  und  verschieden 
sind.  Für  or  »s  45^  erhält  man  die  Parabel  mit  dem  Berührungs- 
punkt zwischen  der  Fluchtlinie  der  Ebene  und  dem  Distanzkreis 
als  Bild  der  Axenrichtung ;  für  a  <  45^  eine  Ellipse. 

2)  Der  Ort  der  Centra  von  Kreisen ,  welche  einen  festen  Kreis 
orthogonal  resp.  diametral  und  eine  gegebene  Gerade  unter  vor- 
geschriebenem Winkel  schneiden,  ist  ein  Kegelschnitt,  dessen 
eine  Axe  in  dem  zur  Geraden  normalen  Durchmesser  des  Kreises 
liegt;  im  Falle  der  Berührung  mit  der  Geraden  eine  Parabel.  Der 
cosinus  des  zugehörigen  Schnittwinkels  giebt  die  Neigung  der  Ebene 
durch  die  Gerade  an,  welche  sein  Original  aus  dem  durch  den 
Kreis  bestimmten  Netzkyperboloid  heraus  schneidet. 

3)  Die  Potenzlinie  zweier  Kreise  ist  die  Verbindungs- 
linie ihrer  im  Endlichen  liegenden  reellen  oder  conjugiert  imaginä- 
ren Schnittpunkte,  die  Axe  ihrer  centrischen  Collineationen  (§  26,  5). 
Somit  ist  die  Spur  der  Ebene  des  Durchdringungskegelschnittes 
zweier  Netzhyperboloide  mit  parallelen  Hauptebenen  in  einer  Nor- 
malebene ihrer  Axen  stets  die  Potenzlinie  der  zugehörigen  Spur- 
kreise derselben  im  Sinne  des  Textes. 

Denkt  man  die  beiden  Kreise  als  Haupt-  und  Kehlkreise  zweier 
einfachen  Netzhyperboloide,  so  ist  jeder  Punkt  der  tafelsymmetri- 
schen gleichseitigen  Hyperbel,  in  der  sie  sich  durchdringen,  Schnitt 
zweier  gerader  Mantellinien  derselben;  und  da  diese  45^  Linien 
sind  und  sich  als  Tangenten  der  Kehlkreise  auf  die  Tafel  orthogonal 
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projicieren,  so  erkennt  man  die  Fotenzlinie  zweier  reellen  Kreise 
a]s  den  Ort  der  Punkte,  von  welchen  aus  gleichlange  Tangenten 
an  dieselben  gehen.  Die  Potenzlinie  halbiert  also  insbesondere  die 
zwischen  den  Berührungspunkten  liegenden  Strecken  ihrer  gemein- 
samen Tangenten ;  die  vier  Berührungspunkte  der  äussern ,  und  die 
vier  Berührungspunkte  der  innem  gemeinsamen  Tangenten  liegen 
in  zwei  concentrischen  Kreisen. 

4)  Die  Potenzlinien  von  drei  Kreisen  A!', ,  K^^  K^  der- 
selben Ebene  schneiden  sich  in  einem  Punkte  Denn  der 
Durchschnitt  der  Potenzlinien  der  Paare  K^ ,  K^  nnd  K^ ,  K^^  ist  der 
Mittelpunkt  eines  Kreises,  der  K^^  K^y  K^  orthogonal  schneidet,  und 
gehört  somit  wegen  der  Orthogonalität  zu  K^ ,  K^  auch  der  Potenz- 
linie dieser  Kreise  an.  Jener  Kreis  ist  der  gemeinsame  Kreis  der 
drei  Netze,  welche  K^ ,  resp.  K^  und  K^  zu  ihren  Orthogonalkreisen 
haben,  und  der  Bildkreis  der  beiden  zur  Tafel  symmetrischen  ge* 
meinsamen  Punkte  der  zugehörigen  Hyperboloide.  Sind  diese  Punkte 
nicht  reell ,  so  wird  sein  Symmetriekreis  von  den  gegebenen  Krei- 
sen, als  reell  vorausgesetzt,  im  Durchmesser  geschnitten.  Man  er- 
örtere die  verschiedenen  Ffille  der  Realität  und  Nicht  •  Bealit&t  der 
Kreise;  etc.  Anderseits  bestimmen  drei  Kreise  ein  Netz;  ihr  Ortho- 
gonalkreis ist  sein  Orthogonalkreis ,  der  gemeinsame  Kreis  der  Bü- 
schel, welche  zu  den  Büscheln  aus  ihren  Paaren  conjugiert  sind. 

5)  Wenn  drei  Kreise  durch  denselben  Punkt  gehen,  so  ist 
dieser  der  gemeinsame  Punkt  ihrer  Potenzlinien  in  Paaren  und  zu- 
gleich der  zu  ihnen  orthogonale  Kreis.  Man  erhält  das  Netz  aller 
durch  diesen  Punkt  gehenden  Kreise  der  Ebene  ^  die  Grenzform 
zwischen  den  Netzen  mit  Orthogonalkreis  und  den  Netzen  mit 
Scheitelkreis.  Es  ist  das  cyklographische  Bild  des  zur  Tafel  sym- 
metrischen gleichseitigen  Botationskegels  um  diesen  Punkt  als  Spitze 
und  Mittelpunkt,  das  konische  Netz  neben  den  hyperboloidischen. 

6)  Wenn  der  Mittelpunkt  des  Kreises  r  zum  Anfangspunkt 
rechtwinkliger  Coordinaten  x^y^z  gewählt  wird,  deren  Axe  z  zur 

•  Tafel  normal  ist,  so  entstehen  für  o;,  ^  als  Coordinaten  des  Mittel- 
punkts vom  Kreise  R  und  mit  z  als  dritter  Coordinate  der  durch 
ihn  cyklographisch  repräsentierten  Baumpunkte  wegen  c^^=^x^  -\-  y^ 
aus  den  Bedingungen  des  rechtwinkligen  resp.  diametralen  Schnittes 
mit  r  in  §  (36«) 

ic'  +  y*  —  ^^  "=  r*,     a?^  -(-  y2  —  z'  =  —  r* 
die  Gleichungen  des  einfachen  resp.  zweifachen  gleich- 
seitigen Botationshyperboloids. 

Aus  der  Bedingung  des  Schneidens  unter  dem  Winkel  a  für 
die  Kreise  r  und  R  d.  h.  c'-*  =  jR'  -f  r'  —  2Är  cos  a  folgt 

•c^  +  y'  —  2:'  +  2rz  cos  (p  =«  H, 
welches  durch  Ersetzung  von  z  durch  ;2  -j-  r  cos  a  übergeht  in 

«'  +  y^  —  z2  =  r^  sin2  c.    Vergl.  §  (36»). 
Die  Bedingung  des  Beispiels  im  vorigen  Art.  giebt  a;'-(-y^  +  ;r^=r', 
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die  Gleichung  der  Engel,  eigentlich  jedoch  auch  eines  Hyperboloids, 
weil  z}  negativ  ist. 

Lassen  wir  durch  c^  e»  ß^  ^  ^2  —  2Är  cos  a  den  Winkel 
zweier  Kreise  auch  dann  definiert  sein,  wenn  sie  sich  nicht  reell 
schneiden ,  so  ist  cos  <f  >  1  und  somit  1  —  cos^  ^  negativ ;  das 
Hyperboloid  wird  ein  zweifaches.  Seine  zur  Hauptebene  pandlelen 
Schnitte  zwischen  den  Scheiteln  sind  Kreise  mit  rein  imaginärem 
Radius  ri  und  man  erhält  also  aus  der  Orundformel 

a:'+y'= — r*+z^ — 2riz  cos  <y,  resp.  o^'\-y^'\-z^=^-'r^'\'^rz  cos  cy, 

wenn  man  cos  a  durch  t  cos  er  ersetzt;  durch  Verschiebung  der  Ebene 
um  den  Betrag  r  cos  (f  wird  nun    aj^+y^ — 2:^=  —  r'(l  +  cos^<y). 

(36^.)  Endlich  liefert  die  Verbindung  von  zwei  Krei- 
sen eines  Büschels  mit  einem  beliebigen  Kreise  des 
zu  ihm  conjugierten  Büschels  noch  wichtige  Resultate^ 
die  wir  an  Fig.  82  p.  204  anknüpfen  können.  In  derselben  be- 
stimmen die  Grundkreise  B  und  3)  ein  Büschel  von  der  Potenz- 
linie s  und  der  Centrale  C^  Sj ;  jeder  Strahl  durch  den  äussern 
Aehnlichkeitspunkt  M'  der  Kreise  markiert  in  ihnen  Punkte  P* 
und  ^\  die  einander  in  der  Collineation  der  Bereise  entsprechen 
und  deren  Tangenten  i'  und  t'  sich  in  einem  Punkte  St  der  Axe  $ 
schneiden  als  Radien  eines  Kreises  des  conjugierten  Büscheis, 
dessen  beide  andere  Schnittpunkte  P*'  und  ^*'  mit  den  Kreisen 
D  undS)  ebenfalls  in  einem  äussern  Aehnlichkeitsstrahl  derselben 
liegen  müssen.  Dabei  ist  das  Product  der  Abschnitte  M'  P'  und 
M'SS^'  unveränderlich  für  alle  Aehnlichkeitsstrahlen  und  die  zu- 
gehörigen Kreise  St^  weil  M'  ein  Punkt  in  der  Potenzlinie  des 
conjugierten  Büschels  ist;  mit  dem  Werthe  der  Quadratwurzel 
aus  diesem  constanten  Pr-oduct  kann  daher  um  M'  ein  Kreis  be- 
schrieben werden,  der  alle  Kreise  des  conjugierten  Büschels  ortho- 
gonal schneidet,  also  zum  Originalbüschel  der  Kreise  D,  3)  gehört. 

Und  wenn  man  aus  denselben  Grundkreisen,  aber  als  Re- 
präsentanten von  Punkten  auf  entgegengesetzten  Seiten  der 
Tafel  und  somit  unter  Benutzung  ihres  innern  Aebnlichkeits- 
punktes  den  Kegelschnitt  —  im  Falle  der  Fig.  82  eine  Ellipse  — 
construiert,  so  bestimmt  der  Aehnlichkeitsstrahl  durch  P  mit 
/'  und  St  denselben  Kreis  des  conjugierten  Büschels;  oder  er 
enthält  auch  ^^y  und  die  Punkte  $'  und  P*'  liegen  in  einem 
zweiten  Strahl  desselben  inneren  Aehnlichkeitspunktes.  Das 
Product  der  von  ihm  aus  gemessenen  Abschnitte  bis  P\  ^^ 
resp.  bis  ^',  />*'  ist  constant^  weil  der  gemeinsamen  Potenz 
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aller  Kreise  St  des  conjugierten  Büschels  in  einem  bestimmten 
Punkte  seiner  Potenzaxe  gleich;  und  der  um  diesen  mit  dem 
Werthe  seiner  Quadratwurzel  beschriebene  Kreis  ist,  als  ortho- 
gonal zu  allen  Kreisen  des  conjugierten  Büschels,  der  zugehörige 
Kreis  des  Originalbüschels. 

Zwei  beliebige  Kreise  derselben  Ebene  stehen  also  mit 
dem  aus  einem  ihrer  Aehnlichkeitspunkte  beschriebenen  Kreise 
ihres  Büschels  in  dem  Zusammenhange,  dass  das  Froduct  der 
Abschnitte  von  ihren  in  der  bezüglichen  Aehnlichkeit  nicht 
correspondierenden  Punkten  eines  Aehnlichkeitsstrahles  bis  zum 
Aehnlichkeitspunkt  gleich  dem  Badiusquadrat  jenes  dritten 
Kreises  ist;  man  nennt  ihn  den  äusseren  oder  innern  Po- 
tenzkreis der  beiden  ersten  und  sein  Radiusquadrat  die 
gemeinschaftliche  Potenz  beider  Kreise  in  seinem  Mit- 
telpunkte oder  dem  bezüglichen  Aehnlichkeitspunkte. 

Und  wenn  man  eine  gleichseitige  Hyperbel  und  eine  ihrer 
Axen  durch  eine  gerade  Linie  schneidet,  so  ist  der  zu  diesem 
Axenschnittpunkt  gehörige  Kreis  des  durch  sie  bestimmten 
Büschels  mit  dieser  Axe  als  Centrale  Potenzkreis  der  beiden  zu 
den  Schnittpunkten  mit  der  Hyperbel  gehörigen  Kreise  desselben 
Büschels;  und  zwar  der  innere  oder  äussere,  je  nachdem  der 
Schnittpunkt  mit  der  Axe  zwischen  den  Schnittpunkten  mit  der 
Hyperbel  liegt  oder  nicht.  Ist  die  gerade  Linie  insbesondere 
einer  Asymptote  parallel,  so  ist  die  zur  Centrale  normale  Axe 
der  Hyperbel  selbst  der  endliche  Theil  vom  Bildkreis  ihres  un- 
endlich fernen  Schnittpunktes  mit  der  Hyperbel,  die  Potenzlinie 
vom  Bildkreis  des  anderen  Schnittpunktes  mit  der  Hyperbel 
und  dem  zugehörigen  Potenzkreis. 

Wir  betrachten  auch  diese  Correspondenz  der  Punkte  P' 
und  ^'  eines  Aehnlichkeitsstrahles  zweier  Kreise  als  eine  Ab- 
bildung und  erkennen,  dass  die  Punkte  des  zugehörigen  Potenz- 
kreises sich  selbst  entsprechen  oder  als  Originale  mit  ihren 
Bildern  zusammenfallen.  Weil  für  den  Radius  des  Potenzkreises 
als  Längeneinheit  die  Abstände  entsprechender  Punkte  von 
seinem  Mittelpunkte  das  Product  Eins  haben  d.  h.  zu  einander 
reciprok  sind,  so  hat  man  diese  Abbildung  als  die  Abbildung 
durch  reciproke  Radien  oder  als  Inversion  benannt;  der 
zugehörige  Potenzkreis  heisst  dann  der  Grundkreis  oder  die 
Directrix  derselben,  sein  Centrum  also,  da  er  als  vom  Radius 
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Eins  durch  dieses  allein  bestimmt  ist,  der  Anfangspunkt 
der  reciproken  Radien.  Wir  haben  in  Fig.  83  den  äussern 
Potenzkreis  F  markiert  in  dem  Büschel  mit  Grundpunkten  aus 
den  Bildkreisen  für  P  und  P\  die  Directrix  dieser  Kreise  als  ein- 
ander entsprechend.  Man  sieht,  in  der  Abbildung  durch  reciproke 
Radien  entspricht  einem  Kreise,  der  den  Anfangspunkt 
derselben  nicht  enthält,  stets  wieder  ein  Kreis,  näm- 
lich derjenige  Kreis  des  durch  ihn  und  den  Grundkreis  bestimm- 
ten Büschels,  der  mit  ihm  den  Anfangspunkt  zum  Aehnlichkeits- 
punkt  hat;  einem  durch  den  Anfangspunkt  gehenden 
Kreise  entspricht  dagegen  seine  Potenzlinie  mit  dem 
Grund  kreis.  Irgend  zwei  Punkte  entsprechen  einander  ver- 
tauschbar oder  die  Y'erwandtschaft  der  Inversion  ist 
involutorisch;  denn  sie  sind  entsprechend,  wenn  sie  in  dem- 
selben Aehnlichkeitsstrahle  so  liegen,  dass  das  Product  der  Ab- 
stände vom  zugehörigen  Aehnlichkeitspunkt  dem  Radiusquadrat 
des  Grundkreises  gleich  ist  —  oder  wenn  sie  potenzhaltend 
sind.  Wenn  zwei  Kreise  und  ein.  Punkt  gegeben  sind,  so  be- 
stimmt man  den  mit  ihm  potenzhaltenden  Punkt  auf  einem  be- 
stimmten durch  ihn  gehenden  Aehnlichkeitsstrahl  derselben  als 
seinen  zweiten  Schnittpunkt  mit  dem  durch  ihn  gehenden  Kreis 
des  zu  dem  der  Kreise  conjugierten  Büschels.  Die  Kreise  dieses 
conjugierten  Büschels,  die  auch  zu  dem  Potenz-  oder  Directrix- 
kreis  der  reciproken  Radien  orthogonal  sind ,  entsprechen  somit 
sich  selbst  so,  dass  jedem  ihrer  Punkte  der  andere  Punkt  des- 
selben Kreises  entspricht,  der  mit  ihm  auf  demselben  Radius  der 
Directrix  liegt.  Denkt  man  aber  irgend  zwei  Paare  'potenzhal- 
tender oder  entsprechender  Punkte  auf  verschiedenen  Aehnlich- 
keitsstrahlen,  so  liegen  auch  sie  auf  einem  sich  selbst  entspre- 
chenden Kreis,  der  in  den  Punkten  der  ihn  berührenden  Aehn- 
lichkeitsstrahlen  den  Directrixkreis  orthogonal  schneidet  und, 
wie  leicht  zu  sehen,  mit  den  Grundkreisen  gleiche  Winkel  bildet. 
Die  Gesammtheit  der  sich  selbst  entsprechenden 
oder  zwei  gegebene  Kreise  gleichwinklig  schnei- 
denden Kreise  setzt  sich  also  zusammen  aus  den 
Kreisen  der  zwei  Netze,  welche  zu  den  Potenzkrei- 
sen der  gegebenen  als  Orthogonalkreisen  gehören. 

Denkt  man  die  potenzhaltenden  Punkte  als   zwei  Paare 
entsprechender  und  unendlich  nahe  benachbarter  auf  den  ge- 
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gebenen  Kreisen ,  so  berührt  der  sie  enthaltende  sich  selbst  ent- 
sprechende Kreis  die  beiden  gegebenen  Kreise^  d.  h.  ist  ein  Kreis 
von  dem  System  des  Kegelschnitts ,  der  mit  Benutzung  des  be- 
züglichen Aehnlichkeitspunktes  aus  jenen  abgeleitc^t  wird  (p.  205 
§  (36»),  Fig.  82).  Die  Bildkreise  der  Punkte  eines  Kegel- 
schnittes  sind  also  orthogonal  zu  demjenigen  Potenz- 
kreis ihrer  Grundkreise,  der  dem  bei  der  Construc- 
tion  benutzten  Aehnlichkeitspunkt  entspricht;  das 
bezügliche  Netzhyperboloid  geht  durch  den  entsprechenden 
Ke|^elschnitt  im  Raum,  in  welchem  sich  auch  die  gleichseitigen 
Rotationskegel  über  den  Grundkreisen  durchdringen,  und  für 
welche  der  bezeichnete  Aehnlichkeitspunkt  der  Durchstosspuukt 
der  Verbindungslinie  der  Spitzen  in  der  Basisebene  ist. 

1)  Wenn  die  in  einer  Verwandtschaft  oder  Abbildung  nach  reci- 
proken  Radien  einander  entsprechenden  Punkte  auf  entgegengesetzten 
Seiten  des  Anfangspunktes  liegen ,  so  ist  der  Directrixkreis  als 
imaginär  anzusehen  und  wird  wie  in  §  34,  6  durch  seinen  Sym- 
metriekreis vertreten  —  wie  es  die  Anschauung  der  gleichsei- 
tigen Hyperbel  lehrt,  wenn  ihre  Hauptaxe  die  Centrale  ist.  Zwei 
entsprediende  Kreise  haben  reelle  Directrixen  für  beide  Aehnlich- 
keitspunkte,  wenn  sie  sich  schneiden;  sie  haben  reelle  Directrix 
für  den  äusseren  Aehnlichkeitspunkt,  wenn  sie  einander  ausschliessen, 
und  reelle  Directrix  fdr  den  innem  Aehnlichkeitspunkt,  wenn  der 
eine  den  andern  umschliesst.  Die  zugehörigen  Netze  der  gleich- 
winklig schneidenden  sind  darnach  Netze  mit  Orthogonalkreis  im 
Falle  der  Realität,  sonst  Netze  mit  Diametralkrcis ;  die  Kegelschnitte 
liegen  auf  einfachem  resp.  zweifachem  Hyperboloid;  etc. 

2)  Dieselben  Ergebnisse  können  als  Eigenschaften  der  ellipti- 
schen resp.  der  hyperbolischen  Involution  ausgesprochen  werden; 
in  einer  elliptischen  existiert  z.  B.  nicht  nur  zu  zwei  beliebigen 
Paaren  ein  drittes  Paar,  welches  mit  beiden  zugleich  harmonisch 
ist  (vergl.  §  31,  16),  sondern  auch  fUr  jedes  Element  dieses  Paares 
ein  zu  ihm  symmetrisches  Paar;  etc. 

3)  Entsprechende  Winkel  in  Figuren  einer  Abbil- 
dung nach  reciproken  Radien  sind  gleich  gross. 

4)  Die  beiden  Potenzkreise  eines  Paares  von  Krei- 
sen halbieren  die  von  diesen  Kreisen  gebildeten  Winkel 
und  stehen  auf  einander  rechtwinklig  —  natürlich,  wenn  sie  reell 
sind,  sonst  mit  den  nach  §  (36*^)  erforderlichen  Modificationen. 

5)  Es  ist  die  Construction  der  Kreise  auszuführen,  welche  drei 
gegebene  Paare  von  Kreisen  in  einer  Ebene  resp.  unter  gleichen 
Winkeln  schneiden;  insbesondere  die  der  Kreise,  welche  gleich- 
winklig sind  zu  einem  Paar  und  zu  einem  Tripel  von  Kreisen. 

6)  Zu  drei  Kreisen  derselben  Ebene  gehören  vier  Büschel  gleich- 
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winklig  schneidender  Kreise,  welche  ihre  Aehnlichkeitsaxen  einzeln 
enthalten;  vier  Kreise  derselhea  Ebene  liefern  acht  Kreise,  welche 
sie  gleichwinklig  schneiden. 

7)  In  einem  Büschel  giebt  es  für  einen  seiner  Kreise  als  Qrund- 
kreis  unendlich  viele  Paare  von  Kreisen,  die  einander  nach  reciproken 
Radien  entsprechen,  nach  den  durch  den  Mittelpunkt  des  Gru]^kreises 
gehenden  Sekanten  der  Hyperbel ;  fttr  die  b^^den  den  Asymptoten  paral- 
lelen unter  ihnen  erscheint  als  der  eine  Kreis  des  Paares  die  Potenzlinie. 

In  einem  Netze  giebt  es  fUr  einen  semer  Kreise  als  Orund- 
kreis  zweifach  unendlich  viele  d.  i.  oo'"^  Paare  von  Kreisen,  die  ein- 
ander nach  reciproken  Radien  entsprechen.  Zweimal  im  vorigen 
Falle  und  einfach  unendlich  oft  hier*  kommt  es  vor,  ^dass  die  beiden 
Kreise  sich  decken.  Welche  Punkte  der  Büschel  -  Hyperbel  resp. 
des  Netz-Hyperboloids  sind  dadurch  bezeichnet? 

8)  Betrachtet  man  den  Grundkreis  und  zwei  einander  ent- 
sprechende Kreise  als  Diametralkreise  von  Kugeln,  so  entsprechen 
die  beiden  letzten  einander  nach  reciproken  Radien  fär  die  erste 
als  Grund-  oder  Directrixkugel;  alle  drei  haben  dieselbe  Potenz - 
ebene  in  der  Normalebene  der  Tafel  durch  die  Potenzlinie  der 
drei  Kreise  d.  h.  sie  bilden  ein  Büschel.  Einer  Kugel,  die  den 
Anfangspunkt  enth&lt,  entspricht  ihre  Potenzebene  mit  der  Directrix- 
kugel; entsprechende  Winkel  in  Figuren,  die  nach  reciproken  Ra- 
dien verwandt  sind,  sind  gleich  gross.  Sich  selbst  entsprechende 
Kugeln  schneiden  die  Directrixkugel  oi*thogonal.  Die  gleichwinklig 
schneidenden  Kugeln  zu  zwei  gegebenen  sind  orthogonal  zu  der  einen 
oder  der  andern  ihrer  Potenzkugeln;  etc. 

9)  Wenn  von  drei  Kugeln  die  zweite  aus  der  ersten 
und  die  dritte  aus  der  zweiten  durch  reciproke  Radien 
abgeleitet  wurde,  so  kann  auch  die  dritte  aus  der  ersten 
direct  durch  reciproke  Radien  erhalten  werden.  Denn 
in  der  Centralebene  der  drei  Kugeln  bestimmen  ihre  Schnittkreise 
ein  Netz,  und  durch  das  zugehörige  Netzhyperboloid  erhftlt  naan  die 
Directrixen  für  den  D ebergang  von  1  zu  2  und  von  2  zu  3  ebenso, 
wie  für  den  directen  üebergang  von  1  zu  3.  Man  erweitert  den 
Satz  ohne  Schwierigkeit  auf  beliebige  entsprechende  Figuren  und 
auf  beliebige  viele  successive  Abbildungen  durch  reciproke  Radien. 

10)  Den  Kreisen  und  überhaupt  den  Figuren  einer  Ebene  ent- 
sprechen die  Kreise  und  Figuren  auf  einer  Kugelfläche  mit  Gleich- 
heit der  entsprechenden  Winkel  oder  mit  Aehnlichkeit  in  den  klein- 
sten entsprechenden  Theilen  —  wie  man  auch  sagt  conform  — 
für  einen  Endpunkt  des  zur  Ebene  normalen  Diarchmessers  der 
Kugel  als  Centrum  und  die  um  ihn  beschriebene  Kugel,  welche  die 
Ebene  zu  ihrer  Potenzebene  mit  der  gegebenen  Kugel  hat,  als  Di- 
rectrix  reciproker  Radien.  Es  ist  die  von  Hipparch  für  die  Zwecke 
der  Astronomie  erfundene  stereographische  Projection.  Alle 
unsere  Entwickelungen  sind  so  auf  die  Kugel  übertragbar. 
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11)  Der  Ort  der  Centra  von  Kreisen,  welche  zwei  feste  Kreise 
gleichwinklig  schneiden  und  einen  dritten  festen  Kreis  berühren, 
besteht  aus  vier  Kegelschnitten.  Wie  sind  sie  zu  construieren  ? 
Wann  degenerieren  sie  in  gerade  Linien? 

12)  Wenn  man  die  Gesammtheit  der  eine  Kugel  ortho- 
gonal ^esp.  diametral)  schneidenden  Kugeln  ein  Netz  nennt, 
so  wird  die  Schaar  der  Kugeln,  die  zwei  gegebene  Kugeln  unter 
gleichen  Winkeln  schneiden,  durch  zwei  Netze  gebildet,  die  zu  den 
beiden  Potenzkugeln  der  gegebenen  als  Orthogonalkugeln  gehören. 
Man  erläutere  die  Gesammtheiten  von  Kugeln,  welche  zu  zwei  Paaren, 
zu  drei  Paaren  und  die  Construction  der  sechszehn  Kugeln,  welche 
zu  vier  Paareik  gegebener  Kugeln  gleichwinklig  sind;  endlich  die 
der  Kugeln,  welche  fünf  gegebene  gleichwinklig  schneiden. 

(36".)  Nachdem  Ereisbüscbel  und  Ereisnetze  als  Haupi- 
anschauungen  des  betretenen  Untersuchungsgebietes  hervor- 
getreten sind,  widmen  wir  ihnen  eine  für  jetzt  letzte  Erörte- 
rung im  Anschluss  an  die  vervollständigte  Figur  83.  Wir 
haben  in  ihr  die  gleichseitige  Hyperbel  von  den  Scheiteln 
A,  B  und  die  Punkte  P  oder  {x^  y)  und  P'  oder  {x,  y)  nebst 
den  dem  letzten  entsprechenden  Kreisen  ihrer  beiden  couju- 
gierten  Büschel ,  überdies  aber  als  die  Bildkreise  des  Punktes  P 
in  Bezug  auf  die  durch  P'  normal  zu  der  Axe  x  resp.  der  Axe 
a  gelegten  £benen,  die  Kreise  von  den  Mittelpunkten  N  resp. 
N*.  Bestimmen  wir  nun  die  Winkel  (s  und  <t*,  unter  welchen 
die  Bildkreise  von  P  aus  N  resp.  JV*  die  als  fest  betrachteten 
Kreise  durch  P'  aus  0  resp.  aus  0*  durchschneiden ,  —  nach  der 
Definition  von  §  (36*^),  6,  wonach  der  cosinus  der  Quotient 
ist  aus  der  um  das  Quadrat  der  Gentraldistanz  der  Kreise  ver- 
minderten Summe  der  Quadrate  ihrer  Radien  durch  das  doppelte 
Product  ihrer  Radien,  —  so  ergiebt  sich,  dass  dieselben  für  alle 
Punkte  der  Hyperbel  constant  sind.  Denn  die  Gentraldistanz 
zwischen  den  Kreisen  aus  0  und  N  von  den  Radien  x  und 
(y'  —  y)  ^st  X  und  die  zwischen  den  Kreisen  aus  0*  und  N* 
mit  den  Radien  y  und  {x  —  x)  ist  y^  so  dass  man  nach  der 
erinnerten  Definition  erhält  resp. 

cos  c  =  ^^  (y-y)'~^^    cog  ^^  _  y''  +  {X  -^  xy  -  y^ , 

'''^-  2x(y-y)  '    ^««^    -  2y{x^x) 

Daraus  wird,  weil  für  P  und  P*  als  Punkte  derselben  gleich- 
seitigen Hyperbel  AP  (Fig.  83)  von  der  reellen  Halbaxe  r 
o:*  -f-  r'  «"BS  y2^  -j.'2  _|.  ;^  _.  y'2  mj j  somit  x^  —  a;'  =  y"^  —  y^  ist, 
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cos  ö  = 


X 


cos  a* 


X 


/  j 


die  Winkel  er,  a*  sind  unabhängig  von  der  Lage  von  P  in  der 
Hyperbel,  also  constant,  und  ihre  cosinus  sind  reeiprok. 

Nach  der  vorher  betrachteten  Entstehung  der  gleichseitigen 
Hyperbel  ist  aber  der  Winkel  OAT,  unter  welchem  die  Strecke 
vom  Fusspunkt  der  Ordinate  eines  Hyperbelpunktes  in  der  Neben- 
axe  bis  zum  Fusspunkt  seiner  Tangente  in  derselben  vom 
Scheitel  aus  erscheinen,  ein  rechter  Winkel.    Man  hat  also  auch 

Flg.  83. 


y  \x  ^C^O.OP  ^C^O\OA  =  OA\OT=^OP'  \0T, 

oder,  für  u  als  den  Winkel,  den  die  Tangente  der  gleichseitigen 

Hyperbel  in  P'  mit  ihrer  Hauptaxe  bildet, 

■ 

cos  tf  «=  cotan  a  (vergl.  §  (7))  und  cos  <y*  —  cotan  (90*^  —  «). 

Hierin  liegen  die  bequemen  Mittel  zur  Construction  bei 
gegebenem  Schnittwinkel  und  Grundkreis,  wie  nicht 
näher  auszuführen  nöthig  scheint. 

Wir  sehen,  dass  die  gleichseitige  Hyperbel,  deren  Axen 
zur  Tafel  parallel  und  resp.  rechtwinklig  liegen,  der  Ort  von 
Punkten  ist,  deren    Bildkreise  in  jener  den  über  der  Sehne 
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'«^wim^hi^n  ihren  Schnittpunkten  mit  der  Tafel  als  Durchmesser 
litiUiihriubenen  Kreis  unter  constantem  Winkel  schneiden;  also 
nm-Ai  weiter,  dass  die  schon  in  §  (36^)  betrachteten 
()li«rflächen,  die  aus  der  Rotation  der  Hyperbel  um 
iUro  zur  Tafel  normale  Axe  entstehen^  die  Orte  aller 
der  Punkte  sind,  deren  Bildkreise  jenen  festen  Kreis, 
den  Bpurkreis  der  bezüglichen  Fläche  in  der  Tafel, 
unter  constantem  Winkel  schneiden.  Nach  der  Figur 
ist  a  stets  grosser  als  45^,  also  cotan  a  <  1  und  a  somit  reell 
für  die  Nebenaxe  der  Hyperbel  als  normal  zur  Bildebene  und 
das  einfache  Hyperboloid;  dagegen  ist  a  stets  kleiner  als  45^, 
cotan  «  >  1  und  a  nicht  reell  für  die  Hauptaxe  "der  Hyperbel 
und  das  zweifache  Hyperboloid;  offenbar  kann  bei  diesem  auch 
der  Spurkreis  imaginär  werden,  und  lässt  man  ihn  durch  seinen 
Symmetriekreis  vertreten  sein,  so  findet  man  leicht,  dass  die 
Gesammtheit  dieser  Symmetriekreise,  reell  im  Räume  gedacht, 
die  Scheitelberührungskugel  des  Hyperboloids  bildet. 

Die  Uebergangsform  der  Hyperbel  als  rechtwinkliges  Linien- 
paar mit  den  zugehörigen  Halbierungslinien  als  Axen  liefert 
den  gleichseitigen  Rotationskegel  mit  zur  Tafel  normaler  Axe 
und  das  System  der  Kxeise,  die  seinen  Spurkreis  berühren; 
a  =  0^  oder  180®  weil  or  =  45®  wegen  cotan  a  =  cos  a  =  1. 

Es  ergiebt  sich  leicht  der  Zusammenhang  auch  dieser  Sy- 
steme der  gleichwinkligen  Kreise  mit  unserer  Theorie  der  Kegel- 
schnitte aus  Kreissystemen  in  §  (36)  folg.  und  damit  zugleich 
der  cyklographische  Beweis  für  ein  Hauptresultat  des  §  (36<^). 
Durch  den  Kegelschnitt  als  Durchdringung  zweier  parallelaxiger 
gleichseitiger  Rotationskegel  sahen  wir  ein  zur  Ebene  ihrer 
Spurkreise  als  Hauptebene  gehöriges  Netzhyperboloid  hindurch- 
gehen, mit  der  Tafelnormale  im  Durchstosspunkt  der  Verbin- 
dungslinie der  Kegelspitzen  als  Axe.  Wenn  durch  eine  sich  selbst 
parallele  Verschiebung  -der  Tafel ,  wie  in  §  (36*)  die  Radien  der 
Basiskreise  der  Kegel  und  die  der  Bildkreise  des  Kegelschnittes 
sich  um  den  Betrag  der  Verschiebung  ändern,  so  ändert  sich  das 
zugehörige  Netzhyperboloid,  in  der  Art,  dass  sein  Mittelpunkt  der 
nunmehrige  Durchstosspunkt  der  Verbindungslinie^  der  Spitzen, 
der  Aehnlichkeitspunkt  der  neuen  Spurkreise,  und  sein  Spurkreis 
der  zugehörige  Potenzkreis  derselben  wird.  Durch  den  Ke- 
gelschnitt gehen  also  unendlich  viele  gleichseitige 
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Botationshyperboloide,  Dämlich  eines  für  jede  Ebene  von 
der  Stellung  der  Tafel  als  Hauptebene ^  mit  der  geraden 
Verbindungslinie  der  Kegelspitzen  als  Ort  ihrer 
Mittelpunkte.  Alle  diese  Hyperboloide  haben  mit  einander 
dieselbe  Durchdringungscurve  gemein,  nämlich  den  unendlich 
fernen  Querschnitt  und  den  Kegelschnitt,  den  irgend  zwei  von 
ihnen  bestimmen;  man  nennt  ihre  Gesammtheit  ein  Büschel, 
durch  jeden  Puukt  des  Raumes  geht  eines  von  ihnen.  Zwei 
unter  ihnen  können  Kegel  sein  und  diese  trennen  dann  die 
einfachen  Hyperboloide  unter  ihnen  von  den  zweifachen;  zwei 
bilden  ein  Paar  Ton  Ebenen  (eine  die  unendlich  ferne)  und 
dieses  gehört  zu  den  zweifachen  Hyperboloiden ,  wenn  die  Nei- 
gung cc  der  Kegelschnittebene  zur  Grundebene  oder  Tafel  unter 
45^  ist,  es  gehört  zu  den  einfachen  Hyperboloiden,  wenn  der 
Winkel  a  grösser  ist  als  45®  und  ist  ein  Kegel  fiir  a  =  45®. 
In  jedem  Falle  ist  der  zugehörige  Mittelpunkt  unendlich  fern 
und  damit  die  Vertheilung  der  Mittelpunkte  der  einfachen  und 
zweifachen  Hyperboloide  auf  ihrer  Geraden  vollkommen  fest- 
gestellt. Eine  bestimmte  Lage  der  Tafel-Ebene  schneidet  aus 
diesem  Büschel  von  Hyperboloiden  ein  Büschel  der  Spurkreise 
aus,  zu  welchem  die  Spur  der  Ebene  des  Durchdringungskegel- 
schnittes als  der  von  unendlich  grossem  Badius  gehört.  Das 
Bildkreissystem  des  Kegelschnittes  in  derselben  schnei- 
det den  Kehlkreis  des  Hyperboloids  im  Büschel,  das  seinen 
Mittelpunkt  in  dieser  Tafelebene  hat,  orthogonal  —  wenn  es 
ein  zweifaches  ist,  seinen  Scheitelkreis  diametral  — ,  es  schneidet 
die  Spur  der  Ebene  unter  einem  constanten  Winkel  6^  mit  cos  ßg 
ess  cotan  a  und  die  Spur  jedes  andern  der  Hyperboloide  d.  h. 
jeden  andern  Kreis  in  dem  durch  beide  vorige  bestimmten  Bü- 
schel, unter  einem  zugehörigen  constanten  Winkel,  dessen  Cosi- 
nus mit  der  cotangente  des  Winkels  übereinstimmt,  unter  wel- 
chem ein  durch  die  Axe  geführter  Querschnitt  des  Hyperboloids 
die  Tafel  schneidet.  Wenn  die  die  Axen  der  Hyperboloide  ent- 
haltende Ebene  die  Hauptaxe  des  Kegelschnittes  enthält,  so  ent- 
halt das  Büschel  der  Hyperboloide  zwei  reelle  Kegel,  —  von  denen 
im  Falle  der  Parabel  einer  in  ihre  Ebene  übergeht  —  und  das 
Kreisbüschel  der  Spuren  zwei  Kreise,  welche  von  dem  Bildkreis- 
system des  Kegelschnittes  berührt  werden.  Die  darstellend  geo- 
metrische Behandlung  dieser  Flächen ,  die  im  Allgemeinen  dem 

15* 


A 


228  I-  Methodenlehre:  B)  Die  Kegelschnitte.    (36^) 

zweiten  Theile  dieses  Werkes  vorbehalten  bleibt,  liefert  man- 
nigfache Mittel  zur  Constraction  der  Kegelschnitte  aus  ihren 
Bildkreis-Systemen  und  zur  Losung  von  Problemen  über  die 
Bestimmung  von  Kreisen  aus  Bedingungen. 

1)  Wenn  die  Haupt  ebene  eines  gleichseitigen  Botati  onshjper- 
boloids  die  Distanz  d  von  der  Tafel  hat,  so  ist  fttr  zwei  concen- 
trische  Kreise  des  Bildkreissystems  seiner  Punkte,  die  also  den 
Spurkreis  unter  dem  durch  cotan  a  =  cos  c  bestimmten  constanten 
Winkel  schneiden,  die  Badiendifferenz  constant  gleich  2d, 

2)  Die  Orthogonalprojectionen  der  Kehlkreise  der  unendlich 
vielen  einfachen  Eotatipnshyperboloide ,  die  durch  einen  Kegelschnitt 
gehen,  auf  die  Tafelebene  bilden  ein  System  doppelt  berüh- 
render Kreise  für  die  Projection  des  Kegelschnittes,  da 
sie  dieselbe  in  der  Projection  der  Durchschnittslinie  seiner  Ebene 
mit  der  Ebene  des  Kehlkreises  in  zwei  reellen  oder  nicht  reellen 
Punkten  treffen,  ohne  von  ihr  geschnitten  werden  zu  können.  Ein 
Specialfall  definiert:  Die  Brennpunkte  sind  doppelt  berührende  Kreise 
vom 'Radius  Null,  mit  nicht  reellen  Berührungen  in  den  zugehörigen 
Directrixen. 

3)  Denkt  man  zwei  bestimmte  unter  den  Hyperboloiden  von 
2)  und  betrachtet  einen  Punkt  ihrer  Durchdringung  als  Schnitt 
zweier  geraden  Mantellinien  derselben,  so  erkennt  man,  weil  diese 
45^- Linien  zur  Tafel  sind,  dass  für  die  Projectionen  der 
Punkte  des  Durchdringungskegelschnittes  zwischen 
ihren  Hauptebenen  die  Summe  und  für  die  übrigen  die 
Differenz  der  Längen  der  Tangenten  bis  zu  den  Projec- 
tionen ihrer  Kehlkreise  constant  ist,  nämlich  gleich 
dem  Abstände  der  Kehlkreisebenen.  Yergl.  §  (36^),  3.  Die 
nähere  Discussion  muss  vorbehalten  bleiben. 

4)  Drei  Kegelschnitte,  die  den  nämlichen  Kreis  dgp- 
peltberühren,  können  als  Orthogonalprojectionen  von  drei  Paaren 
tafelsymmetrischer  Querschnitte  desselben  einfachen  Netzhyperboloi- 
des betrachtet  werden.  Da  ihre  Ebenen  vier  dreiseitige  Ecken  mit 
demselben  Spurendreieck  bilden,  und  die  Orthogonalprojectionen 
ihrer  Kanten  Durchschnittssehnen  der  Kegelschnitte  in  der  Tafel 
sind,  so  gehen  diese  viermal  zu  dreien  durch  einen  Punkt  und 
diese  vier  Punkte  liegen  in  Paaren  in  sechs  Geraden  durch  die 
Ecken  jenes  Spurendreiecks;  etc. 

5)  Zwei  beliebige  Kugeln  durchdringen  sich  im  Ehd- 
lichen,  wenn  sie  sich  treffen,  in  einem  Kreis.  Sie  haben  ausser 
ihm  den  Querschnitt  mit  der  unendlich  fernen  Ebene  gemein;  da 
nämlich  alle  ihre  ebenen  Querschnitte  Paare  von  Kreisen  sind,  Kegel- 
schnitte also,  die  durch  die  imaginären  Kreispunkte  ihrer  Ebenen 
gehen  (§  31,  8),  so  sind  die  imaginären  Kreispunkte  auf  allen 
Ebenen  des  Raumes  ihnen  wie  allen  Kugeln  desselben  gemein,  oder 
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ihre  Oesammtheit  bildet  den  Querschnitt  der  unendlich  fernen  Ebene 
mit  allen  Kugeln  des  Baumes.  Wir  werden  denselben  als  den  un- 
endlich fjBrnen  nicht  reellen  Kreis  aller  Kugeln  oder,  weil 
er  die  Basis  der  geometrischen  Maassbestimmungen  ist,  als  den  ab- 
soluten Kreis  oder  das  Absolute  im  Baum  bezeichnen. 

Üeberblick.  In  dem  hier  schliessenden  Abschnitt  haben 
wir  in  den  ersten  Artikeln  (24  bis  26)  die  Kegelschnitte  als 
Centralprojectionen  des  Kreises  eingeführt  und  später  noch 
wiederholt  Gebrauch  von  dieser  Auffassungsweise  gemach t/oder 
sie  doch  in  Beziehung  zu  den  weiterhin  entwickelten  Theorien 
gesetzt  (§  28,  12;  §  36).  Es  wird  am  Platze  sein,  sich  Rechen- 
schaft darüber  zu  geben  ^  inwieweit  und  ob  dies  überall  zulässig 
ist;  d.  h.  inwieweit  unsere  Theorie  der  Kegelschnitte  zu- 
gleich eine  Theorie  der  über  ihnen  stehenden  oder  sie  aus 
irgend  einem  Centrum  projicierenden  Kegel  ist.  Die  pro- 
jicierenden  Linien  ihrer  Punkte  sind  dabei  die  Mantellinien  des 
projicierenden  Kegels  und  die  projicierenden  Ebenen  der  zu- 
gehörigen Tangenten  die  Tangentialebenen  desselben,  d.  h. 
Ebenen,  welche  ihn  in  zwei  unendlich  nahe  benachbarten  Man- 
tellinien durchschneiden.  Dabei  sind  die  in  §  16  erörterten 
Uebertragungen  der  Doppelverhältnisswerthe,  und  damit  der 
Doppelverhältnissgleichheit;  von  den  Reihen  auf  ihre  projicie- 
renden Strahlbüschel  und  von  den  Strahlbüscheln  auf  ihre  pro- 
jicierenden Ebenenbüschel  maassgebend. 

Damit  liefern  aber  die  Sätze  des  §  24  für  jeden  projicie- 
renden Kegel  eines  Kreises,  oder,  wie  wir  sagen  wollen,  für 
jeden  allgemeinen  Kreiskegel  die  folgenden: 

Die  Ebenen  von  vier  festen         Die   Schnittlinien   von    vier 

Mantellinien  nach  einer  belie-  festen    Tangentialebenen    mit 

bigen  fünften  Mantellinie  des-  einer  fünften  Tangentialebene 

selben  bilden    ein  Ebenenbü-  desselben  bilden  ein  Strahlen- 

schel    von     unveränderlichem  büschet  von  unveränderlichem 

Doppelverhältniss.  Doppelverhältniss. 

Und  das  Doppelverhältniss  von  vier  festen  Man- 
tellinien einesKreiskegels  ist  demDoppelverhältniss 
ihrer  Tangentialebenen  gleich.    Aus  §  25  folgt  ebenso: 

Der  Ort  der  Schnittlinien  Die  Enveloppe  der  Verbin- 
aller  entsprechenden  Ebenen-  dungsebenen  aller  entsprechen- 
paare von  zwei  projecti vischen     den  Strahlenpaarevon  zwei  pro- 
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Ebenenbüscheln  mit  sich  schnei- 
denden Scheitelkanten  ist  eine 
durch  die  Scheitelkanten  ge- 
hende Kegelfläche;  welche  mit 
jeder  durch  den  Schnittpunkt 
der  Scheitelkanten  gehenden 
Ebene  nur  zwei  Mantellinien  ge- 
meinsam hat;  nämlich  die  sich 
selbst  entsprechenden  Strahlen 
der  beiden  aus  den  erzeugen- 
den Ebenenbüscheln  durch  sie 
ausgeschnittenen  projectivi- 
schen  Strahlenbüschel  (§  29). 
Sie  heisst  daher  eine  Eegel- 
fläche  zweiter  Ordnung 
und  ist  durch  fünf  Man- 
tellinien bestimmt,  von 
denen  keine  drei  in  einer  Ebene 
liegen.  Die  der  gemeinsamen 
oder  Scheitelkantenebene  der 
erzeugenden  Büschel  entspre- 
chenden Ebenen  berühren  die 
Eegelfläche  in  den  Scheitel- 
kanten respective. 

Man  erhält  dieselbe  Eegel- 
fläche, welche  zwei  der  ftinf 
Mantellinien  man  auch  zu  Trä- 
gern der  erzeugenden  Ebenen- 
büschel wählt;  denn  man  hat 
als  eine  Form  ihrer  Construc- 
tion  den  Satz  vom  Pascal'- 
schen  Sechskant:  Sechs 
Mantellinien  eines  Eegels  zwei- 
ter Ordnung  bilden  in  jeder 
Folge  ein  Sechskant;  für  wel- 
ches die  Schnittlinien  seiner 
Gegenflächenpaare  in  einer 
Ebene  liegen. 

Liegen  drei  der  Mantellinien 


jectivischen  Strahlenbüscheln 
mit  einerlei  Scheitel  aber  in 
verschiedenen  Ebenen  ist  eine 
diese  Ebenen  berührende  Kegel- 
flache,  an  welche  durch  jede 
den  gemeinsamen  Scheitel  ent- 
haltende Gerade  nur  zwei  Tan- 
gentialebenen gehen;  nämlich 
die  sich  selbst  entsprechenden 
Ebenen  der  beiden  aus  ihr  über 
den  erzeugenden  Strahlenbü- 
scheln gebildeten  projectivi- 
schen  Ebenenbüscheln  (§  29). 
Sie  heisst  daher  eine  Eegel- 
fläche zweiter  Glasse  und 
ist  durch  fünf  Tangen- 
tialebenen bestimmt;  von 
denen  keine  drei  durch  eine 
Gerade  gehen.  Die  dem  ge- 
meinsamen Strahl  beider  Bü- 
schel entsprechenden  Strahlen 
sind  die  Mantellinien ;  nach 
welchen  die  Ebenen  der  Bü- 
schel den  Eegel  berühren. 

Man  erhält  dieselbe  Eegel- 
fläche, welche  zwei  der  fünf 
Tangentialebenen  man  auch  zu 
Trägern  der  erzeugenden  Strah- 
lenbüschel wählt;  denn  eine 
Form  ihrer  Construction  ist  der 
Satz  vom  Brianchon'- 
schen  Sechsflach:  Sechs 
Tangentialebenen  eines  Eegels 
zweiter  Ordnung  bilden  in  je- 
der Folge  ein  Sechsflach;  für 
welches  die  Verbindungsebenen 
seiner  Gegenkantenpaare  durch 
eine  Gerade  gehen. 

Gehen  drei  der  Tangential- 
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in  einer  Ebene,  so  sind  die  ebenen  durch  eine  Gerade,  so 
an  den  beiden  übrigen  gebil-  sind  die  in  den  beiden  übrigen 
deten  Ebenenbüschel  in  per-  gebildeten  Strahlenbüschel  in 
spectivischer  Lage,  und  der  er-  perspectivischer  Lage,  und  der 
zeugte  Kegel  degeneriert  in  erzeugte  Kegel  degeneriert  in 
zwei  Ebenen  —  die  der  zwei  sich  schneidendeGe- 
Scheitelkanten  und  die  des  rade  —  die  Schnittlinie  der 
perspectivischen  Durchschnit-  beiden  letzten  Ebenen  und  die 
tes.  der  drei  ersten. 

Analog,  wenn  die  erzeugenden  Büschel  singulär  sind  .im 
Sinne  von  §  22.  Man  sieht,  dass  zwei  Punkte  eine  Gurve 
zweiter  Classe  und  zwei  Ebenen  einen  Kegel  zweiter  Ord- 
nung bilden,  während  zwei  sich  schneidende  Gerade  eben- 
sowohl eine  Gurve  zweiter  Ordnung  als  einen  Kegel  zweiter 
ülasse  bilden;  jenes  als  Reihen  von  Punkten,  dieses  als  Axen 
von  Ebenenbüscheln.  Mit  Ausnahme  dieser  Degenerations- 
fälle ist  nach  §  28,  10  jeder  Kegel  zweiter  Ordnung  auch  ein 
Kegel  zweiter  Classe;  man  nennt  solche  Kegel  zusammenfassend 
Kegel  zweiten  Grades. 

Nach  §  30  bilden  die  Paare  von  Mantellinien  eines  Kegels 
zweiter  Ordnung  auf  den  Ebenen  durch  einen  Strahl  aus  seinem 
Centrum  oder  seiner  Spitze  eine.  Involution,  und  die  Paare  der 
zugehörigen  Tangentialebenen  schneiden  sich  in  geraden  Linien 
einer  Ebene  oder  in  den  Strahlen  eines  Büschels,  und  umgekehrt; 
wir  nennen  jenen  Strahl  den  Polstrahl  und  diese  Ebene  die 
Polarebene  der  Involution  oder  kurz  Pol  und  Polare.  Die 
Kegelfläche  zweiten  Grades  ordnet  jeder  Ebene  durch  ihr  Cen- 
trum einen  Polstrahl  und  jedem  Strahl  durch  dasselbe  eine 
Polarebene  zu.  Eine  Kegelfiäche  zweiten  Grades  ist  für  jeden 
Strahl  durch  ihr  Centrum  als  Centralstrahl  und  seine  Polarebene 
als  CoUineationsebene  mit  sich  selbst  in  involutorischer 
CentralcoUineation  und  ebenso  für  jede  durch  ihr  Centrum 
gehende  Ebene  als  Collineationsebeue  und  ihren  Polstrahl  als 
Centralstrahl.  Die  Polarebenen  aller  Strahlen  in  einer  Ebene 
gehen  durch  den  Polstrahl  dieser  Ebene,  und  die  Polstrahlen 
aller  Ebenen  durch  einen  Strahl  liegen  in  der  Polarebene  dieses 
Strahls.  In  Bezug  auf  einen  Kegel  zweiten  Grades  ordnen  sich 
alle  Strahlen  eines  ebenen  Strahlenbüschels  aus  seinem  Cen- 
trum in  Paare  so,  dass  immer  der  eine  Strahl  des  Paares  in 
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der  Polarebene  des  andern  liegt;  damit  sind  zugleich  die  Ebenen 
durch  den  Polstrahl  der  Ebene  dieses  Büschels  so  in  Paare 
geordnet;  dass  immer  die  eine  Ebene  des  Paares  durch  den 
Polstrahl  der  andern  geht.  Beide  Systeme  von  einfach  unend- 
lich vielen  Paaren  sind  Involutionen ;  die  erste  die  Involu- 
tion harmonischer  Polstrahlen  in  einer  Ebene  durch 
das  Centrum;  die  zweite  die  Involution  harmonischer 
Polarebenen  um  einen  Strahl  aus  dem  Centrum;  sie 
sind  in  perspectivischer  Lage,  wenn  jene  Ebene  die 
Polarebene  dieses  Strahles  ist.  Die  Doppelstrahlen  der 
ersten  liegen  in  den  Doppelebenen  der  zweiten  und  sind  die 
Bertihrungsmantellinien  zu  diesen  Tangentialebenen  (§  32).  Ein 
Strahl  als  Polstrahl,  seine  Polarebene  und  die  Involution  in 
dieser  oder  um  jenen  bestimmen  mit  einer  Mantellinie  oder 
einer  Tangentialebene  durch  ihren  Schnittpunkt  alle  andern 
Mantellinien  resp.  Tangentialebenen  des  Kegels  (§  32,  id);  auch 
eine  Involution  harmonischer  Polstrahlen  und  drei  Mantellinien 
durch  ihr  Centrum,  resp.  zwei  Involutionen  harmonischer  Pol- 
strahlen und  eine  Mantellinie  durch  ihr  gemeinsames  Centrum 
bestimmen  einen  Kegel  zweiten  Grades;  ebenso  anderseits  eine 
Involution  harmonischer  Polarebenen  und  drei  Tangentialebenen 
aus  einem  Punkt  ihrer  Scheitelkante ;  resp.  zwei  Involutionen 
harmonischer  Polarebenen  und  eine  Tangentialebene  durch  den 
Schnittpunkt  ihrer  Scheitelkanten.  Mit  der  Variation  einer 
Mantellinie  unter  den  Daten  in  den  ersten  Fällen  erhält  man 
Büschel  von  Kegeln  zweiter  Ordnung  und  mit  der 
Variation  einer  Tangentialebene  unter  den  Daten  in  den  letzten 
Fällen  Schaaren  von  Kegeln  zweiter  Classe  —  ganz 
analog  der  Uebersicht  in  §  33;  24  für  die  Kegelschnitte.  Auch 
die  zweideutigen  und  vierdeutigen  Bestimmungen  der  Kegel- 
schnitte in  §  33,  21  und  22  gehen  in  derselben  Weise  auf  die 
Kegel  zweiten  Grades  über.  Den  Büscheln  und  Schaaren  der 
Kegel  zweiten  Grades  entsprechen  luvolutionseigenschaf- 
ten  ihrer  Schnitte  in  Ebenen  durch  das  gemeinsame  Cen- 
trum und  ihrer  Tangentialebenen  durch  Strahlen  aus 
demselben  nach  §  25  und;  bezüglich  der  in  ihnen  auftretenden 
je  drei  degenerierten  Kegel;  Sätze  und  Constructionen  über 
das  vollständige  Vierkant  und  resp.  Vierflach  analog  §  25,  5. 
Es  ist  evident,  dass  in  einer  Centralcollineation  im 
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Bund ely  die  immer  durch  den  Centralstrahl ,  die  CoUineations- 
ebene  und  ihre  Charakteristik  A  bestimmt  werden  kann,  einem 
Kegel  zweiten  Grades  wieder  ein  Eegel  zweiten  Grades  ent^spricht; 
ebenso,  dass  zwei  concentrische  Eegel  zweiten  Grades, 
wie  in  §  26  zwei  Kegelschnitte,  auf  zwölf  oder  auf  vier 
Arten  centralcollinear  mit  einander  sind.  Wenn  der 
Centralstrahl  dem  einen  Kegel  angehört,  so  gehört  er  auch  zum 
andern,  und  beide  Kegel  haben  längs  desselben  die  nämliche 
Tangentialebene  (§  32,  18).  Geht  überdies  die  Collineations- 
ebene  durch  den  Centralstrahl  (§  19,  8) ,  so  föllt  von  den  zwei 
übrigen  gemeinsamen  Mantellinien  beider  Kegel  noch  eine  mit 
dem  Centralstrahl  zusammen  und  sie  haben  ausser  ihm  nur  noch 
eine  reelle  Mantellinie  gemein;  man  sagt  sie  berühren  einander 
längs  des  Centralstrahles  in  der  zweiten  Ordnung  oder  sie  sind 
in  Osculation  mit  einander  (§35).  Der  osculierende  Kegel 
zweiten  Grades  zu  einem  gegebenen  für  eine  gegebene  Mantel- 
linie desselben  ist  durch  zwei  andere  Mantellinien  bestimmt;  etc. 

Wir  wissen  schon,  dass  die  Mittelpunkts-  und  Brennpunkts- 
eigenschaften der  Kegelschnitte  im  Allgemeinen  nicht  projec- 
tivisch  sind  und  sich  also  auch  nicht  auf  ihre  projicierenden 
Kegel  übertragen;  insbesondere  versagt  die  Untersuchung  des 
§  33  der  projectivischen  Erweiterung,  weil  es  im  Bündel  un- 
endlich ferne  Elemente  nicht  giebt.  Wir  werden  im  zweiten 
Bande  dieses  Werkes  die  drei  Hauptaxen  und  Hauptebenen  der 
Kegel  zweiten  Grades  sowie  ihre  Kreisschnitt-Ebenen  mit  denen 
der  Flächen  zweiten  Grades  überhaupt  kennen  lernen;  und  im 
dritten  Bande  auch  die  Analoga  der  Brennpunkte  und  Direc- 
trixen,  die  Focalstrahlen  und  ihre  Polarebenen  allgemein  con- 
struieren,  indem  wir  diese  sämmtlichen  ausgezeichneten  Ele- 
mente aus  dem  durch  den  Kegel  bestimmten  und  ihn  in  allen 
Fällen  vertretenden  Polarsystem  definieren.  Diese  Betrachtung 
umfasst  auch  die  Kegelschnitte  in  reellen  Ebenen  und  die  Kegel 
zweiten  Grades  an  reellen  Scheiteln,  welche  selbst  nicht  reell 
sind.    (Vergl.  §  34,  4-6.) 

Hier  ist  zu  bemerken,  dass  der  gerade  Kreiskegel  (§  33,  13) 
als  Original  der  CentralcoUineation  für  seine  Axe  als  Central- 
strahl auf  die  reellen  Focalstrahlen  und  ihre  Directrixebenen 
führt.  Denn  die  rectanguläre  Involution  harmonischer  Polar- 
ebenen  um  seine  Axe  ist  dann  die  Polarinvolution  um  diese 
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Gerade  auch  für  den  entstehenden  allgemeinen  Kegel  zweiten 
Grades;  sie  wird  daher  als  Focalstrahl  desselben  und  ihre 
Polarebene  in  Bezug  auf  ihn^  d.  h.  die  entsprechende  zu  ihrer 
Normalebene  im  Original,  als  zugehörige  Directrixebene 
des  Kegels  bezeichnet  (§  36).  Für  seinen  Querschnitt  mit  einer 
zum  G'ocalstrahl  normalen  Ebene  liegt  in  diesem  der  eine  Brenn- 
punkt; die  Ebene,  die  die  Hauptaxe  desselben  mit  dem  Focalstrahl 
verbindet;  ist  die  eine  Hauptebene  des  Kegels,  aus  welcher 
die  AxeU;  die  anderen  HauptebeneU;  der  zweite  reelle  Focal- 
strahl und  seine  Directrixebene  leicht  zu  erhalten  sind. 

Eine  um  den  Kegelmittelpunkt  beschriebene  Kugel  schneidet 
den  Botationskegel  in  zwei  gleichen  parallelen  Kreisen,  den 
allgemeinen  in  einem  sphärischen  Kegelschnitt,  die  Strah- 
len und  Ebenen  der  Gonstructionsfigur  in  Paaren  von  Gegen- 
punkten und  in  grossten  Kreisen  und  liefert  so  die  sphäri- 
sche üentralcollineation  und  die  entsprechende  Theorie 
der  sphärischen  Kegelschnitte. 

Anderseits  haben  wir  in  §  (36®)  schon  gesehen  ^  dass  durch 
die  stereographische  Projection  oder  die  Theorie  der 
reciproken  Radien  die  cyklographische  Theorie  der  Ke- 
gelschnitte aus  Kreissystemen  unter  Festhaltung 
der  Winkelrelationen  auf  die  Kugel  übergeht. 

1)  Von  einem  Kegel  zweiten  Grades  kennt  man  die  ebene 
Leitcurve  L  —  durch  fünf  ihrer  Punkte  oder  eine  äquivalente  An- 
gabe —  und  drei  Punkte  A,  B^  C  seines  Mantels  —  durch  ihre 
Bilder  und  Spur  und  Fluchtlinie  ihrer  Ebene;  man  soll  den  Mittel- 
punkt M  des  Kegels  bestimmen. 

Wenn  die  Mantellinien  MA^  MB^  MC  die  Ebene  der  Basis 
L  und  also  die  Leitcurve  in  ^4*,  ^*,  C*  respective  schneiden,  so 
sind  die  Dreiecke  ABC  und  A* B* C*  perspecti visch  für  M  als 
Centrum  und  die  Schnittlinie  der  Ebenen  Ii  und  ABC  als  Axe, 
und  die  Schnittpunkte  -S^,  5jb,  Sc  der  Geraden  BC^  CA^  AB  mit 
der  Ebene  L  sind  zugleich  die  Punkte  der  Geraden  B*C*^  C*A*, 
A*B*  in  der  Perspectivaxe.  Die  vorgelegte  Aufgabe  kommt  also 
auf  die  folgende  zurück:  Man  soll  auf  dem  Kegelschnitt  L  drei 
Punkte  A*^  B*^  C*  so  bestimmen,  dass  ihre  Verbindungslinien  B*C*^ 
C*A*,  A*B*  durch  drei  gegebene  feste  Punkte  5^,  Sb^  Sq  resp. 
in  einer  geraden  Linie  gehen.  Wir  werden  sehen,  dass  im  All- 
gemeinen zwei  solche  Punktetripel  A^*^  . .  und  -^j*,  .  .  existieren, 
und  es  ist  evident,  dass  die  Perspectivcentra  der  Dreiecke  A^  B^*C*^ 
A^ B^C^  mit  dem  Dreieck  ABC  die  beiden  Lagen  M^  und  ifj  ^^^ 
Kegelmittelpunktes  liefern  und  dass  durch  ihre  Angabe  die  beiden  nach 
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den  Bedingungen  möglichen  Kegel  2^^^^  Grades  vollkommen  bestimmt 
werden.  (Vergl.  6)  unten.)  Die  bezeichnete  Aufgabe  behandeln  wir 
aber  zweckmässig  als  speciellen  Fall  der  folgenden  allgemeineren. 

2)  Ein  Kegelschnitt  und  drei  Punkte  seiner  Ebene  ausser  ihm  sind 
gegeben;  man  soll  die  Dreiecke  ermitteln,  deren  Ecken  auf  dem  Kegel-, 
schnitt  liegen,  während  ihre  Seiten  einzeln  durch  jene  Punkte  gehen. 

Zu  ihrer  Bestimmung  führt  die  Erinnerung  (§  30),  dass  die 
Paare  der  Schnittpunkte  eines  Kegelschnittes  mit  den  Strahlen  eines 
Büschels  in  seiner  Ebene  die  Paare  einer  Involution  sind,  dass  dal^er 
die  Doppelverhältnisse  aus  irgend  vier  unter  diesen  Schnittpunkten 
und  die  gleichgebildeten  aus  den  ihnen  in  der  Involution  entspre- 
cheSiden  einander  gleich  sein  müssen. 

Ist  L  der  Kegelschnitt  und  sind  Sa  oder  1,  Sb  oder  2,  Sc 
oder  3  jene  Punkte,  so  ziehe  man  durch  1  eine  den  Kegelschnitt 
in  B  und  C  schneidende  Gerade,  verbinde  C  mit  2  und  B  mit  3, 
80  dass  man  als  zweite  Schnittpunkte  dieser  beiden  Geraden  mit 
dem  Kegelschnitt  A  resp.  A^  erhält;  sind  dann  durch  zwei  weitere 
Strahlen  aus  1  resp.  B'  und  C\  B"  und  C  und  aus  ihnen  durch 
die  Strahlen  nach  3  und  2  die  Punkte  A*\  A*''  und  ^',  A''  bestimmt, 
80  hat  man  (^^^". .)  =  (^^-^'';  0  =  {CC'C'\  .)  =  {A*A*'A*'\  .) 
und  somit  \AÄÄ\  .)  =  (^*^*'^*". .);  also  auch  immer,  wenn  A  und 
Jf  zusammen  fallen,  eine  Lösung  A^^  A^  der  Aufgabe,  nämlich 
die  erste  Ecke  eines  Dreiecks,  welches  ihren  Bedingungen  entspricht. 
Man  findet  diese  Lösungen  also  durch  die  Doppelpunkte  von  zwei  pro- 
jectivischen  Beihen  in  dem  Kegelschnitt;  also  entweder  zwei  reelle 
und  verschiedene  oder  zwei  nicht  reelle  Lösungen ,  im  besondem 
Falle  zwei  reelle  und  vereinigte,  —  die  ersten  Ecken  stets  gelegen 
in  der  Pascal -Linie  des  Sechsecks  A  A*  A'  A*'  A''  A*'\  nämlich  in 
ihren  Schnittpunkten  mit  dem  Kegelschnitt  L.  Ist  derselbe  nicht 
gezeichnet,  sondern  nur  durch  fünf  Punkte  bestimmt,  so  wählt  man 
drei  derselben  als  B,  B\  ß\  ermittelt  nach  dem  Pascarschen  Satze 
wie  in  §  27,  1  die  Punkte  (7,  C\  C"  in  den  Geraden  aus  ihnen 
nach  1,  und  ebenso  A^  Ä^  A"  auf  den  Geraden  von  diesen  nach  2 
lind  ^*,  A*\  A^"  auf  den  Geraden  von  B^  ß ^  V  nach  3 ;  endlich 
die  Schnittpunkte  der  Pascarschen  Linie  mit  dem  Kegelschnitt  L 
mittelst  eines  Hülfskreises  wie  in  §  29. 

3)  Man  sieht  sofort,  dass  die  dualistische  üebersetzung  des  vori- 
gen ,  d.  h.  die  Benutzung  der  Polare  der  Involution  von  Tangenten 
an  Stelle  des  Pols  der  Involution  von  Punkten  des  Kegelschnittes, 
also  schliesslich  die  Vei'wendung  des  Brianchon' sehen  Satzes  §  28,  1 
zur  Construction  der  neuen  Tangenten  des  Kegelschnittes  durch  Punkte 
schon  bekannter  und  die  des  Brianchon- Punktes  (§  29)  vom  um- 
geschriebenen Sechsseit  aa*a  a*^a" a*"  das  Problem  löst:  Man  soll 
einem  durch  fünf  Tangenten  bestimmten  Kegelschnitt  ein  Dreiseit 
umschreiben,  dessen  Eckeü  auf  drei  in  seiner  Ebene  gegebenen  Gera- 
den liegen  -—  mit  den  analogen  allgemeinen  und  speciellen  Resultaten. 
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4)  Weil  aber  der  Schluss  in  2)  auf  die  Projectivität  des  ersten 
und  letzten  Gliedes  einer  Kette  von  Gruppen,  deren  benachbarte 
projectivisch  sind,  durch  die  Zahl  der  Glieder  nicht  gestört  wird, 
oder,  weil  ebenso  wie  dort  {AÄ , .)  «=  (^A*A*\  .)  aus 

folgt,  so  haben  wir  damit  auch  die  Lösung  der  allgemeinen  Aufgaben 
von  der  Construction  eines  dem  Kegelschnitt  eingeschriebenen  Viel- 
ecks, dessen  Seiten  durch  beliebig  in  seiner  Ebene  gegebene  Punkte 
gehen,  und  eines  dem  Kegelschnitt  umgeschriebenen  Yielseits, 
dessen  Ecken  auf  ebenso  vielen  in  seiner  Ebene  willkürlich  gegebenen 
Geraden  liegen.  Auch  diese  Probleme  haben  also  zwei  Lösungen,  wenn 
die  Reihenfolge  der  festen  Punkte  resp.  der  festen  Geraden  als  Enve- 
loppen  der  benachbarten  Seiten  resp.  Orte  der  benachbarten  Ecken 
gegeben  ist.  Ist  diese  Reihenfolge  frei  wählbar,  so  entsprechen 
2 . 3 . . .(n  —  1)  Polygone,  resp.  nEcke  und  n Seite,  den  Bedingungen. 

5)  Wenn  insbesondere  die  Drehpunkte  1,  2,  . .  n  in  derselben 
geraden  Linie  liegen,  resp.  die  Ortsgeraden  /,  77,  ...  durch  einen 
Punkt  gehen,  so  entspringen  verschiedene  Specialitäten ,  je  nach- 
dem ihre  Zahl  ungerade  oder  gerade  ist.  Bei  ungerader  Anzahl 
derselben,  also  für  das  eingeschriebene  Dreiseit,  Fünfseit,  etc.  und 
das  umgeschriebene  Dreieck,  Fünfeck,  etc.,  bilden  die  in  der  Yer- 
bindungsgeraden  liegenden  beiden  Punkte  des  Kegelschnittes,  resp. 
die  durch  den  Schnittpunkt  gehenden  Tangenten  desselben,  ein  sich 
vertauschungsfähig  entsprechendes  Paar  in  der  Projectivität  der 
AÄÄ\,.  und  A^A*'A*"..,  oder  der  aa'a',,,  und  a*a*'a*". .., 
und  dieaelbe  ist  daher  Involution  und  somit  durch  ein  einziges  Paar 
ausser  dem  genannten  bestimmt;  ihr  Pol  ist  für  n  =  (2A:  —  1)  Dreh- 
punkte der  Schnittpunkt  ihrer  Geraden  mit  der  Sehne  jenes  zweiten 
Paares ,  und  die  Schnittpunkte  seiner  Polare  mit  dem  Kegelschnitt, 
also  die  Berührungspunkte  der  von  ihm  aus  an  diesen  gehenden  Tan- 
genten,- sind  die  i^,*,  A*  der  beiden  Lösungen;  für  (2 Ar  —  1)  Ort«- 
gerade  ist  die  Verbindungslinie  ihres  Schnittpunktes  mit  dem  Schnitt- 
punkt des  einen  neuen  Paares  die  Polare  der  Involution,  und  die 
Tangenten  in  ihren  Schnittpunkten  mit  dem  Kegelschnitt  oder  durch 
ihren  Pol  an  denselben  bilden  die  a(^^  a^*  der  beiden  Lösungen. 

So  also  auch  in  dem  Falle  des  eingeschriebenen  Dreiseits,  von 
welchem  in  l)  diese  Erörterungen  ausgingen;  man  bestimmt  wie 
in  2)  das  Paar  A,  A*  und  hat  im  Schnitt  der  Verbindungslinie  mit 
der  Geraden  123  den  Pol  der  Involution  und  in  den  Berührungs- 
punkten der  von  ihm  an  den  Kegelschnitt  gehenden  Tangenten  die 
Punkte  A^*  und  A2*  der  beiden  Lösungen. 

In  Betreff  der  Bestimmung  der  beiden  Lagen  des  Kegelschnitt- 
punktes in  1)  ist  noch  zu  bemerken,  dass  die  Fluchtlinie  der  Ebene 
ABC  in  der  Lösung  nicht  gebraucht  wird,  sondern  dass  dieselbe 
nur  von  ihrer  Spur  in  der  Ebene  L  abhängt.  Jede  der  Lösungen 
umfasst  dann  auch  bei  gegebenem  Distanzkreis  noch  unendlich  viele 
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FSlIe,  und  man  kann  z.  B.  die  Fluchtlinie  der  Ebene  ABC  so  be- 
stimmen, dass  die  beiden  gefundenen  Kegel  insbesondere  Cj linder 
zweiten  Grades  oder  die  Dreiecke  ABC  und  j^B*C*  centrisch 
affin  statt  perspectivisch  sind. 

6)  Im  Falle  der  geraden  Anzahl  n  =  2A'  ist  dagegen  für  die  Lage 
der  Drehpunkte  in  derselben  Reihe  oder  der  Ortsgeraden  in  demselben 
Büschel  die  kxasX  mit  ihren  beiden  Schnittpunkten  im  Kegelschnitt 
gez&hlte  gerade  Reihe  selbst  resp.  der  Xrmal  mit  seinen  beiden  Tan- 
genten an  den  Kegelschnitt  gezählte  Scheitel  des  Büschels  selbst,  und 
zwar  immer  für  jedes  der  bezeichneten  beiden  Elemente  als  erstes,  eine 
Lösung,  80  dass  damit  im  Allgemeinen  die  möglichen  Lösungen  er- 
schöpft sind.  Wenn  dann  ein  nicht  in  die  Reihe  fallendes  2 A: Seit  exi- 
stiert, dessen  Ecken  auf  dem  Kegelschnitt  liegen,  während  seine  Seiten 
durch  jene  Punkte  gehen,  so  existieren  deren  unendlich  viele; 
jeder  Punkt  des  Kegelschnittes  ist  ^nfangsecke  eines  solchen;  etc. 

7)  Statt  der  Involution  auf  dem  Kegelschnitt  wird  die  Fun- 
damental-Eigenschaft  der  Projectivität  in  analoger  Weise  ge- 
braucht bei  der  Lösung  der  Aufgaben: 

Zu  einem  nEck,    dessen   be-  Zu  einem   nSeit,  dessen   be- 

nachbarte Seitenpaare  n  feste  Ke-  nachbarte  Eckenpaare  in  n  festen 
gelschnitte  berühren,  soll  man  ein  Kegelschnitten  liegen ,  soll  man 
neues  fiEck  bestimmen,  dessen  ein  neues  n  Seit  bestimmen,  dessen 
Ecken  der  Reihe  nach  in  den«  Seiten  der  Reihe  nach  durch  die 
Seiten  des  ersten  liegen,  während  Ecken  des  ersten  gehen,  während 
seine  Seiten  der  Reihe  nach  jene  seine  Ecken  der  Reihe  nach  in 
Kegelschnitte  berühren.  jenen  Kegelschnitten  liegen. 

Auch  sie  enthalten  viele  Specialfälle. 

8)  Es  hat  keine  Schwierigkeit,  auch  diese  Probleme  mit  ihren 
Lösungen  auf  Kegel  und  Cjlinder  zweiten  Grades  zu  übertragen. 

9)  Man  bezeichne  und  modificiere  die  Sätze  des  §  36  und  seiner 
Beispiele,  welche  Focaleigenschaften  der  Kegel  zweiten  Grades  geben. 

10)  Man  erläutere  die  Constructionen  der  Kegel  zweiten  Grades, 
bei  denen  unter  den  Daten  ein  Focalstrahl  mit  oder  ohne  zugehörige 
Directrixebene  ist;  ebenso  die  aus  beiden  reellen  Focalstrahlen. 

•  (11)  Zwei  Kreise  auf  derselben  Kugel  bestimmen  ein  Büschel 
spliarischer  Kreise;  mit  Grenz-  oder  mit  Grundpunkten,  je  nach- 
dem die  Schnittlinie  ihrer  Ebenen  ausserhalb  der  Kugel  liegt  oder 
sie  schneidet.  Wenn  die  Scheitelkante  des  einen  Büschels  die  Kugel 
in  den  Punkten  trifft,  in  denen  ihre  Tangentialebenen  durch  die 
Scheitelkante  des  andern  sie  berühren,  so  sind  die  Büschel  ortho- 
gonal zu  einander  und  heissen  conjugiert. 

(12)  Die  Kreise  derselben  Kugel  bestimmen  ein  sphärisches 
Netz  von  Kreisen  und  einen  zu  ihnen  orthogonalen  Kreis.  Die 
Ebenen  der  Kreise  des  Netzes  gehen  durch  die  Spitze  des  zu  diesem 
gehörigen  Berührungskegels;  etc.  Man  prüfe  die  Entwickelungen  der 
§§  (36)  f.  auf  ihre  üebertragbarkeit  auf  die  Kugel. 
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€•    Die  centrisclie  Collineation  r&amliclier  Systeme  alB  Theorie 

der  ModeUlerungs-Metlioden« 

37.  Wenn  ein  Gentrum  C  der  Projection  und  eine  nach 
drei  Dimensionen  ausgedehnte  Originalfigur  beliebig  gegeben 
sind,  so  kann  man  auf  allen  durch  das  Centrum  gehenden 
Ebenen,  welche  dieselbe  schneiden,  die  Beziehung  der  centri- 
sehen  Collineation  ebener  Systeme  in  der  Weise  hergestellt 
denken,  dass  jedem  Punkte  P  des  Originals  ein  Punkt  P^  des 
Abbildes  oder  Modell's,  und  umgekehrt,  entspricht,  und  ebenso 
jeder  Geraden  g  eine  Gerade  ^, ,  also  auch  jeder  Ebene  E  eine 
Ebene  E|.  Entsprechende  Punktepaare  liegen  auf  einerlei  Strahl 
aus  dem  Centrum,  entsprechende  Paare  von  Geraden  auf  einerlei 
Ebene  durch  dasselbe.  In  jeder  von  diesen  Ebenen  liegen  die 
sich  selbst  entsprechenden ,  vom  Centrum  verschiedenen  Punkte 
in  einer  geraden  Linie,  der  zugehörigen  Collineationsaxe  $, 
Denken  wir  durch  denselben  Strahl  aus  dem  Centrum  ein  Bü- 
schel von  Ebenen  gelegt,  so  haben  die  Axen  $  derselben  noth- 
wendig  alle  den  Punkt  jenes  Strahls  gemein,  welcher  mit  sei- 
nem entsprechenden  zusammenfällt;  d.  i.  die  Axen  s  auf  allen 
Ebenen  durch  das  Centrum  bilden  ein  System  von  Geraden,  von 
denen  je  zwei  einander  schneiden  und  somit  nach  p.  113,  3,  da 
nicht  alle  durch  einen  Punkt  gehen,  eine  Ebene.  Sie  ist  die 
Ebene  der  sich  selbst  entsprechenden  Punkte  und  Geraden  und 
wir  nennen  sie  die  CoUineationsebene  S  des  Systems. 

Denken  wir  ebenso  in  jeder  Ebene  durch  das  Centrum  die 
beiden  Gegenaxen  ^,,  r  der  ihr  entsprechenden  centrischen 
Collineation ,  so  bilden  die  ersten  aus  gleichen  Gründen  —  weil 
dem  unendlich  entfernten  Punkte  jedes  Strahls  durch  das  Cen- 
trum ebenso  als  Bild  wie  als  Original  nur  ein  bestimmter  Punkt 
Q^y  respective  R  entsprechen  kann  —  eine  zur  CoUineations- 
ebene parallele  Ebene  Q^  und  die  letzten  eine  ihr  parallele 
Ebene  B;  es  sind  die  Gegenebenen  des  Systems,  welche 
beide  so  liegen,  dass  die  Mitte  zwischen  ihnen  auf  jedem  Strahl 
durch  das  Centrum  auch  die  Mitte  ist  zwischen  Ceutrum  und 
CoUineationsebene  auf  demselben  Strahl. 

Der  Parallelismus  der  Gegenebenen  zur  CoUineationsebene 
kann  auch  direct  wieder  erwiesen  werden,  indem  man  drei 
Richtungen  oder  unendlich  ferne  Punkte  Q^,  Q^,  Q^  des  Origi- 
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nalraums  betrachtet,  die  nicht  derselben  Stellung  angehören; 
denselben  entsprechen  drei  Punkte  Q^^,  jC^ji»  O^h  welche  nicht 
in  einer  Geraden  liegen,  und  die  Geraden  OxxQ2v  02\0zu  ^31^11 
müssen  der  CoUineationsebene  parallel  sein,  weil  sie  sich  mit 
den  entsprechenden  unendlich  fernen  Geraden  Q^  0^}  0^  O^y  Oz  Q\ 
in  ihr  schneiden  müssen.  Ist  dann  Q^  ein  beliebiger  unendlich 
ferner  Punkt,  und  Q^^  sein  Abbild,  so  sind  auch  QuO^u  Q^xQau 
£>3|  C>4|  der  CoUineationsebene  parallel,  d.  h.  den  unendlich  fer- 
nen Punkten  des  Originalraums  entsprechen  die  Punkte  einer 
bestimmten  der  CoUineationsebene  parallelen  Ebene  Qj  des 
Bildraums.  Aus  denselben  Gründen  entsprechen  den  unendlich 
fernen  Punkten  R^  des  Bildraums  die  Punkte  einer  zur  Col- 
lineationsebene  parallelen  Ebene  B  des  Originalraums. 

38.  Alle  einander  im  Originalraume  und  im  Bildraume 
entsprechenden  Punktreihen,  Strahlenbüschel  und  Ebenenbü- 
schel, Strahlen bündel,  Ebenenbündel  und  ebene  Systeme  sind  zu 
einander  perspectivisch,  d.  h.  sie  sind  Schnitte  oder  Scheine  des 
nämlichen  Gebildes.  So  sind  z.  B.  die  entsprechenden  Punkt- 
reihen Schnitte  desselben  Strahlenbüschels  aus  dem  Centrum 
mit  entsprechenden  Geraden,  die  entsprechenden  Ebenenbüschel 
Scheine  desselben  Strahlenbüschels  in  der  CoUineationsebene 
aus  entsprechenden  Punkten,  etc.  Die  entsprechenden  Grund- 
gebilde erster  Stufe  haben  somit  gleiches  Doppelverhaltniss. 
Insbesondere  liegen  in  jedem  Strahl  aus  dem  Centrum  zwei 
projectivische  Reihen  entsprechender  Punkte  A^  A^,  etc.,  welche 
das  Centrum  C  und  den  der  CoUineationsebene  angehorigen 
Punkt  S  zu  Doppelpunkten  haben;  durch  jede  in  der  Col- 
lineationsebene  liegende  Gerade  s  gehen  zwei  projectivische 
Büschel  entsprechender  Ebenen  A,  A^  etc.,  in  denen  die  Col- 
lineationsebene  S  und  die  Ebene  C  nach  dem  Centrum  die 
Doppelebenen  sind;  die  entsprechenden  Strahlen  a,  a^,  etc.  aus 
einem  Punkt  der  CoUineationsebene  bilden  zwei  projectivische 
Büschel  in  einerlei  Ebene  durch  das  CoUineationscentrum  mit 
dem  der  CoUineationsebene  angehorigen  Strahl  5  und  dem  nach 
dem  Centrum  gehenden  Strahl  c  als  Doppelstrahlen.  Man  hat 
(vergl.  §  19) 

{CSAA^)={CSBB^)^{CBAA^)==(qaBB^)^(csaa^)^(csbb^)=A 
und  nennt  diese  Constante  das  charakteristische  Doppel- 
verhaltniss der  centrischen  CoUineation  der  Bäume. 
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Für  die  Gegeopunkte  Q^,  R  eines  Strahls  aus  dem  Cen- 
tram  hat  man  insbesondere 

J  =  {CSAA,)  =  {CSooO,)  =  {CSBco),  d.  h.  z/  =  ||l  =  ^; 

und  hieraus  folgt  durch  Subtraction   der  Einheit  auf   beiden 
Seiten  CQi  =  BS.    (Vergl.  §  19;  i  u.  f.) 

1)  Eine  centrische  CoUineation  räumlicher  Systeme  ist  durch 
ihre  Charakteristik  i^,  das  Centrum  und  die  Collineationsebene  oder 
eine  Gegenebene  bestimmt;  ebenso  durch  das  Centrum ,*  die  Colli- 
neationsebene und  eine  der  Gegenebenen;  endlich  durch  das  Cen- 
trum, die  Collineationsebene  und  ein  Paar  entsprechender  Punkte, 
Strahlen  oder  Ebenen  derselben. 

2)  Wenn  die  Ecken  A^^  /^j >  ^3 »  -^4  ^^^  ^/»  -^2»  ^31  ^^l  ^^^ 
zwei  Tetraedern  in  Paaren  Ai^  Äi  auf  vier  Geraden  aus  einem  Cen- 
trum C  liegen,  so  schneiden  sich  die  Paare  der  entsprechenden 
Ebenen  derselben  in  vier  Geraden  5,jt  auf  einer  Ebene  S  und  um- 
gekehrt. (Vergl.  §  19,  11.)  Denn  je  zwei  -entsprechende  Kanten 
AiAit  und  AiÄjt  liegen  in  einer  durch  C  gehenden  Ebene  und  schnei- 
den sich  daher  in  einem  Punkte;  die  vier  genannten  Geraden  Bh 
sind  also  die  geraden  Verbindungslinien  von  sechs  Punkten  oder 
sie  schneiden  sich  paarweise  ohne  durch  einen  Punkt  zu  gehen,  und 
müssen  daher  in  einer  Ebene  liegen.  (Vergl.  8.  113,  3.)  Der  um- 
gekehrte Satz,  wonach  die  Ecken  von  zwei  Tetraedern,  deren  Flächen 
A/,  Ali  paarweis  durch  vier  Gerade  derselben  Ebene  S  gehen,  in 
vier  Geraden  aus  einem  Punkte  C  liegen,  folgt  aus  der  nach  dem 
Princip  der  Dualität  entsprechenden  Ueberlegung,  dass  die  ent- 
sprechenden Kanten  A,A;t)  A'^Ajb  der  Tetraeder,  als  in  einem  Punkte 
auf  S'  sich  schneidend,  je  in  einer  Ebene  liegen,  die  also  auch  das 
Paar  der  Verbindungslinien  der  zugehörigen  entsprechenden  Ecken 
enthält;  dass  also  diese  Kanten,  weil  sie  nicht  alle  vier  in  derselben 
Ebene  liegen  können,  durch  einen  und  denselben  Punkt  C  gehen 
müssen.  Zwei  perspectivische  Tetraeder  bestimmen  eine 
centrische  CoUineation  der  Bäume;  die  Parallelebenen  A,** 
resp.  A|*'  vom  Centrum  zu  den  Flächen  A^-,  A^  des  einen  Tetraeders 
schneiden  die  entsprechenden  Flächen  des  andern  in  vier  geraden  Linien 
auf  der  Gegenebene  Qj  resp.  B  der  beiden  Räume.  (Vergl.  §  19,  11.) 

3)  Die  Ebene  S  ist  bereits  durch  ^i^  Schnittlinie  eines  Paares 
der  entsprechenden  Ebenen  und  den  Durchschnittspunkt  zweier  von 
den  gegenüberliegenden  Ecken  ausgehenden  entsprechenden  Kanten 
bestimmt,  und  man  kann  daher  die  beiden  andern  in  jenen  Ebenen 
gelegenen  Eckenpaare  auf  Strahlen  aus  C  beliebig  bewegen,  ohne  die 
Ebene  S  z\x.  ändern  oder  ihre  Eigenschaft  aufzuheben.  Man  gelangt 
also  zu  n  seitigen  perspectivischen  Pyramiden  und,  wenn  man  will, 
zu  perspectivischen  Kegeln;  die  Grundflächen  derselben  liegen  in 
einem   dritten  Kegel,   dessen  Spitze   in  der   Verbindungslinie   der 
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beiden  ersten  enthalten  ist,  und  sie  durchdringen  sich  in  einer  ebenen 
Curye,  deren  Ebene  die  Schnittlinie  der  Grundflächen-Ebenen  enthält. 

Ans  zwei  perspectivischen  Cylindem  folgt  ein  dritter  und  die 
Richtungen  der  drei  sind  derselben  Ebene  parallel. 

39.  Wir  nennen  das  Abbild  einer  gegebenen  Baumfigur, 
das  man  so  erhält,  zur  Unterscheidung  von  der  Projeetion  auf 
die  Ebene j  die  wir  bisher  betrachteten ,  das  Modell  derselben, 
genauer  das  centrisch  collineare  Modell,  und  besprechen 
zunächst  die  Art  der  Ableitung  entsprechender  Elemente  aus- 
einander. Ist^  eine  Gerade  des  Originalsystems,  so  erhält  man 
durch  ihren  Schnittpunkt  S  mit  der  Gollineationsebene  in  dem 
sich  selbst  entsprechenden  Punkt  derselben  einen  Punkt  ihres 
Bildes  ^, ;  ihr  Schnittpunkt  R  mit  der  Gegenebene  B  giebt 
durch  den  nach  ihm  gehenden  Strahl  aus  dem  Gentrum  die 
Richtung  des  Bildes,  und  der  zu  g  parallele  Strahl  aus  dem 
Centrum  giebt  im  Schnittpunkt  Q^  mit  'der  Gegenebene  Q^  den 
Gegenpunkt  des  Bildes  ^|,  so  dass  man  dasselbe  durch  drei 
Punkte  bestimmt  hat;  man  bedarf  zu  seiner  Construction  somit 
nur  der  einen  Gegenebene.  Aus  /,  erhält  man  umgekehrt  das 
Original  /  durch  den  Schnittpunkt  S  mit  der  Gollineationsebene, 
den  Schnitt  B  des  zu  /,  parallelen  Strahls  aus  dem  Gentrum 
in  B  und  durch  die  Richtung  des  GoUineationsstrahls  nach 
dem  Durchschnitt  Q^  von  /]  mit  der  Gegenebene  Q^. 

Zu  einem  Punkte  ^  in  ^  oder  B^  in  /j  findet  man  den 
entsprechenden  A^  respective  B  im  Durchschnitt  des  nach  ihm 
gehenden  Strahls  aus  dem  Gentrum  mit  der  entsprechenden 
Geraden  ffi  respective  /.  Zu  einer  Ebene  A  durch  g  oder  B, 
durch  /|  ergiebt  sich  die  entsprechende  A|  respective  B,  indem 
man  ihre  Spur  s  in  der  Gollineationsebene  mit  g^  respective  /  ver- 
bindet. Die  entsprechenden  zu  denjenigen  Geraden  oder  Ebenen, 
welche  der  Gollineationsebene  parallel  sind,  bestimmen  sich 
durch  einen  ihrer  Punkte,  weil  sie  der  gegebenen  Geraden  oder 
Ebene  parallel  sind.  Für  die  der  Gollineationsebene  parallelen 
Ebenen  steht  die  Gharakteristik  d  zu  dem  Verjüngungsverhält- 
niss  der  Aehnlichkeit  der  ebenen  Systeme  des  Bildes  und  des 
Originals  im  umgekehrten  Yerhältniss  ihrer  Entfernungen  von 
der  Gollineationsebene. 

1)   Zu  einer  Ebene  A  bestimmt  man  die  entsprechende  A{, 
indem  man  ihre  Schnittlinie  s  mit  der  CoUineationsebene,  die  Schnitt- 
Fiedler,  danUUende  Geometrie.    I.    8.  Aafl.  16 


A 
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linie  f ,  der  ihr  parallelen  Ebene  aas  dem  Centnun  tut  Jet  Gegen- 
«>bmi>  Q|  und  die  unendlicb  ferne  Gerade  der  Ebene  vom  Centrum 
nach  ddr  Schnittlinie  r  von  A  mit  der  Qegenebene  H,  d,  h.  die  8te\- 
tung  Ton  A,   bestimmt;  diese  drei  liegen  in  A|. 

Man  con8t,ruiere  auf  demselben  Wege  die  enbprecliende  Ebene 
B  lu  einer  gegebenen  Ebene  des  Bildraums  B,. 

2)  Man  erlfiulere  die  Construction  der  entsprechenden  Elemeot» 
in  den  den  Grenzwerthen  -^1,  0,  :«  von  J  enteprechenden  FUkn 
Man  hat  ^  —  -f-  1  fttr  SQ,  =  C0^  ,CR  —  SR  oder  daa  Centrum 
in   der   CoUineationsebene,   also    die    Gegenebenen  äquidistent  von 
ihr.    Dagegen  ist  ^  =  0  für  Sß,  =  CR  ■=  0,  d.  h.  wenn  B  mit 
Q,    Eusammenftllt    und    daher   ^  in  B  liegt;    und  ^  ^  <x   foi 
CQ^  •=  SR  •=  0  oder  (7  in  Q,  und  S  als  mit  B  vereinigt,  so  dasg 
durch  Yertauschung  von  Q,  mit  B  beide  Fälle   in  einander  aber- 
gehen.    Schliesslich  wird   J   unbestimmt,  wenn  Q, ,  B  und  8  in 
einer  durch  C  gehenden  Ebene  vereinigt  sind.    Im  Falle  J  =  0  ent- 
sprechen einer  als  Original  g  resp.  Modell  A,  betrachteten  Geraden 
im  Baume  der  Strahl  ^,  in  SQ, ,  welcher  sie  und  ihrän  Parallelstrabl 
Ton  C  aus  schneidet,  resp.  der  Str&bl  h  aus  C,  der  sie  in  8  triSt; 
also  den  Strahlen  eines  Bündels  von  g  aus  einem  Punkte  lon  B 
die  des  BOschels  in  8   um   diesen  Ftmkt,  nnd  denen  eines  eben- 
solchen Handels  von  A,  der  eine  Strahl  nach  ihrem  Scheitel;  etc. 
Nicht  der  Baum  ist  mehr  bestimmt,  sondern  nur  die  Ebene  mit  den 
Modificationen  wie  sie  die  Centralprojection  benutzt.  (Vergl.  §  19, 8.) 
Den  besondem  Fall  d  ^  —  l  besprechen  wir  weiterhin  für  sich. 

3]  Die  Systeme  entsprechender  Punkte  und  Strahlen  in  zwei 
entsprechenden  Ebenen  A,  A,  sind  centrisch  cotlinear  fHr  ihre  gemein- 
same Schnittlinie  s  mit  der  CoUineationsebene  als  Collineationsaie 
und  fUr  ihre  reapectiven  Schnittlinien  r,  g^  mit  den  Gegenebenen  B, 
Q,  als  Gegenaxen;  alle  diese  centrischen  Gollineationen  haben  Cha- 
rakteristiken ^£,  die  grösser  oder  kleiner  sind  als  die  Charakteristik 
^,  welche  den  projicierenden  Ebenen  zukommt.  Für  jede  bestimmte 
Neigung  a  der  Originalebene  gegen  8  nehmen  sie  von  <3o  bis  ^  ab, 
wShrend  diese  von  unendlicher  Entfernung  bis  zum  Centrum  Q,  her- 
anrückt (vergl.  §  19,  B)j  dann  sinken  sie  weiter  bis  zu  der  Ebene, 
deren  Bild  zur  CoUineationsebene  senkrecht  ist,  mit  dem  Werthe 
i^E^  ^  sin  a;  endlich  wachsen  sie  wieder  von  da  durch  ^  bis  oo. 

Denn  für  den  Querschnitt  von  8,  Q, ,  E  und  E,  mit  einer  za  s 
normalen  Ebene  durch  C  hat  man  bei  S  als  dem  Schnitt  mit  5  die 
Winket  a  und  «,  der  Ebenen  E  nnd  Ej  mit  S,  und  erhält  mit  Of 
als  Schnitt  der  Geraden  9| ,  sowie  mit  S^  als  Schnitt  der  Spur  der 
projicierenden  Parallelebene  Cj, ,  für  die  Charakteristiken  der  pro- 
jicierenden Ebene  oder  der  Collineation  der  Bäume  nnd  die  Charak- 
teristik der  Collineation  der  ebenen  Systeme  E,  B,  die  Werthe 

J  —  S,Q,:CQ,,     Je^SQ^-.CQ, 
oder  -d  :  iJff  ■=  S",  (),  :  SQi  ^  sin  «,  :  sin  a. 
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4)  Für  welche  entspreclieiideii  ebenen  Systeme  findet  symme- 
trische Congruenz  statt?    Man  hat  fttr  A^  A^  als  Punkte  derselben 

CQy  ^  RS—  AR,     CR  =  ß,5—  ^,  Q^-, 

man  erhält  sie  also  wie  in  §  16,  4  die  entsprechenden  symmetrisch 
gleichen  Reihen  durch  ihre  Schnitte  auf  einem  Collineationsstrahl ; 
sie  sind  also  auch  die  zur  CoUineationsebene  in  Bezug  auf  die  Gegen- 
ebenen  symmetrischen  Ebenen  T,  T|. 

Natürlich  liegen  die  symmetrisch  gleichen  Beihen  t,  t^  aller 
entsprechenden  ebenen  Systeme  in  diesen  Ebenen  T,  T^. 

Betrachtet  man  speciell  den  zu  8  normalen  Strahl  durch  C, 
so  erkennt  man  die  zum  Centrum  in  Bezug  auf  die  Gegenebenen 
symmetrischen  Punkte  7,  T^  desselben  als  Scheitel  entsprechender 
symmetrisch  gleicher  Bündel.  Die  Scheitel  T,  2\  der  symmetrisch 
gleichen  entsprechenden  Büschel  in  entsprechenden  Ebenen  sind 
Schnitte  entsprechender  Strahlen  dieser  Bündel  mit  den  Ebenen. 

Mit  üi  =  —  1  (§  42.)  vereinigen  sich  jene  in  der  Parallel- 
ebene V  zu  S  durch  C{b),  diese  fallen  im  Fusspunkt  der  Normale 
vom  Centrum  auf  S  zusammen. 

5)  Für  die  durch  das  Centrum  gehende  Parallelebene  V  zur 
CoUineationsebene  findet  Aehnlichkeit  und  ähnliche  Lage  der  ent- 
sprechenden Systeme  nach  dem  Yerjüngungsverhältniss  A  statt. 

6)  Man  bestimme  die  Region  des  Bildes  von  A  auf  seinem 
Collineationsstrahl  gegen  Centrum,  CoUineationsebene  und  Gegen- 
ebene B  aus  der  Lage  von  A  gegen  dieselben  Stücke.    (Yergl.  §  4.) 

7)  Man  erörtere  die  Formen ,  welche  einem  gegebenen  Tetrae- 
der je  nach  seinen  verschiedenen  Lagen  in  Beziehung  zur  Gegen- 
ebene seines  Systems  entsprechen  können.     (Yergl.  §  14;  2,  3.) 

8)  Man  bestimme  in  einer  gegebenen  centrischen  Collineation 
räumlicher  Systeme  die  Ebenen,  denen  eine  bestimmte  Bildbreite 
sq^  zukommt.    Ihre  r  in  B  sind  äquidistant  vom  Centrum. 

40.  Wenn  wir  die  räumlichen  Systeme  in  centri- 
Bcher  Collineation  als  Systeme  von  Punkten  fassen  —  von 
Punkten  i^^,  ^j;*-**  ^^  Originals  und  entsprechenden  Punkten 
^\\}  ^2u  **-  ^^^  Bildes  —  so  kann  die  Gonstruetion  des 
einen  aus  dem  andern  zurückgeführt  werden  auf  die  Gon- 
struetion des  centrisch  collinearen  ebenen  Systems  zu  einem 
gegebenen  System  in  derselben  Ebene. 

Wir  denken  eine  durch  das  Gollineationscentrum  gehende 
Ebene  und  die  Schnittpunkte  B^,  B^y  ...  derselben  mit  den 
Parallelen  P|,  Pj;  -•-  insbesondere  solchen;  die  man  zu  einer 
festen  Geraden  p  der  CoUineationsebene  aus  den  Punkten 
^, ,  >^2 '  *  *  •  ^^  Originalsystems  gezogen  hat.  Bilden  wir  dann 
zu  dem  System  der  Bi  das  centrisch  coUineare  System  in  seiner 

16* 
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Ebene  fOr  C  ab  Gentrum  nud  die  Schnittlinien  deraelbeD  mit 
S,  Q,  und  B  als  CoUineationsaxe  s  and  Gegenazen  ^i  und  r, 
also  das  STstem  B,,,  Bj^,  .. ,,  eo  sind  die  den  pt  entsprechen- 
den Geraden  ^n  die  durch  Bfj,  B^it  ••■  gez<^eaen  Strahlen 
nach  dem  Gegenpunkte  £),  der  Pi,  insbesondere  die  durch  sie 
gehenden  Parallelen  zn  p.    Die  Panhte  A^  liegen  in  den  nach 

Fi«.  M- 


-*. 


den  entsprechenden  Punkten  Ai  gehenden  GolUneationBetrahlen 
da,  wo  dieselben  die  pn  durchschneiden. 

In  Fig.  84  ist  für  das  Polyeder  A^ÄiÄ^A^A*A*A*A^*A^ 
mit  Hilfe  der  Normalen  zu  der  durch  das  Centrum  C  gehen- 
den Horizontalebene  als  der  p<  durch  die  Punkte  B^,  B^,  Bf, 
Bf,  B^  und  ihre  entspTecbenden  £,,,  f„,  £,, ,  B^^,  B^^  in  der 
centrischen  Colliueatiou  auf  dieser  Ebene  das  System  der  pn 
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und   damit   die   centrisch   collineare  Baumfigur   -«^i  1^21-^31^41 
^41* -^11* -^21* -^31* -^61  anschaulich  dargestellt. 

Die  Punkte  S  und  (>|  und  die  durch  sie  gehenden  .Paral- 
lelen zu  den  durch  C  gelegten  Axen  bezeichnen  die  Lage  der 
Collineationsebene  S  und  der  Gegenebene  Q,. 

Ist  die  bezeichnete  Ebene  parallel  der  Collineationsebene, 
80  sind  die  Systeme  der  Bi  und  Ba  ähnlich  und  in  ähnlicher 
Lage  für  das  Centrum  C  als  Aehnlichkeitspunkt;  daför  aber 
kann  das  System  der  pt  nicht  mehr  aus  Parallelen  zu  einer 
Geraden  p  der  Collineationsebene  und  das  System  seiner  Bilder 
Pi  also  nicht  mehr  aus  Parallelen  bestehen.  In  Fig.  84  siud 
so  die  Pusspunkte  Fj ,  F^  >  ^2*»  ^5  >  ^1*  ^^  Normalen  von  den 
Originalpunkten  auf  jene  Parallelebene  V  benutzt^  indem  ihre 
entsprechenden   F]i,   Fj],  ...  construiert  sind. 

Ist  dann  das  System  der  Ai  durch  seine  orthogonalen  Parallel- 
projectionen  Ai,  AI'  auf  zwei  zu  einander  rechtwinklige  Ebenen 
der  Axen  x^  y  und  o;,  z  dargestellt,  die  entweder  beide  zur 
Collineationsebene  S  rechtwinklig  sind  oder  von  denen  die  eine 
'X,z  zu  ihr  parallel  ist,  so  kann  man  das  System  der  projicie- 
renden  Linien  jeder  von  diesen  Ebenen  im  ersten  Falle  (Fig.  85), 
im  zweiten  Falle  (Fig.  86)  das  der  projicierenden  Linien  der 
Ebene  x^y  als  das  System  der  Qi  und  die  Normalebene  dieser 
Projicierenden  durch  das  Ceiftrum  als  Ebene  der  Bi  und  Bn 
betrachten.  Man  bildet  das  centrisch  collineare  zu  dem  System 
der  zugehörigen  Projectionen  von  Ai  für  die  gleichnamige  Pro- 
jection  von  C  als  Centrum,  die  gleichnamige  Spur  von  S  als 
Axe  der  Collineation  und  die  gleichnamigen  Spuren  von  Q^ 
und  B  als  Gegenaxen  ^1  und  r  derselben,  und  erhält  damit  die 
gleichnamigen  Projectionen  der  Ai\\  man  findet  endlich  die 
andern  Projectionen  der  letzteren  in  denen  der  pa  mittelst  der 
gleichnamigen  Projectionen  der  durch  das  Centrum  gehenden 
Strahlen  nach  den  Ai,  auf  welchen  sie  liegen  müssen. 

Wählt  man  als  das  System  der  pi  die  Normalen  zur  Col- 
lineationsebene aus  den  Ai,  so  kann  das  System  ihrer  Bilder 
durch  Benutzung  der  Aehnlichkeit  mit  dem  Yerhältniss  A  in 
der  Ebene  V  bestimmt  werden,  so  dass  die  Construetion  des 
Abbildes  auf  die  Durchführung  dieses  speciellen  Falles  der 
Collineation  ebener  Systeme  reduciert  ist.    (Fig.  86.) 

1)  Man  kann  durch  die  Punkte  Ai  des  Originalsystems  ein  Strab- 
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lenlDtUidel  aus  einem  Punkte  R  der  Gegenebene  B  legen,  ii?elches 
sich  in  ein  Parallelenbündel  von  der  Richtung  von  CR  im  Bilde 
verwandelt;  die  Strahlen  desselben  gehen  dann  durch  die  Schnitt- 
punkte' der  entsprechenden  Strahlen  des  ersten  in  der  Collineations- 
ebene.  Auch  die  Beziehung  der  Aehnlichkeit  und  ähnlichen  Lage 
in  der  Ebene  V  ist  zweckmässig  zu  benutzen. 

2)  Welche  Methode  der  Construction  des  Bildsjstems  ist  die 
zweckmässigste ,  wenn  die  Collineationsebene  als  zusammenfallend 
mit  der  einen  der  beiden  Projectionsebenen  {x,  z)  vorausgesetzt  wird  ? 

41.  Wenn  die  Gegenebenen  Q|  und  B  auf  entgegenge- 
setzten Seiten  der  Collineationsebene  S  und  also  auch  des  Cen- 
trums C  gelegen  sind,  und  zwar  Qj  näher  als  B  bei  Q,  —  die 
Charakteristik  J  ist  dann  ein  positiver  ächter  Bruch  —,  so 
wird  der  ganze  unendliche  Baum  auf  der  dem  Centrum  ent- 
gegengesetzten Seite  der  Collineationsebene  in  dem  zwischen 
der  Collineationsebene  S  und  der  Gegenebene  Q|  gelegenen 
Baume  so  abgebildet,  dass  die  vom  Centrum  entfernteren 
Punkte  des  Originals  auch  im  Bilde  die  entfernteren  sind.  Die 
entsprechenden  projecti vischen  Beihen  auf  Strahlen  aus  C,  etc. 
sind  gleichlaufende;  die  Doppelelemente  S^  liegen  also  zwischen 
den  Gegenebeneu.  Nur  dies  letzte  entspricht  den  Bedingungen 
des  SehprozesseS;  das  Gegentheil  ist  im  Widerspruch  mit  den- 
selben. Die  gedachte  Anordnung  vorausgesetzt,  kann  also  — 
da  ja  alle  entsprechenden  Systeme  in  dem  centrisch  coUinearen 
räumlichen  Systeme  in  der  Beziehung  der  Centralprojection  zu 
einander  stehen  —  das  centrisch  collineare  System  einer 
als  gegeben  gedachten  Baumform  für  ein  im  Centrum 
befindliches  Auge  ebenso  vollkommen  täuschend 
diese  Baumform  selbst  ersetzen,  wie  dies  bei  der 
Perspective  ebener  Systeme  geschehen  kann  —  so- 
bald nur  den  übrigen  Bedingungen  des  Sehprozesses 
genügt  wird;  insbesondere  denen  vom  Sehkegel,  womach 
die  darzustellenden  Punkte  ganz  innerhalb  eines  aus  dem  Cen- 
trum als  Spitze  und  mit  der  Normalen  zur  Collineationsebene  als 
Axe  beschriebenen  geraden  Ereiskegels  von  beschränktem  Oeff- 
nungswinkel  auf  derselben  Seite  seiner  Spitze  gelegen  sein 
müssen.  (Man  mag  etwa  Vg  als  Tangente  des  halben  Oefihungs- 
winkels  wählen.)  Sowie  die  Centralprojection  dann  Perspective 
genannt  wird,  so  nennt  man  in  diesem  Falle  die  Construction 
räumlicher  centrisch  coUinearer  Systeme  gemeiniglich  Belief- 
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Perspective,  nach  ihrer  Anwendung  auf  die  Construction 
der  Reliefs  in  der  plastischen  Kunst.  Die  Charakteristik  z/  ist 
dann  ein  kleiner  positiver  Bruch,  z.B.  Vio- 
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Nach  denselben  Grundsätzen  sind  aber  ausser  den  Reliefs 
der  Sculptur  die  scenisjchen  Darstellungen  derSchau- 
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bühne  —  die  Yorhangsebene  als  GoUineationsebene  S,  die 
Hinterwand  der  Bühne  als  Gegenebene  Q^  — ,  und  die  Gon- 
structionen  der  dekorativen  Kunst  überhaupt,  sei  es  in 
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der  Architektur  oder  in  der  hohem  GartenkuDst,  zu  entwiekeln. 
Für  die  Bühne  ist  A  ein  positiver  Bruch  zwischen  Vs  ^^^  ^1%- 
Ist  er  zu  klein  ^  hat  die  Bühne  zu  wenig  Tiefe  ^  so  macht  sidi 
der  Gegensatz  zwischen  den  in  unverkürzten  Tiefendimensionen 
erscheinenden  Personen  zu  den  Umgebungen  mit  stark  ver- 
minderten bei  jeder  Entfernung  derselben  von  der  Vorhangs- 
ebene  zu  sehr  bemerklich.  Bei  der  Yielfachheit  der  Stand- 
punkte,  für  welche  eine  Theaterdekoration  wirken  soll^  und 
ebenso  für  die  grossen  nicht  auf  einmal  zu  übersehenden  Sculp- 
turwerke  der  Reliefkunst,  liegt  der  Gedanke  nahe,  sie  in  Re- 
gionen zu  theilen  und  aus  den  richtigen  Einzeldarstellungen  der- 
selben für  entsprechende  Standpunkte  einen  Ausgleich  zu  bilden. 
Auch  die  Bilder  in  den  sphärischen  Hohlspiegeln, 
und  in  den  Linsencombinationen  stehen  zu  den  Origi- 
nalen in  der  Beziehung  der  centrischen  Collineation.  Sie  hat 
also,  abgesehen  von  ihrer  geometrischen  Bedeutung,  ein  aus- 
gedehntes Feld  interessanter  praktischer  Anwendungen. 

1)  Man  construiere  die  centrisch  collinearen  Formen  zu  Wür- 
feln, Prismen,  Pyramiden  in  verschiedenen  Stellungen  hinter  der 
Collineationsebene. 

2)  Man  erläutere  die  Art,  wie  auf  Grund  der  entwickelten  Ge- 
setze die  Vertheilung  und  Anordnung  der  Coulissen  einer  Dekora- 
tion von  vorgeschriebener  Wirkung  zu  machen  ist. 

3)  Man  sieht  leicht,  dass  zwei  centralcollineare  Kegel  zweiten 
Grades  im  Sinne  des  Ueberblicks  zum  vorigen  Abschnitt  zu  ein- 
ander centrisch  collinear  im  hier  entwickelten  Sinne  sind  für  ihre 
Collineationsebene  als  Collineationsebene  und  fUr  einen  beliebigen 
Punkt  ihres  Centralstrahls  als  Centrum  der  Collineation;  ebenso  wie 
zwei  centmlcollineare  Kegelschnitte  einer  Ebene  für  ihr  Collinea- 
tionscentrum  und  eine  durch  ihre  Collineationsaxe  gehende  Ebene  als 
Collineationsebene.  Mit  welcher  Specialität  im  Falle  ihrer  Osculation? 

4)  Dem  geraden  Kreiscylinder  von  schräg  zur  Collineations- 
ebene liegender  Axe  entspricht  im  Allgemeinen  ein  Kegel  vom  zwei- 
ten Grade;  in  welchem  Falle  wird  derselbe  ein  gerader  Kreiskegel? 

5)  Das  Relief  einer  Kugel  ist  eine  geschlossene  Fläche  mit 
elliptischen  ebenen  Querschnitten  (in  Parallelebenen  zur  Collinea- 
tionsebene speciell  kreisförmigen)  —  denn  im  Falle  des  Reliefs  wird 
die  Kugel  von  der  Gegenebene  B  nicht  getroffen. 

Wenn  man  drei  zu  einander  senkrechte  Durchmesser  der  Kugel 
zieht,  die  sie  in  den  Punkten  A  und  B^  (7  und  />,  ^^und  F  resp. 
schneiden ,  so  liegen  die  in  diesen  an  die  Kugel  gehenden  Tangen- 
tialebenen A  und  B,  C  und  D,  £  und  F  paarweise  parallel  und 
bilden  einen  der  Kugel  umgeschriebenen  Würfel.  Man  nennt  die  Ehe- 
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nen  ACE,  ADE,  AFE,  AFC,  ADF\  BDE,  BCE,  BFC,  BDF 
die  Polarebenen  der  Punkte  ACE,  ... ,  d.  h.  die  Ebenen  der  Berüh- 
rungspunkte der  yon  ihnen  ausgehenden  Tangentialebenen;  ebenso 
sind  ABCD,  CDEF,  ABEF  die  Polarebenen  von  ABCD,  ... 
den  Richtungen  von  EF,  AB,  CD  resp.  etc.  Der  Geraden  zwischen 
zwei  Polen  entspricht  die  Schnittlinie  ihrer  Polarebenen,  also  den 
AB,  CD,  EF  die  Ebenen  CDEF,  . . .  resp.,  ebenso  den  AC,  AD, 
AE,  AF  die  Geraden  AC,  AD,  . . .,  DE  ...  die  DE,  . . .  und 
(ACE,  EDP)  etc.  {ACE,  BDF)  etc.  die  Stellungen  ihrer  Nor- 
malebenen,    (Vergl.  §  26.) 

So  wie  die  Ecken  des  der  Kugel  umgeschriebenen  Würfels  vier- 
mal zu  vier  Paaren  in  Strahlen  aus  einem  Punkte  liegen ,  —  nämlich 
aus  den  Richtungen  von  AB,  CD,  EF  und  aus  dem  Schnittpunkte 
dieser  Verbindungslinien  der  Berührungspunkte  seiner  Paare  paral- 
leler Ebenen ,  —  so  liegen  die  Ecken  der  entsprechenden  Modellfigur 
viermal  in  vier  Paaren  in  Strahlen  aus  drei  Punkten  der  G^gen- 
ebenen  Qj  der  centrischen  Collineation  und  aus  dem  Modell  M^ 
des  Mittelpunktes;  die  Berührungspunkte  A^,  B^,  etc.  ihrer  Ebenen 
mit  dem  Belief  der  Kugel  liegen  paarweise  in  den  Geraden  von 
ihm  nach  jenen  ersten  drei  Punkten.  Alle  zu  ABCD,  etc.  paral- 
lelen Schnitte  liefern  Modell  schnitte  von  derselben  Fluchtlinie  und 
haben  in  ihr  dieselbe  Involution  harmonischer  Pole  (§  32  f.).  Weil 
die  Parallelstrahlen  von  AB,  CD,  EF  zu  einander  rechtwinklig 
sind,  so  bilden  die  zugehörigen  Fluchtpunkte  die  Ecken  und  die 
vorbenannten  Fluchtlinien  die  Seiten  eines  Dreiecks  in  der  Ebene 
Q( ,  das  den  Fusspunkt  der  Normale  aus  C  zum  Höhenschnitt  und 
die  Länge  derselben  zum  geometrischen  Mittel  der  Abschnitte  der 
Höhen  hat  (§  10,  16). 

6)  Wenn  man  aus  drei  geraden  Linien  der  Ebene  B  an  die 
Kugel  die  Paare  der  Tangentialebenen  legt,  so  bilden  dieselben 
ein  ihr  umgeschriebenes  Sechsflach  mit  acht  dreiseitigen  Ecken,  für 
das  der  Pol  von  B  in  der  Kugel  der  Schnittpunkt  der  Verbindimgs- 
geraden  zwischen  den  Berührungspunkten  der  Paare  und  zugleich 
derjenigen  zwischen  den  Eckenpaaren  ist.  Man  sieht  leicht,  dass  das- 
selbe sich  in  ein  der  entsprechenden  Modellfläche  umgeschriebenes  Pa- 
rallelepiped  verwandelt,  und  dass  diese  Geraden  Durchmesser  werden 
und  ihr  Schnittpunkt  zum  Mittelpunkt  der  Modellfläche  wird  (§  34.). 
Wenn  das  von  den  Geraden  in  der  Ebene  B  gebildete  Dreieck  den 
Fasspunkt  des  Perpendikels  aus  C  auf  B  zum  Höhenschnitt  und 
seine  Länge  zum  geometrischen  Mittel  der  Höhenabschnitte  hat,  so 
wird  auch  das  der  Modellfläche  umschriebene  Parallelepiped  recht- 
winklig; etc.  Man  erläutere  die  harmonischen  Gruppen  von  Punk- 
ten, Strahlen  und  Ebenen  in  diesem  wie  im  vorigen  Falle. 

7)  Wenn  die  Kugel  die  Gegenebene  B  berührt  oder  schneidet, 
so  ist  die  centrisch  collineare  Fläche  in  einer  Richtung  oder  in  den 
Richtungen  aller  Strahlen  eines  Kreiskegels  unendlich  ausgedehnt; 
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ihre  ebenen  Querschnitte  sind  Ellipsen  und  Parabeln  resp.  Ellipsen 
und  Hyperbeln,  speciell  parallel  den  Tangentialebenen  jenes  Kegels 
Parabeln;  sie  heisst  resp.  das  zweifache  oder  elliptische  Hyperboloid 
und  das  elliptische  Paraboloid. 

(8)  Dieselben  Fl&chen  wie  in  6)  lassen  sich  auch  als  centrisch 
coUineare  Modelle  des  zweifachen  gleichseitigen  Botationshyperbo- 
loids  (siehe  §  (35^))  erzeugen,  wenn  dasselbe  die  Gegenebene  B  resp. 
nicht  trifft,  berührt  oder  reell  schneidet. 

Das  ein&che  gleichseitige  Botationshyperboloid,  (siehe  §  35^) 
mit  seinen  zwei  Schaaren  von  geraden  Linien  liefert  durch  centrische 
Collineation  nur  wieder  Flftchen  mit  zwei  Schaaren  reeller  gerader 
Linien  und  mit  Kegelschnitten  als  Querschnitten.  Und  da  dasselbe 
von  der  Gegenebene  B  nur  entweder  in  einem  Kegelschnitt  ge- 
schnitten oder  berührt,  d.  h.  nach  §  (35^)  in  zwei  geraden  Linien 
geschnitten  werden  kann,  so  liefert  die  centrische  Collineation  der 
Fläche  im  Allgemeinen,  also  im  ersten  Fall,  einfache  oder  hyper- 
bolische Hyperboloide  d.  h.  Flächen  mit  elliptischen  und  hyperboli- 
schen und  in  den  Stellungen  der  Tangentialebenen  eines  Kegels  vom 
zweiten  Grade  mit  parabolischen  Querschnitten;  und  im  speciellen 
oder  im  zweiten  Falle  hyperbolische  Paraboloide,  Flächen,  welche 
nur  hyperbolische  und  einer  gewissen  Richtung  parallel  parabolische 
Querschnitte  liefern. 

So  entspringen  aus  den  beiden  elementaren  Formen  die  fünf 
Arten  der  Flächen  zweiten  Grades. 

9)  Nach  §  (35®)  und  nach  Beisp.  5)  desselben  kann  man  sagen : 
Zwei  Flächen  zweiten  Grades ,  welche  einen  ebenen  Querschnitt  ge- 
mein haben,  durchdringen  sich  noch  in  einem  zweiten  ebenen  Quer- 
schnitt. Und  zwei  centrisch  coUineare  Flächen  zweiten  Grades  durch- 
dringen einander  ausser  der  Collineationsebene  noch  in  einem  anderen 
ebenen  Querschnitt. 

10)  Die  Beleuchtung  des  Objects  durch  Sonnenlicht  ist  im  Relief 
durch  die  Beleuchtung  aus  einem  Punkte  der  Gegenebene  Q]  zu  ersetzen. 

42.  Ein  wichtiger  Specialfall  der  centrisch  collinearen 
räumlichen  Systeme^  obwohl  ohne  den  Charakter  der  Bildlich- 
keity  ist  der  der  involutorischen  oder  harmonischen 
Collineation  mit  dem  charakteristischen  Doppel verhältniss 
i^  =s —  1.  Dann  sind  die  Gegenebenen  Q^  B  in  der  Mitte 
zwischen  Centrum  und  Collineationsebene  vereinigt  und  —  wie 
die  Construction  und  das  Doppelverhältniss  gleichmässig  er- 
geben —  die  Punkte^  Geraden  und  Ebenen  beider  Systeme 
entsprechen  einander  vertauschungsfahig.  Die  grosse  Bedeu- 
tung dieses  Falles  für  das  Stadium  der  Raumformen  tritt  bei 
den  weiteren  Specialisierungen  sofort  hervor. 

Ist  das  Centram  einer  räumlichen  CoUiueation  unend- 
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lieh  fern;  so  sind  es  die  Gegenebenen  auch,  da  die  CoUinea- 
bonsstrahlen  unendlich  ferner  Punkte  ganz  im  Unendlichen 
liegen ;  d.  h.  parallelen  Strahlen  und  Ebenen  des  einen  Systems 

entsprechen  parallele 
Strahlen  und  Ebenen  des 
andern ;  entsprechende 
Gerade  sind  ahnlich  ge- 
theilt,  weil  J  =  SA^: SA 
ist.   (Vergl.  §  21,  a.) 

Man  nennt  solche  Sy- 
steme (Fig.  87)  affin 
in  centrischer  oder  per- 
spectivischer  Lage.  Ist 
insbesondere  ^  =  —  1, 
somit  SA^  =. —  SA,  also 

die  affine  CoUineation  involutorisch,  so  erhält  man  die  Sym- 
metrie der  räumlichen  Systeme  in  Bezug  auf  eine 
Ebene,  die  Collineationsebene;  man  wird  bei  derselben  eine 
schräge  und  eine  normale  Symmetrie  unterscheiden  kön- 
nen.   (Vergl.  §  21,  b) 

Ist  die  Collineationsebene  einer  centrischen  CoUinea- 
tion räumlicher  Systeme  unendlich  fern,  so  sind  es  auch  die 
Gegenebenen;  man  erhält  A  ^^  CA  :  CA^  (§21,  C).  Ent- 
sprechende Gerade  und  entsprechende  Ebenen  sind  einander 
parallel  und  die  in  denselben  gelegenen  Systeme  ähnlich  und 
in  ähnlicher  Lage  nach  dem  Verjüngungsverhältniss  A.  Solche 
räumliche  Systeme  nennt  man  ähnlich  in  perspectivischer 
oder  ähnlicher  Lage.  Die  Beziehung  der  Ebene  V  in 
§  39,  6.  findet  nun  auf  allen  Ebenen  statt,  die  das  Centrum 
enthalten.  Für  A  s=^  —  1  unter  der  Voraussetzung  der  unend- 
lich fernen  Collineationsebene  ist  Aehnlichkeit  mit  Invo- 
lution verbunden;  man  erhalt  CA  =^  —  CA^,  die  Reihen  ent- 
sprechender Punkte  in  den  CoUineationsstrahlen  sind  symme- 
trisch gleich,  die  entsprechenden  Systeme  in  entsprechenden 
Ebenen  symmetrisch  congruent.  Es  ist  die  Symmetrie  der 
räumlichen  Systeme  in  Bezug  auf  ein  Centrum. 

Endlich  entspricht  der  gleichzeitigen  unendlich  fernen  Lage 
des  Centrums  und  der  Collineationsebene  die  einfache  Con- 
gruenz  der  räumlichen  Systeme. 
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Es  ergiebt  sich  also,  dass  die  Involution  die  Quelle  aller 
SymmetrieTerhältnisse  so  im  Baume  wie  in  der  Ebene  ist,  oder 
dass  die  Involutionsgestalten  die  allgemeinen  For- 
men der  symmetrischen  Gestalten  jeder  Art  sind. 
Sowie  femer  im  ebenen  System  die  Involution  sich  eng  ver- 
bunden gezeigt  hat  mit  der  Theorie  der  Curven  zweiter  Ord- 
nung und  Classe^  als  die  Quelle  der  mannichfaltigen  Symmetrien 
derselben;  so  zeigt  sie  sich  im  Räume  als  gleich  wichtig  fElr 
die  Theorie  der  Flächen  zweiter  Ordnung  und  Classe, 
als  Quelle  aller  ihrer  Symmetrien.  (Vergl.  die  Entwickelung 
im  n.  Thl.  d.  W.) 

Endlich  sind  alle  die  üblichen  Darstelluugsmethoden  räum- 
licher Formen  durch  räumliche  Formen,  d.  i.  die  Modellierungs- 
Methoden,  als  Specialfälle  der  Lehre  von  den  centrisch  coUi- 
nearen  räumlichen  Systemen  hervorgetreten  und  damit  der  dar- 
stellenden Geometrie  organisch  angeschlossen;  von  ihnen  dient 
die  allgemeine  des  §  41  ganz  besonders  künstlerischen 
Zwecken,  die  besondere  der  Aehntichkeit  hat  vorzugsweise 
technische  Verwendung  im  engeren  Sinne. 

1)  Der  besondere  Fall  der  Lage  von  C  im  Unendlichen  der 
CoUineationaebene  (^^  «: -|-  l^  giebt  eine  durch  die  Gleichheit 
der  entsprechenden  Volumina  charakterisierte  Affinität  der 
Bäume.  Eine  solche  ist  durch  die  CoUineationsebene  S  und  ein 
Paar  entsprechender  Punkte  A^  A^  in  einer  zu  derselben  parallelen 
Geraden  bestimmt;  man  erhält  By  aus  B  in  Geraden  der  Parallelen 
zu  AAy  durch  B  mittelst  der  von  A^  nach  dem  Durchschnitt  von 
A  B  mit  der  Ebene  8.  Sind  ^,  B*^  ...  die  in  Bezug  auf  8  ortho- 
gonal-symmetrischen der ^,  By  ...^  so  ist  die  Collinearfignr  A^^B^^  ... 
schiefsymmetrisch  zur  Figur  der  ^,  B*  . .  .  in  Bezug  auf  dieselbe 
Ebene,  und  die  Richtung  der  Affinität  und  die  der  schiefen  Sym- 
metrie liegen  in  einerlei  Normalstellung  zur  Ebene  8. 

2)  Man  construiert  nach  dem  Vorigen  das  EUipsoid  von  einer 
gegebenen  Stellung  der  Rreisschnittebenen  durch  zwei  Punkte  ^4],  ^„ 
deren  mit  ihnen  in  parallelen  Geraden  AA^^  BB^  gelegene  ent- 
sprechende A<,  B  auf  seiner  Originalkugel  man  kennt,  wenn  ver- 
langt ist,  dass  sein  Volumen  dem  dieser  Kugel  gleich  ist.  Die 
Ebene  8  geht  mit  der  gegebenen  Stellung  durch  den  Schnittpunkt 
von  AB  mit  A^B^, 

43.  Die  Methoden  der  Abbildung  auf  einer  Ebene, 

welche  die  darstellende  Geometrie  verwendet,  sind  endlich  die 

äussersten  Specialfälle  der  Construction  centrisch 

collinearer  räumlicher  Systeme.     Fallen  die  Collinea- 
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tionsebene  8  und  die  Gegenebene  Q|,  welche  die  entsprechenden 
der  unendlich  fernen  Punkte  des  Origiualraums  enthält;  in  eine 
Ebene  zusammen  (§  39,  2),  so  geht  die  andere  Oegenebene  B 
durch  das  Centrum  oder  fallt  in  die  Ebene  V.  Man  erhält  die 
Bestimmnngsweise  der  Centralprojection  fQr  die  Ge- 
rade und  die  Ebene  wieder,  von  welcher  die  Entwickelung  aus- 
ging, wenn  man  die  Elemente  des  Raumes  als  die  Originale, 
die  der  Ebene  SQ^  als  die  Bilder  ansieht.  Die  CoUineations- 
ebene  wird  zur  Bildebene,  die  Gegen  ebene  B  zur  Y  er- 
schwind ungsebene. 

Eine  Gerade  durch  das  Centrum  erscheint  als  ein  Punkt, 
eine  Ebene  durch  dasselbe  als  eine  Gerade,  etc.  —  die  Cen- 
tralprojection eines  Objects  ist  anzusehen  als  das 
in  der  Richtung  der  Collineationsstrahlen  auf  die 
Tiefe  Null  reducierte  centrisch  collineare  Abbild 
desselben.  Zur  Bestimmung  einer  Centralprojection  gehört 
somit  die  Angabe  der  Bildebene,  der  Yersch windungsebene  — 
die  Distanz  bestimmt  diese  aus  jener  —  und  des  Centrums  in 
dieser  —  der  Hauptpunkt  C^  leistet  dies. 

Wenn  beim  Zusammenfallen  der  Ebenen  8  und  Q^  die 
Gegenebene  B  und  das  Centrum  C  unendlich  fern  liegen,  so 
erhält  man  als  Specialfall  der  centrischen  Collineation  räum- 
licher Sjsteme  eine  ebene  Parallelprojection  des  Origi- 
nalraums, als  das  in  der  Richtung  der  Collineationsstrahlen 
auf  die  Tiefe  Null  reducierte  —  unendlich  dünne  —  per- 
spectivisch  affine  Abbild  desselben.  Für  die  Bilder  seiner 
ebenen  Systeme  gelten  die  Gresetze  §  21,  a. 

Wenn  die  Originalebene  die  Bildebene  in  s  (Fig.  88)  unter 
dem  Winkel  a  schneidet  und  jf  das  Bild  eines  Punktes  ^,  {A)  aber 
die  Umlegung  desselben  mit  der  Originalebene  in  die  Büdebene 
ist,  so  hat  man  für  die  Charakteristik  der  Affinität  in  derselben, 
mit  den  Bezeichnungen  y  und  z  für  die  senkrechten  Abstände  von 
A  und  Ai  zur  Aze  $  und  x  für  das  zwischen  ihnen  enthaltene 

Stück  derselben,  A  =  -prr—r  «»  -  und  tan  q>  =      '      .   Also  ins- 

'  S(A)       y  ^  X 

besondere  für  o;  <»  0  oder  @  in  der  Normalebene  zu  ^  9  bb  90®  ^ 

dann  ist  auch  -^h=s  -  a=s, — \    l  ^^  oder  ^»ssina  cotj3-f-cosa: 

y  sm  p  r    I  j 

also  für  ß  «B  900  oder  die  projicierenden  Strahlen  rechtwinklig 
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zur  Bildebene,  kurz  A  =^  cos  a,  und  somit  für  alle  Projections- 
Ebenen  dieselbe  Einfachheit  der  Beziehung 

F :  F'  :  F"  :  F"'  «s  1  :  cos  cX]  :  cos  «j  :  cos  «g. 

Dies  ist  die  Quelle  für  die  Vorzüge  der  gewöhnlichen 
orthogonalen  Parallelprojection. 

Bei  jeder  gewöhnlichen  Parallelprojection  bestimmt  ein 
Punkt  der  Bildebene  die  durch  ihn  gehende  projicierende  Linie 
und  jede  Gerade  der  Bildebene  ihre  projicierende  Ebene.  Zu 
einer  Geraden  g  liefert  der  Schnittpunkt  mit  der  Bildebene  8  ihren 
Durchstosspunkt  5,  durch  welchen  auch  ihr  Bild  gehen  muss^ 
und  die  projicierende  Linie  eines  anderen  Punktes  von  g  bestimmt 
dasselbe.  Die  zur  Geraden  g  parallele  projicierende  Linie  liegt^ 
als  Verbindungslinie  von  zwei  unendlich  fernen  Punkten  C  und 
Qy  ganz  in  unendlicher  Ferne  und  trifft  daher  auch  die  Bild- 
ebene in  einem  unendlich  fernen  Punkte  0^  d.  i.  die  Flucht- 
punkte aller  in  derselben  projicierenden  Ebene  möglichen  Ge- 
raden fallen  ununterscheidbar  in  den  unendlich  fernen  Punkt 
ihrer  Schnittlinie  mit  der  Bildebene  zusammen.  Soll  umgekehrt 
von  dem  Bilde  einer  Geraden  zu  ihrem  Original  übergegangen 
werden,  so  erweist  sich  die  Angabe  des  Durchstosspunktes  S 
und  der  Richtung  der  projicierenden  Linien  nur  als  hinreichend 
zur  Bestimmung  der  projicierenden  Ebene,  in  welcher  es  liegen, 
und  des  Strahlenbüschels  in  derselben,  dem  es  angehören  muss; 
aber  die  Richtung  des  Strahls,  welcher  als  Original  zu  be- 
trachten ist,  bleibt  unbestimmbar,  weil  die  Gerade  Q'C  als  ganz 
im  Unendlichen  liegend  oder  als  die  Stellung  der  projicierenden 
Ebene  die  Richtungen  aller  in  ihr  liegenden  Geraden  enthält, 
daher  keine  Einzelne  unter  ihnen  bestimmt.  In  Folge  dessen 
ist  auch  kein'  Punkt  der  Geraden  g  durch  sein  Bild  im  Bilde 
der  Geraden  g  bestimmt,  sondern  nur  der  entsprechende  pro- 
jicierende Strahl  in  der  projicierenden  Ebene  Ton  g. 

Das  ganz  analoge  Ergebniss  erhält  man  bei  der  Frage 
nach  der  Bestimmung  der  Ebene  in  diesem  Falle.  In  Allem 
also:  Durch  eine  Parallelprojection  in  der  Ebene  ist 
eine  Gerade,  ein  Punkt  und  eine  Ebene  in  Folge  der 
UnUnterscheidbarkeit  der  Fluchtelemente  von  Geraden  und 
Ebenen  nicht  bestimmbar,  so  lange  man  die  unend- 
lich ferne  Ebene  als  die  zweite  Fix-Ebene  benutzt. 
Wir  haben  in  (§  6*)  gesehen,  wie  leicht  diese  Schwierigkeit  zu 
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heben  und  die  Bestimmung  mittelst  einer  Parallelprojec- 
tion  zu  erlangen  ist,  wenn  man  von  der  geraden  Linie  als 
Grundelement  ausgeht. 

Ohne  jene  Einführung  einer  zweiten  Fix-Ebene  im  End- 
lichen wird  der  Zweck  der  ™  «. 
Bestimmung  der  räumlichen 
Formen  mit  Hilfe  der  ebe- 
nen Parallelprojectionen 
durch  die  Combination 
von  zwei  Parallelpro- 
jectionen mit  verschiede- 
nen Richtungen  der  proji- 
cierenden  Strahlen  erreicht. 
Es  ist  der  Grundgedanke 
von  Monge's  ^G^m^trie 
descriptive^  hierzu  zwei 
orthogonale  Parallel- 
projectionen auf  zwei  zu  einander  rechtwinkligen 
Projectionsebenen  zu  verbinden,  wie  dies  aus  den  Ele- 
menten bekannt  ist.  Eine  orthogonale  und  eine  schräge  Pa- 
rallel projection  auf  dieselbe  Projectionsebene  reichen  zur  Be- 
stimmung auch  auS;  wenn  die  Richtung  der  letzteren  bekannt 
ist;  dies  kommt  vor  in  der  Form  der  Schlagschatten,  und 
liefert  für  unter  45^  einfallendes  Licht  bequeme  Bestimmungen, 
etc.  Li  beiden  Fällen  findet  die  nämliche  Ueber- Bestimmung 
statt,  so  dass  je  eine  Relation  zwischen  den  erhalteneu  Projec- 
tionen  eines  Punktes  besteht;  nämlich  bei  der  Combination 
von  zwei  Orthogonalprojectionen  die  Lage  in  deihselben  Per- 
pendikel zur  Projectionsaxe  (siehe  §  46)  und  bei  zwei  Parallel- 
projectionen auf  dieselbe  Ebene  die  Lage  in  geraden  Linien 
von  einerlei  Richtung. 

1)  In  Bezug  auf  das  erste  Kriterium  des  §  41  können  alle 
ebenen  centralprojecti vischen  Abbildungen  als  bildlich  bezeichnet 
werden,  und  man  hat  nur  das  zweite  des  Sehkegels  zu  beachten, 
um  gute  perspectivische  Bilder  zu  erhalten.  Man  kann,  im  Bilde 
die  Sichtbarkeit  und  Unsichtbarkeit  unterscheiden,  indem  man  die 
Bildebene  als  vielfach  und  ihre  Lagen  als  in  derselben  Ord- 
nung vom  Centrum  als  einander  folgend  und  einander  verdeckend 
ansieht,  wie  die  Flächen  des  abgebildeten  Objects:  Das  central- 
projectivische  Bild  als  ein  unendlich  dünnes  Belief. 
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2)  In  der  Parallelprojection  mus3  die  Seite  der  Bildebene  be- 
zeichnet werden,  auf  welcher  in  unendlicher  Feme  das  Centrum 
gedacht  werden  soll,  um  die  gegenseitige  Yerdeckung  der  Flächen 
des  Originals  im  Bilde  zu  bestimmen  (vergl.  §  55).  Dann  gelten 
die  vorigen  Bemerkungen. 

3)  Der  von  allen  Sehstrahlen  normal  geschnittenen  Eugelfläche 
der  Netzhaut  entspricht  die  ebene  Bildfläche  der  orthogonalen  Pa- 
rallelprojection; diese  —  die  orthogonale  —  hat  unter  den  Parallel- 
projectionen  am  meisten  den  Charakter  der  Bildlichkeit.  Die  Ent- 
wickelung  darf  sich  im  Allgemeinen  auf  sie  beschränken,  da  die 
allgemeinen  Charaktere  aller  Parallelprojectionen  in  der  Lehre  von 
der  Affinität  doch  gegeben  sind. 

Fttr  den  Zeichner  bietet  die  Anwendung  schiefer  Parallelpro- 
jectionen besondere  Yortheile  (§  61),  die  Wahrung  der  Bildlichkeit 
des  Dargestellten  steckt  ihr  jedoch  sehr  enge,  obwohl  nicht  im  All- 
gemeinen, sondern  nur  im  specieUen  Fall  bestimmbare  Grenzen. 

4)  Wenn  die  Punkte  des  Baumes  durch  gerade  Strahlen  aus 
zwei  festen  Punkten  auf  eine  Ebene  projiciert  werden,  die  keinen 
derselben  enthält,  so  liegen  die  beiden  Bilder  desselben  Punktes 
immer  in  einer  Geraden  mit  dem  Durchstosspunkt  der  Verbindungs- 
linie der  Centra;  die  Projectionen  eines  Dreiecks  sind  perspectivisch 
für  diesen  Punkt  als  Centrum  und  die  Spur  seiner  Ebene  als  Axe; 
etc.  Man  kann  die  Ebenen  des  Baumes  mittelst  ihrer  Schnittlinien 
in  zwei  festen  Ebenen. und  diese  mittelst  ihrer  Verbindungsebenen 
mit  einem  in  keiner  von  beiden  gelegenen  festen  Punkte  bestimmen, 
speciell  an  einem  unendlich  fernen  Punkte;  immer  bilden  die  beiden 
bestimmenden  Ebenen  derselben  Ebene  ein  Büschel  mit  der  von 
ihm  nach  ihrer  Schnittlinie  gehenden  Ebene.  (Vergl.  oben  den 
Schluss  des  Ueberblicks  am  Ende  des  Abschnittes  A.) 

5)  Man  entwickele  die  Bestimmung  aus  dem  Aufriss  und  dem 
Schlagschatten  auf  die  Aufhssebene  für  Punkte,  gerade  Linien  etc., 
wenn  das  Licht  unter  45^  zur  Aufrissebene  so  einfällt,  dass  die 
Aufrisse  der  Lichtstrahlen  vertikal  sind.  (Vergl.  §  47,  10  und  16  und 
die  Theorie  der  Normal-Elemente  zu  den  Halbierungsebenen  H«',  etc.) 

44.  Die  centrisch  collinearen  räumlichen  Systeme  sind 
projeetiviscb  collineare  räumliche  Systeme  in  beson- 
derer, nämlich  perspectivischer  Lage,  wenn  man  als  pro- 
jectivische  collineare  Systeme  allgemein  diejenigen  definiert, 
welche  dem  Gesetze  genügen,  dass  jedem  Punkte  ein  Punkt 
und  jeder  Geraden  eine  Gerade  im  andern  System  ent- 
spricht. Den  geradlinigen  Reihen,  den  ebenen  Strahlenbüscheln 
und  den  Ebenenbüscheln  des  einen  Systems  entsprechen  pro- 
jectivische  Reihen,  Strahlen büschel  und  Ebenenbüschel  des 
andern.    (Vergl.  §  38.) 


& 
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Eine  solche  Beziehung  zweier  Räume  ist  yollkommen  be- 
stimmt durch  fünf  Punkte  Aj  B,  C,  Dy  E  des  einen,  von  denen 
keine  vier  in  einer  Ebene  liegen,  und  die  fünf  entsprechenden 
Punkte  ^j ,  ^, ,  (7j ,  2>j ,  ^,  des  andern  (Fig.  89).  Denn  ist  F 
ein  sechster  Punkt  des  ersten  Systems ,  so  bestimmt  derselbe  mit 
drei  Kanten  des  Tetraeders  A  BCD,  welche  nicht  in  einer  Ecke 
znsammenstossen,  Ebenen ,  die  nur  ihn  gemein  haben  und  deren 
entsprechende  im  andern  System  somit  den  entsprechenden 
Punkt  F^  bestimmen.  Diese  aber  construiert  man  nach  der 
Bemerkung,  dass  die  beiden  Ebenenbüschel  {AB  .  CDEF)  und 
{Ay  Bi .  (7, i>,  Ey  F^),  ebenso  {BC.  ABEF),  {B^  C^ .  A^  D^  E^F{)  und 
{CA .  BDEF)y  (C,  Ay .  B^  D^ E^  F^)  zu  einander  projectivisch  sind 
(vergl.  §  22);  mit  Hilfe  von  dreimaliger  Anwendung  der  ein- 
fachen Mittel  der  §§  17  und  18.    In  derselben  Weise  construiert 


Fig.  89. 


man  durch  Wiederholung  oder  ebenso  direct  entsprechende  Ge- 
rade und  entsprechende  Ebenen  beider  Systeme.  Den  unendlich 
fernen  Punkten  Q  des  einen  Systems  entsprechen  die  Punkte  ^, 
der  Gegenebene  Qj  des  andern  und  den  unendlich  fernen  Punk- 
ten Ry  in  diesem  die  R  der  Gegenebene  B  in  jenem  System, 
welche  beide  man  somit  ebenfalls  leicht  ermittelt. 

Ist  dann  im  System  des  Bildraums  E|  eine  zur  Gegenebene 
Qf  parallele  Ebene,  so  wird  die  entsprechende  Ebene  E  des 
Originalraums  zu  B  parallel  und  die  in  beiden  Ebenen  ent- 
haltenen Systeme  werden  zu  einander  affin  sein;  den  Rich- 
tungen der  einen  entsprechen  also  Richtungen  der  andern,  ohne 
dass  jedoch  allgemein  die  Richtungsunterschiede  hier  den  ent- 
sprechenden Richtungsunterschieden  dort  gleich  sein  werden. 
Dies  letztere   ist  aber   der  specielle  Charakter,  welchen  ent- 


Pi edler,  danteUende  Geometrie.    I.    3.  Aufl. 
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sprechende  ebene  Systeme  von  der  Stellung  der  Gegenebenen  in 
centrisch  coUinearen  Räumen  besitzen ^  weil  ihre  unendlich 
ferne  Gerade  zugleich  ihre  CoUineationsaxe  ist^  d.  h.  Punkt  für 
Punkt  sich  selbst  entspricht.  Damit  ist  erwiesen,  dass  col- 
lineare  räumliche  Systeme  im  Allgemeinen  nicht  in 
centrische  oder  perspectivische  Lage  übergeführt 
werden  können  (vergl.  §  22),  dass  vielmehr  diese  Möglich- 
keit von  besonderen  Eigenschaften  derselben  abhängt  Die  Dar- 
stellungsmethoden haben  es  stets  nur  mit  centrisch  collinearen 
Systemen  zu  thun. 

Reciproken  räumlichen  Systemen  (vei^l.  den  üeber- 
blick  S.  113  f.)  werden  wir  später  begegnen.  Sie  sind  im  all- 
gemeinen Falle  auch  durch  fünf  Punkte  der  einen  und  die  fünf 
entsprechenden  Ebenen  des  andern  Raumes  bestimmt  ^  wenn 
keine  vier  von  jenen  in  einer  Ebene  liegen  und  also  keine 
vier  von  diesen  durch  einen  Funkt  gehen.  Auch  hier  erfordert 
die  Construction  des  entsprechenden  zu  einem  gegebenen  Ele- 
ment die  dreimalige  Wiederholung  der  Elementarconstruction 
des  vierten  Elements  in  projecti vischen  Gebilden  erster  Stufe. 

1)  Wenn  zwei  collineare  räumliche  Systeme  ein  ebenes  System 
entsprechend  gemein  haben,  so  haben  sie  auch  ein  Strahlenbündel 
entsprechend  gemein  und  umgekehrt.  Man  erläutere  insbesondere 
den  Zusammenhang  dieses  Satzes  mit  dem  in  §  38,  2. 

2)  Die  Bestimmung  der  centrisch  collinearen  räumlichen  Systeme 
durch  Centrum  und  Ebene  der  Gollineation  und  eine  der  Gegen- 
ebenen ist  eine  specielle  Form  der  Bestimmung  durch  fünf  Paare 
entsprechender  Punkte.  Das  Centrum  und  drei  Punkte  der  Col- 
lineationsebene ,  welche  sie  bestimmen,  repräsentieren  vier  Paare; 
die  Oegenebene  ist  durch  einen  weitem  Punkt  bestimmt,  dessen 
entsprechender  die  Richtung  des  durch  ihn  gehenden  Strahls  aus 
dem  Gentrum  ist.  Es  ist  analog,  wenn  die  Gegenebene  durch  ein 
Paar  von  entsprechenden  Punkten  A^  A^  ersetzt  wird. 

3)  Wenn  zwei  Systeme  mit  einem  und  demselben  dritten  Sy- 
stem coUinear  sind,  so  sind  sie  es  auch  untereinander;  wenn  in 
einer  Reihe  von  Systemen  jedes  mit  dem  folgenden  collinear  ist, 
so  ist  auch  das  erste  mit  dem  letzten  und  jedes  mit  jedem  colli- 
near.    Ebenso  für  ähnliche  und  für  affine  Systeme. 

45.  Von  wichtigen  Folgen  ist  der  Satz:  Wenn  von  drei 
räumlichen  Systemen  je  zwei  mit  einander  centrisch 
collinear  sind,  so  liegen  die  drei  Collineationscentra 
in   einer  geraden  Linie.     Denn  die  Systeme^  die  wir  als 
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erstes^  zweites,  drittes  System  bezeichnen  wollen,  haben  paar- 
weise mit  einander  eine  GoUineationsebene^  etwa  das  erste 
und  zweite  die  Ebene  S3,  das  zweite  und  dritte  die  Ebene  Sj, 
das  dritte  und  erste  die  Ebene  S^,  und  diese  drei  Ebenen  haben 
mit  einander  einen  Punkt  S  gemein.  Nun  entspricht  (Fig.  90) 
jeder  durch  S  gehenden  Geraden  ^. 

^,  des  ersten  Systems  mit  zwei 
Punkten  A^,  B^  eine  auch  durch 
S  gehende  Gerade  g^  des  zweiten 

mit  den  entsprechenden  Punkten      A.,  ^  -^ 

i^j,  B^  und  eine  durch  S  gehende       /    \\     4k<^ 
Gerade  g.   des   dritten   mit  den      /  """SifiL  ' />  ^!     . 
Punkten  X,  B..  und  es  schneiden   skr  /\    ^-'■^:<^:,^   ^ 

sich  die  Geraden  ^1^2  > -^1^2  ™ 


Collineation8centrumt73,^2^3«'^2^3 
im  Gentrum  C^  und  A^A^y  B^B^ 

in  Cj.    Die  Dreiecke  A^A^A^  und  '^  ^  \^ 

B^B^B^  haben  also  ihre  Ecken 
paarweise  auf  Strahlen  aus  einem  Punkt  S^  und  ihre  entspre- 
chenden Seitenpaare  schneiden  sich  daher  in  drei  Punkten  einer 
Geraden.    (§  19,  11.) 

Damit  ist  zugleich  der  speciellere  Satz  bewiesen:  Wenn 
drei  ebena  Systeme  paarweise  centrisch  collinear  sind  und  ihre 
Gollineationsazen  einen  Punkt  gemein  haben,  so  liegen  ihre 
GoUineationscentra  in  einer  Geraden,  und  umgekehrt.  (Vergl. 
§  23,  6.)  Und  der  noch  speciellere:  Sind  zwei  ebene  Systeme 
einem  dritten  ebenen  System  ähnlich  und  zu  ihm  in  perspecti- 
yischer  Lage,  so  sind  sie  beides  auch  untereinander  und  die  drei 
Aehnlichkeitscentra  liegen  in  einer  Geraden.  Denn  dann  haben 
die  Geraden  A^B^^  ^2^19  ^z^i  ^'^  einander  parallel  einen  un- 
endlich fernen  Punkt  gemein. 

1)  Wenn  ein  centrisch  coUineares  Modell  von  einem  andern 
als  dem  ihm  zügehörigen  Centrum  aus  betrachtet  wird,  so  kann 
unter  Festhaltung  der  in  der  Collineationsebene  gelegenen  Elemente 
das  ihm  entsprechende  System  des  Originalraums  construiert  werden, 
und  es  muss  dem  ursprünglichen  Originalsystem  centrisch  collinear 
sein  für  ein  Centrum  in  der  Verbindungslinie  der  beiden  benutzten. 
Bei  einer  Verlegung  beider  Gegenebenen  (natürlich  parallel  sich 
selbst)  ändert  sich  dies  nicht;  nur  würde  eine  parallelepipedische 
Figur  des  ersten  Originals  in  eine  solche  mit  nicht  mehr  paraUelen 
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Flächenpaaren  des  zweiten  übergehen.  Darstellungen  krammflächig 
begrenzter,  organischer,  speciell  beweglicher  Formen  lassen  darin 
eine  ziemlich  grosse  Freiheit. 

Man  specialisiere  den  Satz  für  die  perspectivischen  Bilder,  etc. 

2)  Je  zwei  Ereise  derselben  Ebene  (oder  in  parallelen  Ebenen) 
sind  ähnlich  und  in  perspectivischer  Lage  für  ihren  innem  Aehn- 
lichkeitspunkt  /  und  den  äussern  Aehnlichkeitspunkt  Ä.  Sind  die 
Aehnlichkeitspunkte  von  drei  Kreisen  A^j,  K^^  K^  in  parallelen  Ebenen 
oder  in  derselben  Ebene  A^^^  Jy^  für  K^  und  K^ ,  ^339  *^23  ^^  ^2 
und  K^  und  ^31,  ^31  für  K^  und  A',,  so  liegen  dieselben  vier  mal 
zu  dreien  in  einer  Geraden  —  nämlich  Ay^A.^^A^^^  «^n'^sa^si* 
^j2 •^23-^31?  -^12 -^23  «^31  —  ^^'^  bilden  also  ein  vollständiges  Vier- 
seit.    Vergl.  die  ganz  andere  Ableitung  in  §  (7). 

Jede  der  Aehnlichkeitsaxen  bestimmt  ein  zweifach  unendliches 
System  von  Kreisen  aus  den  gegebenen  —  jeden  Kreis  aus  seinem 
Centrum  und  dem  Aehnlichkeitspunkt  mit  einem  der  gegebenen 
Kreise. 

Je  zwei  Kreise  derselben  Ebene  sind  auch  centrisch  collinear 
für  dieselben  beiden  Punkte  A  und  /  als  Centra  und  für  die  Ge- 
rade 5,  welche  man  Chordale,  Potenzlinie  oder  Radicalaxe  derselben 
nennt,  als  CoUineationsaxe  (§  26,  6).  Die  Collineationsaxen  oder 
Potenzlinien  5,2,  ^23)  ^is  ^^^  ^^^^  Kreisen  derselben  Eb^ne  gehen 
durch  einen  Punkt. 

3)  Zwei  Kugeln  sind  einander  ähnlich  in  perspectivischer  Lage 
für  ihren  innern  und  ihren  äussern  Aehnlichkeitspunkt  J  und  A 
und  sie  sind  zu  einander  centrisch  collinear  für  dieselben  Punkte 
als  Centra  und  die  Ebene  S,  welche  man  Chordal-  oder  Radical-  oder 
Potenz-Ebene  nennt,  als  Collineationsebene.  Von  den  sechs  Aehn- 
lichkeitspunkten  von  drei  Kugeln  liegen  viermal  drei  in  einer  Ge- 
raden in  der  Ebene  ihrer  Centra  und  die  drei  Collineationsebenen 
schneiden  sich  in  einer  zur  Ebene  der  Centra  normalen  Geraden. 

4)  Vier  Kugeln  1,  2,  3,  4  bilden  auf  acht  Arten  sechs  Paare 
von  ähnlichen  Figuren  in  perspectivischer  Lage;  von  den  Aehnlich- 
keitspunkten  liegen  achtmed  je  sechs  in  einer  Ebene ,  die  kein  Tripel 
der  Centra  enthält;  während  sie  nach  dem  Vorigen  zu  drei  in  vier- 
mal vier  in  den  Ebenen  durch  drei  Centra  enÜialtenen  Aehnlich- 
keitsaxen liegen.  Die  sechs  Collineationsebenen  S^^  schneiden  sich 
in  einem  Punkt,  dem  Potenz-  oder  Chordal-Punkt  der  Kugeln.  Von 
den  vorher  erwähnten  acht  Aehnlichkeitsebenen  enthält  eine  nur 
äussere  Aehnlichkeitspunkte  der  Kugeln  in  Paaren;  drei  enthalten 
je  vier  innere  und  zwei  äussere  und  die  vier  letzten  je  drei  innere 
und  drei  äussere.  Jede  der  Aehnlichkeitsebenen  bestimmt  ein  drei- 
fach unendliches  System  von  Kugeln  aus  den  gegebenen  —  jede 
Kugel  aus  ihrem  Centrum  und  dem  Aehnlichkeitspunkt  mit  einer 
der  gegebenen  Kugeln. 
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Fig.  91. 


D«    Die  Grundgesetze  der  orthogonalen  Parallelprojection, 
ihre  Transfornuitionen  nnd  die  Axonometrie. 

46.  Durch  die  orthogonalen  Parallelprojectionen  auf  zwei 
zu  einander  rechtwinklige  Ebenen  können  die  Raumformen  im 
Allgemeinen  bestimmt  werden;  unter  Festsetzung  eines  An- 
fangspunktes 0  in  der  Durchschnittslinie  x  derselben  (Fig.  91) 
können  sie  nach  gegebenen  Maassen  eingezeichnet  werden, 
nämlich  jeder  Punkt  aus  der  Angabe  seiner  Abstände  AÄ^  AÄ 
von  jenen  beiden  Ebenen  und 
aus  der  des  Abstandes  von  0 
bis  zu  der  durch  ihn  gelegten 
Normalebene  AÄAxÄ'  zur  Axe 
X,  Indem  wir  den  Anfangs- 
punkt 0  als  Schnittpunkt  mit 
einer  dritten  zu  den  beiden  ersten 
normalen  Ebene  bestimmt  den- 
ken, erhalten  wir  (Fig.  92)  drei 
Grund-  oder  Projections- 
ebenen  XOY^  XOZ^  FOZ,  drei  zu  einander  normale  Schnitt- 
linien derselben  oder  Projectionsaxen  OZ,  OF,  OX  zur 
Angabe  der  Richtungen  der  projicierenden  Linien,  welche  zu 
den  Projectionsebenen  JTOl^,  Fig.  92. 

XOZ,  YOZ  respective  gehö- 
ren. Es  entstehen  drei  ortho- 
gonale Parallel -Projectionen 
jeder  Raumfigur,  nämlich  auf 
XOr,  XOZy  YOZ,  die  wir 
als  erste,  zweite,  dritte  Pro- 
jection  respective  benennen 
und  durch  Beifügung  von 
einem  Strich,  von  zwei  oder 
drei  Strichen  oben  rechts  am 
Zeichen    des    Originals    von 

einander  und  von  diesem  unterscheiden.  In  dieser  Weise  ge- 
fasst  ist  die  Bestimmungsweise  der  darstellenden  Geometrie 
mittelst  der  orthogonalen  Parallelprojectionen  identisch  mit  der- 
jenigen der  Coordinatengeometrie  des  Raumes  für  rechtwinklige 
Parallelcoordinaten.  Wir  nennen  auch  die  geradlinige  Strecke 
Yon  der  ersten  Protection  Ä  eines  Punktes  A  bis  zu  ihm  selbst 
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die  Coordinate  z^  die  Ton  der  zweiten  Projection  Ä'  zu  ihm 
selbst  die  Coordinate  y,  und  die  von  der  dritten  Projection  Ä" 
zu  ihm  die  Coordinate  x^  weil  dieselben  respective  den  Äxen 
OZ,  OYj  OX  parallel  sind.  Wir  unterscheiden  in  jeder  der 
Axen ,  Yom  Anfangspunkt  0  ausgehend,  den  positiven  und  nega- 
tiven Sinn  der  Bewegung  und  nennen  jede  Coordinate  positiv 
oder  negativ,  je  nachdem  sie  von  der  entsprechenden  Projec- 
tionsebene  aus  im  positiven  oder  negativen  Sinn  der  dazu  nor- 
malen Axe  verläuft  Jeder  Punkt  ist  durch  Angabe  seiner  Co- 
ordinaten  nach  Grosse  und  Sinn  bestimmt,  d.  h.  der  Grösse 
und  des  Sinnes  der  Strecken,  welche  auf  seinen  projicierenden 
Geraden  zwischen  der  Projection  und  ihm  selbst  enthalten  sind. 
Die  projicierenden  Linien  x^  y^  z  eines  Punktes  Ä  be- 
stimmen paarweise  drei  Ebenen  yz  parallel  FOZ,  zx  parallel 
ZOÄj  xy  parallel  XOY ^  und  diese  schneiden  die  Axen  OX^ 
OY^  OZ  respective  in  je  einem  Punkte  Axy  Ay,  A,.  Diese  drei 
Ebenen  umschliessen  mit  den  drei  Projectionsebenen  ein  recht- 
winkliges Parallelepiped,  welches  wir  als  das  projicierende 
Parallelepiped  des  Punktes  bezeichnen;  seine  Flächen 
sind  in  Paaren  parallel  und  congruent:  OA^ÄAy^  AtÄ'AÄ"\ 
0  Ap  Ä"At ,  Agt  AlA  ä' ;  0  A,  Ä'A^ ,  Ay  Ä"A  Ä ;  seine  Ecken  in  Paaren 
entgegengesetzt:  0^A\  Ax,  Ä"\  Ay,  Ä']  A,^  Ä\  seine  Kanten 
zu  vieren  parallel  und  gleich:  0^,,  A^Ä',  ÄA,  AyÄ"  (=  r); 
OAyy  A^Ä",  Ä'Ay  AgA!  {'^  y);  OA^,  AyÄy  Ä"Ay  A^Ä'  (■=«). 
Setzt  man:    OA^l,  OA' =  l\   OA'' «^  T,  OA'"  ^  T  und 

L(i,  n=ßt,  Uh  n=ß2,  Uly  n^ßz,  die  Neigungswinkel  der 
Geraden  /  gegen  die  Projectionsebenen,  so  gelten  die  Relationen 

p  =  n  +  z^^  n  +  y'  =  /'"«  4-  x«  o=  o;^  +  y2  +  z«. 
cosVi— p^ fr->  ^^^^ßt^-fi^—p-y  cos'ft— -^— ^— ; 

also    cosV,  +  008^/32  +  cos^/Jj»  =  2,  sin^/J,  -f  sin^  jS,  +  sin^a  =  ^ 

/=S  1=3 

oder  2;  008^/5,- =  2,  -2;  sin^jJ,- =  1;   also   auch  unter  Ausschluss 

von  i  =  k  ßi  +  ßk<  90«. 

Die  folgenden  Beispiele  sind  geeignet,    die    im   Vorigen 
entwickelten  Anschauungen  zu  vervollständigen. 
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1)  Bezeichnen  wir  den  Punkt  von  den  Coordinaten  x  '^  a^ 
y  z=^  b^  z  '^  c  kurz  durch  (a ,  ^ ,  c\  so  bedeutet  (0,  0,  0)  den  An- 
fangspunkt 0\  (0,  0,  c)  jeden  beliebigen  Punkt  der  Axe  0Z\  (0,  &,  0) 
jeden  Punkt  der  Axe  0  Y\  (dr,  0,  0)  jeden  in  der  Axe  0  X, 

2)  Ebenso  bezeichnet  (0,  h^  c)  einen  beliebigen  Punkt  der  Coor- 
dinaten- oder  Projectionsebene  FOZ^  (a,  0,  c)  einen  solchen  mXOZ^ 
(a,  by  0)  einen  in  XOY,  In  welcher  Weise  fallen  die  Ecken  der 
projicierenden  Parallelepipede  solcher  Punkte  in  Paaren  zusammen? 

3)  Alle  Punkte,  deren  Coordinaten  x  und  y  von  gleicher  Länge 
sind,  vertheilen  sich  in  zwei  durch  die  Axe  OZ  gehende  und  die 
Winkel  zwischen  den  anstossenden  Projectionsebenen  halbierende 
Ebenen,  deren  eine  H,  die  Punkte  (^^tf,  iji^)  ^)  mit  gleichem 
Sinn  der  x  und  y,  und  die  andere  Hy  die  (^h^,  ^a^  c)  mit  ver- 
schiedenem Sinn  der  x  und  y  enthält. 

Ebenso  liegen  die  Punkte  (flf,  +ft,  +&),  (ö,  +&,  +^)  in  zwei 
Ebenen  H«,  H^',  die  durch  die  Axe  OX  gehen  und  die  Winkel  der 
anliegenden  Projectionsebenen  halbieren;  endlich  die  Punkte  (+flr, 
^,  +fl),  (+fl,  fr,  +a)  in  zwei  Ebenen  Hy,  Hy'.  Wir  nennen  diese 
Ebenen  die  sechs  Halbierungsebenen  des  Projectionssy- 
stems.  (Vergl.  §  10,  6.)  Sie  können  als  Diagonalebenen  specieller 
projicierender  Parallelepipede  angesehen  werden. 

4)  Die  Punkte  (a,  tf,  ä)  von  gleichen  Coordinaten  mit  überein- 
stimmendem Sinn,  liegen  in  einer  Geraden  I),  welche  von  0  ausgeht, 
mit  den  Projections-Axen  und  -Ebenen  gleiche  Winkel  macht  und 
die  gemeinschaftliche  Schnittlinie  der  Ebenen  H«,  H^;,  Hy  ist,  weil 
a;=sy«szse=a  die  Relationen  x=y  =  a^  y  =  z^=a^  zs=x^=a 
einschliesst.  Ebenso  liegen  die  Punkte  ( — a,  a,  ä)  in  der  Geraden  f)x^ 
in  welcher  die  Ebenen  H,',  ^j    ^^ 

H:ri  ^  sich  schneiden ;  die 

Punkte  (a,  —  a,  ö)  in  der 

Schnittlinie  ]^y  der  Ebenen 

H«,  H;b',  Hy  und  die  Punkte 

(ö,  fl,  —ä)  in  1^,  auf  den 

Ebenen  H,,  B«-,  Hy-.    Die 

sechs     Halbierungsebenen 

schneiden  sich  ausser  paar-  - . 

weise  in   den  Projections- 

axen  viermal  zu  dreien  in 

vier  Geraden  aus  0,  welche 

mit  den  Projections-Axen 

und  -Ebenen  gleiche  Winkel 

einschliessen,  daher  als  die 

vier    Halbierungsaxen 

des  Systems  bezeichnet  -  ^.^  ^ 

werden  dürfen.  Sie  können  ^^ 

als  Diagonalen  projicierender  Würfel  angesehen  werden ;  in  der  Fig.  93 


1 


Fig.  94. 
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sind  acht  solche  zu  einem  Würfel  vereinigt,  die  Ebenen  H«,  H^^*; 
Hp  H/;  Hj,  H«'  sind  die  Ebenen  der  Paare  von  Geraden  i)\)xi  t)y]^«; 

f)^if,  ^xf).]  ¥)»^  ^«^y    (^?»-gl-  §  lö.  65  §  49,  6  und  §  60,  Anm.) 
5)  Wie  gross  sind  die  Winkel  ßi  für  die  Halbierungsaxen? 

.47.  Eine  beliebige  Ebene  erzeugt  mit  den  drei  Projee- 
tiousebenen  Durchschnittsiinien;  die  wir  die  Spuren  St  der- 
selben nennen  und  als  erste,  zweite  und  dritte  Spur  so  unter- 
scheiden, dass  5|  in  der  Ebene  XOY^  s^  mXOZy  s^  in  FOZ 
gelegen  ist;  sie  bilden  das  Spurendreieck  der  Ebene,  dessen 
Ecken  mit  S^.,  Sy,  S,  bezeichnet  werden  können  nach  ihrer 
Lage  in  den  respectiven  Azen.  Die  Ebene  schneidet  ferner 
das  System  der  sechs  Halbierungsebenen  H^  und  der  vier  Hal- 
bierungsaxen  ^i  in  den  sechs  Seiten  "^  schreiben  wir  hg,  hg^, 
Äy»  Äyv  Ä,,  Ä, —  und  vier  Ecken  —  ff,  ff^^,  ff^,  H^  —  eines  voll- 
ständigen Vierecks;  für  welches  die  drei  Ecken  des  Spuren- 
dreiecks Sg,  Sy,  S,  die 
Schnittpunkte  der  Ge- 
genseitenpaare hg,  hg] 
hpf  hy'\  hg,  h,'  oder  die 
Diagonalpunkte,  die 
drei  Spuren  s^,  «2^*3 
also  die  drei  Diagona- 
len sind. 

Fällt  man  vom  An- 
fangspunkt 0  auf  die 
Ebene  eine  Normale  n 
und  bezeichnet  ihren 
Fusspunkt  durch  N,  so 
erkennt  man  denselben 
als  den  Durchschnitts- 
punkt der  drei  Hohenperpendikel  des  Spurendreiecks  SgSyS»y 
weil  die  Normalebenen  zur  gegebenen  Ebene  durch  OZ,  OX,  OY 
respective  sich  in  OiV  durchschneiden  (vergl.  §  10,  16).  Sind  die 
Winkel  dieser  Normale  mit  den  Projectionsebenen  (§  46)  /?„  /^j,  jSj,, 
so  sind  die  Neigungswinkel  der  Ebene  «p  a^^  ct^  gegen  dieselben 
Projectionsebenen  ihre  Complemente  und  man  hat  folglich 


•^-  'A. 


-^ 


^ 


£=S 


2  cos^  «,■  =  1 ,     £  sin^  er,  =  2 ;     «;  +  «*>  90® 


fcrl 


für  I  und  k  als   verschieden  unter  den  Zahlen  1^  2,  3;   oder 
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auch  Z/S^dtsl  nach  §  43.  Die  Schnittlinien  der  Ebenen  n,  OZ] 
n,  OFi  n,  Oä  mit  den  Projectionsebenen  ÄOF,  XOZ,  VOZ 
respective  sind  die  drei  Projectionen  n',  n\  n"  der  Normale  «, 
und  weil  die  bezeichneten  Ebenen  zu  den  Spuren  s^^  s^^  s^ 
respective  normal  sind,  so  sind  auch  n\  n\  n"  respective  normal 
zu  5j,  ^2  7  ^3-  ^^  endlich  alle  Normalen  derselben  Ebene  und 
alle  Normalebenen  derselben  Geraden  einander  parallel  und  die 
gleichnamigen  Projectionen  paralleler  Geraden  und  Spuren  pa- 
ralleler Ebenen  selbst  parallel  sind;  so  gilt  der  Satz:  Die 
Projectionen  jeder  Normale  einer  Ebene  sind  nor- 
mal zu  den  gleichnamigen  Spuren  der  Ebene  —  und 
der  umgekehrte :  Die  Spuren  der  Normalebenen  zu  einer 
Geraden  sind  normal  zu  den  gleichnamigen  Projec- 
tionen der  Geraden. 

Wir    erläutern  diese   Anschauungen   durch   die  folgenden 
Uebungen. 

1)  Wenn  das  Spurendreieck  SxS^S,  einer  Ebene  (Fig.  95)  ge- 
geben ist,  so  kann  man  mittelst  des  Höhenschnittpunktes  N  des- 

Pig.  96. 


selben  die  Längen   OS^,  OSj,,  OS,  oder   die  Axenabschnitte   der 
Ebene,  und  die  Geraden  h{^  also  auch  die  Punkte  Ifi  derselben  ver- 
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zeichnen.  Ein  Kreis  über  der  Höhe  SfA^  als  Durchmesser  schneidet 
auf  der  durch  N  gezogenen  Parallele  zu  S^^Sy  den  Punkt  0^  so  an, 
dass  NO^  die  normale  Entfernung  der  Ebene  vom  Anfangspunkt 
ist,  und  die  Abtragung  von  A^  0^  auf  die  Höhe  A^  S,  giebt  (vergl. 
Fig.  94)  in  Oj*  die  Umlegung  von  0  mit  S^SyO  in  die  Ebene. 
Die  Halbierungslinien  des  rechten  Winkels  SggO^*Sy  geben  in  S^gSp 
zwei  Schnittpunkte  B^^  B^y  welche  mit  ^«  verbunden  die  Geraden 
h^y  hg'  bestimmen;  und  zwar  giebt  bei  gleichem  Sinne  der  Axen- 
abschnitte  OS^i  OSy  der  innere,  bei  ungleichem  Sinne  derbelben 
der  äussere  Punkt  die  Linie  A«.  Verfllhrt  man  ebenso  mit  den 
Seiten  SyS^^  SgSg.  des  Spurendreiecks,  so  erhält  man  die  Geraden 
h,y  hgc"y  hyy  hy'  uud  durch  ihre  vier  Schnittpunkte  zu  dreien  die 
Punkte  Hy  H^y  Hyy  H»,  Da  die  Construction  nur  die  Länge,  aber 
nicht  den  Sinn  der  Axenabschnitte  der  Ebene  bestimmt,  so  ent- 
sprechen acht  Lagen  der  Ebene  in  den  durch  die  Projections- 
ebenen  erzeugten  Octanten  des  Baumes  demselben  Spurendrei- 
eck. Man  charakterisiere  die  bezügliche  Unterscheid ang  der  Vierecke 
der  Hi, 

2)  Man  entnehme  der  vorigen  Construction  die  Neigungswinkel 
ai  der  Ebene.    Ebenso  die  Winkel  der  Ebene  zu  den  Projectionsaxen. 

*)  Wenn  die  Schnittpunkte  einer  andern  Ebene  5i,  <Sy,  Sl  mit 
den  Axen  NS^^  . .  bekannt  sind,  so  soll  man  ihre  Schnittlinie  d 
mit  SxSySgy  ihren  Neigungswinkel  q>  mit  dieser  und  die  Umklappung 
ihres  Spurendreieckes  in  diese  construieren.    (Vergl.  §  60.) 

3)  Die  Punkte  Biy  Bf  in  den  Seiten  des  Spurendreieckes  liegen 
viermal  zu  dreien  in  einer  Geraden.    (Siehe  Fig.  102  und  S.  274.) 

4)  Welches  ist  der  besondere  Charakter  des  Vierecks  der  ffi 
für  eine  Ebene  mit  gleichseitigem  Spurendreieck ,  und  wie  gross  sind 
die  Neigungswinkel  cci  derselben? 

5)  Jede  projicierende  Ebene  hat  zu  ihrem  Spurendreieck  einen 
rechtwinkligen  Parallelstreifen,  dessen  unendlich  ferne  Ecke  der  zu 
ihr  parallelen  Axe  angehört.  Das  Viereck  H  H^HyM^  ist  dann  ein 
gleichschenkliges  Paralleltrapez,  dessen  parallele  Seiten  von  der  Rich- 
tung der  beiden  parallelen  Spuren  sind,  und  dessen  nicht  parallele 
Seiten  mit  der  letzten  Spur  gleiche  Winkel  bilden. 

6  Als  erste  ausgezeichnete  Grenzlage  der  projicierenden  Ebene 
kann  ihr  Parallelismus  mit  einer  Projectionsebene  betrachtet  werden; 
dann  ist  eine  Spur  unendlich  fern,  das  Viereck  HHxHyH^  ein  Quadrat. 

7)  Die  zweite  ausgezeichnete  Grenzlage  giebt  die  projicierende 
Ebene  parallel  einer  Halbierungsebene ;  dann  liegen  zwei  der  Ecken 
des  Vierecks  der  Hi  und  also  eine  seiner  Seiten  unendlich  fem,  die 
beiden  andern  Ecken  aber  in  der  Mitte  zwischen  den  parallelen 
Spuren  und  symmetrisch  zur  letzten  Spur  der  Ebene. 

8)  Man  erörtere  die  Unbestimmtheit  des  Normalenfusspunktes 
N  in  6)  und  die  speciellen  Lagen  desselben  in  den  Fällen  4)  und  7). 

9)  Wenn  eine   Ebene  zu  einer  der  Halbierungsaxen  parallel 
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ist,  so  fUllt  eine  der  Ecken  des  Vierecks  der  Hi  ins  unendliche 
und  die  drei  zugehörigen  hi  werden  einander  parallel. 

10)  Eine  Ehene  ist  zu  einer  der  Halhierungsebenen  normal, 
wenn  sie  zu  zwei  Projectionsebenen  gleich  geneigt  ist  oder  wenn 
zwei  ihrer  Azenabschnitte  gleich  sind  (vergl.  §  10,  6);  man  charak- 
terisiere das  Viereck  der  Hi  in  diesem  Falle.  Die  Normalebenen 
der  Halbierungsaxen  (§  46,  4)  sind  gleich  geneigt  zu  den  Projec« 
tionsebenen  (4). 

11)  Als  weitere  Specialfölle  der  Lage  einer  Ebene  sind  bezüg- 
lich des  Dreiecks  der  Spuren  und  des  Vierecks  der  Hi  die  Fälle  zu 
charakterisieren,  wo  die  Ebene  eine  Projectionsaxe  respective  eine 
Halbierungsaxe  enthält. 

12)  Aus  dem  Sinne  der  Coordinaten  der  drei  Axenschnittpunkte 
S»i  Sy^  ^«  der  Ebene  bestimmt  sich  der  Sinn  der  Coordinaten  aller 
ihrer  Punkte  aus  ihrer  Lage  gegen  das  Spurendreieck.  Alle  Punkte 
innerhalb  des  Spurendreiecks  haben  ihre  Coordinaten  vom  nämlichen 
Sinne,  wie  die  Axenschnittpunkte  selbst,  sagen  wir  beispielsweise 
-j-,  +,  +  oder  (+,  — ,  -|-);  der  Durchgang  durch  eine  Spur  mar- 
kiert den  Wechsel  des  Sinnes  der  zugehörigen,  d.  i.  zu  ihrer  Pro- 
jectionsebene  normalen,  Coordinate,  so  dass  die  Aussenwinkelflächen 

des  Spurendreiecks  an  s^  durch  +  -| (-| ) ,  an  $2  durch 

-| 1-  (-| — I — [-),  an  Äg  durch 1 — \-  ( 1-)  charakteri- 
siert sind;  endlich  die  Scheitelwinkelräume  an  S^^  5y,  S,  respec- 
tive  die  Zeichenfolgen   -^ (-| — | ),    —  -\ ( r), 

\-  ( 1 — f-)  erhalten.    Die  Fig.  96  giebt  einen  dritten  Fall. 

Fig.  96. 


-+- 


Eine  Ebene  geht  im  Allgemeinen  durch  sieben  der  acht  Octanten,  in 
welche  <lie  Projectionsebenen  den  Gesammtraum  theilen.  Durch  wel- 
chen geht  sie  nicht?    (Nicht  durch  -| — | im  Falle  der  Figur). 

Welche  Ebenen  gehen  durch  sechs  und  welche  durch  vier  Octanten? 

13)  Man  erörtere  die  in  den  vorher  bezeichneten  Speoialfällen 
der  Lage  der  Ebene  eintretenden  Besonderheiten  der  Discussion  in 
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12),  und  füge  die  üntersüchuDg  der  Yertheilung  der  Punkte  von 
besondem  Coordinatenverhältnissen  nach  §  46,  1 — 4  hinzu.  Der 
Gesamm träum  wird  durch  die  Projections-  und  Halbierungsebenen 
in  48  Winkelräume  (dreiseitige  Ecken)  zerlegt,  von  denen  jede 
Ebene  im  Allgemeinen  33  durchsetzt. 

14)  Man  gebe  die  speciellen  Relationen  zwischen  den  Winkeln 
or,-  ftlr  die  projicierenden  und  die  den  Projections-  oder  Halbierungs- 
ebenen parallelen  Ebenen  an;  dazu  die  Lage  ihrer  Normalen. 

15)  Wenn  der  eine  Schenkel  eines  rechten  Winkels  einer  Pro- 
jectionsebene  parallel  ist,  so  ist  die  betreffende  Projection  desselben 
selbst  ein  rechter  Winkel. 

16)  Der  senkrechte  Abstand  eines  Punktes  von  der  Halbie- 
rungsebene Hx'  ist  der  Diagonale  eines  Quadrats  gleich,  das  die 
halbe  (algebraische)  Summe  seiner  Coordinaten  y  und  z  zur  Seite 
hat.    Wie  lautet  die  Regel  fttr  ^^^^    Wie  für  ^„  H^,  und  Hy,  Uy'f 

48.  Eine  Gerade  g  bestimmt  mit  den  Richtungen 
der  drei  Projeetionsaxen  OZ,  OV^  OX  drei  projicie- 
rende  Ebenen  G^,  Gj,  G3;  von  denen  jede  zwei  zu  einander 

p.    g^  parallele  Spuren  und   eine  zu 

diesen  rechtwinklige  Spur  hat; 
die  letzteren  sind  die  drei 
Projeetionen  der  Gera- 
den g\  g\  g"\  Die  Gerade 
schneidet  die  drei  Projections- 
ebenen  in  drei  Punkten,  die 
vrir  ihre  Durchstossp  unkte 
nennen  und  mit  5, ,  iSj ,  ^3  be- 
zeichnen wollen;  nach  den  Pro- 
jectionsebenen  XOY^  XOZ, 
FOZ,  in  welchen  sie  liegen. 
Jeder  derselben  liegt  in  den 
drei  Ebenen  G<  und  in  einer 
Projectionsebene ,  ist  also  der  Ourchschnittspunkt  der  drei 
gleichnamigen  Spuren  von  jenen.     (Fig.  97.) 

Dieselbe  Gerade  schneidet  im  Allgemeinen  die  sechs  Hal- 
bierungsebenen in  endlich  gelegenen  und  verschiedenen  Punk- 
ten, die  wir  als  ihre  Punkte  ^^  bezeichnen  wollen  nach  den 
Indices  der  betreffenden  Halbierungsebenen.  Diese  Punkte  sind 
die  Durchschuittspunkte  von  g  mit  den  Seiten  aller  der  Vier^ 
ecke,  welche  die  durch  g  gehenden  Ebenen  mit  dem  System 
der  Projections-  und  der  Halbierungsebenen  bilden  (Fig.  98); 


t^^'ü. 
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Fig.  98. 


sie  gehören   also  (§  25,  6)  der  nämlichen  Involution  an,  als 
drei  Paare  derselben :  ip»,  $,» ; 

^9  7  ^v'i  §•;  '&»••  \ 

Die  speciellen  Lagen 

der  Geraden  charakteri- 
sieren sich  einfach  durch 
ihr  Verhalten  zum  System 
der  Projections-  und  Hal- 
bierungsebenen; sie  kann 
einer  Projectionsebene  pa* 
rallel  sein^  so  dass  der  ent- 
sprechende Durchstosspunkt 
unendlich  fern  ist;  sie  kann 
zwei  Projectionsebenen  pa- 
rallel sein  oder  einer  Pro- 
jectionsaxe.  Eine  Gerade 
kann  zu  ein  er  Halbierungs- 
ebene parallel  sein,  oder  zu 
zwei  und  somit  zu  drei  solchen,  d.  h.  zu  einer  Halbierungs- 
axe.  Sie  kann  eine  Projectionsaxe  oder  auch  zwei  Projec- 
tionsaxen  schneiden,  und  sie  kann  ebenso  eine  Halbierungsaxe 
oder  zwei  Halbierungsaxeu  und  damit  auch  eine  Projections- 
axe schneiden.  Es  ist  nützlich,  für  diese  Fälle  die  Lagen  der 
projicierenden  Ebenen  und  die  Besonderheiten  der  Systeme  der 
S,-  und  $j  zu  verzeichnen. 

Die  in  jeder  Geraden  liegende  Reihe  von  unendlich  vielen 
Punkten  (§  4)  hat  ihre  Projectionen  in  den  gleichnamigen  Pro- 
jectionen  der  Geraden,  und  die  durch  die  Gerade  gehenden 
unendlich  vielen  Ebenen  (§  7)  haben  Spuren,  welche  durch 
die  gleichnamigen  Durchstosspunkte  der  Geraden  gehen. 

1)  Die  Durchstosspunkte  Si  dhr  Geraden  sind  die  Punkte  der- 
selben mit  einer  verschwindenden  Coordinate  (^,  y,  0);  (x,  0,  z); 
(0,y,r).    (Vergl.  §  46,  2.) 

2)  Man  bezeichne  die  Spuren  von  Gj,  Gj)  ^3)  welche  sich 
in  Si  durchschneiden. 

3)  Die  Durchstosspunkte  5,,  S2  sind  zu  Qx^  ^j.']  ^2»  ^3  ^u 
$»?  •&»'?  ^8»  ^1  z^  ^vi  $y'  conjugiert  harmonisch  (§  16,  13);  wenn 
einer  von  ihnen  unendlich  fei*n  ist,  so  ist  der  andere  der  Mittel- 
punkt des  betreffenden  Paares. 

4)  Durch  wie   viele  und  welche  der  acht  Coordinatenräume 
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geht  eine  Gerade  g  im  Allgemeinen?     Welches  sind   die  entspre- 
chenden Zeichenwechsel  der  Coordinaten  ihrer  Punkte?  (§  47,  12.) 

5)  Man  charakterisiere  eine  Gerade  g^  die  zu  einer  Projections- 
ebene  parallel  ist,  nach  den  hervorgetretenen  Gesichtspunkten. 

6)  Man  zeige,  dass  für  die  zu  zwei  Projectionsebenen  parallele 
Gerade  g  die  Involution  der  $,•  eine  symmetrische  ist,  welche  den 
vorhandenen  Durchstosspunkt  zum  endlichen  Doppelpunkt  hat. 

7)  Man  bezeichne  den  Centralpunkt  der  Involution  der  $<  für 
eine  Gerade  g^  die  zur  Halbierungsaxe  1^«  parallel  ist. 

8)  Man  erläutere  die  harmonische  Belation  der  ^i  auf  einer 
Geraden  g^  die  in  einer  Projectionsebene  liegt. 

9)  Man  specialisiere  die  Involution  der  $;  und  die  Lage  der 
Si  für  eine  Gerade,  die  einer  Halbierungsebene  parallel  ist. 

10)  Man  untersuche,  ob  die  Relationen  der  Winkel  ^i  für  einige 
dieser  SpecialfHUe  besondere  Ergebnisse  liefern. 

49.  Die  drei  Projectionsebenen,  in  welchen  alle 
die  gewonnenen  Bestimmungs-Elemente  enthalten 
sind,  werden  zum  Zwecke  der  Darstellung  in  eine 
Ebene,  die  Zeichnungsebene,  gebracht.  Wir  denken 
eine  derselben,  die  wir  als  Ebene  XOZ  nehmen  wollen  und 
vertieal  voraussetzen,  mit  der  Zeichnungsebene  vereinigt  und 
führen  die  beiden  andern  XOY  —  wir  denken  sie  horizontal  — 
und  FOZ,  die  auf  ihr  normal  stehen,  durch  Drehung  um  die 
Axen  OÄ  und  OZ  respective  in  sie  über.  Wir  wollen  fest- 
setzen, es  geschehe  dies  in  der  Weise,  dass  die  positive  Axe 
OK  durch  die  Drehung  um  OÄ  auf  die  negative  Axe  OZ,  in 
Oy^  (Fig.  99),   und  dass  dieselbe  positive  Axe  OK  durch  die 

Drehung  um  OZ  auf  die  nega- 
tive Axe  OX  falle  in  OF^.  Dann 
sind  alle  Coordinaten  y  sowohl 
auf  die  horizontale,  wie  auf  die 
verticale  Axe  aufzutragen  in 
einerlei  Sinn  derselben.  Wir 
setzen  auch  fest,  es  sei  der  posi- 
tive Sinn  der  x  der  nach  rechts 
ond  der  positive  Sinn  der  z  der 
nach  oben,  also  der  positive  Sinn 
der  g  nach  unten  und  nach  links 
respective  in  ÄOF  und  FOZ. 
Von  den  Flächen  des  projicierenden  Parallelepipeds  eines 
Punktes  A  erscheinen  drei,  nämlich  (Fig.  99)  OA^ÄA^^  OAyÄ"A^^ 


Fig.  99. 
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OAtÄ'Afc\  sie  enthalten  jede. der  Coordinaten  dreimal  {y  vier- 
mal?) und  haben  paarweise  je  eine  Seite  nach  Richtung  und 
Länge  ^  somit  die  anstossenden  Seitenpaare  der  Richtung  nach, 
gemein:  Je  zwei  Projectionen  desselben  Punktes  A 
liegen  in  demselben  Perpendikel  zur  zwischen- 
liegenden Projectionsaxe^  nämlich  respective  ÄA^Ä'y 
Ä' AtÄ" y  Ä" Ay^Ay^Ä .  D i c  E u t f e r u u u g  des  Punktes  ^(^^y^z) 
▼om  Anfangspunkte  0  ergiebt  sich  als  Hypotenuse 
in  jedem  der  rechtwinkligen  Dreiecke  aus  den  re- 
spectiven  Katheten  OÄ^  z\  0Ä\  y;  0Ä'\  x.  Der  von 
ihr  mit  der  Projection  eingeschlossene  Winkel  ist 
der  zugehörige  Winkel  j3,-. 

1)  Man  trage  die  Projectionen  eines  Punktes  aus  seinen  Coor- 
dinaten auf  und  zwar  mit  allen  Veränderungen  des  Sinnes,  welche 
möglich  sind.  Acht  Punkte  entsprechen  den  acht  Zeicfaencombi- 
nationen  +,  +,  +;  +,  +,  +;  +,  +,  +;  -+-,  +,  +. 

2)  Man  entnehme  aus  den  gegebenen  Projectionen  eines  Punk- 
tes auf  die  Ebenen  XOY^  XOZ  seine  drei  Coerdinaten  und  be- 
stimme seine  Lage  im  Raum  und  seine  Projection  auf  YOZ. 

3)  Man  bestimme  aus  A\  A"']  respective  aus  A"\  A"  die 
fehlende  Projection  A'\  respective  A\ 

4)  Man  verzeichne  die  Projectionen  von  Punkten  in  allen  den 
speciellen  Coordinatenverhältnissen  der  Aufgaben  des  §  46  und  er- 
örtere insbesondere  die  Charaktere  der  in  den  Projectionsebenen 
gelegenen  Punkte. 

5)  Die  Punkte  der  Halbierungsebenen  H«',  Hy'(?)  und  H«'  haben 
je  ein  Paar  zusammenfallender  Projectionen;  die  entsprechenden 
Projectionen  der  Punkte  der  Ebenen  H«,  H^,  H«  sind  symmetrisch 
zur  zwischenliegenden  Projectionsaxe ;  eine  ihrer  Projectionen  liegt 
stets  in  einer  der  Halbierungslinien  der  Axenwinkel  bei  0. 

6)  Giebt  es  Punkte,  für  welche  alle  drei  Projectionen  sich 
decken  und  wo  liegen  sie  und  ihre  Projectionen? 

50.  Eine  gerade  Linie  ist  durch  zwei  ihrer  Pro- 
jectionen Qi  (Fig.  100)  bestimmt,  wenn  die  zu  denselben 
gehörenden  projicierenden  Ebenen  Qti  sich  schneiden;  sie  ist 
nicht  bestimmt,  wenn  sie  sich  decken,  d.  i.  wenn  jene  Pro- 
jectionen in  demselben  Perpendikel  zur  zwischenliegenden  Pro- 
jectionsaxe  enthalten  sind«  In  diesem  Falle  ist  die  Gerade  zur 
letzten  Projection  parallel  und  wird  durch  zwei  Projectionen 
nur  bestimmt,  wenn  eben  diese  unter  denselben  ist.  Im  All- 
gemeinen genügen  somit  zwei  Projectionen  zur  Bestimmung 
der  Objecto  und  die  dritte  kann  weggelassen  werden.    (§  49,  2.) 
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Nehmen  wir  zwei  Punkte  A{x^,  y^,  Zj)  und  ^(3:2,^2;  ^2) 
als  durch  ihre  Projectionen  gegeben  an,  so  sind  die  Projec- 
tionen  ihrer  geraden  Verbindungslinie  AB  die  geraden  Ver- 
bindungslinien A'B\  Ä'ß\  Ä"ß"  ihrer  gleichnamigen  Projec- 
tionen. Die  wahre  Länge  von  AB  bildet  mit  der  Länge  der 
Projection  ÄB\  Ä'B'%  Ä" B"  und  der  algebraischen  Differenz 
der  zugehörigen  pröjicierenden  Linien  Zj  — Zj,  y^ — y^y  ^\ — x^ 
respective  als  Katheten  je  ein  rechtwinkliges  Dreieck,  in  wel- 
chem sie  mit  der  ersteren  den  zugehörigen  Winkel  /Sf,  jSj;  /^s 
respective  einschliesst.     Man  hat  also  Äß  ^^  AB  .  cos  /?, ,  etc. 

Fig.  100. 


Oder:  Da  die  Punktreihe  in  ^^^  zu  ihrer  Parallelprojection 
perspectivisch  ähnlich  ist,  so  ist  das  Verkürzungsverhältniss 
A'B*  \  AB  ^^  const.j  es  ist  nämlich  «=  cos  /5, ,  etc.  Für  /S^  =  0 
entsteht  die  Gleichheit  der  entsprechenden  Reihen,  für  ß^  =  90^ 
wird  die  Horizontalprojection  der  Geraden  ein  Punkt. 

Die  Durchstossp unkte  S^,  S^,  S^  der  Geraden  (Fig.  101) 
fallen  mit  ihren  gleichnamigen  Projectionen  zusammen  und 
liegen  somit  in  den  gleichnamigen  Projectionen  der  Geraden 
und  in  den  Perpendikeln,  welche  man  auf  den  zugehörigen 
Axen  in  ihren  Schnittpunkten  mit  den  benachbarten  Projec- 
tionen errichten  kann.    (Vergl.  Fig.  97.) 
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Die  Schnittpunkte  der  Geraden  mit  den  Halbie- 
rungsebenen   haben    je  ^ig.  loi. 
eine   ihrer  Projectionen  in  \  ^ 
den    Halbierungslinien    der 
Azenwinkel^  nämlich  (Fig. 
101)  $,,  S^t'  die  erste,  ^j.,  J^,-  •^ 
die  dritte  und  ^y,  ^y*  die 
zweite,  und  sind  dadurch  be- 
stimmt. 

1)  Man  construiere  die  ge- 
rade Entfernung  von  zwei 
Punkten,  deren  erste  Projec- 
tionen nebst  den  Coordinaten 
z,  =  ö,  Zj  =»  —  3  gegeben 
sind ;  dazu  die  Winkel  ßi  der 
Verbindungslinie . 

2)  Man  projiciere  eine  Ge- 
rade aus  der  Angabe  von 
zweien  ihrerDarchstosspunkte. 

3)  Man  lege  durch  denselben  Punkt  zwei  Gerade. 

4)  Parallele  Gerade  haben  parallele  gleichnamige  Projectionen 
und  gleiche  Yerkürzungsverhältnisse;  die  Projectionen  der  Parallelen 
zu  Geraden  l^,-  liegen  also  unter  45^  zu  den  Axen.  Wodurch  unter- 
scheiden sich  die  von  Parallelen  zu  I),  I)x,  l)y^  ^«  von  einander? 

5)  Man  projiciere  zu  drei  Punkten  einer  durch  ihre  Projectionen 
gegebenen  Geraden  den  oder  die  vierten  harmonischen.  (§  16,  IS.) 

6)  Man  bestimme  aus  zwei  Projectionen  einer  Geraden  die 
dritte  Projection  derselben  und  ihre  drei  Durchstosspunkie. 

7)  Man  verzeichne  die  Projectionen  von  Geraden,  welche  zu 
einer  Projectionsaxe  respective  Projectionsebene  parallel  sind,  oder 
eine  solche  Axe  schneiden  respective  in  einer  solchen  Ebene  liegen. 

8)  Wenn  zwei  Projectionen  einer  Geraden  mit  der  zwischen- 
Hegenden  Axe  gleiche  Winkel  einschliessen,  so  ist  die  Gerade  zu 
einer  der  Halbierungsebenen  parallel;  wodurch  unterscheiden  sich 
dabei  die  Halbierungsebenen  H^,  H«,  etc.? 

Wodurch  charakterisieren  sich  die  Projectionen  einer  Geraden, 
die  in  einer  Halbiernngsebene  liegt?  Insbesondere  wenn  sie  zur 
zugehörigen  Projectionsaxe  parallel  geht? 

9)  Man  zeichne  durch  einen  in  einer  Geraden  ff  gegebenen 
Punkt  P  die  Parallelen  zu  den  Halbierungsebenen ,  welche  mit  ihr 
eine  Projection  gemein  haben.  Ist  p  eine  solche  Parallele ,  so  giebt 
die  Halbierungsebene ,  zu  der  sie  parallel  sein  soll ,  diejenige  ihrer 
Projectionen,  welche  unter  45^  zu  den  Axen  liegt;  aus  dieser  und 
der  in  die  gleichnamige  Projection  von  ff  fallenden  andern  Projec- 
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tion  ist  p  bestimmt.     Welche   zwei    der   geBUohten  Qeraden  haben 
einen  Punkt  zur  Projection? 

10)  Können  alle  drei  ProjecUonen  einer  Geraden  einander  pa- 
rallel sein,  und  wie  liegt  eine  solche  Qerade?  (§  49,  6.)  Parallel 
der  Geraden  1}^,  so  daas  durch  jeden  Punkt  eine  derselben  geht. 

51.    Die  Spureu  s,,  Sj,  Sj  einer  Ebene  schneiden  sich 
paarweise    in   der  jedesmal    zwiscfaenliegenden  Projectionsaxe 
(Fig.  102).    Von  den  Spuren  der  HalbieningBebenen  fallen  zwei 
Fig,  lot.  '1  die  bezQgliche  Pro- 

jectionsaxe ,  die  letzte 
in  eine  der  Halbiernnga- 
linien  der  von  den  bei- 
den andern  Projections- 
axen  gebildeten  Winkel. 
Von  jeder  der  sechs  Ge- 
raden hi  der  Ebene  ist 
also  eine  ihrer  Projec- 
tion en  ,  nämlich  von 
A,,  h,-  die  erste,  von 
hy,  h^  die  zweite,  and 
*  von  A„  hg-  die  dritte  Pro- 
jection gegeben.  Dies 
bestimmt  die  Projectio- 
neu  der  A,  und  somit 
anch  die  der  Punkte  H/. 
Verzeichnet  man  das  Spurendreieck  aus  seinen  drei  Seiten  durch 
Umlegung  um  die  eine  derselben,  etwa  <,  (also  Bestimmung 
Ton  Sy),  in  wahrer  Grösse,  so  erhält  man  durch  Beachtung  der 
Schnittpunkte  der  hi  mit  den  Seiten  desselben  die  wahre 
Figur  der  A,  und  Af.  der  Ebene  (Fig.  102).  Die  Schnitt- 
punkte der  hi  mit  den  Spuren  liegen  viermal  zu  dreien  in  einer 
Geraden;  denn  (vergl.  Fig.  93,  94  u.  95)  die  Halbierungspunkte 
der  zwölf  Kanten  eines  Würfels  liegen  viermal  zu  sechs  mit 
dem  Mittelpunkte  desselben  in  einer  Ebene. 

Alle  Geraden  dieser  Art  liegen  folglich  in  vier 
festen  Ebenen,  welche  die  Halbierungslinien  der 
Axenwinkel  zu  ihren  Spuren  haben  und  daher  nach 
§  47  und  dem  Folgenden  zu  den  Halbierungaaxen  ^, 
t)i>  ^ft  ^1  respective  normal  sind. 
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Jene  Geraden  sind  die  Polaren  h^^  hnx^  Ky,  K*  ^od  H^  Hxy 
Hy^  Hg  in  dem  Orthogonalsystem,  welches  für  0  als  Gentrum 
und  für  N  als  Hauptpunkt  in  der  betrachteten  Ebene  bestimmt 
wird.  (Ueberbiick  p.  114;  §  34,  4  u.  f.)  Jene  Ebenen  sind  als 
Hauptkreis-  oder  Diametral -Ebenen  den  Halbieruugsaxen  als 
ihren  Poldurchmessern  in  jeder  Kugel  vom  Mittelpunkt  0  con- 
jugiert.    (Vergl.  Bd.  II  und  III  dieses  Werkes.) 

Die  Normalen ,  die  man  vom  Anfangspunkt  0  auf  die  drei 
Spuren  «, ,  s^^  s^  fallen  kann,  sind  die  Projectionen  n,  n", 
n'"  der  Normale  n  von  0  auf  die  Ebene  (Fig.  103);  sie 
sind  auch  Spuren  und  zwar  erste,  zweite,  dritte  Spur  respec- 
tive  der  Ebenen  w,  0Z\  n,  0Y\  n,  OJC,  deren  andere  Spuren 
je  in  der  bezüglichen  Projectionsaxe  vereinigt  sind.  Nennen 
wir  die  Fusspunkte  dieser  Perpendikel  in  den  Spuren  respec- 
tive  A^,  A2,  A^y  so  enthalten  die  bei  0  rechtwinkligen  Drei- 
ecke OA^Sg,  OA^Sy,  OA^Sg,,  die  man  leicht  in  ihrer  wahren 
Gestalt  darstellt  —  vergleiche  die  Figur  —  bei  Ay,  A^,  A^  re- 
spective  die  Winkel  a^,  «2»  ^^' 

Liegt  auf  der  Ebene 
SxSySg  eine  Figur  von  be- 
liebiger Begrenzung  und 
von  der  Flache  F  und  den- 
ken wir  sie  durch  äqui- 
distaute  Parallelen  zu  einer 
der  Spuren  und  zur  zu- 
gehörigen Hohe  des  Spu- 
rendreiecks in  gleiche  sehr 
kleine  Rechtecke  getheilt, 
so  zeigt  die  Projection  der 
Parallelensysteme,  welche 
der  besagten  Spur  entspricht,  dass  die  Projectionen  der  Recht- 
ecke in  ihr  dieselbe  Grundlinie,  wie  im  Original  haben  und 
dass  ihre  Hohen  im  Verhältniss  1  :  cos  ai  verjüngt  sind.  Wir 
schliessen  daraus,  dass  die  Flächen  der  Projection  und 
des  Originals  einer  ebenen  Figur  in  dem  Verhältniss 
cos  ofj :  1  stehen,  d.  i. 
FiF'  i  F":/""=l :  cosa,  ico^a^ito^cc^^^^^liA^iA^iA^  nach §43. 

Zwei  beliebige  Ebenen  schneiden  einander  in  einer 
Geraden,   welche  die  Durchschnittspunkte  der  gleichnamigen 
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Spuren  derselben  zu  ihren  Durchstosspunkten  und  offenbar 
ebenso  die  Darcbschnittspunkte  der  gleichnamigen  hi  derselben 
zu  ihren  $,-  Punkten  hat;  dies  giebt  Mittel  zur  Angabe  der 
Projectionen  der  Schnittlinie  von  zwei  Ebenen  und  des  Durch- 
schnittspunktes Yon  drei  Ebenen. 

1)  Man  bestimme  aus  zwei  Spuren  einer  Ebene  die  fehlende 
Spur  derselben. 

2)  Man  trage  die  Spuren  der  nach  ihrem  Spurendreieck  in 
Aufg.  1^  §  47  bestimmten  Ebenen  nach  ihren  möglichen  Lagen  in 
den  acht  Octanten  ein  —  natürlich  mittelst  der  durch  die  Um- 
legungen  von  0  bestimmten  Axenabschnitte  mit  den  möglichen 
Wechseln  des  Sinnes. 

3)  Man  bestimme  die  sämmtlichen  Projectionen  der  Geraden 
hi  der  Ebene  S  aus  den  Spuren  derselben;  damit  auch  die  Projec- 
tionen des  Vierecks  der  Hi.  Die  Darchstosspunkte  der  hi  liegen 
in  den  Spuren  von  S  und  den  Halbierungslinien  der  Axenwinkel ; 
sie  liegen  auch  zu  dreien  in  den  geraden  Linien,  in  denen  die 
Ebene  8  von  den  Normalebenen  der  Würfelpunktlinien  l^j  oder 
Hn,  Hm,  Hny,  Hm«  gcschnitten  werden  —  nämlich  5, ,  Sj,  S^  von 
hx't  hy'y  h,'  in  der  Schnittlinie  mit  H»,  von  hx'^  hy^  h,  in  der  mit 
H«r,  etc. 

4)  Dasselbe  insbesondere  für  die  speciellen  Fälle  in  4  bis  7 
des  §  47. 

5)  Man  verzeichne  die  Spuren  der  drei  projicierenden  Ebenen 
einer  Geraden,  welche  durch  zwei  ihrer  Projectionen  oder  Durch- 
stosspunkte  bestimmt  ist. 

6)  Man  bestimme  aus  einer  Projection  einer  Geraden  ff  in  ge- 
gebener Ebene  S  die  andern  Projectionen  derselben,  indem  man 
sie  als  die  Schnittlinie  der  Ebene  S  mit  der  durch  jene  Projection 
bestimmten  projicierenden  Ebene  betrachtet. 

7)  Parallele  Ebenen  haben  parallele  gleichnamige  Spuren. 
Wenn  die  gleichnamigen  Spurenpaare   von  zwei  Ebenen  sich 

verkehrt  decken,  so  ist  ihre  Dnrchschnittslinie  die  zugehörige  ge- 
meinsame Gerade  ^j,  z.  B.  für  s^  als  mit  $2*  und  ^2  °^i^  ^i"**  i^ 
Deckung  die  Gerade  A^'f  etc. 

8)  Wenn  in  6)  die  gegebene  Projection  der  Geraden  ff  der 
gleichnamigen  Spur  der  Ebene  S  parallel  ist,  so  sind  ihre  beiden 
andern  Projectionen  den  anliegenden  Projectionsaxen  parallel. 

9)  Man  verzeichne  zu  einem  Punkte  A  in  gegebener  Ebene  S, 
von  welchem  eine  Projection  bekannt  ist,  die  beiden  andern  Pro- 
jectionen —  indem  man  durch  jene  eine  Gerade  zieht,  die  man 
als  gleichnamige  Projection  einer  Geraden  in  der  Ebene  betrachtet 
(6);  speciell  eine  Parallele  zu  einer  Spur  der  Ebene  (8). 

10)  Man  verzeichne  die  Projectionen  der  Geraden -<4, 5,,  ^2 5y, 
A^Sg\Fig.  103)  einer  durch  ihre  Spuren  gegebenen  Ebene  und  damit 
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die  Frojecüonen  des  Fusspunktes  N  der  Normale  vom  Anfang^spunkt 
0  auf  die  Ebene,  so  wie  die  wahre  Länge  von  ON. 

11)  Man  bestimme  die  Projeetionen  des  Durcbscbnittspunktes 
D  der  durch  zwei  Projeetionen  bestimmten  Geraden  g  mit  einer 
durch  zwei  ihrer  Sparen  bestimmten  Ebene  S  —  indem  man  eine 
Projection  von  g  als  gleichnamige  Projection  einer  in  S  gelegenen 
Geraden  g*  ansieht  und  den  Schnittpunkt  von  g  mit  g*  ermittelt; 
oder  indem  man  eine  beliebige  von  den  durch  g  gehenden  Ebenen 
so  benutzt,  wie  hier  ihr  bezügliche  projicierende  Ebene. 

12)  Man  lege  durch  eine  aus  g'  und  -g*'  bestimmte  Gerade  g 
die  drei  Ebenenpaare,  welche  je  mit  zwei  Projectionsebenen  gleiche 
Winkel  machen.  Man  bestimmt  die  Purchstosspunkte  5|,  iSj,  ^3 
der  Geraden  und  zieht  durch  jeden  derselben  die  Parallelen  zu  den 
Halbierungslinien  der  Axenwinkel  als  die  s^  des  ersten,  die  ^2  ^^^ 
zweiten  und  die  ^3  des  dritten  Ebenenpaars,  aus  denen  die  jedes- 
mal andern  Spuren  sich  ergeben.  Die  gefundenen  Ebenen  sind  die 
Normalebenen  zu  den  Ebenen  Ha; ,  H^-,  .  . .  ^  welche  durch  die  Ge- 
rade gehen.    (Vergl.  §  10,  6.) 

13)  Man  bestimme  zu  drei  durch  dieselbe  Gerade  g  gehenden 
Ebenen  die  vierte  harmonische  Ebene  bei  bestimmter  Zuordnung, 
oder  die  drei  vierten  harmonischen  Ebenen;  z.  6.  die  zu  den  drei 
projicierenden  Ebenen  der  Geraden. 

Eine  Involution  von  Ebenen  ist  durch  zwei  Paare  von  ent- 
sprechenden Ebenen,  respective  deren  Spuren,  gegeben;  man  be- 
stimme zu  einer  gegebenen  fünften  Ebene  derselben  die  entspre- 
chende.   (§  20,  14  f.  §  2ö,  6.  §  31,  1.) 

14)  Man  verzeichne  die  vom  Punkte  A  ausgehende  Normale 
einer  durch  ihre  Spuren  bestimmten  Ebene  8  und  bestimme  den  Ab- 
stand der  Ebene  von  Ä  mittelst  ihres  Schnittes  B  mit  der  Normale. 

15)  Die  gleichnamigen  Spuren  von  drei  Ebenen,  welche  eine 
trirectanguläre  Ecke  bilden,  sind  die  Seiten  eines  Dreiecks,  wel- 
ches die  gleichbenannte  Projection  ihres  Schnittpunktes  zum  Höhen- 
schnittpunkt hat.    (Vergl.  §  10,  15.  §  47,  1.) 

16)  Man  verzeichne  die  Spuren  der  Ebene,  welche  durch  zwei 
parallele  oder  zwei  sich  schneidende  Gerade  bestimmt  ist. 

17)  Man  construiere  die  Spuren  der  durch  einen  gegebenen 
Punkt  B  gehenden  Normalebene  zu  einer  durch  ihre  Projeetionen 
bestimmten  Geraden  ^,  (§  47)  —  mit  Hilfe  der  durch  B  gehenden 
Parallele  zu  einer  Spur  dieser  Normalebene;  analog  die  Parallel- 
ebene durch  B  zu  einer  gegebenen  Ebene. 

18)  Man  verzeichne  durch  die  Gerade  g  die  Normalebene  zu 
der  durch  ihre  Spuren  s^y  s^  bestimmten  Ebene,  —  mit  Hilfe  der 
Normalen  aus  einem  Punkte  von  g  auf  die  Ebene. 

19)  Man  lege  durch  eine  Gerade  g  die  Parallelebene  zu  einer 
andern  gegebenen  Geraden  /  —  mittelst  einer  Parallelen  zu  /  aus 
einem  Punkte  von  g. 
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20)  Man  constraiere  die  Projectionen  und  die  wahre  Länge 
der  kürzesten  Entfernung  von  zwei  durch  ihre  Projectionen  gegebenen 
Geraden  g  und  /.    (Vergl.  §  10,  13.) 

52.  Die  Bestimmung  einer  Ebene  durch  ihre  Spuren 
oder  Axenschnittpuukte  ist  ein  Specialfall  ihrer  allgemeineren 
Bestimmung  durch  drei  Punkte  A^  B,  C  oder  durch  zwei 
sich  schneidende  Gerade  g^  L  Daher  ist  die  Construc- 
tion 

a)  des  Schnittpunktes  D  der  Ebene  mit  einer 
nicht  in  ihr  liegenden  Geraden  g^  und 

b)  der  Schnittlinie  d  von  zwei  Ebenen  g^  l\  g^y  /| 
mit  einander  ohne  Vermittelung  der  Spuren  möglich. 

Um  D  zu  construieren  betrachtet  man  z.  B.  (Fig.  104)  g^' 
als  zweite  Projection  einer  in  der  Ebene  gl  gelegenen  Geraden 
g*  —  also  als  ^j*"  —  und  bestimmt  ^,*'  durch  Berücksich- 
tigung ihrer  Schnittpunkte  mit  g  und  /;  dann  ist  der  Schnitt- 
punkt von  ^1*'  mit  g  die  erste  Projection  D'  von  D.  In  ganz 
analoger  Weise  findet  man  D'\  D'"  direkt  durch  Betrachtung 
z.  B.  der  ersten  Projection*,  sonst  ergeben  sie  sich  aus  Ü, 

Fig.  104.  Fig.  105. 


Man  construiert  sodann  d^  indem  man  (Fig.  105)  die 
Punkte  Ay  B  bestimmt,  in  welchen  g^  und  \  die  Ebene  gl^  oder 
die  Punkte  (7,  D,  m  welchen  g  und  /  die  Ebene  g^l^  schneiden, 
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—  also  durch  zwei-,  drei-  oder  vierfache  Wiederholung  des 
vorigen  Verfahrens.  Unter  den  zur  Benutzung  stehenden  vier 
Punkten  liefern  diejenigen  (^,  B  in  der  Figur)  das  genaueste 
Resultat;  welche  den  grössten  Abstand  von  einander  haben. 

Sind  die  Ebenen  durch  zwei  Dreiecke  von  den  Seitenlinien 
fff  l,  h]  ffi,  lit  hl  bestimmt  und  dargestellt,  so  liefert  auf  dem- 
selben Wege  jede  der  Seiten  des  einen  Dreiecks  einen  Schnitt- 
punkt mit  der  Ebene  des  andern  und  man  erhält  die  Schnitt- 
linie der  Ebenen  durch  zwei  gut  gewählte  unter  ihnen.  Dies 
liefert  die  zweckmässigen  Mittel  zur  Bestimmung  der  Durch- 
schnittslinien begrenzter  ebener  Flächen;  es  ist  offen- 
bar, dass  eine  solche  Durchschnittslinie  nur  in  der  Figur  er- 
scheint, so  weit  sie  innerhalb  der  beiden  begrenzten  Flächen 
zugleich  liegt  —  in  unserer  Figur,  in  der  h  und  h^  nur  durch 
d  vertreten  sind,  die  Strecke  zwischen  B  und  C, 

1.)  Man  construiere  den  Durchscbnittspunkt  B  der  Dreiecks- 
ebene ABC  mit  der  Geraden  zwischen  den  Punkten  E  und  F, 

2)  Man  zeichne  die  Projectionen  der  Durchscbnittslinie  d  der 
Dreiecksebenen  ABC  und  BEF. 

3)  Man  bestimme  in  der  durch  zwei  sich  schneidende  oder  zwei 
parallele  Gei*ade  ^,  /  gehenden  Ebene  Parallelen  zu  den  Spuren  s^ 
und  ^2  derselben  durch  einen  beliebigen  in  ihr  gelegenen  Punkt  A 
und  damit  die  Normale  n  der  Ebene  in  diesem  Punkte. 

4)  Man  entscheide,  ob  ein  durch  seine  Projectionen  gegebener 
Punkt  A  in  der  Ebene  der  Geraden  ffj  l  liegt,  und  eventuell  in 
welchem  Sinne  und  Betrag  er,  in  der  Kiebtung  o;,  y  oder  z  ge- 
messen, von  ihr  entfernt  ist. 

5)  Man  zeichne  die  Geraden  hi  einer  durch  zwei  Gerade  g^  l 
bestimmten  Ebene  —  indem  man  wie  in  §  51  die  in  den  Halbie- 
rungslinien der  Äxenwinkel  gelegenen  Projectionen  derselben  be- 
nutzt.   - 

6)  Man  construiere  die  Projectionen  der  Geraden  Ä,',  Ä,'  in 
der  Ebene  gl^  deren  zweite  und  dritte,  respective  erste  und  zweite 
Projectionen  sich  decken. 

7)  Durch  einen  Punkt  A  soll  man  die  Normalebene  zu  einer 
Geraden  g  verzeichnen  mittelst  der  Parallelen  h  und  tf  zu  ihren 
beiden  ersten  Spuren  durch  A\  sodann  ist  der  Schnittpunkt  B  der- 
selben mit  g  und  die  wahre  Länge  von  AB  anzugeben. 

8)  Ein  Rechteck  ABCB  zu  projicieren,  wenn  gegeben  ist  die 
Linie  einer  Seite  AB^  die  darin  liegende  Ecke  A  und  die  nicht 
benachbarte  Ecke  C  ausser  ihr. 

9)  Man  bestimme  den  Mittelpunkt  M  der  durch  vier  Punkte 
A^  By  C^  B  gehenden  Kugel.     Offenbar  erhält  man  ihn  als  den 
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Schnittpunkt  der  Normalebenen  zu  den  Kanten  ÄDy  BD^  CD  re- 
spectiye  durch  ihre  Halbierungspunkte;  und  man  bestimmt  diesen 
nach  der  Methode  des  Textes  aus  den  durch  diese  Mitten  gezogenen 
Spurparallelen  derselben  (vergl.  §  51,  17).  Die  wahre  Grösse  von 
MÄ  =  MB  =  MC=^  MD  giebt  den  Radius. 

10)  Ebenso  bestimmt  man  einen  geraden  Kreiskegel  aus  drei 
Punkten  A^  B^  C  seines  Basiskreises  und  seiner  Höhe  h\  man  con- 
struiert  die  Schnittlinie  der  Normalebenen  zm  AB  und  zxx  BC  durch 
ihre  respectiven  Mitten,  bestimmt  ihren  Schnitt  mit  der  Ebene  ABC 
(den  Basismittelpunkt)  und  trägt  in  ihr  von  demselben  aus  die  Höhe 
h  ab,  wodurch  man  die  zwei  Lagen  der  Spitze  erhält. 

53.  Die  geraden  Linien  h^',  h^y  Ay  einer  Ebene  haben  (die 
zweite  in  einem  besondern  Sinne)  die  Eigenschaft^  dass  eine 
ihrer  Projectionen  —  nämlich  respective  die  dritte  ^  zweite, 
erste,  —  in  einer  Halbierungslinie  der  Axenwinkel  liegt,  und 
dass  ihre  beiden  andern  Projectionen  sich  decken, 
so  dass  alle  ihre  Punkte  ein  Paar  sich  deckender  Projectionen 
zeigen.  Für  die  Gerade  hy'  modificiert  sich  dies  in  der  Weise, 
dass  ihre  erste  und  dritte  Projection  zur  Deckung  kommen 
würden,  sobald  man  durch  eine  Drehung  der  einen  um  90^  die 
beiden  Äxen  OV^  und  OF^  zur  Deckung  brächte. 

Da  jede  Gerade  g  der  Ebene  diese  Geraden  h^',  h^'  schnei- 
den muss  —  von  /y  soll  der  erwähnten  Besonderheit  wegen 
abgesehen  werden  — ,  so  erhält  man  die  Sätze:  Die  Projec- 
tionen g\  g'  einer  jeden  Geraden  g  derselben  Ebene 
schneiden  sich  in  einem  Punkte  der  Geraden  hj'\ 
welche  ihr  entspricht.  Die  Projectionen  ^",  ^'"  einer 
jeden  Geraden  g  der  Ebene  schneiden  sich  in  einem 
Punkte  der  Geraden  Äv'V",  welche  derselben  ent- 
spricht. Oder  in  andern  Worten :  Die  beiden  ersten  Pro- 
jectionen eines  ebenen  Systems  sind  affine  Figuren 
in  perspectivischer  Lage  für  die  Richtung  der  Axe 
z  als  Gentrum  und  für  die  Gerade  hj^'*  der  Ebene 
des  Systems  als  Axe  der  Affinität.  Die  zweite  und 
dritte  Projection  eines  ebenen  Systems  sind  affine 
Figuren  in  perspectivischer  Lage  für  die  Richtung 
der  Axe  x  als  Centrum  und  für  die  Gerade  ä/'»'"  als 
Axe  der  Affinität.  Es  lässt  sich  das  auch  als  Folge  von 
§  45  auffassen. 

Demgemäss  sind    zwei   Parallelprojectionen   eines  ebenen 
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Systems  bestimmt  aus  der  einen  Projection  seiner  Punkte  A, 
B,  C,   ...y  der  Affinitatsaxe  beider  Fig.  loe. 

Projectionen  und  der  andern  Projec- 
tion eines  Punktes  A  im  System;  z.  B. 
die  beiden  ersten  aus  A^',  ß\  C'\  . . .; 
V'";  A\  Schneidet  Ä'B"'  (Fig.  106) 
die  Gerade  hj''  in  1'*",  so  liegt  B^ 
in  der  Geraden  V"ji  und  in  der  Pa- 
rallelen zur  Axe  z  durch  ff\ 

Durch  die  beiden  Affinitätsaxen 
hj"  und  Ä/'»"'  ist  eine  Ebene  be- 
stimmt; und  mit  Hilfe  derselben  con- 
struiert  man  daher  zu  einer  Projec- 
tion eines  Punktes  A  oder  einer  Geraden  g  der  Ebene  (Fig.  107) 
die  andern  Projectionen.  Man  bemerke^  dass  As'"  und  V  in 
der  einen  Halbierungslinie  ^    ^^^ 

der  Axenwinkel  liegen  ^  in 
welcher  auch  die  Affinitäts- 
axen selbst  sich  schneiden 
müssen^  da  der  Schnittpunkt 
Hy  derselben  die  Coordina- 
ten  (ö,  — a,  a)  hat.  (Vergl. 
§  49,  6.)  Natürlich  können 
beide  Affinitätsaxen  der 
Ebene  durch  die  üonstruc- 
tion  Ton  H^''"'  zugleich  be- 
stimmt werden^  d.  h.  des 
Durchschnittspunktes  ihrer 
Ebene  mit  der  Halbierungs- 
axe  hy  oder  der  Geraden, 
deren  sämmtliche  Projectionen  in  die  von  unten  links  nach 
oben  rechts  gehende  45^  Linie  durch  0  fallen. 

Allgemein  durfte  man  sohliessen:  Weil  die  Systeme  der 
ersten  und  zweiten  Projection  des  ebenen  Systems  mit  diesem 
selbst  affin  sind,  so  sind  sie  auch  unter  einander  affin  (§  44,  3), 
und,  da  die  Vereinigung  der  Systeme  in  der  Zeichnungsebene 
dieselben  in  perspectivischer  Lage  zeigt,  das  Centrum  in  der 
zur  Axe  OX  normalen  Richtung,  so  müssen  sie  auch  eine  Axe 
der  Affinität   besitzen  (§  23,  6),    die   durch  drei  Paare   ent- 
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sprechender  Pankte  bestimmt  ist  und  jedenfalls  den  bezüglichen 
Axeuschnittpunkt  der  Ebene  als  sich  selbst  entsprechend  und 
aus  demselben  Grunde  den  Punkt  von  drei  zusammenfallenden 
Projectionen  enthalten  muss. 

Aus  ^^:J^:J^='F':T'":'P"' folgt  Ji'.J^^J^^f  -^2--^s='^28» 
^3 :  z^f  s=  ^31  zur  Bestimmung  der  Charakteristiken  der  Affinitäten, 
in  welchen  die  Projectionen  der  Ebene  zu  einander  stehen.  Es 
ist  ^,2  "^23^31  =  ^'  ^^^  ^n  ^^^  "^28  bestimmen  sich  J^y  J^,  J^\ 
denn  Jk\l  +  ^.i'  +  4*')  =  1-  (§  47.)  Für  a^  =  90«  wird 
j^  =0  und  damit  auch  J^^  «=  0,  ^3,  =  00;  Ä^:'  •'  ifallt  in  die 
Horizontalprojection;  ^23  äll6i<i  bestimmt  J2  ^^^  ^3-  ^^  ^^ 
Bestimmung  einer  Ebene  durch  zwei  ihrer  J^  oder  die  Flächen- 
yerhältnisse  ihrer  Projectionen  siehe  unten  Beispiele. 

Da  die  Affinitätsaxen  des  Originalsystems  mit  seinen  Pro- 
jectionen die  Spuren  des  ebenen  Systems  sind  (vergl.  §  54), 
so  ergiebt  sich,  dass  die  vorzugsweise  bequemen  Be* 
stimmungsweisen  des  ebenen  Systems  durch  Paral- 
lelprojection ohne  Ausnahme  die  Axen  dieser  Affi- 
nitäten als  Hauptbestimmungsstücke  benutzen. 

Wir  haben  im  Vorigen  die  Lehre  von  den  Affinitätsaxen 
der  Ebene  völlig  elementar  begründet,  können  aber  dieselbe 
leicht  und  mit  Yortheil  auch  mit  der  allgemeinen  Theorie  in 
Verbindung  setzen.  Sowie  im  Falle  der  centrischen  CoUinea* 
tion  ebener  Systeme  die  Collineationsaxe  und  der  nach  dem 
GoUineationscentrum  gehende  Strahl  die  Doppelstrahlen  der 
projectivischen  Büschel  entsprechender  Strahlen  beider  Systeme 
aus  einem  beliebigen  Punkte  ihrer  Axe  sind,  so  sind  hier  für 
den  Punkt  Sx  resp.  S,  der  Ebene  die  Normale  zur  Axe  x  resp. 
zur  Axe  z  der  eine  Doppelstrahl  und  die  Affinitätsaxe  hx'" 
resp.  Ä/'»'"  der  andere  Doppelstrahl  der  bezüglichen  Büschel, 
d.  h.  der  beiden  benachbarten  Projectionen  eines  von  S^  resp. 
S,  ausgehenden  Strahlenbüschels  in  der  Ebene;  und  dieselben 
sind,  da  man  den  einen  Doppelstrahl  als  Normale  zur  Axe  x 
resp.  z  kennt,  durch  zwei  entsprechende  Paare  bestimmt.  In 
Fig.  106  ist  durch  SxA\  S^Ä'  ein  erstes,  durch  Sxß\  S^B"  ein 
zweites  Strahlenpaar  der  Büschel  gegeben,  die  die  Normale  zu 
X  in  Sx  zum  ersten  Doppelstrahl  haben  und  als  deren  andern 
Doppelstrahl  man  die  Affinitätsaxe  hj*''  findet;  ebenso  würde 
es  für  den  Punkt  5,  mit  der  Normalen  zur  Axe  z  als  Doppel- 
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strahl  und  den  Paaren  S,A\  S,Ä"  und  S,B'\  S,ff"  sein.  Wären 
die  Spuren  s^yS^^  s^  der  Ebene  bekannt^  so  bildeten  bei  S^  die 
Spur  5|  und  die  Axe  x  das  erste  und  die  Axe  x  und  die  Spur 
^2  das  zweite  Paar;  wenn  man  also  über  der  Länge  SxO  als 
Durchmesser  einen  Hilfskreis  beschreibt ,  so  liefert  die  Verbin- 
dungslinie seiner  Schnittpunkte  mit  den  Spuren  s^  und  s^  in 
0^  den  Fusspunkt  von  hj".  Ebenso  bilden  bei  5«  die  Spur  $^ 
und  die  Axe  z  das  eine  und  die  Axe  z  und.  die  Spur  s^  das 
andere  Paar  und  die  Sehne  zwischen  diesen  Spuren  in  dem 
über  OSg  als  Durchmesser  beschriebenen  Hilfskreis  schneidet  x 
in  demselben  Punkte  wie  h/*"\  Oder  da  die  Construction  des 
zweiten  Doppelstrahls  aus  zwei  Paaren  und  dem  ersten  Doppel* 
strahl  linear  mit  dem  Lineal  allein  gemacht  werden  kann,  in- 
dem man  die  beiden  vereinigten  Büschel  durch  zwei  Parallelen 
zum  ersten  Doppelstrahl  schneidet  und  das  Perspectivcentrum 
der  darin  entstehenden  nicht  nur  projectivischen  sondern  per- 
spectiyischen  (natürlich  auch  ähnlichen)  Reihen  als  einen  Punkt 
des  zweiten  Doppelstrahls  erkennt,  so  erhält  man  z.  B.  aus  den 
Spuren  ^2  ^^^  ^3  ^i^  Affinitätsaxe  ^/'»"^  wie  folgt:  Man  zieht 
eine  zur  Axe  z  normale  Gerade  und  verbindet  ihren  Schnitt 
mit  z  mit  Sj,^  ihren  Schnitt  mit  s^  mit  0^  den  Schnittpunkt 
beider  Verbindungslinien  aber  mit  S,. 

Hätte  man  wie  in  Fig.  106  den  Punkt  V"  der  Affinitätsaxe 
Ä,'»"  aus  den  Projectionen  Äff^  Ä'ß'  der  Seite  AB^  so  geben 
diese  selbst  das  eine  Paar  und  die  von  T*"  nach  C\  C"  gehenden 
Strahlen  ein  zweites  Paar  der  projectivischen  Büschel,  sowie  die 
Normale  zu  x  durch  V^"  den  einen  Doppelstrahl  und  man  erhält 
wieder  die  Affinil^tsaxe  als  den  andern  Doppelstrahi  —  mit  dem 
Zirkel  am  besten  durch  einen  HilfskreiSi  der  die  Normale  zu  x 
in  1''"  berührt;  mit  dem  Lineal  durch  das  Perspectivcentrum  der 
in  Parallelen  zu  dieser  Normale  aus  beiden  concentrischen  projec- 
tivischen Büscheln  entstehenden  perspectivisch-ähnlichen  Reihen- 

Man  erhält  endlich  die  Richtung  dieser  Affinitätsaxe  aus 
den  Horizontal-  und  Verticalprojectionen  a^  }>  und  a",  V  von 
zwei  sich  schneidenden  Geraden  a  und  b  als  die  des  zweiten 
Doppelstrahls  in  den  durch  die  Normale  zu  x  als  ersten  Doppel> 
strahl  und  die  Strahlen  a'y  h"  mit  den  Parallelen  zu  a\  V 
durch  ihren  Schnittpunkt,  als  ihre  entsprechenden,  gebildeten 
concentrischen  und  projectivischen  Büscheln. 
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Sollen  beide  Doppelstrahlen  zusammenfallen^  so  kann  dies 
nur  in  der  Normalen  zu  x  für  hx''"  und  in  der  Normalen  zu 
z  für  h/'*'"  geschehen,  d.  h.  so,  dass  die  Affinitatsaxe  zwischen 
den  beiden  ersten  Projectionen  die  Richtung  ihrer  Collinea- 
tionsstrahlen  und  die  Affinitatsaxe  zwischen  der  zweiten  und  der 
dritten  Projection  die  Richtung  der  GoUineationsstrahlen  zwischen 
diesen  enthält  (vergl.  §  22^).  Wir  erhalten  also  die  specielle 
Form  der  Affinität,  die  als  Flächengleichheit  bezeichnet 
worden  ist;  im  ersten  Falle  F'  =  F"  oder  a^  •=  a^  und  z/|  ^  J^, 

-^^,2  =  1,  im  zweiten  F"  =  /""  oder  a^'^^zf  ^2  =  -^s^  -^2»  =  i- 
Dann  bestimmt  ein  einziges  Paar  die  Projectivität,  d.  h.  durch 
eine*  Gerade  von  gegebenen  Projectionen  a,  d'  oder  d\  ä"  geht 
nur  eine  Ebene  dieser  Art.  Nach  §  51  sind  ihre  Spuren  5, ,  s^ 
gleichgeneigt  und  symmetrisch  zur  Axe  x  resp.  ihre  Spu- 
ren ^2»  h  gleichgeneigt  und  symmetrisch  zur  Axe  z;  sie  selbst 
ist  normal  zur  Ebene  H«  resp.  'S.,.    (Vergl.  §  51,  12.) 

Wenn  dagegen  die  Spuren  «,  und  s^  gleichgeneigt  zur 
Axe  X  sind  und  zusammen  fallen,  so  ist  die  Ebene  normal 
zur  Halbierungsebene  H^^-;  denn  die  beiden  ersten  Projectionen 
ihrer  Normalen  aus  beliebigen  Raumpunkten  sind  parallel  und 
aus  Punkten  von  H^  in  Deckung,  so  dass  diese  Normalen  in  H«* 
liegen.  Es  wird  /*'«=  —  F'\  ^\2'=^  —  1  luid  die  Affinitötsaxe 
hx'*'  ist  der  zur  Normalen  zu  x  conjugierte  harmonische  Strahl 
in  Bezug  auf  die  Linie  der  Spuren  und  die  Axe  Xy  oder  h^*'" 
geht  nach  der  Mitte  der  Strecke  OS,  der  Ebene.  In  der  That 
ist  durch  das  Zusammenfallen  von  s^  und  s, '  ^  ^^^  Geraden 
der  Spuren  und  von  5/'  und  5/  in  der  Axe  x  das  yertausch- 
bare  Entsprechen  dieser  Strahlen  und  damit  nach  §  20  die 
Involution  der  concentrischen  projectivischeu  Büschel  bedingt. 
Durch  eine  gegebene  Gerade  geht  immer  auch  eine  einzige 
Ebene  dieser  Art.  (Vergl.  §  51,  12.)  Mit  F'^F"  folgen  die  ent- 
sprechenden Ecken  der  beiden  ersten  Projectionen  eines  Poly- 
gons in  gleichem  Sinne,  mit  /"'<»  —  F"  folgen  sie  in  ent- 
gegengesetztem Sinne  auf  einander;  ebenso  für  /* "  «» -f- /"" 
und  die  zweite  und  dritte  Projection. 

So  liefert  uns  die  Theorie  der  Charakteristik  (§  19)  die 
Unterscheidung  der  Flächen  nach  dem  Vorzeichen 
des  Inhaltes  als  nach  dem  Sinne,  in  welchem  ihre  Umfange 
umlaufen  werden.   Natürlich  gilt  dies  Alles  auch  für  J^^  «=  4:  ^ 
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und  man  erkennt  leicht  die  Regel;  dass  für  Ebenen ,  deren 
Spuren  mit  derselben  Seite  der  zwischenliegenden  Projections- 
axe  spitze  Winkel  einschliesseu;  die  zugehörigen  /ii  von  glei- 
chem Zeichen  und  die  Affinität  zwischen  den  zugehörigen 
Projectionen  von  positiver  Charakteristik  sind;  und  umgekehrt 
bei  der  Lage  der  spitzen  Winkel  an  entgegengesetzten  Seiten 
der  Axe.  Man  schliesst  also  auch  umgekehrt  aus  der  Gleich- 
heit und  dem  Gegensatze  des  Sinnes  der  Projectionen  derselben 
ebenen  Figur  auf  die  bezügliche  Lage  ihrer  Ebenen.  Beispiels- 
weise sind  in  Fig.  102  und  103  Ebenen  mit  /i^^^=  —  k^  und 
resp.  ^,2  «*=  +  A:2,  in  Fig.  104  und  105  sind  gl  und  resp.  ^,/, 
von  positivem  /i^^^  in  Fig.  105  die  Ebene  gl  von  negativem; 
in  Fig.  106  ist  J^^  ^^^  ^^  ^^8«  1^7  sind  J^^  und  J^  positiv. 
In  den  Figuren  116  sind  die  Ikosaederflächen  9  11  12  und  93  8 
resp.  von  positivem  und  negativem  /i^^y  ^^  ^^^S-  1^^  is^  ^^^ 
Würfelfläche  NTSR  und  in  Fig  124  die  Pyramidenfläche  MCD 
von  negativem ;  hier  die  Pyramidenfläche  MBB  von  positivem 
A^^  Für  die  Bestimmung  der  Ebene  durch  ihre  Ai^  verweisen 
wir  auf  die  Beispiele. 

Wir  lenken  unter  den  Beispielen  die  Aufmerksamkeit  auf 
die  Darstellung  des  durch  fünf  Punkte  (oder  was  dem  äquiva- 
lent ist)  bestimmten  Kegelschnittes  mittelst  zv^eier  Orthogonal- 
projectionen.  Für  die  Parallelprojectionen  der  Kegelschnitte 
entspringen  aus  dem  Zusammenhalt  von  §  22^  über  die  unendlich 
ferne  Lage  der  Gegenaxen  mit  §  32  über  die  Involutionseigen- 
schaften die  Sätze :  Die  Parallelprojection  des  Mittelpunktes  eines 
Kegelschnittes  ist  der  Mittelpunkt  seiner  Projection  (§  33;  19) ;  die 
Projection  seiner  Durchmesser-Involution  ist  die  Durchmesser- 
Involution  seiner  Projection  ^  insbesondere  siud  auch  die  Projec- 
tionen seiner  Asymptoten  die  Asymptoten  seiner  Projectionen. 
Die  Projectionen  seiner  Axen,  Brennpunkte  und  Directrixen  sind 
aber  nicht  die  Axen^  etc.  seiner  Projectionen  (vergl.  §  33;  6  u.  §  36). 
Die  Parallelprojectionen  von  Kreisen  und  gleichseitigen  Hyperbeln 
sind  Ellipsen  und  ungleichseitige  Hyperbeln,  etc.;  alle  Parallel- 
projectionen eines  Kegelschnittes  sind  von  gleicher  Art  mit  ihm 
selbst;  d.  h.  sie  sind  Ellipsen^  Parabeln,  Hyperbeln  mit  ihm  selbst. 
Für  die  Darstellung  ist  in  diesem  Betracht  auf  §  33  zu  verweisen. 

1)  Man  bestimme  aas  den  Affinitätsaxen  einer  Ebene  die  Sparen 
derselben  mittelst  ihrer  in  den  Projeetionsaxen  gelegenen  Projectionen. 
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2)  Man  constmiere  den  Darchschnittspunkt  B  einer  Geraden  g 
mit  der  dnrch  ihre  Affinitätsaxen  hx''\  hj'*"  bestimmten  Ebene. 

3)  Ebenso  die  Dorchschnittslinien  von  zwei  Ebenen,  welche 
durch  ihre  respectiven  AfQnitätsaxen  bestimmt  sind ;  und  den  Schnitt- 
punkt von  drei  Ebenen  aus  den  Affinitfitsaxen. 

4)  Man  construiere  die  Transversale  der  Geraden  g  und  /  aus 
dem  Punkte  A  oder  in  gegebener  Bichtung  h  mit  Benutzung  der 
Affinit&tsaxen  der  Ebenen  Ä^  g  und  Ä^  l,    (Vergl.  §  8,  8.) 

5)  Man  verzeichne  die  Durchschnittslinie  einer  durch  ihre  Affi- 
nitätsaxen  bestimmten  Ebene  mit  der  Ebene  eines  gegebenen  Drei- 
ecks ABC, 

6)  Zeichne  ein  Büschel  von  Ebenen  mit  gemeinsamer  Afßni- 
tätsaxe  Äa-''". 

7)  Wenn  die  Affini tätsaxe  h,/"  normal  zur  Axe  OX  ist,  so 
sind  die  erste  und  zweite  Spur  einer  zugehörigen  Ebene  entspre- 
chende Strahlen  einer  symmetrischen  Involution,  welche  die  Geraden 
hj"  und  X  zu  ihren  orthogonalen  Doppelstrahlen  und  die  zu  x 
unter  45®  geneigten  zu  ihren  Rechtwinkelstrahlen  hat.  Man  erläu- 
tere die  Relation  der  beiden  ersten  Projectionen  ihrer  Flächen  für 
jen^  Doppelstrahlen  als  Spuren. 

8)  Können  alle  drei  Projectionen  eines  ebenen  Systems  gleich 
sein  und  wie  liegen  solche  Ebenen  oder  wie  gross  sind  ihre  cr^? 

9)  Wenn  die  Affinität&axe  hj'"  einer  Ebene  unendlich  fem  ist, 
so  ist  diese  Ebene  der  Axe  OX  parallel  und  gegen  die  erste  und 
zweite  Projectionsebene  gleich  geneigt;  die  erste  und  zweite  Projec- 
tion  ihres  ebenen  Systems  sind  congruent  in  perspectivischer  Lage. 

10)  Man  zeichne  in  gegebener  Ebene  durch  einen  Punkt  die- 
jenigen geraden  Linien,  deren  beide  Verticalprojectionen  rechtwinklig 
zu  einander  sind,  oder  mit  der  Axe  z  complementäre  Winkel  machen. 
Man  bestimmt  die  Affinitätsaxe  h^"'"  und  ihre  Schnitte  mit  dem 
Kreis,  der  die  Gerade  P**P»P'*'  zum  Durchmesser  hat.  Die  Construc- 
tion  ist  für  einen  beliebigen  Winkel  der  Projectionen  übertragbar. 

Diese  Geraden  sind  nicht  immer  reell ,  den  Grenzfall  bildet  eine 
einzige  Gerade,  der  Berührung  der  Affinitätsaxe  mit  jenem  Kreis 
entsprechend. 

11)  Welche  Ebenen  werden  durch  das  Zusammenfallen  der 
Affinitätsaxen  Äa.'»",  Ä,"»'"  charakterisiert?     Die  zu  y  parallelen. 

12)  Man  charakterisiere  die  durch  die  Halbierungsaxe  \)y  gehen- 
den und« die  zu  ihr  normalen  Ebenen;  ebenso  für  l),  \jx^  |«. 

13)  Man  zeichne  die  beiden  ersten  Projectionen  eines  Kreises 
bei  gegebenem  Durchmesser  AB  unter  der  Bedingung,  dass  ihre 
Flächen  direct  oder  entgegengesetzt  gleich  sind. 

14)  Von  einem  Kegelschnitt  K  sind  drei  Punkte  T^i ,  T^^  A 
und  die  Tangenten  T^  7,  T^  T  in  zweien  derselben  durch  ihre  ersten 
Projectionen  T/,  r,";  7/,  T^'\  T\  T"  und  A  bestimmt;  man  ver- 
xeichne  seine  beiden  ersten  Projectionen ,  die  Kegelschnitte  K\  K". 


Orthogonalprojectionen  des  KegelBchnittes  aus  project.  BfUcheln.  58.    287 

Man  erhftlt  die  Verticalprojection  von  A  aus  der  Bedingang, 
dass  die  Geraden  y4  7|  und  TT2  einander  schneiden,  weil  sich  aus 
dem  Grundriss  des  Schnittpunktes  sein  Aufriss  in  T"T^'  und  damit 
der  Aufriss  von  T^A  ergiebt,  in  dem  A'*  yerücal  ttber  Ä  liegt. 
Weil  projectivische  Relationen  durch  Projection  mittelst  gerader 
Strahlen  aus  einem  Punkte  auf  eine  Ebene  nicht  gestOrt  werden, 
so  erhält  man  den  Aufriss  K*'  des  Kegelschnittes  als  das  Erzeug- 
niss  der  projectivischen  Strahlenbüschel  mit  den  Scheiteln  T^\  T^\ 
dem  perspectiyischen  Centrum  T"  und  dem  Strahlenpaar  T(' Ä\ 
T;'Ä'  wie  in  §  18  (die  Gerade  T;'T^'  ist  0,"  und  p^\  die  Gera- 
den 7'j"r"  und  T;T  sind  jp/',  <;  T^' Ä'  und  T^' Ä'  aber  etwa 
a^\  a^ ')  und  es  kann  die  Gonstruction  nach  dem  Pascarschen  Salze 
an  Stelle  dessen  gesetzt  werden  wie  in  §  27,  4.  Ebenso  erhält  man 
K'  als  Erzeugniss  der  projectivischen  Strahlenbüschel  um  T^\  T^ 
mit  dem  perspectiyischen  Centrum  T'  und  dem  Paare  T^'A'y  T^A . 

Man  kann  beide  Constructionen  als  unabhängig  von  einander 
behandeln  und  erhält  dann  Punkte  des  Aufrisses  und  Punkte  des 
Grundrisses  von  K  ^  die  -nicht  einerlei  Punkten  von  K  und  daher 
auch  nicht  einander  entsprechen.  Will  man,  dass  dieses  der  Fall  sei, 
so  führt  man  beide  Constructionen  mit  einander  im  Zusammenhang 
durch,  wie  es  am  einfachsten  durch  die  Bemerkung  geschieht,  dass 
beide  Projectionen  desselben  Strahlenbüschels  zu  einander  perspec- 
tivische  Strahlenbüschel  sind  mit  der  zugehörigen  Affinitätsaxe  als 
perspectivischer  Axe.  Man  wählt  also  nach  Bestimmung  der  Afß- 
nitätsaxe  im  Büschel  T,  einen  Strahl  ^, ,  wobei  sich  aus  seinem 
Grundriss  der  Aufriss  durch  den  Schnitt  mit  der  Affinitätsaxe  be- 
stimmt, und  construiert  zu  b{'  mittelst  T"  den  Aufriss  h^  und 
zu  h^  mittelst  T'  den  Grundriss  h^  des  entsprechenden  Strahles, 
welche  sich  wieder  in  der  AfBnitätsaxe  begegnen  müssen;  beide 
liefern  Grundriss  und  Aufriss  eines  neuen  Kegelschnittpunktes  B 
mit  der  bezüglichen  Genauigkeitsprobe,  etc. 

15)  Man  ermittle  für  den  Kegelschnitt  des  vorigen  Beispiels 
die  beiden  Punkte  von  zusammenfallendem  Grund-  und  Aufriss, 
d.  h.  die  in  der  Affinitätsaxe  hj^"  liegenden  gemeinschafblicjien 
Punkte  seiner  beiden  Projectionen  K'  und  K"  oder  die  Projectionen 
seiner  Schnittpunkte  mit  der  Ebene  Hy. 

Nach  dem  Schluss  des  Vorigen  bestimmen  die  erzeugenden 
projectivischen  Büschel  von  K'  und  K"  auf  der  AfBnitätsaxe  hx'*" 
dieselben  vereinigten  projectivischen  Reihen;  die  Doppelpunkte  dieser 
Reihen  sind  die  Projectionen  der  gesuchten  Punkte.  Dieselben  sind 
durch  die  gegebenen  Elemente  bestimmt  und  sind  im  Falle  ihrer 
Realität  offenbar  diejenigen  Punkte  von  K\  K'\  deren  Bestimmung 
die  grössten  Yortheile  darbietet. 

Ebenso  durch  die  gegebenen  Elemente  (fünf  Punkte,  etc.)  be- 
stimmt sind  die  Asymptotenrichtungen  und  die  Asymptoten  von 
K'  und  K"\  construiert  man  nach  §  29,  7  die  Asymptoten  von  K' 
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und  ebenso  die  von  K*\  so  müssen  sich  dieselben  als  die  ersten  Pro- 
jectionen  der  einen  und  der  andern  Asymptote  von  K  in  der  Affinitäts- 
axe  begegnen.  Wir  erkennen  darin  die  Regel  wieder,  dass  beide  Or- 
thogonalprojectionen  eines  Kegelschnittes  Kegelschnitte  von  derselben 
Art  sind ,  die  aus  der  Wahrheit  folgt ,  dass  jede  Parallelprojection 
eines  Kegelschnittes  mit  ihm  von  der  nämlichen  Art  ist. 

16)  Auch  die  Schnittpunkte  der  Projectionen  des  Kegelschnittes 
mit  der  zwischenliegenden  Projectionsaxe  und  demnach  die  Schnitt- 
punkte desselben  mit  den  Spuren  seiner  Ebene  erhält  man  als  die 
Doppelpunkte  der  bezüglichen  vereinigten  projectiyischen  Reihen. 
Sie  geben  fCLr  undurchsichtig  gedachte  Projectionsebenen  die  End- 
punkte der  sichtbaren  Theile  der  Projectionen. 

17)  Für  zwei  Ebenen  von  gleichen  und  entgegen- 
gesetzten Werthen  des  z/j,  erhält  man  durch  Betrachtung  der 
Dreiecke,  welche  die  Schnittpunkte  S^ ,  S^  ihrer  gleichnamigen  Spu* 
ren  mit  ihren  Azenschnittpunkten  bilden,  also  S^S^S^  mit  den  Pro- 
jectionen S^S^Sx^  S^'S.^Sx^  und  S^S^S^*  mit  den  Projectionen  5,  S^Sx*^ 
S^"S2Sx*  den  Satz,  dass  sie  durch  die  projicierenden  Ebe- 
nen ihrer  Durchschnittslinie  harmonisch  getrennt  sind. 
Darin  liegt  das  bequeme  Mittel  zur  Bestimmung  der  zweiten  aus 
der  ersten  bei  gegebener  Durchschnittslinie  in  dieser. 

Denn  man  hat  in  leicht  zu  bildender  Figur 

yä         ^    Hl  1  ^S^S^  Sx       ^0|  S^  Sx  ^2  Sx      02  '^« 

^12  •  ^12  =  —  1  —  js^'-Jß^ '  Zs,^S2^  ""  s^Sx ''  s^'"^' 

Die  Construction  in  §  51,  12  zeigt  einen  Specialfeill  der  Relation. 

18)  Nach  dem  Vorigen  bilden  auch  die  Affinitätsaxen  hx'*" 
solcher  Ebenenpaare  mit  den  beiden  ersten  Projectionen  ihrer  Schnitt- 
linie ein  harmonisches  Büschel;  ebenso  die  hz''"'  mit  der  zweiten 
und  dritten  Projection  der  Schnittlinie. 

19)  Auch  die  Bestimmung  der  Spuren  derjenigen  Ebene,  die 
durch  eine  Gerade  geht  und  für  welche  J^2  eilten  gegebenen  Werth 
+  k  hat,  liegt  nahe.  Aber  sie  wird  am  besten  auf  den  Satz  ge- 
gründet: Das  Verhältniss  jd^^  für  die  beiden  ersten  Pro- 
jectionen einer  beliebigen  Ebene  £  ist  der  reciproke 
Werth  desselben  Verhältnisses  für  die  Projectionen 
ihrer  durch  die  Axe  x  gehenden  Normalebene  N.  Man 
beweist  denselben  durch  Betrachtung  des  Spurendreiecks  X¥Z  der 
Ebene  E  und  der  in  X  auf  ihr  errichteten  Normale  n,  die  durch 
ihren  dritten  Dnrchstosspunkt  die  dritte  Spur  der  Normalebene  N 
bestimmt  Sind  nämlich  die  ALxenabschnitte  von  E  auf  x,  y^  z 
resp.  a,  ^,  c,  und  sind  b*^  c*  die  in  y  durch  den  Grundriss  n 
und  in  z  durch  den  Aufriss  n"  der  Normale  abgeschnittenen  Stücke, 
so  hat  man  wegen  bb*  «^s  cc*  ^^^  ä^ 

r         JÄ'F'Z         b        c^       .     ^ 

** ""  /ix"y"Z'  ~  c  '°°'  ft*  °°"       «• 
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Fig.  108. 


Analog  für  die  Übrigen  Paare  der  Projectionen.  Man  sieht,  dass 
nach  diesem  Satze  alle  Ebenen  des  Baumes  in  Bezug  auf  die  Ver- 
hältnisse der  Orthogonalprojectionen  ihrer  Flächen  in  die  Bündel 
der  Normalebenen  zu  den  Ebenen  des  Büschels  aus  der  zwischen- 
liegenden Projectionsaxe  geordnet  werden.  Eines  der  Jijt  bestimmt 
daher  die  Ebene  E  unter  den  Ebenen  eines  Büschels ;  zwei  der  Jik 
bestimmen  sie  unter  den  Ebenen  eines  Bündels  —  nämlich  als  normal 
zu  einer  bestimmten  vom  Axenschnittpunkt  0  ausgehenden  Geraden. 
Eine  Menge  von  neuen  Aufgaben  lassen  sich  daran  anschliessen. 

54.  Der  von  zwei  geraden  Linien^;  /  in  derselben 
Ebene  eingeschlossene  Winkel  q>  wird  durch  Umlegen 
mit  seiner  Ebene  in  eine  der  Projectionsebenen  oder  in  eine 
zu  einer  solchen  parallele  Ebene,  also  durch  Drehung  um  die 
betreffende  Spur  Si  oder  um  eine  Parallele  zu  derselben,  und 
um  die  Grösse  des  entsprechenden  Neigungswinkels  a,-  oder 
seines  Supplements  bestimmt.  Die  Fig.  108  zeigt  die  Ausfüh- 
rung für  die  Spur  s^  mit  a^  und  (180  —  «j). 

Durch  dieselbe  Operation  erhält  man  die  wahre  Gestalt 
und  Grosse  jeder  durch  Projectionen  bestimmten 
ebenen  Figur.  (Vergl.  §  9 
und  §  11.)  Die  Punkte  der 
Drehungsaxe  bleiben  dabei  an 
ihrem  Orte  und  dieselbe  ist  da- 
her die  Axe  derjenigen  Affinität 
in  perspectivischer  Lage,  in  wel- 
cher auch  nach  der  Umlegung 
noch  (§  19,  12)  das  Original  des 
ebenen  Systems  und  seine  Pro- 
jection  zu  einander  stehen.  Weil 
bei  der  Umlegung  die  Punkte 
des  Systems  Kreise  in  den  durch 
sie  gehenden  Normalebenen  zur  Drehungsaxe  aus  den  betref- 
fenden Punkten  der  Axe  als  Mittelpunkten  beschreiben ,  so  sind 
die  Centralstrahlen  der  fraglichen  Affinität  zur  Drehungsaxe 
normal  und  die  wahren  Abstände  der  Punkte  des  Systems  von 
der  Drehungsaxe  bestimmen  ihre  Umlegung.  (Vergl.  Fig.  109.) 
Bei  der  Umlegung  eines  ebenen  Systems  kann  daher 
aus  der  Umlegung  eines  Punkies  —  wo  möglich  des  von 
der  Drehungsaxe  entferntesten  Punktes  -^  die  aller  andern 
Punkte  des  Systems  durch  die  Benutzung  derEigen- 

Fi«dler,  daratclUnde  tieometrie.    I.    3.  Anfl.  19 
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Schäften  perspectivisch  affiner  Systeme  (§  21,  a.)  ab- 
geleitet werden.    (Vergl.  §  53.) 

Wenn  umgekehrt  ein  ebenes  System  in  seiner  Umlegung 
in  eine  Projectionsebene  —  oder  eine  bestimmte  zu  einer  solchen 
parallele  Ebene  —  gegeben  ist,  und  die  Drehungsaxe  St  (oder 
die  betreffende  Spurparallele  der  Ebene),  so  wie  der  Winkel  Ui, 
unter  welchem  es  gegen  jene  geneigt  ist,  bekannt  sind,  so 
können  seine  Projectionen  verzeichnet  werden  (vergl.  Fig.  108, 
die  Punkte  A  und  B)]  die  Angabe  des  Winkels  at  kann  dabei 
durch  die  Projectionen  eines  in  der  Umlegung  bekannten,  mög- 
lichst weit  von  der  Drehungsaxe  entfernten,  Punktes  ersetzt 
werden.  Die  Umlegungen  der  Punkte  und  Geraden  des  Systems 
sind  durch  Einschluss  ihrer  Zeichen  in  Klammer  unter  Bei- 
fügung des  die  Projectionsebene  und  den  Winkel  ai  bezeich- 
nenden Index  unterschieden  worden. 

In  der  Regel  erfordert  die  Lösung  der  constructiven  Pro- 
bleme die  successive  Anwendung  beider  Uebergänge  —  so  unten 
in  10),  13),  14),  etc.  Die  damit  zu  lösenden  Aufgaben  sind  sehr 
zahlreich;  wir  bezeichnen  die  wichtigsten  Gruppen  derselben 
durch  Beispiele. 

1)  Man  bestimme  den  von  den  Geraden  A«',  h,'  einer  Ebene 
eingeschlossenen  Winkel. 

2)  Man  constniiere  den  Neigungswinkel  einer  Geraden  g  gegen 
eine  Ebene  S  —  als  Complement  des  Winkels  von  ff  mit  der  von 
einem  seiner  Punkte  auf  S  gefällten  Normale  n. 

3)  Man  bestimme  den  Neigungswinkel  von  zwei  Ebenen  S,  S* 
—  als  den  Winkel  der  von  einem  beliebigen  Punkte  A  auf  sie  ge- 
fällten Normalen  n,  n*.  Anderseits  durch  die  Umlegung  des  Drei- 
ecks, welches  von  einer  Spur  der  Normalebene  zur  Scheitelkante 
mit  den  Schnittlinien  derselben  in  beiden  Ebenen  gebildet  wird,  in 
die  gleichnamige  Projectionsebene.  und  mittelst  der  zur  besagten 
Spur  gehörigen  Höhe.    (Vergl.  §  54*,  Fig.  118.) 

4)  Insbesondere  für  den  Winkel  von  zwei  Ebenen  mit  sich  decken- 
den oder  zur  Axe  x  orthogonal  symmetrischen  ersten  und  zweiten 
Spuren.  Die  ersten  Ebenen  sind  zu  H«',  die  zweiten  zu  H«  normal; 
man  wählt  also  den  Punkt  A  in  dieser  Ebene  respective.  (§  47,  10.) 

Welches  ist  die  Relation  solcher  Ebenen,  die  normal  zu  ein- 
ander sind? 

5)  Man  denke  zwei  zur  Ebene  H^r  normale  Ebenen  und  die 
zwei  zur  Ebene  H^,'  normalen  Ebenen  mit  denselben  horizontalen 
oder  verticalen  Spuren.  Der  Winkel  der  ersten  ist  dem  Winkel 
der  letzten  gleich. 


ümlegung  und  Äufriclitang  der  Ebenen:  Probleme.    64.       291 

6)  Ft)r  ein  ebenes  System  ist  die  erste  Projection  aller  Punkte 
und  dazQ  die  zweit«  Projection  von  drei  bestimmten  Punkten  des- 
selben gegeben;  man  soll  dasselbe  bestimmen  —  durch  ümlegung 
in  eine  zur  ersten  Projection  aebene  parallele  Ebene;  insbesondere 
das  Sjratem  der  Geraden  Aj  der  Ebene. 

7)  Wenn  man  die  Umlegungen  (^A)i,  {ß)t,  . . .  der  Pnnkt«  eines 
ebenen  Systenu  in  eine  Projectionsebene  oder  eine  ihr  parallele 
Ebene  mit  den  Punkten  A,  S,  ...  des  Systems  selbst  durch  ge- 
rade Linien  verbindet,  so  bilden  die  Geraden  A{A)i,  B(B),,  ... 
ein  BUndel  von  Parallelen,  normal  zu  derjenigen  Ebene,  welche 
den  Neigungswinkel  »,-  der  Ebene  des  Systems  gegen  die  bezüg- 
liche Projectionsebene  halbiert.  (Vergl,  §  14,  6.)  Man  kann  dies 
einerseits  zar  Termittelung  des  Uebergangs  von  der  Projection  des 
Systems  zur  ümlegung  oder  umgekehrt  verwenden ;  man  kann  ander- 
seits durch  die  ümlegungen  ('4),,  {^)i*  eines  Punktes  die  beiden 

Flg;  109. 


Halb ierungB ebenen  der  Winkel  a«  und  180"  —  at  als  normal  zu 
jenen  Paratlelenbtindeln  bestimmen.  In  Fig.  109  ist  dies  für  die 
beiden  ersten  Projectionen  und  den  Winkel  a^  durchgeführt;  s*  und 
s'"'  sind  die  ersten  Spuren  der  beiden  Halbierungsebenen. 

8)  Von  einem  ebenen  System  sind  die  ümlegung  {A)^ ,  etc. 
und  die  Projectionen  A',  Ä'  eines  seiner  Punkte  gegeben;  man  soll 
es  projicieren.    Die  Verwendung  der  AfGnitfit  genflgt. 

9)  Man  bestimme  die  Lage  der  parallelen  Lichtstrahlen,  fltr 
welche  der  Schlagschatten  einer  gegebenen  Figur  (in  einer  Ebene) 
auf  eine  Projectionsebene  ihr  selbst  congruent  wird. 

10)  Uan  verzeichne  die  Projectionen  des  Kreises,  welcher  dnrcb 
drei  gegebene  Punkte  A,  B,  C  geht. 

■)  llan  legt  das  Dreieck  ABC  um,  bestimmt  in  der  Umlegung 
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den  ihm  umgeschriebenen  Kreis  K  and  verzeichnet  seine  Projec- 
tionen;  dieselben  sind  Ellipsen.  Je  zwei  rechtwinklige  Durch- 
messer des  Kreises  liefern  durch  ihre  Projectionen  ein  Paar  conja> 
gierte  Durchmesser  dieser  Ellipsen  —  man  wählt  vor  Allem  den 
zur  Drehungsaxe  parallelen  und  den  zu  ihr  normalen  Durchmesser, 
weil  sie  die  Azen  der  Ellipse  in  der  gleichnamigen  Projection  liefern. 
Aus  solchen  zwei  Durchmessern  construiert  man  die  Ellipse  nach 
§  34,  15,  oder  man  bestimmt  weitere  Punkte  und  Tangenten  der 
Projectionen  durch  die  bekannten  Punkte  und  Tangenten  des  Kreises 
in  der  ümlegung,  natürlich  unter  Benutzung  der  Relationen  der 
perspectivisch  affinen  Systeme  und  der  axialen  Symmetrie  der  Ellipse 
(§  22,  a.). 

b)  Man  bestimmt  die  Projectionen  des  Mittelpunkts  M  des 
Kreises  ^^^  als  des  Durchschnittspunktes  der  Normalebenen  zu  den 
Seiten  durch  ihre  Mitten  mit  seiner  Ebene ,  vollzieht  dann  die  üm- 
legung in  die  Parallelebene  zu  einer  Projectionsebene  durch  diesen 
Mittelpunkt,  d.  h.  macht  den  zu  dieser  Projectionsebene  parallelen 
Durchmesser  zur  Drehungsaxe;   verfährt  aber  übrigens  wie  bei  a). 

Die  Projection  eines  Ejreises  aus  Ebene ,  Mittelpunkt  und  Halb- 
messer ist  hieran  zu  knüpfen,  also  z.  B.  auch  die  des  Schnittkreises 
einer  Ebene  mit  einer  Kugel  von  gegebenem  Mittelpunkt  und 
Halbmesser.  Hierzu  legt  man  etwa  durch  den  Mittelpunkt  der  Kugel 
die  Normalebene  zur  ersten  Spur  der  Ebene  und  legt  mit  derselben 
in  die  horizontale  Projectionsebene  oder  besser  in  ihre  durch  den 
Kugelmittelpunkt  gehende  Parallelebene  den  zugehörigen  Kugelkreis 
und  die  Schnittlinie  mit  der  gegebenen  Ebene  um,  wodurch  nu&n 
den  Mittelpunkt  des  Querschnittkreises  und  den  in  der  Falllinie  der 
Ebene  liegenden  Durchmesser  desselben  in  Projection  und  in  wahrer 
Grösse  erhält,  und  somit  seine  Projectionen  aus  den  Axen  und  aus 
zwei  conjugierten  Durchmessern  respective  zeichnet. 

11)  Man  projiciere  ein  Dreieck  ABC  orthogonal  so,  dass  sein 
Bild  einem  gegebenem  Dreiecke  ähnlich  werde  —  mittelst  der  Be- 
merkung über  die  Bechtwinkligkeit  der  Doppelstrahlen  der  projec- 
tivischen  Büschel  aus  Punkten  der  Affinitätsaxe  zwischen  ümlegung 
und  Projection.  Man  trage  an  ABC  {F\g,  110)  etwa  in  A^BC  ein 
dem  gegebenen  ähnliches  Dreieck  an  und  lege  den  Kreis  aus  einem 
Punkte  von  BC  durch  die  Punkte  A^  ^|,  welcher  die  erstere  Gerade 
in  D  und  E  durchschneide.  Ist  dann  LAED  >  LA^ED^  so  kann 
AE  die  Affinitätsaxe  8^  und  AD  die  Richtung  der  entsprechenden 
parallelen  Projectionsstrahlen  bezeichnen.  Sodann  ist  das  Verhält- 
niss  t&nAEB  :  tan  A^  ED  das  Verjüngungsverhältniss  und  bestimmt 
also  den  Winkel  a^. 

12)  Die  eine  Orthogonalprojection  eines  Kreises  ist  durch  zwei 
conjugierte  Durchmesser  z.  B.  Ä'B'\  C"D"  bestimmt  und  die  Lage 
des  Mittelpunktes  M  überdies  durch  die  zugehörige  Coordinate  des- 
selben festgesetzt;  man  soll  die  Ebene  des  Kreises  bestimmen.    Man 
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erhält  sie  aus  der  einen  Projection  eines  rechtwinkligen  und  gleich- 
schenkligen Dreiecks  AMC  und  beiden  Projectionen  seiner  Recht- 
winkelecke M  nach  dem  Verfahren  der  vorhergehenden  Aufgabe.  Man 
kann  sie  auch  durch  üebergang  zu  den  Axen  der  elliptischen  Pro- 
tection ohne  directe  Benutzung  derselben  ableiten. 

Fig.  110. 


1 3)  Man  construiere  eine  Gerade  /  durch  den  gegebenen  Punkt 
A^  welche  die  Gerade  g  so  schneidet,  dass  von  A  bis  zum  Schnitt- 
punkt B  eine  gegebene  Länge  oder  dass  der  Winkel  (^,  /)  von  einer 
gegebenen  Grösse  sei  —  durch  ümlegung  der  Ebene  A^  g. 


Fig.  111. 


14)  Man  bestimme  denjenigen  Punkt  B  der  Geraden  /,  der  von 
der  Geraden  g  die  vorgeschriebene  Entfernung  e  hat  —  oder  'all- 
gemeiner die  einer  gegebenen  Ebene  S  parallele  Transversale  / 
zweier  gegebenen  Geraden  g  und  /,  welche  die  Länge  e  hat.  Man 
verzeichnet  (Fig.  111)  dazu  den  Schnittpunkt  JP^  von  /  mit  S  und 
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die  Schnittlinie  g*  der  durch  g  gehenden  Parallelebene  zu  /  mit  S, 
markiert  in  ^*  die  Punkte  ^*,  B^*  in  der  Distanz  e  von  A*  und 
führt  durch  sie  die  Parallelen  B*B^  ^i*^l  ^^  '  bis  ^.  Dann  sind 
B  A  parallel  B*J*  und  i?i^^i  parallel  B^  Ä^  die  gesuchten  Geraden. 

15)  Man  bestimme  die  kürzeste  der  Ebefle  S  parallele  Trans- 
versale /  der  Geraden  g  und  /  —  natürlich  durch  den  Fusspunkt 
des  Perpendikels  von  ^*  auf  ^*. 

16)  Man  soll  durch  einen  Punkt  A  eine  Gerade  d  so  ziehen, 
dass  sie  eine  Gerade  g  schneidet  und  mit  der  Ebene  S  einen  vor- 
geschriebenen Winkel  /5  macht  —  insbesondere  auch,  wenn  ^  in  S  liegt 
oder  wenn  S  respective  g  specielle  Lagen  gegen  das  Projectionssystem 
haben.  Man  benutzt  den  Ereis  K  der  Durchschnittspunkte  aller 
gegen  S  unter  ^  geneigten  Geraden  durch  ^  (§  1)  —  natürlich 
in  der  Ümlegung. 

17)  Man  lege  durch  die  Gerade  g  eine  Ebene  so,  dass  sie  mit 
der  gegebenen  Ebene  S  einen  Winkel  von  vorgeschriebener  Grösse  a 
bildet;  insbesondere  für  specielle  Lagen  der  Geraden  g  oder  der 
Ebene  S  oder  beider  gegen  das  Projectionssystem.  Man  benutzt  den 
Ejreis  K  der  Durchschnittslinien  aller  gegen  S  unter  a  geneigten 
Ebenen  durch  einen  Punkt  -^  (§  2 ;  vergl.  §  10,  9)  der  Geraden  g. 

18)  Man  lege  durch  eine  Gerade  g  eine  Ebene,  die  mit  der 
festen  Geraden  /  den  Winkel  j3  bildet  —  mittelst  der  Normalebene 
von  /  und  dem  Complement  von  /3. 

19)  Man  construiere  und  projiciere  die  dreiseitige  Ecke  aus 
den  drei  Eantenwinkeln  a,  ^,  c,  d.  i.  bestimme  ihre  Flftchenwinkel 
a,  J3,  y  und  ihre  Projectionen,  indem  man  die  eine  Fläche  der  Ecke 
mit  der  ersten  Projectionsebene   zusammenlegt  und  die  eine  ihrer 

Kanten  zur  zweiten  Projectionsebene  nor- 
mal macht.  Ohne  Zuziehung  der  zwei- 
ten Projection  ist  die  Bestimmung  der 
Fl&chenwinkel  aus  den  Eiantenwinkeln 
in  Fig.  112  mit  a  in  der  Ebene  xy  ge- 
geben; die  nöthigen  Ergänzungen  sind 
einzufügen,  etwa  für  SB  als  normal  zur 
Axe  X,  Man  hat  von  einem  Punkte  A 
der  nicht  in  xy  liegenden  Kante  die 
Normalebenen  zu  den  drei  Kanten  gelegt 
und  die  Dreiseite  dargestellt,  welche  die- 
selben mit  den  Flächen  der  Ecke  er- 
zeugen. Wenn  man  das  Dreieck  mit  a 
nach  rechts  statt  nach  links  umlegt,  so 
giebt  die  Figur  durch  Ausschneiden  zu- 
gleich das  Netz  und  Modell  der  Oon- 
struction.  Jedoch  kommt  die  von  den 
Ebenen  von  er,  j3,  y  gebildete  Polarecke 
dabei  nicht  zur  Anschauung. 


Fig.  112. 
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20)  Die  vorige  Constructionsfigur  erscheint  als  unsymmetrische 
Degeneration  der  allgemeineren,  bei  welcher  (Fig.  113)  die  Polar- 
eeke  mit  dem  Scheitel  S^  aus  den  Tangentialebenen  der  Kugel  aus 
S  in  den  Austrittspunkten  A^  B^  C  der  drei  Kanten  oder  in  den 
Ecken  des  zugehörigen  sphärischen  Dreiecks  gebildet  wird.  (Im 
vorigen  Falle  liegt  S^  in  i4;  hier  ist  C  der  Fusspunkt  der  von  C 
auf  die  Ebene  von  c  gefällten  Normale.)  Sind  A^^  B^^  C^  die  Durch- 
sohnittspunkte  der  Ebenen  BSC^  CSA^  ASB  respective  mit  den 
Paaren  der  Tangentialebenen  in  B  und  C^  C  und  A^  A  und  J9,  so 
wird  die  Ecke  SABC  begrenzt  durch  die  gleichschenkligen  Vierecke 
mit  je  zwei  rechten  Winkeln  bei  A^  B\  B^  C\  C^  A  —  also  durch 
ASBC^j  BSCA^^  CSAB^,  und  die  Polarecke  durch  die  Vierecke 
mit  je  zwei  rechten  Winkeln  bei  ^j,  B^\  B^^  C^]  (?,,  A^  — also  durch 


Fig.  113. 


A^ S^B^C^  B^S^C^A^  C^S^A^B  mit  gleichen  Diagonalen  (als  Kugel- 
tangenten aus  5])  S^C^  S^A^  S^B.  Die  ersten  enthalten  c,  a,  b\ 
die  letzten  ^,  a,  ß.  Man  gelangt  von  jenen  zu  diesen  in  ebener 
Construciion  durch  die  Betrachtung  der  Schnittlinie  einer  Fläche 
der  ursprünglichen  Ecke  mit  der  nicht  anstossenden  Fläche  der 
Polarecke,  also  z.  B.  der  Schnittlinie  der  Ebisnen  von  c  und  7. 

Die  Schnittpunkte  2?,  £,  F,  G  der  vier  Seiten  CB^,  C  A^,  S^B^ 
und  S^A^  mit  der  Ebene  von  c  d.  h.  mit  den  Geraden  SA^  SB, 
C^A^  C^B  respective  sind  vier  Punkte  jener  Schnittlinie.  Sind 
a^  h^  c  gegeben  und  legt  man  sie  und  ihre  Kreisvierecke  in  die 
Ebene  von  c  nieder  (Fig.  114),  so  erhält  man  zuerst  D  und  Ey 
sodann  auf  DE  die  Punkte  F  und  G  und  aus  diesen  die  Kreis- 
vierecke AB^S^C^,  BC^S^A^^  indem  man  bemerkt,  dass  B^  und 
A^  in  den  über  den  Durchmessern/^/*  und  BG  respective  beschrie- 
benen Halbkreisen  in  den  aus  den  Kreisvierecken  von  b  und  a  be- 


296    I-  Methodenlehre:  D)  Parallelprojection  u.  Axonometrie.    64. 

kannten  Entfernungen  von  A  und  B  liegen.    Das  dritte  Ereisviereck 
CA^S^B^  ist  nun  vollständig  bekannt. 

Man  könnte  zur  Construction  auch  die  Bemerkung  benutzen, 
dass  die  Länge  S^A  =  S^B  =  S^C  als  zweite  Kathete  eines  recht- 
winkligen Dreiecks  bestimmbar  ist,  dessen  erste  Kathete /Si4a=5-^=Ä6* 
und  dessen  zur  Hypotenuse  gehörige  Höhe  der  Halbmesser  des  dem 
Dreieck  ABC  umschriebenen  Kreises  ist. 

Da  die  Dreiecke  BC^S^,  AC^S^',  CA^ S^ ,BA^S^',AB^S^,CB^S^ 
paarweis  congruent  sind,  und  also  bei  B ^  A\  Cy  B\  A^C  gleiche 
Winkel  x^  y^  z  haben,  so  ist 

a  =  y  +  z,     ß'^-z  +  x,     y  =  x  +  y 
und  für  «  +  /3  +  y  =  2(x  +  y  +  z)  —  2<y 

acs=a  —  x^     ß  =  a — y,     y  =  <y  —  z. 


Fig.  114. 


-^ 


In  Fig.  113  ist  der  Mittelpunkt  dieses  Kreises  oder  der  ge- 
meinsame Höhenfusspunkt  ff  der  Dreiecke  SS^A^  SS^B^  SSi  C  an- 
gegeben. Die  Fig.  114  enthält  nur  die  erste  Methode.  Man  mache  die 
Verification  jener  Länge  nach  der  angegebenen  Relation.  Wenn  man 
die  Figur  114  nach  dem  "ümn^^SCA^SyB^AB^S^C^S^A^BA^CS 
ausschneidet,  so  hat  man  zugleich  das  Netz  und  bildet  daraus  das 
Modell  der  Constructionsfigur,  indem  man  die  im  Innern  ausgezoge- 
nen Linien  zum  Umlegen  ritzt. 

Eine  naheliegende  Anwendung  ist  es,  zu  zwei  windschiefen 
Oeraden  diejenigen  Geraden  zu  construieren ,  welche  sie  unter  ge- 
gebenen Winkeln  a,  h  schneiden. 

21)  Bestimme  die  fehlenden  Stücke  einer  dreiseitigen  Ecke 
aus  den  Kanten  winkeln  a,  c  und  dem  eingeschlossenen  Flächen- 
winkel ß.     Im  Falle  der  Auflösung  nach  Fig.  113  findet  man  aus 
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a^  c^  ß  zuerst  £  und  G,  damit  EG  und  also  D  —  woraus  durch 
die  zweite  Tangente  an  den  Kreis  aus  S  durch  CBA  die  zweite 
ümlegung  von  €  also  b  —  und  F  —  woraus  sodann  ct. 

22)  Ebenso  aus  den  Eantenwinkeln  a,  c  und  dem  nicht  ein- 
geschlossenen Fischenwinkel  o;  man  discutiere  die  mögliche  Zwei- 
deutigkeit der  Lösung.  Im  Falle  der  Fig.  113  denke  man  das 
Dreieck  FAB^^  welches  a  enthält,  parallel  sich  selbst  so  verschoben, 
dass  F  nach  E^  damit  B^  und  A  nach  B*  und  ^  respective  fallen. 
Da  man  nun  aus  a,  c  die  Vierecke  SCA^B^  SBC^A^  also  zunächst 
E  und  mittelst  EA*J_SA  und  a  das  rechtwinklige  Dreieck  EA*B^*^ 
sodann  durch  Verlängerung  von  EA!^  über  A*  um  A*B^*  einen 
Punkt  in  der  Tangente  erhält,  welche  in  6^  an  den  Ereis  aus  S 
geht,  so  findet  man  C  (zwei  Lagen,  welche  beide  zulässig  sind, 
wenn  a  <C  c  ist) ,  also  b ;  von  da  aus  B  und  damit  die  vollständige 
Consiructionsfigur  wie  vorher.  Man  füge  die  zweite  Bestimmung 
von  b(b*)^  die  Construction  von  B  und  die  der  entsprechenden 
Kreisvierecke  BC^S^A^  und  CA^S^B^  hinzu,  welche  die  Fig.  114 
nicht  enthält.  Die  centralprojectivische  Darstellung  von  Ecke  S.ABC 
—  etwa  aus  SA,  der  Ebene  ASB  und  den  Grössen  der  Kanten- 
winkel —  mit  der  aus  SA,  SB,  SC  enstehenden  Polarecke  und 
dem  sphärischen  Dreieck  ABC  ist  zu  empfehlen. 

23)  Man  bestimme  zwei  Ebenen  aus  einem  Paar  gleichnamiger 
Spuren  derselben  und  den  Winkeln ,  welche  diese  mit  ihrer  Durch- 
schnittslinie  bilden. 

24)  Man  construiere  die  dreiseitige  Ecke  aus  ihren  Flächen- 
winkeln, z.  B.  bestimme  eine  Ebene  aus  einem  Punkte  P  in  ihr, 
ihrem  Winkel  a  gegen  die  erste  Projectionsebene  und  dem  Winkel  ß, 
den  sie  mit  einer  zweiten  projicierenden  Ebene  einschliesst  —  ohne 
Zuhilfenahme  der  Polarecke  (Fig.  115,  p.  299.) 

Sei  S*  die  gesuchte  Ebene  mit  den  Spuren  s*  und  $2*1  0  der 
Axenschnittpunkt  der  gegebenen  projicierenden  Ebene  und  ON  die 
von  ihm'  auf  S*  gefällte  Normale  mit  dem  Fusspunkt  N,  so  legen  wir 
durch  ON  die  Normalebene  zu  «,*,  welche  ^j*  in  A  schneide,  und 
haben  in  ONA  ein  bei  A  rechtwinkliges  Dreieck,  welches  bei  A  den 
Winkel  a  enthält  und  dessen  Höhe  NA*  die  Coordinate  z  des  Punktes 
N  giebt,  während  0  N'  die  Entfernung  seiner  ersten  Projection  von 
0  ist.  Denken  wir  dann  durch  ON  die  Normalebene  zur  gegebenen 
zweiten  projicierenden  Ebene,  welche  die  Schnittlinie  von  dieser 
mit  der  gesuchten  Ebene  in  B  schneidet,  so  ist  1^0 NB  bei  N 
rechtwinklig  und  enthält  bei  B  den  Winkel  ß.  Seine  Höhe  aus  N 
ist  der  Abstand  des  Punktes  N  von  dieser  projicierenden  Ebene 
und  vollendet  damit  die  Bestimmung  von  N.  Die  Normalebene  zu 
ON  durch  P  ist  die  gesuchte  Ebene.  Man  discutiere  die  Zulässig- 
keit  der  verschiedenen  Lösungen. 

25)  Man  lege  durch  den  Punkt  P  die  Ebenen,  welche  gegebene 
Winkel  <yi)  «^2  ^^^^  ^si  ^3  besitzen. 
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26)  Man  projiciere  ein  reguläres  Dodekaeder  mit  einer  zur 
ersten  Projectiongebene  parallelen  FlBcbe  aus  einer  gegebenen  Kante 
AB  in  dieser  mit  Benutzung  der  Regel mässigkeit  seiner  dreiseitigen 
Ecken  und  dedaciere  die  Symmetrie verbKltniese  seiner  Projectionen. 

Wäre  ABCDE  diese  Fläche  und  sind  F,  G,  H,  J,  K  die  ibr 
nBcbsten  und  Z,  M,  IV,  0,  P  die  dann  folgenden,  endlicb  QRSTU 
die  von  ihr  entferntesten  Ecken,  d.  h.  die  Ecken  der  zu  ibr  par&llelen 
Gegenflftche,  so  d»ss  ABGMF,  BCHNG,  CDJOB,  DEEPJ, 
EäFLK  die  an  der  zuerst  genennten  anliegenden  Flächen  sind,  etc., 
80  lehrt  die  Symmetrie,  dass  ABCDE  und  QRSTU  in  der  Folge 


v: 


J)ARBSGTDU E  in  der  ersten  Projection  die  Ecken  eines  regu- 
lären Zehneoks  sind;  und  ebenso  FMGNHOJ PKL  die  eines  con- 
cenlriacben  und  parallelen  von  grösserem  Radios.  Denkt  man  die 
in  ^ /*  zusammenstossenden  regulSren  Fünfecke  ABGMF,  EAFLK 
nm  AB  resp.  AE  so  in  die  Ebene  ABCDE  niedergelegt,  dass  sie 
mit  ihrem  Fflnfeck  zur  Deckung  gelangen,  so  iUllt  die  Ecke  F 
das  erstemal  auf  E  und  dos  zweitemal  auf  B  und  die  erste  Pro- 
jection von  F  ist  somit  der  Schnittpunkt  der  von  B  und  E  anf 
A  E  und  A  B  resp.  gelallten  Perpendikel.  Offenbar  entnimmt  man 
daraus  sofort  auch  die  Hdbe  von  F  und  somit  die  ibr  gleichen  Höhen 
v$n  (7,  ff,  Jy  K-,  und  weiter  ebenso  die  von  Z,  M,  jV,  0,  P  Über  der 
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Ebene  ABC  DE]  endlich  erhält  man  durch  Symmetrie  die  von 
QRSTUy  womit  die  Projectionen  des  Dodekaeders  bestimmt  sind. 
1^  Für  jede  andere  Lage  des  Körpers  können ,  wie  wir  in  §  59,  13 
zeigen  wollen,  die  Projectionen  aus  den  so  erhaltenen  Daten  ab- 
geleitet werden.    Man  erläutere  ihre  ßymmetrieyerhältnisse. 

Man  stelle  ebenso  die  andern  regulären  Körper  dar,  insbesondere 
das  Ikosaeder.  Die  Fig.  116  giebt  es  in  der  Lage,  in  welcher  zwei 
seiner  Flächen  parallel  xoy  sind;  es  ist  aus  der  dreiseitigen  Ecke 
an  einer  derselben  123,  23456,  126  construiert.  Die  Figur  ent- 
hält die  Zirkel-Construction  des  regulären  Fünfecks  aus  seiner  Seite. 

Fig.  115. 


In  Anwendung  des  Princips  von  vorher  liegt  die  Horizontal- 
projection  der  Ecke  4  sowohl  in  dem  Perpendikel  von  2'  auf  3'  1' 
aus  der  Ümklappung  des  Dreiecks  341,  als  auch  in  dem  Perpen- 
dikel (4)4'  auf  2' 3'  aus  der  ümklappung  des  regulären  Fünfecks 
234  56.  Man  erhält  also  5'  und  die  Höhen  von  4,  6,  8  resp.  5, 
7,  9  über  der  Ebene  123,  endlich  durch  Symmetrie  10,  11,  12  und 
ihre  Höhe.  Die  Gruppen  der  Projectionen  1,  10,  2,  12,  3,  11  und 
5,  6,  7,  8,  9,  4  auf  123  bilden  concentrische  und  parallele  reguläre 
Sechsecke. 

Man  ftlhre  die  Anwendung  desselben  Princips  am  regulären  Ok- 
taeder durch ;  für  eine  andere  Anwendung  desselben  sehe  man  §  68, 10. 


300    !•  Methodenlehre;  D)  Parallelprojection  u.  Axonometrie.    54*. 

27)  Die  regulären  Polyeder  sollen  in  den  reciproken  Paaren 
dargestellt  werden,  in  denen  das  eine  einer  Kugel  eingeschrieben 
und  das  andre  ihr  nach  den  Ecken  des  ersten  umgeschrieben  ist; 
also  mit  dem  Hexaeder  das  Oktaeder,  mit  dem  Dodekaeder  das 
Ikosaeder  und  mit  dem  Tetraeder  das  reciproke  Tetraeder. 

28)  Man  projiciere  einen  Würfel  so,  dass  die  Verbindungslinie 
zweier  Gegenecken  parallel  zur  Axe  OZ  sei.  (Vergl.  den  Würfel  in 
der  Durchdringung  der  Fig.  121.) 

29)  Man  projiciere  eine  sechsseitige  Pyramide  aus  der  Grund- 
fläche in  gegebener  Ebene,  den  Winkeln ,  welche  die  von  einer  be- 
stimmten Ecke  derselben  nach  der  Spitze  gehende  Kante  mit  den 
benachbarten  Grundflächenkanten  einschliesst,  sowie  der  Länge  dieser 
Kante;  ebenso  ein  Parallelepiped'  durch  die  Längen  und  Winkel  der 
in  einer  Ecke  zusammenstossenden  Kanten  bei  Parallelismus  einer 
Fläche  mit  ÄOV  und  gegebener  Richtung  einer  ihrer  Kanten. 

30)  Ein  Object  ist  in  Bezug  auf  ein  rechtwinkliges  Coordina- 
tensystem  bestimmt  durch  die  Coordinaten  seiner  Punkte;  die  Co- 
ordinatenaxen  sind  durch  ihre  Durchetosspunkte  in  der  Projections* 
ebene  flxiert.  Man  soll  die  Projectionen  ausführen.  (Vergl.  Fig.  95, 
§  47,  1.)  Die  Höhen  des  Spurendreiecks  der  Axen  sind  die  gleich- 
namigen Projectionen  derselben;  die  ihnen  zukommenden  Verkür- 
zungen und  die  zugehörige  projicierende  Linie  des  Anfangspunktes 
sind  damit  bestimmt.    (Fig.  95,  0,5,:  3^5,;  O^Sx'  NSx\  etc.  und 

fA*,  Es  wird  am  Platze  sein,  hier  eine  kurze  Betrachtung 
der  Orthogonalprojection  mit  einer  Fixebene  IT  im 
Endlichen  rücksichtlich  der  praktischen  Ausbildung  ihrer 
Elemente  einzuschalten,  und  zweckmässig,  uns  dabei  auf  die 
beiden  Falle  zu  beschränken ^  wo  TT  unter  45^  geneigt  ist 
zur  Tafel  S,  und  wo  es  zu  derselben  parallel  ist  in  der 
Entfernung  d.  Da  aber  offenbar  für  d  als  die  Distanz  einer 
Gentralprojection  mit  derselben  Bildebene  im  letzterwähnten 
Falle  die  Elemente  IT^  u  von  Geraden  und  Ebenen  mit  den  R' 
und  r"  derselben  im  Sinne  der  §§  3  und  6  identisch  sind^  so  mag 
der  knappe  Raum  dem  ersten  Falle  gewidmet  sein.  Es  sei  u  in 
Fig.  117  die  Spur  von  U  und  diese  Ebene  steige  auf  der  Seite  des 
Buchstabens  unter  45^  Tafelneigung  gegen  den  Beschauer  auf. 

Ist  dann  durch  die  in  u  sich  schneidenden  Geraden  s^  u 
eine  Ebene  bestimmt,  so  wird  ihre  Umlegung  in  die  Tafel 
durch  Ermittelung  von  (t/)  erhalten:  Man  fallt  von  einem  Punkte 
ü'  in  u  das  Perpendikel  zu  s  und  bildet  aus  dessen  Länge 
U'A  als  erster  und   dem   Abstand  des  ü'  von   u  als  zweiter 
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Kathete  das  rechtwinklige  Dreieck  mit  dem  Neigungswinkel  a 
der  Ebene  zur  Tafel  als  LÜAU*  and  der  Hypotenuse  AU\  diese 
ist  der  Drehungsradius  des  Punktes  ü  bei  der  Umlegung,  durch 
den  man  also  {U)  und  damit  (u)y  die  Umlegung  zu  u^  erhält.  Für 
jede  auf  der  Ebene  su  gelegene  durch  ihre  Projection  bestimmte 
Figur  ist  damit  die  Ermittelung  der  wahren  Gestalt  gesichert. 
Errichtet  man  in  U  auf  AO  die  Normale  und  markiert  ihren 
Schnitt  Sn  in  A  ü\  so  ist  offenbar  zugleich  V'S^  die  in  U  auf 
der  Ebene  errichtete  Normale.  Aus  derselben  bestimmt  sich 
jede  andere  Normale  der  Ebene  5u,  z.  B.  die  vom  Punkte  P 
in  S^ü(  ausgehende,  durch  die  Bemerkuug,  dass  je  zwei  Nor- 
malen derselben  Ebene  parallel  sind  und  also  in  einer  Ebene 


Fig.  117. 


Flg.  118. 


—1^» 


liegen;  zieht  man  also  U'ü(  und  durch  S»  die  mit  ihr  in  u 
zusammentreffende  Gerade,  so  ist  die  Parallele  zu  VS^  durch 
üx  bis  zu  dieser  in  5]„  die  durch  V^  gehende  Normale  und 
die  Parallele  durch  P'  zu  ihr,  zwischen  den  in  \\  sich  schnei- 
denden Geraden  S^Sin  und  durch  £^/,  oder  die  Gerade  SV'n  ist 
die  gewünschte  Normale.  Die  Fig.  117  enthält  noch  ihren 
Schnittpunkt  D'  mit  der  betrachteten  Ebene  su  (mittelst  der 
Schnittlinie  s^u  und  der  Ebene  durch  S^  ü(  und  die  Normale) 
und  die  Bestimmung  der  wahren  Länge  p  ^=  S^D  von  PD  als 
in  einer  zu  S^V'  parallelen  Geraden. 

Wären  ferner  zwei  Ebenen  durch  ihre  Bestimmungslinien 
«I,  t//  und  $2,  u^  (Fig.  118)  gegeben,  so  dass  die  Verbindungs- 
linie von  «,,  ^2  oder  S  mit  ti/,  ti^'  oder  IJ'  ihre  Durchschnitts- 
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liuie  ist;  so  erhält  man  ihren  Neigungswinkel  q>  in  wahrer 
Grösse  durch  die  Umklappung  ihrer  Schnittlinien  mit  einer  zu 
dieser  normalen  Ebene;  nimmt  man  die  in  ü'  auf  Ü'S  errichtete 
Senkrechte  als  Spur  mit  den  Schnitten  5, ,  $2  in  s^  und  s^f  so 
giebt  die  zur  Hypotenuse  gehörige  Höhe  im  recht¥nnkligen 
Dreieck  SV'U  den  Drehungsradius  seines  Scheitels  W  und  damit 
den  gesuchten  Winkel  als  Winkel  S^{W)S2. 

Denkt  man  das  Fünfeck  ABC  DE  in  der  Tafel  als  Basis 
einer  Pyramide  von  der  Spitze  M  in  der  Geraden  SU*j  so  er- 
hält man  die  Projection  des  Querschnittes  derselben  mit  der 
Ebene  s  u  als  die  für  JH'  als  Centrum  und  $  als  Axe  der  Col- 
lineation  zu  AB  CDEsis  Original  entsprechende  YigwxÄB'C'UE^ 
mit  der  Spur  der  durch  if  zu  su  gelegten  Parallelebene  als 
Gegenaxe  r  im  System  der  Basis.  Die  Elementar- Aufgabe  der 
Bestimmung  der  Parallelen  durch  einen  Punkt  zu  einer  Ebene 
löst  man  aber  z.  B.  durch  die  Bestimmimg  des  Punktes  Uyy 
der  zu  der  Parallelen  durch  den  Punkt  zur  Geraden  $  der  Ebene 
gehört:  Man  zieht  durch  S  parallel  s  bis  u,  von  da  nach  ü' 
bis  zur  Parallele  durch  M'  zu  s\  der  Schnittpunkt  ist  ü{.  Nun 
giebt  die  Parallele  zu  u  durch  ü{  die  Linie  u(  und  die  durch 
ihren  Schnitt  mit  u  gehende  Parallele  zu  s  die  Spur  s^  der  ge- 
suchten Parallelebene  —  im  vorbesprochenem  Falle  die  Gegen- 
axe  r  der  Collineation.  Fügt  man  die  Umlegung  {M)  von  M 
mit  der  Ebene  Mr  hinzu,  so  erhält  man  die  wahre  Gestalt  des 
Querschnittes  ebenso  aus  s,  r  und  {M)  als  CoUinearfigur  zu 
ABC  DE.    (Man  kann  hierzu  Fig.  119  vergleichen.) 

Wir  erörtern  noch  einige  Beispiele ,  deren  Durchführung 
danach  leicht  fallen  wird. 

1)  Man  bestimme  die  Normaiebene  durch  einen 'Punkt  A  zu 
einer  ihn  enthaltenden  Geraden  Sü'  —  mittelst  d^r  Umlegung  der 
projicierenden  Ebene  der  Geraden  durch  die  in  ihr  liegenden  Punkte 
Ün  und  Sn  der  Normalebene ,  wo  der  letztere  die  zu  S  ü*  normale 
Spur  s»  und  dadurch  mit  dem  ersten  auch  die  Gerade  rin  bestimmt. 

2)  Man  projiciere  und  bestimme  die  kürzeste  Entfernung  von 
zwei  Geraden  5|  ü^  imd  S^  U^\  die  nicht  in  einer  Ebene  liegen. 
Man  legt  die  zur  zweiten  parallele  Ebene  durch  die  erste  und  bringt 
die  zu  derselben  normalen  Ebenen  durch  beide  Geraden  zum  Schnitt; 
bestimmt  endlich  das  zwischen  den  Schnittpunkten  mit  beiden  Ge- 
raden liegende  Stück  ihrer  Schnittlinie. 

3)  Man  projiciere  einen  geraden  Ereiskegel  aus  dem  Bilde 
seiner   Spitze  M  und  des  Basismittelpunktes  C  in  der  Axe  SU\ 
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wenn  man  den  Badius  r  der  Basis  kennt.  Man  hat  in  der  Nor- 
malebene durch  C  zu  SO'  den  Kreis  vom  Mittelpunkt  C  und  dem 
Radius  r  zu  zeichnen  und  wird  das  durch  Angabe  seines  der  Tafel 
parallelen ,  unverkürzt  erscheinenden  Durchmessers  als  der  grossen 
Axe  und  des  nach  cos  a  verkürzten  Durchmessers  in  der  Falllinie 
der  Ebene  als  der  kleinen  Axe  seines  Bildes  thun. 

4)  Es  sind  die  Geraden  zu  bestimmen,  welche  in  einer  ge- 
gebenen Ebene  und  von  zwei  festen  Punkten  in  vorgeschriebenen 
Entfernungen  liegen.  Man  hat  offenbar  die  gemeinsamen  Tangenten 
der  Querschnittkreise  der  Ebene  mit  den  um  jene  Punkte  mit  den 
zugehörigen  Distanzen  zu  beschreibenden  Kugeln  zu  zeichnen,  und 
vollzieht  dies  zunähst  in  der  Umlegung ,  nachdem  man  durch  die 
Normalen  der  Ebene  aus  den  Fixpunkten  ihre  Mittelpunkte  er- 
halten und  umgelegt  hat. 

5)  Eine  dreiseitige  Ecke  ist  durch  die  Kante  a  respective  ihr 
Sa  und  ü*a ,  das  Bild  des  Scheitels  O  in  ihrem  Bilde  und  die  Durch- 
stosspunkte  5^  und  Sc  der  beiden  andern  Kanten  gegeben.  Wenn 
A^\  B(^  C(  die  Bilder  von  drei  Punkten  dieser  Kanten  sind,  so 
ist  das  Dreieck  A^B(C(  die  Abstumpfung  der  Ecke  mit  der  Ebene  / 
desselben;  man  denke  drei  solche  Ebenen,  also  durch  A^^  B^^X^ 
bestimmt  die  Ebene  //,  und  durch  A^^  B^^  C^  die  Ebene  HI  und 
stelle  die  entspringende  Abstumpfungsfigur  der  Ecke  dar.  Man 
erhftlt  zwei  wesentlich  verschiedene  Fälle,  je  nachdem  die  Folge 
der  Punkte  mit  den  Indices  1,  2,  3  auf  den  drei  Kanten  cyklisch 
ist  oder  nicht;  also  für  die  Folgen  A^A^A^O^  B^B^B^O  und 
C^C^C^O  respective  z.B.  A^A^A^O,  B^B^B^O,  C^C^C^O;  näm- 
lich im  ersten  Falle  drei  viereckige  Abstumpfongsflächen ,  im  zweiten 
eine  drei-,  eine  vier-  und  eine  fünfseitige  Fläche.  Die  Tafel  lY 
enthält  die  Darstellung  dieser  beiden  Fälle  in  Grundriss  und  Aufriss 
mit  Bezeichnung  der  Punkte  durch  Ziffern  allein ;  sie  giebt  dazu  einen 
dritten  Fall  mit  zwei  Dreiecken  und  einem  Fünfeck  als  Abstum- 
pfungsflächen. (Man  vergleiche  die  Beschreibung  der  Tafel  im  Register.) 

6)  Wenn  einer  der  Punkte  Ai^  etc.  in  seiner  Kante  unendlich  fern 
ist,  so  sagt  man  von  der  zugehörigen  Ebene,  dass  sie  diese  Kante 
abstumpfe.  Der  erste  unter  den  beiden  Fällen  in  5)  mit  A^^  B^  und  C^ 
als  unendlich  fem  giebt  die  symmetrische  Abstumpfung  der  Ecke,  mit 
drei  Parallelstreifen  mit  drei  Ecken  im  Endlichen;  der  zweite  mit 
^11  ^3 )  ^1  ^B  unendlich  fem  zeigt  ein  Dreieck  im  Endlichen ,  etc. 

7)  Wenn  die  Fixebene  IT  parallel  zur  Tafel  und  in  der  Ent- 
fernung Eins  von  derselben  gelegen  ist,  so  geben  die  Punkte  S 
und  ü'  einer  Geraden  zugleich  ihren  Geflllle-Maassstab  und  ebenso 
die  Geraden  5,  u  (die  dann  parallel  sind)  den  für  eine  Ebene;  so  er- 
geben sich  die  Constmctionen  der  cotierten  Darstellung.  Wir  em- 
pfehlen die  üebertragung  von  Fig.  118  für  die  Construction  des 
Neigungswinkels  zweier  Ebenen  und  die  Ausführung  der  Bestimmung 
der  Entfemting  eines  Punktes  von  einer  Ebene. 
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55.  Die  zahlreichen  vorher  besprochenen  Elemeotar-Auf- 
gaben  könnten  leicht  noch  vermehrt  werden;  wir  empfehlen  hier 
die  Yergleichung  der  §§  1 — 11,  von  deren  Aufgaben  eine  ziem- 
liche Anzahl  hier  nicht  wiederholt  ist,  schon  um  deswillen,  damit 
man  bei  ihrer  Lösung  in  der  Form  der  Orthogonalprojection 
sich  durch  den  Vergleich  mit  der  centralprojectivisch^n  Lösung 
zur  möglichsten  Sparsamkeit  im  Verbrauch  von  Hilfslinien  an- 
leiten lasse.  Die  zur  Lösung  fflbrenden  geometrischen  An- 
schauungen und  Sätze  bleiben  im  Allgemeinen   dieselben  und 

Flg.  IIR. 
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dem  vorigen  §  kann  man  entnehmen ,  in  wieweit  bei  orthogo- 
naler Parallel projection  mit  einem  Bilde  sich  dieselbe  Einfach- 
heit gewinnen  lässt,  wie  in  der  Centralprojection.  Für  'die 
folgenden  Erörterungen  Ober  die  Polyeder  ist  umgekehrt  die 
Heranziehung  dieser  beiden  Darstellungsformen  zu  empfehlen. 
Wenn  ein  Polyeder  durch  seine  beiden  orthogonalen 
Parallelprojectionen  g^eben  ist,  so  construiert  man  seine 
Schnittfigur  mit  einer  gleichfalls  bestimmten  Ebene  im 
Allgemeinen  durch  die  Folge  der  Schnittlinien  seiner  Flächen 
mit  derselben  — .  in  der  Weise,  dase  jede  dieser  Schnittlinien  die 
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nächstfolgende  als  diejenige  bestimmt,  mit  welcher  sie  in  einer 
Kante  ihrer  Fläche  zusammentrifft;  natürlich  innerhalb  der  End- 
punkte dieser  Kante.  Man  benutzt  hierbei  die  Spuren  der  Polyeder- 
flächen im  Allgemeinen  nicht,  sondern  bedient  sich  des  Verfahrens 
von  §  52;  welches  für  begrenzte  Ebenen  vorzugsweise  geeignet  ist. 

Für  die  Ausführung  denken  wir  das  Polyeder  als  undurch- 
sichtig und  unterscheiden  an  demselben  die  sichtbaren  von  den 
unsichtbaren  Kanten  als  mit  ausgezogenen  und  mit  punktierten 
Projectionen  dargestellt,  indem  wir  festsetzen ^  die  Sichtbar- 
keit werde  in  jeder  Projection  für  ein  Auge  beurtheilt,  das  sich 
in  der  Richtung  und  auf  der  positiven  Seite  der  zu  ihrer  Ebene 
normalen  Projectionsaxe  befindet.  (Vergl.  §  43, 2.)  Jede  Seite  der 
Schnittfigur  ist  unsichtbar,  von  der  ein  Endpunkt  oder  beide 
Endpunkte  einer  unsichtbaren  Kante  des  Polyeders  angehören. 

Das  häufige  Vorkommen  von  Pyramiden  und  Prismen 
als  selbständige  Formen,  sowie  als  Theilformen  von  zusammen- 
gesetzteren Polyedern  macht  es  werthvoll,  die  speciellere  Be- 
handlung der  ebenen  Schnitte  derselben  zu  erörtern.  Wir  den- 
ken die  polygonale  Basis  einer  Pyramide  ABC  ...  in  einer 
Ebene  S,  speciell  der  ersten  Projectionsebene,  und  die  Spitze  M 
derselben  gegeben,  dazu  die  Schnittebene .  E.  Dann  ist  die 
Schnittfigur  J?^B*C*...  derselben  mit  dem  Mantel  der  Pyramide 
anzusehen  als  die  Gentralprojection  der  Grundfläche  ABC  ... 
aus  dem  Centrum  M  auf  die  Ebene  E,  oder  umgekehrt  diese 
als  Bild  von  jener,  und  kann  also  —  da  die  Parallelprojection'tn 
centrisch  coUinearer  ebener  Systeme  selbst  centrisch  collineare 
Figuren  sind  —  als  die  centrisch  collineare  Figur  zu 
jener  construiert  werden  mit  Benutzung  der  GoUineationsaxe 
und  der  Gegenaxe  des  Systems. 

Denken  wir  die  Ebene  der  Basis  als  erste  Projectionsebene 
(Fig.  119);  so  ist  die  centrisch  collineare  Beziehung  der  Basis 
als  Bild  zur  Schnittfigur  als  Original  auch  in  der  ersten  Pro- 
jection erfüllt,  für  die  erste  Projection  M'  des  Centrums  M  als 
Centrum,  für  die  erste  Spur  5,  der  Ebene  E  als  Axe  der  Col- 
lineation  und  für  die  erste  Spur  der  durch  M  gehenden  Parallel- 
ebene zur  Schnittebene  als  Gegenaxe  ^,.  Daraus  ergiebt  sich 
bekanntlich  die  Gegenaxe  r  (vergl.  §  19,  i  etc.),  welche  auch 
die  erste  Projection  der  Schnittlinie  der  Ebene  E  mit  der  durch 
M  gehenden  Parallelebene  zur  Basisebene  XOY  ist.     Man  er- 

Fi edler,  darstelleode  Geometrie.    I.    3.  Au^.  ,  20 
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hält  dann  die  erste  Projection  der  Schnittkante  A^B*^  indem 
man  den  Schnittpunkt  Sab  von  Ä  B^  und  s^  mit  dem  Schnitt- 
punkt ßah  der  aus  M'  gezogenen  Parallelen  zu  A'B"  in  r  ver- 
bindet und  diese  Gerade  in  M'Ä  und  M'B'  begrenzt;  auf  der  ihr 
Parallelen  durch  M'  liegt  auch  jp/,  der  Schnittpunkt  von  AB'  mit 
9|.  Man  fügt  die  zweite  Projection  hinzu,  indem  man  die  zwei- 
ten Projectionen  der  R  in  r"  und  die  der  S  auf  der  Axe  OX  ver- 
bindet und  bemerkt,  dass  die  zweiten  Projectionen  der  Punkte 
{>,  in  derselben  Axe  mit  M''  Parallelen  zu  yf^'B*" .,,  bestimmen. 

Man  construiert  auch  die  wahre  Gestalt  der  Schnitt- 
figur A*B*C*  .. .  direct  aus  ihrer  centrischen  Collineation  zu 
y^^^". . .  als  die  Umlegung  derselben  in  die  erste  Projectionsebene 
(Fig.  119);  die  centrische  Collineation  zwischen  {A^){B*){C*) ... 
und  ÄB'C'  . . .  hat  die  Spur  $^  zur  CoUineationsaxC;  die  Um- 
legung {M^  von  M  mit  der  zu  E  parallelen  Ebene  Mq^  zum  Col- 
lineationscentrum  und  die  Umlegung  (r)j  von  r  mit  der  Ebene 
E  zur  Gegenaxe,  indess  die  Gegenaxe  q^  ungeändert  bleibt. 

Auf  diese  Constructionen  gehen  somit  alle  die  in  der 
Theorie  der  centrisch  collinearen  ebenen  Systeme  entwickelten 
Hilfsmittel  über. 

1)  Man  untersuche,  in  wie  weit  sich  die  Hilfsmittel  der  cen- 
trischen Collineation  auf  eine  Pyramide  mit  schräger  Basisebene  E 
mit  Vortheil  anwenden  lassen. 

2)  Man  benutze  sie  für  die  Darstellung  des  Schnittes,  den  ein 
riguläres  Dodekaeder  mit  einer  Ebene  erzeugt,  indem  man  die  fünf- 
seitigen  regulären  Pyramiden  vorstellt,  welche  von  den  an  eine  nicht 
geschnittene  Fläche  desselben  angrenzenden  Flächen  des  Dodeka- 
eders gebildet  werden. 

3)  Man  erörtere  die  Identität  dieser  Methode  mit  der  der  direc- 
ten  Gonstruction  der  Schnittlinien  der  Pyramidenflächen  mit  der 
Schnittebene. 

4)  Man  erläutere  die  Modificationen,  welche  diese  Methoden  fllr 
die  Bestimmung  der  Projectionen  und  der  wahren  Gestalt  des  ebenen 
Schnittes  der  Prismen  bedürfen.  An  Stelle  der  Collineation  tritt  die 
Affinität. 

5)  Man  bestimme  den  Normalschnitt  und  das  Netz  —  d.  i.  die 
möglichst  zusammenhängende  Ausbreitung  seiner  Flächen  in  einer 
Ebene  —  fUr  ein  schräges  fünfseitiges  Prisma  mit  einer  zur  ersten 
Projectionsebene  parallelen  Grundfläche. 

56.     Zwei  Polyeder    erzeugen    mit   einander   als   ihre 

Durchdringung  ein  nicht  ebenes  oder  windschiefes  Vieleck, 

dessen  Seiten  die  Durchschnittslinien  der  Flächen  des  einen 
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Polyeders  mit  den  Flächen  des  andern  innerhalb  ihrer  Begren- 
zungen sind,  während  es  die  Durchschnittspunkte  der  Kanten 
des  einen  mit  den  Flächen  des  andern   zu  seinen  Ecken  hat. 

Die  Durchdringungsfignr  kann  jedoch  auch  in  mehrere  von 
einander  getrennte  windschiefe  Vielecke  zerfallen ,  so  bei  Euler'- 
schen  Polyedern  in  zwei,  die  man  dann  als  Eintritts-  und 
Austritts-Figur  unterscheiden  kann. 

Für  die  Gonstruction  derselben  benutzt  man  offenbar  ihre 
Ecken  und  Seiten  mit  gleichem  Erfolg,  natürlich  in  dem  für 
begrenzte  Figuren  entwickelten  Verfahren  des  §  52.  Nehmen 
wir  an,  es  sei  (Fig.  120)  als  Seite  des  Durchdringungspolygons 
die  Gerade  Pi  durch  den  Schnitt  der  Flächen  F^  und  F^*  oder  p^' 
durch  den  Schnitt  von  F/,  Fq*  der  beiden  Polyeder  gefunden 
worden,  so  liegen  ihre  beiden  Endpunkte  A  und  B  resp.  A^  und 

Fig,  IM. 


B^  entweder  a)  beide  in  Kanten  /:,;  k2  der  einen  Fläche,  sagen 
wir  Fj ,  oder  es  liegt  b)  der  eine  A^  in  einer  Kante  Ar,'  von  F/ 
und  der  andere  B^  in  einer  Kante  k*  von  F^^*.  Dann  stosst  im 
ersten  Falle  in  A  die  Durchschnittslinie  p  der  längs  k^  an  F, 
benachbarten  Fläche  F  mit  F,*,  in  B  die  Durchschnittslinie  pj 
der  längs  /Tj  an  F^  benachbarten  Fläche  F2  mit  F]*  an.  Im 
zweiten  Falle  dagegen  schliesst  sich  in  A^  die  Durchschnittslinie 
p  der  an  F,'  in  /:,'  benachbarten  Fläche  F  mit  der  Ebene  Fq* 
und  in  B^  die  Durchschnittslinie  p./  der  an  Fq*  in  Atj*  benach- 
barten Fläche  "F^*  mit  F/  an. 

Geht  man  von  einer  bereits  ermittelten  Seite  des  Durch- 
dringungspolygons aus  nach  diesem  Gesetze  weiter,  so  erhält 
man  ohne  erfolglose  Versuche  die  Durchdringung,  respec- 
tive    die  Eintrittsfigur  der  Eindringung.     Im  letzten  Falle 

20* 
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bat  man  für  die  Austritts figur  nach  der  gleichen  Methode 
vorzugehen. 

Die  Sichtbarkeit  des  Durchdringungspolygons  bestimmt 
nach  dem  vorigen  §  das  Gesetz:  Jede  Seite  desselben  ist  un- 
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sichtbar,  7on  der  ein  Endpunkt  in  einer  unsichtbaren  Kante 
oder  Fläche  des  einen  oder  andern  Polyeders  liegt. 

Die  Figur  121  zeigt  die  Durchdringung  eines  regulären 
Ikosaeders  AB  ...  LM  mit  zwei  horizontalen  Flächen  mit  einem 
Würfel  N ...  U  von  verticaler  Diagonale^  deren  unterer  End- 
punkt N  in  eiuer  jener  Flächen  ABC  liegt.  Das  Durchdringungs- 
polygon zerfällt  in  drei  Theile:  Das  windschiefe  Polygon  1, 
2,  ...  16,  das  ebene  Fünfeck  17,  ...  21  und  das  Dreieck  22, 
23,  24.  Die  Gonstruction  beginnt  zweckmässig  mit  den  Punkten 
1,  2,  16  der  oberen  Ikosaederfläche. 

Die  folgenden  zwei  Beispiele  vertreten  eine  grosse  Mannich- 
faltigkeit  von  Durchführungen. 

1)  Man  construiere  die  Durchdringung  eines  regulären  Ikosae- 
ders mit  einem  vierseitigen  Prisma  und  bilde  die  Netze  der  Körper 
mit  Eintragung  der  Durchdringung. 

Fig.  in. 


2)  Man  construiere  die  Durchdringung  einer  sechsseitigen  Pyra- 
mide mit  einem  schrägen  Parallelepiped  und  bilde  ihre  Netze  — =- 
indem  man  Ebenen  parallel  den  Kanten  des  Prisma' s  durch  die 
Scheitelkanten  der  Pyramide  \md  Ebenen  durch  die  Prismenkanten 


310    I*  Methodenlehre:  D)  Parallelprojection  u.  Axonometrie.    57. 


aus  der  Spitze  der  Pyramide  benatzt.  Welche  Yortheile  bringt  es 
mit  sich,  dass  diese  £benen  ein  Büschel  bilden?  Die  Figur  122 
erläutert  sie  an  dem  Beispiel  der  vierseitigen  Pyramide  und  des  Pa- 
rallelepipeds.  Das  Zwölfeck  1,  2,  ...  12  ist  die  Eindringungsfigur. 
3)  Wie  modificiert  sich  die  Regel  des  Textes  da,  wo  zwei  Kanten 
beider  Körper  einander  innerhalb  ihrer  Begrenzungen  schneiden? 

57.  Die  Einfachheit  und  Genauigkeit  einer  coiistructiveii 
Lösung  hängt  oft  ab  von  der  Lage  des  projicierten  Objects 
gegen  die  Projectionsebenen ,  und  die  Ueberführung  in  eine 
andere  Lage  kann  daher  von  V  ort  heil  sein  für  die  Gonstruetion. 
In  manchen  Fällen  ist  es  nothwendig,  Elemente  der  Dar- 
Stellung,  welche  über  die  Grenzen  des  Zeichenblattes  hinaus  ge- 
fallen sind,  in  dasselbe  zurückzuführen,  um  die  Ausführbarkeit 
zu  sichern;  schleifende  Schnitte,  Darstellungen  von  zu  geringer 
Breite,  etc.  zu  vermeiden,  ist  oft  sehr  wünschenswerth.  Deshal  b 
bilden  die  Transforn^ationen  ein  wichtiges  Mittel- 
glied zwischen  der  Theorie  und  der  Praxis  der  dar- 
stellenden Geometrie.  (Vergl.  §  12.)  Sie  sind,  wenn  man 
an  der  Orthogonalität  der  Parallelprojectionen  festhält,  ent- 
weder Verschiebungen  und  Drehungen  der  Projec- 
tionsebenen  —  die  letzteren  noth wendig  in  Paaren,  damit 
ihre  Rechtwinkligkeit  unter  einander  nicht  alteriert  werde  — 
oder  Verschiebungen  und  Drehungen  der  darzustel- 
lenden Objecte.  Verschiebungen  respective  Drehungen  der 
ersteren  sind  Verschiebungen  oder  Drehungen  der  letzteren  äqui- 
valent,  wenn   sie    sich    nur   durch  ihren   Sinn   unterscheiden, 

während  ihre  Grössen  und  die 
Axen,  nach  welchen  oder  um  wel- 
che sie  erfolgen,  dieselben  sind. 
Die  Parallelverschiebung 
einer  Projectionsebene  oder  die 
des  Objects  nach   den   zugehori- 

^-^ --^  gen  projiciereuden  Linien  seiner 

Punkte  hat  nur  eine  algebraische 
Vermehrung  dieser  letzteren  um 
die  Verschiebungsgrosse,  also  eine 
gleichmässige  Vermehrung  der  Ab- 
stände der  durch  sie  bestimmten 
Projectionen  von  den  zugehörigen 
Axen  zur  Folge.    Wir  wollen  die  Projectionen  nach  der  Trans- 


Fig.  123. 
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formation  dadurch  l^ezeichneu,  dass  wir  ihren  Buchstaben  unten 
links  den  Index  der  betreffenden  Projectionsebene  oder  proji- 
cierenden  Linie  beifügen.    (Fig.  123.) 

Die  Gestalt  und  Richtung  der  Projectionen  wird  durch 
beliebige  Parallelverschiebungen  nicht  geändert;  Parallelver- 
schiebungen  können  Kaumersparniss  nur  erzielen,  wann  sie  das 
Ineinanderschieben  der  verschiedenen  Projectionen  bewirken; 
sie  lassen  das  Maximum  derselben  erreichen,  indem  man  den 
Mittelpunkt  der  dargestellten  Raumfigur  zum  Anfangspunkt  0 
des  Systems  oder  zu  einem  Punkte  der  Halbieruugsaxe  ))y  des- 
selben macht  (§  46,  4.  §  53).  Grössere  Deutlichkeit  kann  durch 
Parallelverschiebungen  nur  erreicht  werden,  insofern  es  sich 
um  ein  Auseinanderhalten  der  verschiedenen  Projectionen  des 
Objects  handeln  kann. 

Es  folgt,  dass  man  die  Einzeichnung  der  Axe  x  unter- 
lassen kann,  indem  es  genügt,  ihre  Richtung  zu  kennen,  so 
lange  es  sich  nur  um  die  Projectionen  von  Objecten  und  nicht 
um  ihre  Schnitte  mit  dem  Projectionssystem,  etc.  handelt. 

1)  Man  bestimme  die  Schnittlinie  von  zwei  Ebenen  aus  den  Spu- 
ren derselben ,  wenn  der  Schnitt-  Fig.  124. 
ponkt  der    zweiten   Sparen  nicht 
auf  dem  Blatte  liegt.     Die  Figur 
124  giebt  die  Lösung. 

Sie  ist  zugleich  eine  Auflösung 
der  Aufgabe,  die  Verbindungslinie 
von  einem  Punkte  nach  dem  unzu- 
gänglichen Schnittpunkte  von  zwei 
Geraden  zu  construieren.  (Vergl. 
§  30,  1.)  Ein  weiteres  Mittel  giebt 
der  Satz,  dass  die  drei  Höhenper- 
pendikel eines  Dreiecke  durch  einen 
Punkt  gehen. 

2)  Man  bestimme  die  Schnitt- 
linie von  zwei  Ebenen  aus  den 
Sparen,  wenn  kein  Paar  derselben  sich  auf  dem  Blatte  schneidet. 

58.  Die  Drehung  einer  projicierten  Raumfigur 
um  eine  Projectionsaxe  oder  eine  Parallele  zu  einer  sol- 
chen in  bestimmten  Sinne  um  einen  Winkel  0,-  (t  als  Index 
der  projicierenden  Linie,  zu  welcher  diese  Axe  parallel  läuft), 
d.  i.  die  Darstellung  ihrer  Projectionen  in  der  am  Ende  der 
Drehung  erreichten  Lage,  ergiebt  sich  aus  den  beiden  Hemer- 
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kuDgen:  In  den  zur  Drehungsaxe  parallelen  Projec- 
tionen  schreiten  die  Punkte  in  Normalen  zu  ihr  fort; 
in  der  zu  ihr  normalen  Projection  drehen  sie  sich 
in  dem  Sinne  und  um  den  Betrag  des  Winkels  6^  um 
den  Punkt,  welcher  die  Drehungsaxe  projiciert. 

Wir  wollen  dabei  den  Drehungssinn  durch  ein  aus  dem 
positiven  Ende  der  Drehungsaxe  oder  der  ihr  parallelen  Pro- 
jectionsaxe  nach  der  Projectionsebene  blickendes  Auge  beur- 
theilt  denkeu;  und  als  positiv  die  im  Sinne  des  Uhrzeigers  ver- 
laufende Drehung  bezeichnen. 

Die  Drehung  um  eine  schräg  im  Räume  liegende  Axe  ist 
durch  die  Methode  dieses  oder  des  nächsten  §  ebenfalls  leicht 
auszuführen.    (Man  vergl.  §  59,  7,  ferner  Bd.  IL) 

1)  Man  drehe  einen  Punkt  A^  eine  Gerade  g  und  eine  Ebene  E 
um  die  Axe  ÖZ  um  Gj  =  +  30®.    Die  Fig.  125  giebt  diese  Drehung. 


2)  Man  leite  aus  den  gegebenen  Projectionen  eines  Polyeders 
in  seiner  einfachsten  Stellung  zu  den  Projectionsebenen  diejenigen 
ab,  welche  ihm  am  Ende  von  zwei  successiven  Drehungen  um  die 
Axen  OZ  und  OV  —  oder  um  mit  dem  Polyeder  selbst  verbundene 
Axen,  parallel  OZ  respective  OF  —  mit  den  Beträgen  6j  =  -f"  60^ 
02  =  —  16®  zukommen.  Ein  gutes  Beispiel  liefert  das  Rhomben- 
dodekaeder,  der  von  zwölf  congruenten  Rhomben  begrenzte  Kör- 
per mit  sechs  vierkantigen  (oder  Oktaeder-)  und  acht  dreikantigen 
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(Hexaeder-)  Ecken.  Wenn  man  die  durch  die  Mittelpunkte  des 
Körpers  gehenden  Verbindungslinien  der  Oktaedereckenpaare  resp. 
parallel  zu  den  Axen  x,  y^  z  stellt,  so  erscheinen  Grund-  und  Auf- 
riss  des  Körpers  als  gleiche  Quadrate  mit  unter  45^  geneigten  Sei- 
ten, jedes  durch  die  Geraden  vom  Mittelpunkt  nach  den  Seiten- 
mitten in  vier  gleiche  Quadrate  getheilt. 

3)  Man  soll  eine  Ebene  durch  Drehungen  um  zwei  Projections- 
axen  zu  einer  Projectionsebene  parallel  machen.  Man  macht  sie 
durch  eine  erste  Drehung  normal  zu  einer  der  beiden  andern  Pro- 
jectionsebenen  und  erreicht  dann  den  vorgesetzten  Zweck  durch  eine 
zweite  Drehung.  Um  welche  Axen,  um  welche  Winkel  und  in 
welchem  Sinne  hat  man  zu  drehen?  Für  ein  in  besagter  Ebene 
liegendes  System  erhält  man  dabei  aus  den  ursprünglichen  Projec- 
tionen  die  wahre  Grösse  und  Gestalt. 

4)  Man  mache  eine  Gerade  durch  Drehungen  um  zwei  Pro- 
jectionsaxen  zu  einer  Projectionsaxe  parallel  und  erörtere  die  ana- 
logen Fragen. 

5)  Ein  Punkt  A  soll  durch  Drehung  um  die  Axe  OZ  m  eine 
gegebene  Ebene  E  gebracht  werden;  welche  Drehung  ist  dazu  er- 
forderlich? 

6)  Man  bringe  einen  Würfel,  dessen  Kanten  den  Projectionsaxen 
parallel  sind,  durch  Drehung  um  die  durch  seinen  Mittelpunkt  gehen- 
den Parallelen  zu  diesen  in  die  Lage,  in  welcher  die  Verbindungs- 
linie von  zwei  Gegenecken  der  Axe  OZ  parallel  ist.  (Vergl.  Fig.  121.) 

7)  Man  zeichne  die  neue  erste  Projection  eines  durch  seine 
Projectionen  bestimmten  Objects,  nachdem  eine  mit  ihm  fest  ver- 
bundene durch  ihre  Spuren  bestimmte  Ebene  zur  ersten  Projections- 
ebene parallel  gemacht  worden  ist. 

8)  Man  bestimme  den  Mittelpunkt  ^  der  einem  Tetraeder 
ABC D  eingeschriebenen  Kugel,  wenn  die  eine  seiner  Flächen  ABC 
in  einer  Projectionsebene  z.  B.  der  Ebene  xy  liegt.  Er  ist  der 
Durchschnittspunkt  der  Halbierungsebenen  der  inneren  Flächenwinkel 
an  den  Kanten  AB^  BC^  CA  und  um  ihn  zu  erhalten,  führt  man 
mit  Vortheil  eine  zu  xy  parallele  Hilfsebene  ein,  so  dass  M  zwischen 
dieser  und  xy  liegt.  Schneiden  die  Halbierungsebenen  Hq^  Ha^  Hf, 
der  an  AB^  BCy  CA  resp.  liegenden  Flächen winkel  diese  Hilfs- 
ebene in  drei  Geraden  5^,  ^a«  s^  i^nd  bezeichnen  wir  die  Schnitt- 
punkte derselben  mit  einander  durch  C*^  A*^  B*^  nämlich  den  von 
Si,  und  Sc  als  A*^  etc.,  so  ist  das  Dreieck  A^B*C*  zu  ABC  ähnlich 
und  ähnlich  gelegen  und  das  Aehnlichkeitscentrum  ist  der  gesuchte 
Kugelmittelpunkt  M  —  insbesondere,  zum  Vortheil  der  Genauigkeit, 
bei  der  vorgeschlagenen  Anordnung  der  Hilfsebene  der  innere 
Aehnlichkeitspunkt.  Zur  Bestimmung  der  Halbierungsebenen  be- 
nutzt man  die  von  der  Ecke  B  zu  den  Seiten  AB^  BCy  CA  resp. 
gehenden  Normalebenen  und  die  in  ihnen  liegenden  Halbierungs- 
linien der  Flächenwinkel,  welche  durch  ihre  Schnitte  mit  der  ein- 
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gefährten  horizontalen  Hilfsebone  je  einen  Punkt  C^*^  ^,*,  B*  der 
Seiten  A*B*^  B*€*^  C*A*  liefern  und  diese  somit  bestimmen. 
Natürlich  geschieht  die  Halbierung  der  Winkel  nach  ihrer  Drehung 
in  die  zur  Ebene  xz  parallele  Lage  und  die  Halbierungslinien  werden 
aus  dieser  in  die  Ebenen  derselben  zurückgedreht.  Sind  also  A^  B^ 
C,  D'  die  Horizontalprojectionen  und  A[\  ff\  C"  in  der  Axe  a;,  ff' 
über  ihr  die  Verticalprojectionen  der  Ecken  des  Tetraeders,  so  föllt 
man  von  ff  das  Perpendikel  mit  dem  Fusspunkt  C^  Buf  AB^  dreht 
C^  um  ff  auf  die  durch  B'  gehende  Parallele  zu  x  in  {C^)  und 
bestimmt  lothrecht  darüber  in  x  den  Punkt  (^i)";  so  die  Halbie- 
rungslinie des  inneren  Winkels  Ä'(G^' D"  giebt  auf  der  Vertical- 
spur  und  -Projection  der  Hilfsebene  den  Punkt  (C^f  an,  aus  dem 
in  der  Horizontalen  durch  ff  seine  Horizontalprojection  (Cj*)'  er- 
halten wird;  diese  liefert  durch  Zurückdrehung  um  Ü  bis  in  die 
Gerade  ffO^  den  Punkt  (7,*',  durch  den  parallel  Äff  die  Gerade 
j*'B*'  geht.  Bestimmt  man  nach  demselben  Verfahren  B*'C*'  und 
C*'A*\  so  erhält  man  -«4*',  B*\  C*'  als  ihre  Schnittpunkte,  aus  ihnen 
durch  Perpendikel  zu  a;  in  der  Verticalspur  der  Hilfsebene  A^'\  B*" 
und  ^*"  und  damit  als  Aehnlichkeitscentren  durch  AA^^  B  B*^  CC* 
in  beiden  Projectionen  M\  M'\ 

9)  Wenn  die  Halbierungsebenen  ffc*^  Z^a*,  fff*  der  Aussen- 
flächenwinkel  an  den  Kanten  AB^  BCy  CA  mit  bestimmt  werden, 
so  erhält  man  im  Allgemeinen  acht  verschiedene  Punkte  als  Schnitt- 
punkte derselben  zu  dreien  mit  der  Eigenschaft,  gleich  entfernt 
von  den  ^ßlächen  des  Tetraeders  zu  sein;  nämlich  immer  ausser 
M^  dem  Mittelpunkt  der  eingeschriebenen  Kugel ,  die  vier  Mittel- 
punkte M*^  ^,*,  ifj*,  M^  der  Kugeln,  die  die  Gegenflächen  der 
Ecken  Z>,  A^  By  C  resp.  innerlich  und  die  jeweiligen  andern  in  ihren 
Aussenwinkelflächen  berühren,  als  Schnittpunkte  von  ZT«*,  /^a*,  H?\ 
Ha^-t  Ih-i  Hc\  Ha^  Hb^'i  Hc\  Ha^  Iff,y  ff*  resp.;  endlich  aber  im 
Allgemeinen  die  Schnittpunkte  von -^a,  ffb*^  ff*\  ffa*i  ffbi  ff*\ 
Ha^i  ffb*^  ffo  a^8  Mittelpunkte  ilf, ,  M,^,  M^  von  drei  Kugeln, 
welche  je  zwei  Flächen  in  ihren  Aussenwinkeltheilen  und  die  zwei 
anderen  in  ihren  Scheitelwinkeltheilen  berühren.  Sie  sind  als  äussere 
Aehnlichkeitspunkte  des  Dreiecks  ABC  mit  den  Spurend reiocken 
der  bezüglichen  Tripel  von  /TEbenen  bestimmt  und  können  daher 
auch  unendlich  fem  sein ;  in  der  That  existieren  nur  zwei  im  End- 
lichen, wenn  di^  Summe  der  Inhalte  von  zwei  Flächen  des  Tetra- 
eders der  Summe  der  Inhalte  der  beiden  andern  gleich  ist;  nur  eine, 
wenn  die  Flächen  paarweise  äquivalent  sind,  und  keine  beim  regu- 
lären Tetraeder,  wenn  "alle  gleich  gross  sind.  Denn  die  Halbierungs- 
ebenen eines  Flächenwinkels  im  Tetraeder  theilen  die  entsprechende 
Gegenkante  nach  dem  Yerhältniss  der  einschliessenden  Flächen  und 
bestimmen  also  mit  den  Ecken  die  diesen  Verhältnissen  entsprechen- 
den harmonischen  Gruppen ;  es  sind  Formen  der  Bedingungen ,  unter 
welchen  jene  Spurendreiecke  mit  ABC  centrisch  nhnlich  sind  nach 
dem  Verjüngungsverhältniss  Eins.     Man  erhält  sie  auch  durch  die 
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offenbaren  Relationen  zwischen  dem  Yolumen  des  Tetraeders,  den 
Arealen  seiner  Seitenfl&cben  und  den  Radien  der  berührenden  Kugeln. 

Wir  können  die  Lagenrelationen  dieser  acht  Mittelpunkte  fol- 
gendermassen  überblicken.  Die  6 . 2  Halbiernngsebenen  der  Flächen- 
winkel an  den  Kanten  des  Tetraeders  schneiden  aus  den  Gegen- 
kanten resp.  6  .  2  Punkte ,  die  durch  die  zugehörigen  Ecken  har- 
monisch getrennt  sind;  nämlich  H^^  H^  aus  AD  die  Punkte  1 4,  1 4*; 
H^,  E*  aus  BC  die  24,  24*  und  H^,  H^  aus  CD  die  34,  34*. 
Ebenso  entspringen  aus  den  Halbierungsebenen  durch  die  Kanten 
AD,  BD,  CD  die  Paare  23,  23*;  13,  13*;  12,  12*.  Nun  schnei- 
den sich  die  Geraden  12,  34;  13,  24;  14,  23  in  M\  12*,  34; 
13*  24;  14*  23  in  My*-,  12*,  34;  23*,  14  und  24*,  13  in  M*\ 
13*,  24;  23*,  14  und  34*,  12  in  M^*\  14*,  23;  24*,  13;  34*,  12 
in  M*\  endUch  12*,  34*;  13*,  24*  und  14,  23  in  M^\  12*  34*; 
13,24;  14*  23*inil/2;34,12;  13*,  24*;  23*,  14*in  JI/3.  Jeder 
der  acht  Mittelpunkte  lieg^  mit  je  drei  andern  in  Geraden,  welche  die 
Gegenkanten  des  Tetraeders  schneiden  und  mit  vier  andern  in  Linien 
durch  die  Ecken  des  Tetraeders.  Man  kann  die  Haupteigenschaft  des 
ganzen  Systems  dahin  aussprechen,  dass  die  Ebene  der  Mittelpunkte  M^, 
i/2,  M^  von  dem  Mittelpunkte  M  der  eingeschriebenen  Kugel  auf  allen 
Kanten  des  Tetraeders  durch  seine  Ecken  harmonisch  getrennt  wird. 

Eine  andere  Lösung  desselben  Problems  ergiebt  sich  aus  dem 
Princip  der  Umlegung  und  Aufrichtung  (vergl.  §  54,  26)  durch 
folgende  Schlüsse.  Es  ist  erstens  evident,  dass  die  Berührungs- 
punkte von  zwei  Ebenen  mit  derselben  Kugel  Squidistant  von  ihrer 
Durch  Schnittslinie  und  in  Perpendikeln  mit  dem  nämlichen  Fuss- 
punkt  in  derselben  liegen,  den  Schenkeln  ihres  Neigungswinkels. 
Dieselben  müssen  daher  bei  der  ümlegung  der  einen  Ebene  in  die 
andere  zur  Deckung  kommen.  Es  ist  ebenso  evident,  dass  die  Be- 
rührungspunkte von  drei  Ebenen  mit  der  nämlichen  Kugel  äqui- 
distant  sind  von  dem  Durchschnittspunkt  derselben.  Aus  beidem 
ergiebt  sich  in  Anwendung  auf  die  ümlegung  der  Berührungspunkte 
einer  Kugel  unseres  Problems  mit  drei  Ebenen  in  die  vierte,  dass 
der  Berührungspunkt  mit  dieser  vierten  Ebene  äquidistant  ist  von 
den  gleichzeitigen  ümlegungen  des  Schnittpunktes  jener  drei  Ebenen 
in  diese  vierte.  Und  da  die  Berührungspunkte  der  Kugeln  des 
Problems  mit  der  Ebene  ABC  oder  123  zugleich  die  Horizontal- 
projectionen  ihrer  Mittelpunkte  und  aus  diesen  die  Mittelpunkte 
selbst  bestimmt  sind,  so  hat  man  folgende  Lösung:  Man  nenne 
die  Umlegungen  der  Ecke  4  des  Tetraeders  mit  den  Ebenen  234, 
314,  124  oder  /,  77,  777  in  die  Ebene  123,  je  nachdem  sie 
nach  der  Seite  des  Körpers  oder  nach  aussen  vollzogen  werden 
(4)/,  (4)/*;  (4)77,(4)//*;  (4)///,  (4)///*  respective,  oder  kürzer  (1), 
(1)*;  (2),  (2)*;  (3),  (3)*;  dann  sind  die  Mittelpunkte  der  Kreise 
durch  die  Punktetripel  (1),  (2),  (3)  und  (1)*,  (2)*,  (3)*  die  Hori- 
zontalprojectionen  der  Mittelpunkte  M  und  M^  oder  M*  respective 
der  eingeschriebenen  und  der  die  Fläche  123  allein  innerhalb  ihrer 
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Begrenzung  berührenden  KugQl;  es  sind  die  Mittelpunkte  der  Kreise 
durch  die  Tripel  (1)*,  (2),  (3);  (1),  (2)*,  (3);  (1),  (2),  (3)*  die 
Horizontalprojectionen  der  Mittelpunkte  M*^  ^j*»  -^3*  derjenigen 
Kugeln ,  welche  resp.  die  Fl&chen  234,  314,  124  allein  im  Innern 
ihrer  Begrenzung  und  daher  die  jedesmal  Übrigen  in  ihren  an- 
liegenden Aussenwinkelflächen  berühren;  und  es  sind  endlich  die 
Mittelpunkte  der  Kreise  durch  die  Tripel  (1),(2)*,(3)*;  (1)*,  (2),(3)*; 
(1)*,  (2)*,  (3)  die  Horizontalprojectionen  der  Mittelpunkte  ^j,  M^^ 
M^  der  drei  letzten  Kugeln,  welche  die  Flächen  in  Paaren  in  Aussen- 
winkelfifichen  und  in  Scheu elwinkelfiächen  ihrer  Begrenzungen  be- 
rühren. Diese  sind  somit  den  Paaren  der  Gegenkanten  des  Tetra- 
eders 12,  34;  23,  14;  31,  24  zugeordnet,  wie  z.  B.  bei  der  Kugel 
J/3  die  Flächen  134,  234  in  den  Aussenwinkelflächen  an  der  Kante 
34  und  die  Ebenen  12  3,  124  in  den  Scheitelwinkelflächen  an  den 
Ecken  1,  2  berührt  werden.  Bei  diesen  drei  Kugeln  ist  möglich, 
dass  ihre  yier  Berührungspunkte  mit  den  Flächen  des  Tetraeders 
in  eine  Ebene  fallen,  so  dass  der  Mittelpunkt  zum  unendlich  ent- 
fernten Punkt  wird ;  man  bestätigt  die  schon  erwähnten  Bedingungen 
für  das  ein-,  zwei-  oder  dreimalige  Vorkommen  dieses  ümstandes. 

Wir  erwähnen  diese  Relationen  erst  nach  der  Construction  der 
M  als  Aehnlichkeits-Centren,  weil  wir  diese  für  die  grundlegende 
und  überdies  praktisch  bessere  halten;  den  Ursprung  derselben  im 
Zusammenhang  der  letzten  deuten  wir  in  der  folgenden  näheren 
Erörterung  der  ausgeführten  Construction  an. 

10*)  Es  ist  aus  8)  ersichtlich,  dass  die  besteAusfQhrung  der 
Construction  dieses  Kugelsjsteros  die  Orthogonalprojection  mit  einem 
Bilde  sein  wird,  bei  welcher  die  Grundebene  ABC  der  Pyramide 
die  Bildebene  und  eine  durch  die  Spitze  Z'  zu  ihr  gelegte  Parallele 
die  Fixebene  TT  ist.  Man  ermittelt  in  IT  die  Spurenpaare  der  Hal- 
bierungsebenen ZT,,  H^\  etc.  und  die  Aehnlichkeitscentra  M^  ,. ,  der 
durch  sie  gebildeten  Dreiecke  mit  ABC]  aus  dem  Abstand  der  bei- 
den Ebenen  oder  der  auf  D  bezüglichen  Tetraederhöhe  folgen  dann 
die  Abstände  der  Punkte  itf ,  M^^  ...  von  der  Basisebene ,  oder  die 
Radien  der  Kugeln  und  die  umrisse  ihrer  Bilder.  Die  selbständige 
Ausführung  ist  zu  empfehlen.  Die  Relationen  der  harmonischen 
Trennung,  etc.  yon  9)  geben  ihr  ein  grosses  Interesse. 

Die  Tafel  V  enthält  beide  Constructionen  im  Zusammenhang  für 
ein  Tetraeder,  dessen  acht  berührende  Kugeln  sämmtlich  von  end- 
lichen Radien  sind.  In  der  Figur  sind  1,  2,  3  die  in  der  Zeichnungs- 
ebene gedachten  Ecken  des  Tetraeders,  4'  ist  die  Orthogonalprojection 
und  der  Radius  des  daraus  beschriebenen  Kreises  H  die  Höhe  der  vier- 
ten Ecke  über  dieser  Ebene  S;  die  Ebene  IT  geht  durch  4  parallel 
zu  S.  Man  sieht  in  der  Figur  die  Construction  der  Umklappungen 
(1),  (1)*;  (2),  (2)*;  (3),  (3)*  mit  den  Flächen  234,  314,  124  je 
nach  der  Seite  des  Körpers  und  nach  der  entgegengesetzten;  die 
zugehörigen  Hilfsumklappungen  von  4  findet   man   mit   4,,  4^^  A^ 
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resp.  bezeichnet  und  die  spitzen  Drehungswinkel  durch  a^^  a,,  «3; 
nur  der  erste  dieser  Winkel  liegt  auf  der  Eörperseite,  die  beiden 
letzten  sind  Aussenwinkel.  Nun  sind  nach  §  54,  7  und  §  14,  6 
die  Oeraden  von  4j  nach  (I)  und  (1)*  Parallelen  zu  den  Halbie- 
rungslinien des  Winkels  a^  und  seines  stumpfen  Nebenwinkels,  und 
wenn  man  diese  Halbierungslinien  selbst  zieht,  sie  mit  der  durch  4, 
gehenden  Normale  zu  23  schneidet  und  durch  die  Schnittpunkte 
Parallelen  zu  23  legt,  so  sind  diese  die  Projectionen  der  Schnitt- 
linien der  Halbierungsebenen  an  der  Kante  23  mit  U  auf  S;  man 
findet  die  der  Halbier nngsebene  des  Eörperwinkels  180  —  a^  an- 
gehörige  mit  7,  die  andere  mit  /*  bezeichnet.  Ebenso  liefern  42(2) 
und  42  (2)*  durch  ihre  Parallelen  aus  dem  Scheitel  von  a^  im  Schnitt 
mit  der  Normale  zu  3  1  durch  42  Punkte  von  den  Projectionen  der 
Schnitte  von  IT  mit  den  Halbierungsebenen  von  a^ ,  und  damit  diese 
Projectionen  selbst  in  II  und  II*  für  den  Winkel  auf  der  Körper- 
seite und  seinen  Nebenwinkel  resp.  Endlich  erhält  man  aus  43, 
(3),  (3)*  die  Projectionen  ///,  ///*  mit  derselben  Unterscheidung. 
Die  Projectionen  der  Kugelmittelpunkte  Af,  Af*,  M*^  -^2*»  -^s*? 
^t,  J/j)  ^z  3^^^  ^^^  ^^^  Aehnlicbkeitscentra  des  Dreiecks  123 
mit  den  respectiven  Dreiecken  III III ^  I*  II*  III*;  I*  II III^ 
I II*  III,  I II III*;  I II*  III*,  I*  II III*,  I*  II*  III  und  zu- 
gleich die  Mittelpunkte  der  Kreise  durch  die  Tripel  der  ümklap- 
pungen  von  4,  welche  bezeichnet  sind  durch  (1)(2)(3),  (1)*(2)*(3)*; 
etc.,  bis  (1)*(2)*(3)  resp. 

Die  Radien  der  bezüglichen  Kugeln  und  die  Lagen  ihrer  Mittel- 
punkte über  oder  unter  der  Ebene  123  sind  dann  in  der  Figur 
durch  die  Bemerkung  bestimmt,  dass  M,  M^*,  M^,  M^  die  Mittel- 
punkte in  der  nach  III  gehenden  und  M*,  M^*,  My,  M^  dieselben 
in  der  n&ch  III*  gehenden  Halbierungsebene  durch  12  haben;  die 
Parallelen  zu  12  durch  M,  M^*,  M*,  M^  liefern  also  die  Radien 
dieser  Kugeln  zwischen  der  Halbierungslinie  von  a^  und  dessen  zu 
12  rechtwinkligen  Schenkel,  die  durdi  M*,  M^*,  M^,  M^  ebenso 
zwischen  demselben  Schenkel  und  der  Halbierungslinie  von  (180 — ofj). 

Nach  der  Lage  zu  vier  in  den  Halbierungsebenen  befinden  sich 
zweimal  drei  dieser  Kugelmittelpunkte  mit  einander  in  Paaren  auf 
Transversalen  der  gegenüberliegenden  Tetraederkanten  in  einer 
Ebene;  nämlich  M^  und  M^,  M^  und  M^,  M^  und  M^^  resp.  auf 
Transversalen  zu  den  Kantenpaaren  12,  3  4;  23,  14;  31,  24,  und 
ebenso  auf  solchen  Transversalen  M*,  M*,  M*\  die  Schnittpunkte 
der  einen  und  der  andern  auf  den  Kanten  bilden  mit  den  Ecken 
in  denselben  harmonische  Ghcnppen,  weil  die  Halbierungsebenen  an 
der  Gegenkante  mit  den  Flächen  ein  harmonisches  Büschel  bilden. 

Wir  kommen  in  Bd.  III  dieses  Werkes  auf  die  Gruppen  von 
acht  Punkten,  etc.  zurück,  die  den  hier  erhaltenen  nach  den  Ge- 
setzen der  Projectivität  entsprechen  und  die  auch  dort  noch  beach- 
tungswerth  sind. 
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59.  Dreht  man  statt  des  Objects  die  Projectionsebenen 
um  dieselben  Axen  um  gleiche  Winkel  aber  im  entgegen- 
gesetzten Sinn,  so  erhält  man  analoge  Aenderungen  der  Projec- 
tionen.  Denken  wir  die  erste  Projectionsebene  und  mit  ihr  die 
dritte  um  die  Axe  OZund  um  den  Winkel  G^  gedreht^  während 
die  zweite  Projectionsebene  und  das  Object  ungeändert  bleiben, 
so  ändern  sich  die  Coordinaten  y  seiner  Punkte  und  die  zwei- 
ten Projectionen  derselben  nicht.  Man  bestimmt  daraus  die 
neuen  ersten  Projectionen  durch  Abtragen  der  alten  y  aus  den 
Fusspunkten  der  Normalen  zur  neuen  Axe  0^  X  in  dieser,  welche 
von  den  zweiten  Projectionen  gefällt  werden  können.  (Fig.  126.) 

Fig.  116. 


Analog  im  Falle  der  Drehung  der  zweiten  Projectionsebene 
um  die  Axe  OZ  mit  Yertauschung  der  ersten  und  zweiten  Pro- 
jectionen und  Projicierenden. 

Die  bildliche  Anschaulichkeit  des  Ergebnisses  wird  dabei 
oft  —  und  dies  ist  gewöhnlich  mit  den  Erfolgen  der  Trans- 
formationen verbunden  —  verringert,  ganz  ebenso  wie  die  Sym- 
metrie der  analytischen  Ausdrucksformen  geometrischer  Unter- 
suchungen in  der  Regel  verringert  wird  durch  die  Goordinaten- 
Transformationen,  welche  sie  vereinfachen.  (Vergl.  unten  li.) 
Wir  fügen  hier  eine  Reihe  wichtiger  Beispiele  hinzu,  behandeln 
aber  ein  Hauptergebniss  noch  ausführlich  im  folgenden  Artikel. 
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1)  Man  erläutere  die  dritte  Projection  als  Projection  auf  eine 
neue  erste  oder  zweite  Projectionsebene. 

2)  Man  bestimme  den  Winkel  a^  einer  Ebene  (oder  ß^  einer 
geraden  Strecke  und  die  wahre  Lttnge  derselben)  durch  Transfor- 
mation —  indem  man  die  neue  zweite  Projectionsebene  zur  Ebene 
normal  (oder  zur  Geraden  parallel)  macht. 

3)  Man  mache  durch  Drehung  des  Projectionssjstems  eine  Ge- 
rade parallel  zu  einer  Projectionsaze,  respective  eine  Ebene  parallel 
zu  einer  Projectionsebene,  —  indem  man  zuerst  eine  neue  erste 
oder  zweite  Projectionsebene  parallel  der  Geraden  respective  normal 
der  Ebene  und  sodann  eine  neue  zweite  oder  erste  Projectionsebene 
normal  der  Geraden  respective  parallel  der  E\)ene  einfahrt. 

4)  Die  Identität  der  ümlegung  eines  ebenen  Systems  in  eine 
Projectionsebene  mit  einer  solchen  Transformation  ist  zu  erörtern. 

5)  Man  soll  den  Abstand  des  Punktes  A  von  der  Ebene  E 
respective  der  Geraden  g  durch  Transformation  bestimmen;  ebenso 
den  kürzesten  Abstand  zweier  Geradon  ff  und  /  —  indem  man  eine 
der  Geraden  zu  einer  Projectionsebene  normal  macht. 

Es  ist  von  Interesse,  speciell  die  Grösse  und  Lage  der  kür- 
zesten Entfernung  von  zwei  Projectionen  z.  B.  ^,  g"  derselben  Ge- 
raden zu  bestimmen;  man  zeige,  wie  ihr  Fusspunkt  in  der  Aze  x 
der  endliche  Doppelpunkt  von  zwei  ähnlichen  Beihen  ist,  deren 
Paare  man  erhält  aus  dem  Grundriss  eines  Punktes  von  ff'  in  x 
und  dem  Schnittpunkt  von  x  mit  dem  Perpendikel  auf  ff^  in  dem 
Punkte ,  wo  dieses  von  der  Normalebene  zu  ff''  in  dem  angenommenen 
Punkte  geschnitten  wird  —  so  dasa  die  beiden  Durchstosspunkte 
der  Geraden  sie  schon  bestimmen. 

6)  Man  bestimme  durch  Transformation  die  Grösse  des  Winkels 
von  zwei  Geraden  oder  Ebenen  und  den  Winkel  einer  Geraden  mit 
einer  Ebene;  insbesondere  den  Winkel  von  zwei  Ebenen,  die  durch 
ihre  Schnittlinie  und  je  einen  Punkt  ausser  dieser  bestimmt  sind.  Im 
letzten  Falle  macht  man  durch  Transformation  eine  Projectionsaxe 
zur  Schnittlinie  parallel  und  erhält  in  der  zu  ihr  normalen  Pro- 
jection die  wahre  Grösse  des  gesuchten  Winkels. 

7)  Man  lege  durch  eine  Gerade  ff  die  Ebenen  S,  S*  unter  vor- 
geschriebenem Winkel  ip  zu  einer  Geraden  /  unter  Benutzung  der 
Transformation.  Die  Figur  127  giebt  die  Ebenen  vom  Sinus  des 
Winkels  q>  gegen  /  gleich  0,4;  sie  haben  für  Licht  von  der  Rich- 
tung /  die  durch  diese  Zahl  gemessene  Helligkeit.  (Yergl.  die  Lehre 
von  den  Beleuchtungs-Constructionen  in  Bd.  II.)  Mittelst  der  Punkte 
A,  B^  C  ist  die  neue  Verticalprojection  j/",  . . .  mit  f  als  Axe  ^X  er- 
halten, in  ihr  tp  angetragen  und  durch  Üebergang  zu  einer  neuen 
Horizontalprojection  an  ^^  sind  mittelst  des  Punktes  D  von  ff  die 
bezüglichen  Spuren  ^If  ^\  2^' 2^'  ^®^  gewünschten  Ebenen  gefun- 
den. Die  mittelst  G  in  der  ursprünglichen  Lage  bestimmten  Punkte 
E  und  F  liefern   die  Ebenen  8,  8'*',  nämlich  ffE^ffF  respective. 
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Da  j^"  und  ^g  oder  \C'\If'  und  \G'\ß  zusammengehörige  Pro- 
jectionen  von  g  und  ^C'\  ^Ü  der  zweite  und  erste  Durchstosspunkt 
derselben  sind,  so  kann  die  Btickwärtstransformation  zur  directen 
Bestimmung  der  Spuren  s^  und  s^  noch  einfacher  so  geschehen: 
Man  markiert  auf  ^  die  Schnitte  von  iD\E'  und  iTf  ^F'  und  ver- 
bindet sie  mit  yC\  um  durch  diese  Geraden  die  Axe  yC  zu  schneiden; 

Fig.  Ii7. 


die  Schnittpunkte  gehören  zu  den  Horizontalspuren  ^j*  und  5,, 
welche  als  von  5«  ausgehend,  hiermit  bestimmt  sind.  Das  Btlschel 
der  den  verschiedenen  Werthen  von  9  oder  sin  q>  entsprechenden 
Ebenen  bestimmt  man  nun  leicht. 

Man  hat  in  der  Aufgabe  angenommen,  dass  g  und  /  sich 
schneiden  und  dass  g  durch  die  Axe  X  gehe.  Warum  sind  diese 
Annahmen  allgemein  zulässig? 
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8)  Wie  bestimmt  man  in  der  Figur  von  Änfg.  7  den  Winkel, 
welchen  eine  gegebene  Ebene  dnrch  ff  mit  /  einechliesBt  —  also 
die  Helligkeiten  der  verschiedenen  Ebenen  des  Büschels  durch  ff? 

9)  Ebenso  bestimme  man  in  einer  Ebene  E  die  Geraden  ff, 
welche  mit  einer  gegebenen  Geraden  /  vorgeschriebsne  Winkel  ein- 
schliessen. 

10)  Man  soll  durch  eine  mittelst  ihrer  Projectionen  gegebenen 
Gerade  ff  von  ihrer  ersten  proji Gierenden  Ebene  aus  die  zwölf  Ebenen 
von  15  zu  15"  antragen  und  ihre  Spuren  verzeichnen,  durch  Trans- 
formation ^it  einer  zu  ff  normalen  Ebene.  Ist  ff  der  Erd-Axe 
parallel  und  die  erste  projicierende  Ebene  der  Meridian  des  Ortes, 


so  sind  die  Ebenen  die  Stundenubenen  und  ihre  Spuren  liefern  die 
Sonnenuhr;  man  denke  die  Gerade  durch  den  Schnittpunkt  der 
Axen  gelegt,  die  Axen  selbst  als  Kanten  einer  WUrfelecke  und  auf 
die  Spuren  der  Stundenebenen  im  Normslschnitt  durch  0  za  ff 
gleiche  Strecken  abgetragen  und  verzeichne  durch  Transformation 
die  in  den  Würfelflfichen  erscheinenden  ersten,  resp.  zweiten  oder 
dritten  Projectionen  der  Endpunkte.  (HorizontalB  und  doppelte  ver- 
ticale  Sonnenuhr.) 

II)  Man  vereinfacht  die  Construction  der  Aufgabe,  die  Trans- 
veraalen zu  drei  Geraden  zu  constmieren,  indem  man  durch  Trans- 
formation eine  Projectionsaie  zu  einer  der  Geraden  parallel  macht; 
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in  der  zugehörigen,  d.  i.  zu  ihr  normalen,  Projectionsebene  erscheint 
diese  letztere  dann  als  Punkt  und  die  Transversalen  gehen  durch 
denselben  hindurch. 

12)  Weil  nach  §  10,  13  eine  gerade  Linie  von  allen  Geraden 
einer  zu  ihr  parallelen  Ebene,  die  sie  kreuzen,  denselben  Abstand 
hat,  somit  die  von  einer  Geraden  äquidistanten  Geraden  Tangenten 
eines  geraden  Kreiscjlinders  mit  jener  als  Axe  und  der  Distanz 
als  Radius  sind ,  so  lassen  sich  die  Tangenten  einer  Kugel  bestimmen, 
die  von  einer  gegebenen  Geraden  vorgeschriebenen  Abstand  haben 
und  z.  B.  durch  einen  Punkt  gehen.  Man  erläutere  die  Benutzung 
der  Transformation  bei  der  Construction. 

13)  Man  bestimma  den  Normalschnitt  eines  prismatischen  Man- 
tels in  wahrer  Grösse  durch  Transformation;  eventuell  die  dritte 
Kante  eines  dreieckig  gleichseitigen  (oder  regulftr  vieleckigen)  pris- 
matischen Mantels,  von  welchem  zwei  schräge  Parallelen  als  be- 
nachbarte, etc.  Kanten  gegeben  sind. 

14)  Von  einem  geraden  fOnfseitigen  Prisma  ist  die  erste  Spur 
s^  und  die  Neigung  a^  der  Grundebene,  sowie  die  Gestalt  und 
Grösse  der  Grundfläche  sammt  ihrer  Lage  gegen  Sj,  endlich  die  Höhe 
h  gegeben;  man  soll  dasselbe  projicieren,  unter  Einführung  einer 
neuen  zu  s^  normalen  Projectionsebene.  Die  Figur  128  zeigt  die 
Ausführung.  Man  erörtere  ihre  Beziehung  zur  Methode  der  Um- 
legung. 

60.  Die  Aufgabe  7)  des  §  58,  die  auch  nach  der  Methode 
des  vorigen  §  gelost  werden  kann,  ist  in  wenig  veränderter 
Fassung  das  Problem  der  Axonometrie,  unter  der  Vor- 
aussetzung, dass  ein  beliebiges  Raumgebilde  durch  die  Coordi- 
naten  seiner  Punkte  in  Bezug  auf  ein  trirectanguläres  Axen- 
system  —  wir  setzen  fest:  mit  lothrechter  Axe  OZ,  gemäss  der 
praktischen  Bestimmung  des  Verfahrens  —  gegeben  sei,  kann 
offenbar  seine  orthogonale  Parallelprojection  auf  eine  in  Bezug 
auf  dieses  Axensystem  gleichfalls  bestimmte  Ebene  (§  54,  30)  er- 
mittelt  werden,  nämlich  in  verschiedenen  Weisen  durch  Trans- 
formation nach  den  vorigen  Entwickelungen.  Es  ist  die  Auf- 
gabe der  Axonometrie,  dies  nicht  auf  dem  Umwege 
der  Transformationen,  sondern  direct  zu  vollziehen, 
indem  man  die  Richtungen  ermittelt,  in  welchen  alle 
Parallelen  zu  den  Goordinatenaxen  in  dieser  Projec- 
tion  erscheinen,  und  die  Verkürzungsverhältnisse, 
welche  ihnen  respective  zukommen.  Allerdings  kann 
auch  dieses  durch  Transformation  geschehen,  wie  es  die  Fig.  129 
zeigt,  in  welcher  S  mit  den  Spuren  «,,  $2  die  Ebene  der  axono- 
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metrischen  Projection  und  O^X',  O^F',  O^Z  die  Axen  derselben 
sind ;  während  die  Verhaltnisse  der  Längen  OXxO^X',  OYiO^Y', 

Fig.  1S9. 


-n- 


oX 


^ 


OZ :  O^Z^  die  zugehörigen  Verkürzungsv^rhältnisse  geben.  ;Man 
hat  zuerst  die  Transformation  yX  für  ^x  als  die  Normale  von 
0  auf  £,   und   hiemach   die  pig.  190. 

Transformation  ^x  für  ^^  als  ^ 

parallel  zu  ^s^  mit  den  Pro-  L 

jectionen    der    Axenschnitte  ,  ':    -y^ 

Xj  F,  Z  vollzogen.  In  der 
That  ist  A  (Fig.  130)  die 
Projection  eines  Punktes  auf 
die  fragliche  Ebene  oder  das 
axonometrischeBild  des- 
selben ^  wenn  OXj  OFj  OZ 
die  Projectionen  der  drei  Co-  y 
ordinatenaxen  und  OAxjOAy^ 
OAg  die  Projectionen  der  drei  vom  Anfangspunkte  0  aus  in 
ihnen  aufgetragenen  Coordinaten  x,  y^  z  des  Punktes  A  reprä- 
sentieren; und  zugleich  sind  A  der  axonometrische  Grund* 

risB^  ^"  der  axonometrische  Aufriss  und  ^'"  der  axono- 

21* 


>^ 


j4' 
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Fig.  131. 


metrische  Seitenriss  desselben  Punktes,  der  durch  zwei 
dieser  Projectionen  —  wir  wollen  setzen  Bild  und  Grund- 
riss  —  bestimmt  wird.  Dies  Alles  bliebe  selbst  für  jede  schiefe 
Parallelprojection  unverändert  gültig. 

Für  die  Ermittelung  der  Richtungen  der  Axenprojectionen 
und  der  entsprechenden  Yerkürzungsverhältnisse  für  die  Ortho- 

gonalprojection  auf  eine 
beliebige  Ebene  S  ist  aber 
auch  in  §  47,  Aufg.  l)  alles 
Nothige  enthalten.  Ist 
SxS^Sa  das  Spurendreieck 
der  Ebene  der  axonome- 
trischen  Projection  (Fig. 
131),  so  ist  der  Höhen- 
schnittpunkt N  desselben 
die  orthogonale  Projec- 
tion des  Anfangspunktes 
0  der  Coordinaten  auf  die- 
selbe und  NS,,  NS^,  NS^ 
sind  die  Projectionen  der 
Axen,  insbesondere  die  Projectionen  der  Axenabschnitte  der 
neuen   Projectionsebenet     Man   erhält  aus   der  Kenntniss  der 

Pi^.  1S2.  wahren  Längen  OSg^OSy^ 

OS^  derselben  die  Verkür- 
zungsmaassstabe    cos  /?|, 
cos  jSj,  cos  /J3,  welche  den 
Coordinaten  z,  y,  x  ent- 
sprechen, oder  die  Winkel 
ßv  ßv  ßzy  welche  die  Axen 
OZ,   OY,  OX   mit    der 
neuen  Projectionsebene 
einschliessen.    Das  recht- 
winklige  Dreieck  S,OA^ 
(Fig.  132),  welches  in  .V 
den  Hohenfusspunkt  auf 
^""^^^^     seiner    Hypotenuse    hat, 
^  oder    also    das    Dreieck 
NOSg  (Fig.  131),  giebt  in  OS,  die  Lange  des  einen  Axenabschnit- 
tes,  und  durch  die  bei  -/V  rechtwinkligen  Dreiecke  NOS^,  NOS^ 
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erhält  man  die  Längeu  der  andern  OS^j  OSy,  (Yergl.  Fig.  95 
und  §  54,  30.) 

Bemerkt  man  dann,  dass  die  ßi  die  Complemente  der  Winkel 
cci  der  Projectionsebene  SxSyS,  gegen  die  Coordinatenebenen 
JCOr,  ÄOZ,  FOZ  sind,  so  erkennt  man  (§  47),  dass  ihre 
Cosinus-Quadrate  die  Summe  2  geben  müssen;  oder,  wenn  die 
Längeneinheit  e,  nach  den  drei  Axen  z,  y,  :i;  aufgetragen.  Pro- 
jectionen  von  den  respectiven  Längen  ^] ,  ^2 ;  ^3  &^^^7  ^^^ 

2c,-2 


\'  +  e,'  +  e,^=2e' 


also  tan^  ßi 


und    cos'  ßi  ■=» 

g/^  +  ^k^  —  ^i^ 
2  64'^ 


+  ^i   +  ^1 


2' 


ist.  Die  erste  Relation  genügt,  um  das  Problem  in  der  der 
praktischen  Verwendung  am  meisten  entsprechenden  Form  zu 
lösen.    (Vergl.  Aufg.  l.) 

Zugleich  knüpft  sich  daran  die  einfache  Berechnung 
desselben.  Die  dreiseitige  Ecke  vom  Scheitel  0  und  den  Kan- 
ten ON,  OSx,  OSy  oder  O.NS^Sy  (Fig.  132)  —  analog  die 
Ecken  O.NSyS,,  O.NS.S^  —  liefert  für  den  durch  die  Pro- 
jectionen  NS^^y  NSy  der  Axen  üSx^  OSy  eingeschlossenen  Winkel 
SjgASy  oder  9,  die  Formel 

cos  9),  =  -  tan/32 ,  tan/33  =  —  --—^(e^^  -f.  e^—e^)  {ej-^e^-e^), 

und  zwei  analoge  Werthe  entspringen  für  cos  9)27  cos  93. 

Es  ist  für  die  Anwendung  besonders  bequem, 
zwischen  den  drei  Projectionen  Ci  der  Längenein- 
heit e  nach  den  Axen  einfache  Verhältnisse  voraus- 
zusetzen, weil  man  dadurch  im  Stande  ist,  die  drei  sonst 
nöthigen  Maassstäbe  durch  einen  einzigen  unter  einfachen  Re- 
ductionen  zu  ersetzen.  Die  Resultate  für  die  brauchbarsten 
Verhältnisse  der  et  sind  hier  tabellarisch  zusammengestellt. 


CO8  ßi  CO8  ^t  COB  ßi 


a) 
b) 

c) 


{ 


1 
2 
3 
5 
9 
7 


1 

1 
1 
4 
5 
6 


1 
2 
3 
6 
10 
8 


0,816 
943 
973 
806 
887 
811 


0,816 
471 
324 
645 
493 
695 


0,816 
943 
973 
967 
985 
927 


Vi 

9i 

1200 

1200 

1310  24|' 

97011' 

1330  241' 

930  11' 

1080  13' 

1010  10' 

1070  49' 

95011' 

114046' 

1060  59^' 

9>i 


1200 

1310  24^ 
1330  24^' 
1500  37' 
1570 
laS*^  14f 
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Man  hat  den  ersten  Fall  wegen  der  Gleichheit  der  drei 
Maassstäbe  als  die  isometrische  Projection,  die  Fälle  b) 
nach  der  Uebereinstimmung  zweier  Maassstäbe ,  die  vom  dritten 
Maassstab  verschieden  sind,  als  monodimetrische  Projec- 
tionen  benannt,  und  ihnen  die  letzten  Fälle  c)  als  an  iso- 
metrische Projectionen  entgegengesetzt. 

Es  ist  zu  bemerken^  dass  für  die  isometrische  Projection 
die  Projectionsebene  normal  zu  einer  der  Halbierungsaxen  des 
Coordinatensystems  (vergl.  §  46,  4;  §  51),  für  die  monodirae- 
trischen  Projectionen  aber  normal  zu  einer  der  Halbierungs- 
ebenen desselben  ist  (§  46,  3),  und  nur  für  die  anisometrischen 
eine  allgemeine  Lage  gegen  dieses  System  besitzt.  Dies  hat 
zur  Folge,  dass  in  isometrischen  Projectionen  Gerade  und 
Ebenen,  die  zu  jener  Halbieruugsaxe  parallel  sind,  als  Punkte 
und  Gerade  respective  erscheinen,  in  monodimetrischen  Pro- 
jectionen aber  alle  die  Ebenen  sich  als  Gerade  abbilden,  welche 
jener  Halbierungsebene  parallel  sind.  Da  Linien  und  Ebenen 
von  solcher  Lage  besonders  oft  an  denjenigen  Körperformen 
auftreten,  welche  eine  reiche  Symmetrie  besitzen,  so  gewähren 
die  bezüglichen  Projectionen  für  solche  nicht  vorzugsweise  die 
Bildlichkeit  der  Darstellung;  z.  B.  also  nicht  für  die  Erystall- 
formen  des  regulären  Systems.'^) 

Bei  der  praktischen  Anwendung  wird  man  endlich  beach- 
ten, dass  Darstellungen  mit  starker  Verkürzung  der  Axe  OZ, 
wie  im  ersten,  vierten  und  9echsten  Falle  der  Tabelle,  nicht 
für  Gegenstände  von  solcher  Art  Verwendung  finden  sollen, 
die  man  nicht  wohl  z.  B.  von  oben  herab  unter  starker  Neigung 
der  projicierenden  Strahlen  gegen  den  Horizont  sehen  kann, 
weil  sonst  die  starke  Abweichung  der  axonometrischen  Dar- 
stellung derselben  von  dem  gewohnten  Gesichtsbilde  ihr  einen 
Theil  ihres  Werthes  nimmt. 

Wir  widmen  der  directen  Behandlung  der  wahren 
Grössen  in  den  Aufgaben  besondere  Aufmerksamkeit,  weil 
darin  ein  Hauptstück  praktischer  Brauchbarkeit  der  Methode 
enthalten  ist;  wir  gehen  dabei  von  der  Kenntuiss  des  Spuren- 
dreiecks aus,  als  welches  jedes  Dreieck  angesehen  werden  kann, 
das  die  Axen  zu  seinen  Höhen  hat. 


*)  Die  Fig.  93  des  g  46,  9,  4  igt  nach  dem  Verhältniss  9  :  6  :  10,  die 
meisten  übrigen  schematiscfaen  Figuren  sind  nach  2:1:2  construiert. 
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Des  Uebergangs  von  dem  gegebenen  Axensystem  zu  einem 
neuen  gedenken  wir,  um  das  Problem  der  Transformation 
auch  hier  anzudeuten,  unten  bei  13). 

1)  Man  construiere  aus  den  Verhältnissen  der  ^^  :^2 '  ^s  l^^S- 
133,  a.  b.  =  10  :  9  :  6;  Fig.  133,  c.  =  10  :  6  :  9]  die  ft  und  das 
Spurendreieck  mit  den  Axenprojectionen. 

Man  bildet  (Fig.  133,  b.)  aus  e^  und  ^2  ^^s  Katheten  ein  recht- 
winkliges Dreieck  und  aus  der  Hypotenuse  desselben  mit  e^  ein 
zweites,  dessen  Hypotenuse  daher  der  Durchmesser  des  Kreises  ist, 
für  den  die  Seite  des  eingeschriebeneu  Quadrates  die  Länge  e  hat. 
Diese  bestimmt  als  Hypotenuse  mit  e^^  respective  6?2,  e^  als  der 
anliegenden  Kathete  die  Winkel  j3j,  /^ji  j^s)  deren  cosinus  die  Ver- 


Fig.  133. 
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b. 

c. 

* 

1  t      « 

% 
% 

.p 

•       » 

( 

K 

# 

... 

• 

1 

• 

« 

• 

• 

> 

• 

.    « 
<    • 
»    « 

4:: 

1 

1 

• 
1 

:?.-:::V    ^ 

*                 •* 
.-Ou-.-jÄ«- 

• 

« 
% 

ä? 

0 

'     -  -  - 

^ 

;^ 

=c^ 

r     ^ 

\ 

Z             3> 

-^ 

ere^:e^i 

9f9:9:si 

•v 

e,. 

•'»? 

1»:€:» 

kürzungsverhältnisse  sind.  Mit  denselben  bildet  man  (Fig.  133,  a.) 
rechtwinklige  Dreiedce  von  einer  Kathete  NO  an  der  Yertiealen  NZ^ 
schneidet  diese  Yerticale  durch  die  Normale  aus  0  zum  Hypotenusen- 
schenkel von  /?!  und  legt  durch  den  Schnittpunkt  eine  Horizon- 
tale, welche  von  den  aus  N  als  Centrum  durch  die  Scheitel  von 
ß^  und  jSj  beschriebenen  Kreisen  in  Punkten  von  N  V  respective 
NX  geschnitten  wird.    (VergL.Fig.  131.) 

2)  Welchen  Grenzwerthen  der  ßi  entsprechen  die  Projectionen 
auf  die  drei  Coordinatenebenen? 

3)  Das  axonometrische  Bild  einer  projicierenden  Linie  p  ist 
ein  Punkt  und  der  axonometrische  Grundriss,  Aufriss  und  Seiten- 
riss  derselben  sind  Parallelen  durch  diesen  Punkt  zu  den  Axen 
Zj  t/y  X  respective.  Denn  jener  Punkt  repräsentiert  zugleich  die  drei 
Durchstosspunkte  der  Linie  p.  (Man  leite  dasselbe  aus  Fig.  134  ab.) 
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4)  Die  directe  Ableitung  aus  Fig.  95  p.  265,  deren  bezüg- 
licher (d.  h.  nicht  das  System  der  h  und  H  darstellender)  Theil  hier 
zusammen  mit  dem  Axenkreuz  axonometrisch  als  Fig.  134  mit, den 
Buchstabenänderungen  A^y  A^^  A^  in  Z, ,  X, ,  V^  und  Äa-,  Sy^  S^  in 
JiT,  F,  Z  wiederholt  wird,  giebt  noch  das  Folgende.  Weil  ein  über 
Ä  y  als  Durchmesser  beschriebener  Kreis  durch  die  Punkte  JTj,  J'j 
geht,  so  ist 

d.  h.  die  Dreiecke  JT,  F,A  und  FÄN  und  ebenso  JC^  Z,  N  und  ZFJV, 

Z,  Ä^  N  und  ÄZN  sind  ähnlich, 
und  N  ist  der  Mittelpunkt  des 
eingeschriebenen  Kreises  für  das 
Dreieck  X^  F^  Z,.  Bezeichnen 
wir  durch  r  den  Radius  dieses 
Kreises,  so  hat  man  aus  der 
ersten  Aehnlichkeit 

X^F^  :  FX^riNZ^', 

aber  aus  /\  XOF  mit  der  zur 
Hypotenuse  gehörigen  Höhe  ÖZ, 

FX:OX=  OF:  OZ^, 

und  aus  AZOZ^  mit  der  Nor- 
male ÖN 

NZ^  :  OZ^  =  ON:OZ,     OZ^  lON^OZi  NZ\        also 


X,F, 


FX        r,OX,OF 


NZ, 


NZy,OZ^ 


=  r 


OX.OF.OZ 


_    OXMF.OZ  (Nzy  _ 

-'*         öi^3      -\oz)   -"" 


OZ^.ON 
OX.OF.OZ 


ON 


3 


cos^  /3, ; 


mit  ebenso  entspringenden  analogen  Werthen  für  F|  Z|  und  Zj  X^. 
Daher  ergiebt  sich 

Xy  F,  :  Z^Xy  :  X^ Z,  =  e^^  :  €2%:  e^^ 
X^  F,  :  F,  Zj  :  Zj-Ü'i  =  cos^  /3,  :  cos^  ^^  :  cos'"*  /Sj  =  ^\    •  ^s'^  •  ^2^5 
oder  symmetrischer  mit  Bezeichnung   der  e  und  /?  mit  dem  Index 
der  Axe,  in  oder  an  der  sie  liegen, 

u¥,  Fj  :  F, Z,  :  Z,  -«T,  =  cos  j5,  :  cos  /5,  :  cos  /5y  =  e,^  :  e^P'  :  ^y^, 

ein  zur  Construction  gleichfalls  sehr  bequemer  Satz. 

Wenn  man  ein  Dreieck  X^  F^  Z,  verzeichnet,  dessen  Seiten  den 
Quadraten  der  64  proportional  sind,  so  erhält  man  in  den  Halbie- 
rungslinien seiner  Aussenwinkel  die  Seiten  des  Spurendreiecks  der 
Ebene  des  axonometrischen  Bildes,  und  in  denen  seiner  innem  Winkel 
oder  den  Höhen  des  letzten  Dreiecks  die  Bilder  der  Axen. 

Die  Möglichkeit  der    axonometrischen  Darstellung   nach    ge- 
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gebenen  et  fordert  also ,  wie  auch  die  Formel  für  tan^  ßi  auf  p.  325 
lehrt,  dass  die  Quadratsumme  von  zweien  derselben  grösser  sei  als 
das  Quadrat  des  dritten. 

5)  Die  isometrische  Projection  des  Würfels  mit  zu  den  Axen 
parallelen  Kanten^  ist  das  reguläre  Sechseck  mit  seineu  Diagonalen. 
(Vergl.  Fig.  121,  Grundriss.) 

Man  stelle  die  Formen  des  regulären  Erystallsjstems  für  ge- 
gebene Parameteryerhältnisse  anisometrisch  dar. 

6)  Man  zeichne  axonometrisch  das  Tetraeder  als  Hälftgestalt 
des  Oktaeders  und  das  Rhomboeder  als  solche  der  sechsseitigen  Dop- 
pelpyramide ;  ebenso  die  Durchdringung  eines  regulären  Dodekaeders 
mit  einem  Tetraeder. 

7)  Man  entwickele  nach  derselben  Methode  die  orthogonalen 
Parallelprojectionen  von  Polyedern  mit  drei  rechtwinkligen  Sym- 
metrieaxen  bei  schräger  Lage  dieser  Axen  gegen  die  Projections- 
ebenen. 

8)  Die  Ableitung  wahrer  Grössen  aus  der  Bestimmung  durch 
axonometrische  Projection  erfolgt  selbstverständlich,  wie  sonst  auch, 
durch  ümlegung  ihrer  Ebene  in  die  Bildebene  oder  in  eine  zu  ihr  pa- 
rallele Ebene.  Man  hat  daher  ein  Spurendreieck  S^S^S^  oder  XY Z 
der  Bildebene  einzuzeichnen,  d.  h.  ein  Dreieck,  welches  die  Axen 
NX^  N  Y^  NZ  zu  Höhen  hat,  und  man  kann  dasselbe  durch  einen 
Hauptpunkt  der  zu  betrachtenden  Figur  hindurchlegen,  um  Verein- 
fachungen, zu  erlangen.  Die  Grundlage  der  Constructionen  ist  die 
ümlegung  der  Coordinatenebenen  XOY^  YOZ^  ZOX,  welche  schon 
im  §  47,  1;  Fig.  95  enthalten  ist;  dort  sind  S^O^*Sy,  SyO*S;;  die 
ümlegungen  der  Dreiecke  5^.0 5y,  SyOSa  um  die  zugehörigen  Spuren 
SxSy^  SySg  resp.  in  die  Bildebene  —  aber  es  ist  zu  bemerken,  dass 
0,*  auch  als  Schnittpunkt  der  Höhe  S^NA^  mit  dem  über  Sg^Sy  als 
Durchmesser  beschriebenen  Kreis  erhalten  wird,  etc.  Ist  also  X YZ 
ein  Spurendreieck  der  Axonometrie  mit  den  Axen  NX^^  NY,  N Z^ 
so  erhält  man  die  Umlegung  0^  von  0  mit  XOY  um  X  Y  ia  die 
Tafel  in  dem  Schnitt  von  NZ  mit  dem  über  X  Y  als  Durchmesser 
beschriebenen  Kreis.  Ist  dann  P'  ein  Punkt  und  s^  eine  Gerade  in 
XOY  —  jener  der  axonometrische  Grundriss  eines  Punktes  P  im 
Baum,  diese  etwa  die  Horizontalspur  einer  beliebigen  Ebene  — ,  so 
erhält  man  ihre  ümlegungen  in  die  Bildebene  um  XY  durch  die 
orthogonale  Affinität;  dort  zieht  man  N P\  verbindet  den  Schnitt- 
punkt NP\  XY  mit  0,  und  hat  hier  im  Schnitt  mit  dem  Perpen- 
dikel von  P'  auf  JTl^  die  ümlegung  [P')\  hier  geht  man  vom  Schnitt- 
punkt von  £f  mit  NX  normal  zu  X  Y  bis  0^  X  und  verbindet  diesen 
Punkt  mit  dem  Schnitt  von  ^^  in  XY^  um  (S))  zu  erhalten.  Fällt 
man  nun  z.B.  von  (P')  auf  (S|)  das  Perpendikel  (n'),  so  geben 
seine  Schnitte  mit  X  Y^  mit  0,  A' ,  O^Y  Punkte  von  fi  —  die  beiden 
letzten  in  Perpendikeln  zvl  XY  auf  N X^  NY\  n  ist  der  axono- 
metrische Grundriss  der  Normale,  die  vom  Punkte  P  auf  eine  Ebene 
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von  der  ersten  Spur  s^  gefällt  wird.  Ist  z.  6.  eine  Kugel  durch 
das  axonometrische  Bild  M  und  den  axonometrischen  Grundriss  M' 
ihres  Mittelpunktes  und  ihren  Radius  r  bestimmt,  so  gelangt  man 
zur  Darstellung  ihrer  den  Coordinatenebenen  parallelen  Hauptkreise 
vermittelst  der  vorher  betrachteten  ümlegung  resp.  Aufrichtung; 
man  führt  zur  Vereinfachung  für  den  horizontalen  Hauptkreis  Ä  Y 
durch  M^  indem  man  NZ  mit  der  zu  M'N  Parallelen  durch  ^  in 
^*  schneidet  und  durch  den  Schnitt  parallel  zu  N X^  NF  die  neuen 
Axen  zieht,  welche  dann  die  durch  M  rechtwinklig  auf  NZ  gehende 
Spur  der  Horizontalebene  in  Ä*,  F*  begrenzen.  Die  ümlegung  von 
N*  nach  Ö,*  erlaubt  dann  das  Bild  des  um  M  mit  r  beschriebenen 


Fig.  135. 


V.       ^ 


^, 


Kreises  nach  der  orthogonalen  Affinität  sogleich  einzuzeichnen. 
Natürlich  werden  die  drei  Ellipsen,  welche  die  Bilder  dieser  Haupt- 
kreise sind,  von  dem  um  3/  mit  r  als  Radius  beschriebenen  um- 
risskreis  der  Kugel  gleichzeitig  je  doppelt  berührt  —  nach  drei 
Durchmessern,  die  zu  den  Axenrichtungen  normal  sind;  etc. 

9)  Man  zeichne  die  axonometrischen  Bilder  von  Kreisen  in  den 
drei  Coordinatenebenen  und  aus  dem  Anfangspunkt  als  Mittelpunkt. 

10)  Die  ümlegung  einer  durch  zwei  Spuren  SxSp  oder  5,, 
Sx^s  oder  s^  —  oder  zwei  sich  schneidende  Gerade,  drei  Punkte, 
etc.  —  bestimmten  Ebene  E  in  die  Bildebene  XVZ  geschieht  durch 
Drehung  um  ihre  Schnittlinie  s  in  derselben,  d.  h.  die  Yerbindungs- 
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linie  der  Schnittpunkte  S^  von  ÄV  mit  5,,  ^2  von  ÄZ  mit  s^  und 
5^3  von  FZ  mit  s^  (§  19,  11).  Da  man  jedoch  das  Spurendreieok 
der  Bildebene  durch  Sx  z.  B.  fähren  kann,  so  wird  s  zur  Verbin- 
dungslinie von  Ä^  Sx  mit  dem  Schnittpunkt  S.^  von  s^  mit  VZ^ 
und  die  Umlegung  der  Ebene  ist  vollzogen,  sobald  man  die  Punkte 
S,j^  Sg  oder  vielmehr  einen  derselben  umgelegt  hat,  also  mit  der 
Angabe  von  (*Sy)  resp.  (S,).  Da  aber  (Sy)  und  (S.)  resp.  in  der 
von  Sy^  S,  gefüllten  Senkrechten  liegen,  so  genügt  die  Angabe  der 
wahren  Länge  ÄS^^  XSs  aus  der  Umlegung  der  Coordinatenebene 
XOY^  XOZ  resp.  zur  Bestimmung  derselben.  Man  bestimmt  aus 
Oj  mittelst  Oj  Y  in  dem  von  Sy  zu  X  V  gefällten  Perpendikel  {Sy\ 
und  mittelst  des  von  X  durch  dieses  geführten  Kreisbogens  auf 
dem  Perpendikel  von  Sy  zu  s  den  Punkt  {Sy)\  ebenso  aus  0^ 
durch  O^Z  in  dem  von  S^  zu  XZ  gefällten  Perpendikel  {S^^  und 
mittelst  des  aus  X  hindurchgeführten  Kreisbogens  auf  dem  Per- 
pendikel von  Si  zu  s  die  Umlegung  (5,).  Man  erhält  sowohl  für 
(ßy)  als  für  (5«)  zwei  Lagen,  welche  so  zu  combinieren  sind,  dass 
(Sy){Sz)  durch  S^  geht.  Ebenso  und  vorth eilhafter  dient  die  Be- 
stimmung der  Abstände  S^Sy  und  S^S^  aus  der  Ebene  VOZ 
mittest  O3.  (Es  ist  ersichtlich,  dass  auch  für  Sx  als  verschieden 
von  X  die  Bestimmung  von  (Sij){S^  durch  die  Ermittelung  der 
wahren  Längen  von  XSy^  XSs  oder  von  S.^Syy  S^Sg  ebenso  erfolgt, 
und  dass  man  dann  (Sx)  als  Schnitt  von  (6y)5, ,  {S:i)S2  mit  dem 
Perpendikel  von  Sx  auf  s  erhält.) 

Jeder  der  Punkte  (Sy),  (S,)  genügt,  die  Umlegung  und  Auf- 
richtung aller  in  der  Ebene  E  gelegenen  Figuren  zu  vollziehen, 
weil  dieselben  für  s  als  Axe  mit  dem  axonome  tri  sehen  Bilde  Sy,  Sg 
in  orthogonaler  Affinität  sind.  Fig.  135  giebt  die  allgemeine  Lösung 
in  vollständigster  Form;  Mittelst  öj,  03»  ^3  sind  die  Umlegungen 
von  XOF,  XOZ,  VOZ  und  dadurch  Sx^'  und  Sy\  Sx"  und  S,\ 
Sy^  und  Sji^  ermittelt;  daraus  (ÄJ,  (Sy)  und  {S.)  in  den  Perpendi- 
keln von  Sxy  Sy,  Sg  auf  s  und  in  den  Kreisen  um  S^  durch  Sx^ 
und  um  S^  durch  Sx^^  um  5,  durch  Sy^  und  um  S.^  durch  Sy^,  um 
^2  durch  Sg^  und  um  ^Sj"  durch  5,^;  praktisch  genügt  die  Bestim- 
mung von  {Sg)  und  dazu  das  Perpendikel  von  Sg  auf  s  und  der 
Kreis  aus  62  durch  S.^,  Man  führt  die  Bestimmung  der  wahren 
Grösse  des  Winkels  zweier  Geraden,  die  durch  ihre  axonometri- 
schen  Bilder  ff,  l  und  Grundrisse  g\  t  bestimmt  sind ,  sofort  darauf 
zurück.  Es  ist  offenbar,  dass  auch  der  Winkel  a  der  betrachteten 
Ebene  gegen  die  Bildebene  hier  mit  erhalten  wird;  man  zieht  Sx[Sx) 
bis  A  In  s  und  schneidet  die  Parallele  zu  s  durch  Sx  mit  dem  von 
da  durch  {Sx)  beschriebenen  Kreise ,  und  erhält  bei  A  den  Winkel  or. 

Den  besondem  Fall  der  Umlegung  einer  projicierenden  d.  h. 
zu  einer  der  Axen  OX,  OY,  OZ  parallelen  Ebene  behandelt  man 
durch  Umlegung  der  begrenzten  Spur. 

11)  Wenn  nun  von  einem  Kreise  die  Ebene  £,  der  Mittelpunkt 
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M  in  derselben  und  der  Radius  r  gegeben  sind,  so  erhalten  wir 
sein  axonometrisches  Bild  K  aus  dem  mit  r  um  M  beschriebenen 
Kreis  {K)  durch  Aufrichtung;  am  bequemsten,  wenn  wir  eine  durch 
M  selbst  hindurchgehende  Bildebene  benutzen,  so  dass  M  als  in  f 
liegend  auf  seinem  Platze  bleibt;  der  in  s  liegende  Durchmesser 
von  (AT)  ist  die  grosse  Axe  der  Bild-Ellipse  und  mittelst  des  Winkels 
a  erhält  man  die  kleine. 

und  wenn  unter  8)  die  Darstellung  eines  Kugel- Oktanten  oder 
eines  trirectangulären  Kugeldreiecks  erhalten  wurde,  so  kann  man 
hiemach  die  axonometrische  Darstellung  von  sphärischen 
Dreiecken  aus  ihren  Bestimmungsstücken  vollziehen. 

12)  Man  soll  die  Berührungspunkte  A^  B  der  durch  eine 
gegebene  Gerade  g  an  die  durch  Mittelpunkt  Jf  und  Ra- 
dius r  bestimmte  Kugel  gehenden  Tangentialebenen  con^ 
struieren ;  oder  man  soll  die  Schnittlinie  g  der  Tangentialebenen  con- 
struieren,  welche  die  Kugel  in  den  Schnittpunkten  A^  B  mit  einer 
Geraden  h  berühren.  Im  ersten  Falle  hat  man  vom  Schnittpunkt  D 
der  g  mit  ihrer  Normalebene  durch  den  Kugelmittelpunkt  M  an  den 
von  dieser  aus  der  Kugel  geschnittenen  Kreis  die  Tangenten  D  A  und 
DB  'IM  legen;  im  zweiten  legt  man  die  Ebene  Mh^  in  den  Schnitt- 
punkten A^  B  ihres  Kugelkreises  mit  h  die  sich  in  D  schneidenden 
Tangenten  und  durch  D  die  Normale  g  zu  Mh,  Offenbar  sind  alle 
diese  Operationen  nach  dem  Vorhergehenden  direct  axonometrisch 
ausführbar.  Fig.  136  enthält  die  vollständige  Durchführung.  Man 
hatte  M^  M\  g^  g'  und  den  Radius,  also  den  axonometrischen  Um- 
risskieis  K  der  Kugel  gegeben  mit  dem  Axenkreuz  A^,  JT,  Y^  Z\ 
ausser  den  Berührungspunkten  A^  B  der  durch  g  an  die  Kugel 
gehenden  Tangentialebenen  ist  das  Bild  C  des  grössten  Kreises  er- 
mittelt, nach  welchem  die  zu  g  parallelen  Tangenten  und  Tangen-- 
tialebenen  die  Kugel  berühren,  also  die  Selbstschattengrenze 
auf  der  Kugel  für  Beleuchtung  durch  Lichtstrahlen,  welche  zu  ^ 
parallel  sind.  Durch  M'N*  parallel  M'I^  hat  man  zuerst  unter  Fest- 
haltung der  Axe  z  die  Coordinatenebene  xy  und  die  Bildebene 
durch  M  gelegt  in  X*  N*  V*  und  Jf*J'*Z*;  man  hat  auch  den 
axonometrischen  Grundriss  g*'  von  g  mit  übertragen.  Dann  ist  das 
Perpendikel  s  von  M  zu  g  die  Schnittlinie  der  Bildebene  mit  der 
durch  M  gehenden  Normalebene  zu  g  und  S^  in  X*Z*  ihr  zweiter 
Durchstosspunkt;  mittelst  der  Umlegung  jr*Ö,*JP'*  von  Ä*0*  F* 
in  die  Bildebene  hat  man  die  ümlegung  g*'  in  {g^)  eingetragen 
und  als  die  Normale  von  M  zu  ihr  (5,*),  die  ümlegung  der  hori- 
zontalen Spur  der  Normalebene  durch  M  zu  g^  somit  in  5^*  diese 
selbst  und  ihre  Axenschnittpunkte  5^,  Sy  erhalten,  welche  sodann 
die  Spuren  $2  (von  Sx  nach  S,)  und  ^3  liefern  und  mittelst  ihrer 
wahren  Entfernungen  von  JH  die  Umlegungen  [S^J^  (5y).  Die  Be- 
nutzung der  ersten  projicierenden  Ebene  von  g  im  Schnitt  mit  der 
Normalebene  S^SpS,  hat  den  Schnittpunkt  B  und  dieser  seine  Um- 
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legung  (B)  mit  jener  in  die  Bildebene  gegeben;  IC  ist  zugleich  die 
ümlegung  des  von  ihr  aus  der  Kugel  geschnittenen  grössten  Kreises, 
so  dass  die  Berührungspunkte  {A){B)  der  von  (2>)  an  K  gehenden 
Tangenten  durch  ihre  Wiederaufrichtung  die  axonometrischen  Bilder 
der  Berührungspunkte  A^  B  liefern.  Die  Erklärung  der  Bestim- 
mung der  Schattengrenz-Ellipse  C  überlassen  wir  dem  Leser. 


13)  Wenn  die  axonometrischen  Bilder  o;,,  y„  z,  von  drei  durch 
0  gehenden  zu  einander  rechtwinkligen  .neuen  Axen  und  der  axo- 
nometrische  Grundriss  x(  der  einen  von  ihnen  gegeben  sind,  so 
soll  man  die  axonometrischen  Grundrisse  y(^  z/  der  beiden  andern 
bestimmen  und  sodann  den  axonometrischen  Grundriss  P(  eines 
durch  sein  Bild  P  und  seinen  axonometrischen  Grundriss  P'  ge- 
gebenen Punktes  ableiten. 

Ein  Dreieck  XY Z^  dessen  Ecken  in  den  gleichnauitigen  Axen 
JT,  Y^  Z  liegen,  während  seine  Seiten  zu  den  ungleichnamigen  Axen 
normal  sind,  ist  das  Spurendreieck  der  Bildebene;  die  erste  pro- 
jicierende  Ebene  von  x^  schneidet  dieselbe  in  einer  Geraden,  die 
von*Z  nach  .dem  Schnittpunkt  der  ersten  Spuren  XY  und  x(  geht, 
und  welche  in  x^  den  Durchstosspunkt  X^  dieser  Axe  mit  der  Bild- 
ebene bestimmt.     Man  erhält  jetzt  durch  Perpendikel   von  X^  zu 
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Z]  und  y^  die  beiden  andern  Ecken  des  Spurendreiecks  in  Bezug 
auf  die  neuen  Axen  F^^  Z^.  Die  Geraden  ZY^^  ZZ^  bestimmen 
dann  in  ^1^  zwei  Punkte,  durch  welche  die  axonometiischen  Grund- 
risse von-^i  und  z^  hindurchgehen. 

Nun  ist  P{  die  axonometrische  Projection  des  Punktes,  in  dem 
eine  durch  P  gezogene  Parallele  zu  z^  (Bild  durch  P  parallel  zu  Zj, 
Grundriss  durch  P'  parallel  z/)   die  Ebene  x^y^  trifft,    und   wird* 
daher  leicht  construiert. 

61.  Wenn  man  auch  schiefe  Parallelprojectionen 
zulässt  (vergl.  §  43,  3)^  so  gilt  als  höchst  bequeme  Grandlage 
der  axonometrischen  Projection  der  Satz:  Drei  Strecken 
yon  beliebigen  Längen  und  Richtungen,  die  in  einer 
Ebene  von  einem  Punkte  ausgehen,  bilden  eine  Pa- 
rallelprojection des  Systems  von  drei  gleichlangen 
Stücken  der  zti  einander  rechtwinkligen  und  von 
einem  Punkte  ausgehenden  Axen  OÄ^  OVy  OZ.  Dar- 
nach können  die  Richtungen  der  Axenbilder  und  die  Verkür- 
zungsverhältnisse  derselben  willkürlich  angenommen  werden  — 
nur  dass  nicht  die  drei  ersten  zusammenfallen  und  nicht  zwei 
der  letzteren  Null  sein  dürfen. 

Sei  in  Fig.  137  die  Gerade  ON  die  projicierende  Gerade 
des  Durchschnittspunktes  0  der  drei.Coordinatenaxen  OJT,  OYj 
OZ  und  XYZ  die  durch  den  Punkt  N  derselben  gehende  zu 
ihr  normale  Ebene.  Eine  durch  Ä  gelegte  zm  ON  nicht  nor- 
male Ebene,  die  wir  als  Projectionsebene  denken  wollen,  wird 
dann  X  YZ  in  einer  durch  X  gehenden  Geraden  ä  vom  Durch- 
stosspunkt  ^3  in  der  Ebene  der.j^^  z  schneiden  und  auf  ON 
einen  Punkt  0'  bestimmen,  der  das  bezügliche  Bild  des  An- 
fangspunktes 0  wäre.  Trägt  man  die  Strecke  Nff  yon  N  aus 
gegen  0  in  N  ff"^  ab,  so  ist  die  durch  d  und  0'*  bestimmte  Ebene 
zur  Ebene  dO"  orthogonal  symmetrisch  in  Bezug  auf  XYZ^  und 
im  Falle  der  Benutzung  derselben  als  Bildebene  würden  die 
Bildrichtungen  und  die  Verkürzungsverhältnisse  der  Axen  OX, 
OYf  OZ  offenbar  dieselben  sein  als  in  O'd.  Aus  dem  Durch- 
stosspunkt  X^  der  Geraden  XN  in  ZOY  erhält  man  dann  in 
der  Figur  die  gleichnamigen  Durchstosspunkte  von  XO'  und 
von  XO'*  und  durch  Verbindung  derselben  mit  S^  die  Spuren 
Y'Z'  und  Y'*Z*  der  besprochenen  Ebenen  in  YOZ,  sowi^aus 
diesen  ihre  durch  X  gehenden  Spuren  in  XOY,  XOZ  respec- 
tive.    Fällen  wir  von  N  auf  d  die  Normale  NR,  so  sind  NR  ff 
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und  NR  0'*  die  einander  gleichen  Neigungswinkel  der  Ebenen 
Xrz\  Jr^'*Z*  gegen  die  Ebene  XYZ  oder  die  Complemente 
der  von  ihnen  mit  der  Richtung  des  projicierenden  Strahls  ge- 
bildeten Winkel.  Ziehen  wir  durch  0',  N  und  0'*  die  Parallelen 
aO\  NQ  und  ff*  ff*  zu  rf,  so  sind  die  in  den  Ebenen  dff  und 
dff*  respective  liegenden  rechten  Winkel  Q'ffK  oder  wie  in 
der  Figur  (^',  r')  und  0*0'* R*  oder  {g*,  r*)  gleichzeitig  in 
QNR  oder  (^,  r)  orthogonal  auf  XYZ  projiciert.  Damit  sind 
die  Beziehungen  hervorgehoben;  welche  erforderlich  sind,  um 
zu  den  drei  gegebenen  Bildern  ffX\  ffY\  ffZ'  von  drei  zu  ein- 


ander rechtwinkligen  und  gleich  langen  Strecken  Oq^q,  OqFq, 
OqZq  die  Richtung  des  projicierenden  Strahls  j9  und  die  Stellung 
der  Bildebene  zu  bestimmen,  d.  h.  den  Satz  zu  beweisen  und 
zugleich  die  richtige  Benutzung  des  Bildes  zu  sichern. 

Wir  denken  das  Tetraeder  OqXqYqZq  mit  den  drei  gleich- 
langen zu  einander  rechtwinkligen  Kanten  Oq  Xq,  Oq  Y^y  Oq  Zq  im 
Raum  bestimmt,  wie  es  dies  im  Falle  der  Anwendung  ist^  und 
nehmen  an,  das  Viereck  ffXY'Z  in  der  Bildebene  (Fig.  138,  b.) 
sei  eine  Parallelprojection  desselben  oder  genauer  gesprochen 
einer  solchen  ähnlich  (§  21,  c);  wobei  wir  ausdrücklich  be- 
merken, dass  diese  Punkte  A",  Y\  Z'  von  denen  der  vorigen 
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Erörterung  und  der  Fig.  137  verschieden  sind.  Die  Richtung 
der  entsprechenden  projicierenden  Strahlen  bestimmt  sich  dann 
wie  folgt:  Der  Schnittpunkt  von  zwei  Gegenseiten  im  Bild- 
viereck z.  B.  von  Ä'y'  und  O'Z'  ist  das  Bild  ^  eines  Punktes 
A  in  der  Diagonale  Ä  V  und  zugleich  das  Bild  B^  eines  Punk- 
tes B  in  der  Diagonale  OZ]  die  Punkte  A  und  B  in  Ä  V  und 
OZ  respective  sind  durch  die  Theilverhältnisse  bestinmit,  nach 
welchen  sie  diese  Strecken  iheilen  und  die  (§  21,  a)  den  Theil- 
verhältnissen  gleich  sind,  nach  welchen  der  Punkt  A'B'  die 
Strecken  J['F\  respective  (/Z'  theilt.    Die  Gerade  AB  im  Ori- 
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ginal  erscheint  als  ein  Punkt  im  Bilde  und  giebt  die  Richtung 
der  projicierenden  Strahlen  an,  welche  von  diesem  Original  zu 
diesem  Bilde  führen.  Diese  Richtung  ist  somit  stets  auf  nur 
eine  Weise  bestimmt,  so  lange  0',  X\  y\  Z'  ein  Viereck  bilden. 
Legen  wir  dann  durch  die  Kanten  OX^  OY^OZ  des  Ori- 
ginals die  projicierenden  Ebenen  von  der  Richtung  R  von 
AB^  so  bilden  dieselben  ein  Ebenenbüschel  OR,XYZ^  dessen 
Schnitt  mit  der  unbekannten  Projectionsebene  dem  gegebenen 
Strahlenbüschel  ^/.  X'Y'Z'  gleich  sein  muss.  Dies  bestimmt 
die  beiden  Lagen,  welche  für  die  Projectionsebene  möglich  sind. 
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Sei  das  durch  die  Normalebene  zur  Scheitelkante  aus  dem 
Ebenenbüscbel  0Ä..Y1^Z  geschnittene  StrahlenbOschel  N.XYZ 
oder  ein  ihm  paralleles  aus  0  xt/z,  so  ist  das  Büschel  O .X'Y'Z! 
so  zu  legen,  dass  0  .  xyz  die  Orthogonalprojection  desselben 
ist.  Diese  Büschel,  von  denen  das  eine  gegeben  war  und  das 
andere  nun  leicht  construierbar  ist,  sind  sonach  projectivisch ; 
denken  wir  die  entsprechenden  ßechtwinkelpaare  qr\  qr  der- 
selben, so  giebt  die  einfache  Bemerkung  das  Mittel  zur  Be- 
stimmung der  Lage  der  Ebene  des  Büschels  0\  X'Y'Z'  oder 
der  Projectionsebene,  dass  die  Orthogonalprojection  eines  rechten 
Winkels  nur  dann  ein  rechter  Winkel  ist,  wenn  einer  seiner 
Schenkel  der  Projectionsebene  parallel  ist  oder  in  derselben 
Hegt.  Wir  ermitteln  daher  in  den  durch  drei  entsprechende 
Paare  bestimmten  Büscheln  ff.X'Y'Z'  und  O.xyz  die  Schenkel 
der  entsprechenden  rechten  Winkel  q\  r  und  ^,  r  (§  18,  5) 
und  bringen  q  mit  q  zur  Deckung.  Da  nun  von  den  spitzen 
Winkeln  (^,  x)  und  (x^  r)  der  eine  grösser  und  der  andere 
kleiner  seip  muss  als  der  ihm  entsprechende  Winkel  (^',  x) 
respective  (o;',  r ),  weil  die  Summe  beiderseits  einem  Rechten 
gleich  ist,  also  z.  B.  Z.(^,  x)  <  Z.(^',  x\  so  sind  zwei  Stellungen 
der  Ebene  des  Büschels  ff .  X'Y'Z'  möglich,  für  welche  q'  in  q 
fallt  und  zugleich  x  in  die  ihm  entsprechende  Ebene  ORX 
kommt.  Offenbar  sind  dieselben  zur  Richtung  der  projicieren- 
den  Strahlen  oder  zur  Ebene  qqR  symmetrisch. 

Man  construiert  somit  zwei  Lagen  der  Projections- 
ebene, welche  allen  Bedingungen  genügen.  Dieselben  fallen 
nur  dann  in  eine  einzige  zusammen ,  wenn  (|ie  Projection  eine 
orthogonale  wird. 

Die  Figur  138  enthält  die  vollstäudige  Durchführung  für 
das  Axenkreuz  ff .  X'Y'Z'.  Durch  die  Theilverhältnisse  von 
Ä  in  X'Y'  und  von  B'  in  ffZ  (Fig.  138,  b.)  sind  die  Punkte 
A^  B  und  die  Richtung  der  projicierenden  Strahlen  als  Rich- 
tung der  Geraden  ÄB\  Ä'B"  (Fig.  138,  a.)  bestimmt.  Dann  ist 
der  Normalschnitt  des  Ebenenbüschels ,  weiches  diese  Richtung 
mit  den  Ck)ordinatenaxen  bestimmt,  auf  dem  Wege  der  Trans- 
formation ermittelt,  indem  die  Projectionen  der  Axen  auf  eine 
Ebene  construiert  sind,  die  zu  AB  normal  ist  (Fig.  138,  a.); 
die  successiven  Transformationen  um  die  Axe  y  mit  der  neuen 
Axe  ^x  und  nach  ihr  um  die  Axe   z  mit  der  neuen  Axe  ,a: 

Fiedler,  darstellende  Geometrie.    I.    3.  Aufl.  22 
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führen  dazu,  OyX'\  O^F"  und  O^Z"  sind  die  Endprojeciionen 
und  bilden  das  Büschel  des  Normalsehn  ittes ,  das  Büschel 
0  ,  xyz  des  Vorigen. 

Die  Rechtwinkelpaare  sind  ä';  ^';  i^";  i^ '  —  ihre  Con- 
struction  (§  18,  6)  ist  als  bekannt  unterdrückt  —  und  es  ist,  wie 
im  Vorigen  vorausgesetzt  wurde,  so  bezeichnet,  dass  man  hat 
L (^', x) >  L{\Q"j  x^o").  Daher  ist  L  W,  x)  in  ^^'^ 0{x)  angetragen 
und  ein  Punkt  P  seines  Schenkels  x  durch  Drehung  um  O^q' 
in  die  Ebene  gebracht,  welche  in  ^x"  normal  zur  Tafel  ist; 
i^,,  P^  sind  die  beiden  in  ümlegung  eingezeichneten  entspre- 
chenden Lagen,  deren  jede  eine  Projectionsebene  bestimmt, 
respective  P, ,  ,^";  P^,  ^q" ,  Sie  liefern  die  von  den  Projec- 
tionsebenen*  mit  der  Normalebene  eingeschlossenen  Winkel  97. 
Wie  man  daraus  die  Richtung  der  projicierenden  Strahlen  in 
Bezug  auf  die  Ebene  des  Bildes  0\  X'Y'Z'  erhält,  ist  evident. 

Um  die  wahren  Maassstäbe  zu  erfahren,  nach  welchen  in 
den  Axen  aufzutragen  ist,  hat  man  nur  etwa  das  Verhältniss 
OX :  (JfX  (Fig.  137)  zu  bestimmen.  Man  wird  von  OX  als 
einer  gegebenen  Grösse  ausgehen,  durch  X  die  Gerade  d  pa- 
rallel ^q"  in  Fig.  138^  ä.  ziehen,  von  N  aus  die  Normale  NR 
auf  sie  fällen,  aus  ihr  und  dem  anliegenden  Winkel  tp  das  bei 
N  rechtwinklige  Dreieck  NOR  zusammensetzen,  um  dann  aus 
NO  und  NX  als  Katheten  die  Hypotenuse  O'X  zu  bilden.  Die 
Maassstäbe  der  y  und  z  sind  dadurch  mit  bestimmt. 

Es  ist  noch  zu  bemerken,  dass  diese  Construction  die 
Rechtwinkligkeit  der  Coordinatenaxen  OXy  OV,  OZ,  die  wir 
voraussetzen,  nicht  fordert,  dass  sie  also  den  Satz  auch  für 
die  Ausmessung  m  irgend  einem  schiefwinkligen  Axensystem 
begründet.  So  ist  derselbe  -die  wahrhaft  allgemeine  Grundlage 
der  Axonometrie.  Wenn  man  das  Dreieck  der  Diagonalpunkte 
des  Vierecks  O'X'Y'Z'  betrachtet,  also  das  Dreieck  der  Punkte 
X'Y\  ar\  rz\  ax'\  Z'X\  aY\  so  liefert  es  in  der  oben 
entwickelten  Weise  drei  Kanten  AB^  CD^  EF  eines  prismati- 
schen Mantels  im  Tetraeder  uud  die  Aufgabe  der  Bestimmung 
der  Projectionsebene  lässt  sich  auch  so  aussprechen:  Man  soll 
die  Lage  der  Ebenen  bestimmen,  welche  diesen  Mantel  in  einem 
dem  besagten  Diagonaldreieck  ähnlichen  Dreieck  schneiden. 
(Vergl.  §  54,  11.)  In  der  That,  wenn  die  Dreiecke  der  Dia- 
gonalpunkte zweier  ebenen  Vierecke  ähnlich  und  ähnlich  ge- 
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legen  sind ,  so  sind  die  entsprechenden  Seiten  beider  Vierecke 
Parallelen,  weil  die  Collineationsaxe  derselben  unendlich  fern 
ist.    (§  22,  c;  §  23.) 

Auf  die  andere  von  einem  Spurendreieck  ausgehende  Be- 
handlung des  Problems  weisen  wir  in  den  Beispielen  9)  bis 
11)  hin. 

Allgemein  gefasst  ist  der  Hauptsatz  dieses  §  ein  Special- 
fall der  Bestimmung  collinearer  Systeme.  Wir  sahen  (§  44), 
dass  durch  fünf  Ebenen  oder  Punkte  des  einen  und  die  ent- 
sprechenden des  andern  Systems  zwei  solche  Bäume  bestimmt 
sind;  sollen  sie  affin  sein^  so  entspricht  der  unendlich  fernen 
Ebene  des  einen  die  unendlich  ferne  Ebene  im  andern;  zwei 
Tetraeder,  welche  Ecke  für  Ecke  einander  entsprechen,  be- 
stimmen somit  zwei  affine  Systeme,  die  entsprechenden  projec- 
tivischeu  Reihen  in  ihren  Kanten  sind  speciell  ähnliche  Reihen. 
(§  17;  5.)  Ist  das  eine  der  Systeme  eine  ebene  Abbildung  oder 
ein  unendlich  dünnes  Relief  (§  43),  so  haben  wir  ein  Viereck 
in  demselben  als  entsprechend  einem  Tetraeder  des  Original- 
raums. 

Auf  die  rechnerische  Behandlung  gehen  wir  nicht  ein;  es 
mag  nur  erwähnt  werden,  dass  die  Grundgleichung 

(?)  +  (t)  +  (y)  =  2  (§  ^^  -  (?)  +  •  •  •  =  2  +  tan'  <, 
übergeht. 

1)  Man  construiere  den  Normalschnitt  des  Ebenenbüschels 
OR ,  X  YZ  durch  das  Spurendreieck  und  die  Höhen  desselben  für 
eine  zu  OR  oder  AB  normale  Ebene  —  durch  Umlegung  statt 
durch  Transformation. 

2)  Wenn  die  Axen  ffX'  und  O'Z'  oder  O'Y'  und  Ö'Z'  im  Bilde 
rectangnlär  sind,  so  wird  die  eine  Projectionsebene  parallel  der 
Ebene  XOZ^  YOZ  respective;  die  andere  ist  zu  ihr  orthogonal- 
symmetrisch  nach  dem  projicierenden  Strahl.  Man  erhält  eine  hieraus 
zu  erläuternde  schiefe  Parallelprojection,  die  man  als  Gay  alier- 
perspective  bezeichnet. 

3»)  Um  ein  axonometrisches  Bild  dem  centralen  Bilde 
eines  Objects  von  einem  bestimmten  Centrum  möglichst  ähnlich 
zu  machen,  kann  man  drei  zu  einander  normale  Hanptlinien  des 
Objects  central  projicieren  und  die  Bilder  derselben  nach  Rich- 
tungen und  Längen  als  Axenbilder  der  allgemeinen  axonometrischen 
Darstellung  zu  Grunde  legen.  Man  erreicht  dadurch  eine  um  so 
engere  Annäherung  an   das   centrale  Bild,  je   grösser  die  Distanz 
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für  dasselbe  war.     Tafel  VI  giebt  hierzu  ein  Beispiel,   für  dessen 
Erläuterung  wir  auf  das  Figurvenverzeichniss  verweisen. 

4)  Nur  in  der  Richtung  der  projicierenden  Strahlen  gesehen 
ist  die  Darstellung  eines  Objects  nach  dem  hier  entwickelten  Ver- 
fahren bildlich ;  die  Vortheile,  die  es  dem  Zeichner  bietet ,  sind  be- 
gleitet von  der  Ge£a.hr  der  Verzerrung  beim  normalen  Betrachten. 

5)  Man  erläutere,  wie  ein  gegebenes  Tetraeder  durch  schiefe 
Parallelprojection  ähnlich  einem  beliebig  gegebenen  Viereck  ab- 
gebildet wird. 

6)  Man  erläutere  den  üebergang  von  einem  beliebigen  Tetra- 
eder und  seinem  Bildviereck  zu  einem  solchen  mit  rechtwinkliger 
Ecke  und  gleichlangen  Kanten  an  derselben,  und  dem  Bildviereck, 
welches  ihm  entspricht. 

7)  Man  bestimme  die  beiden  Stellungen  der  Ebenen,  durch 
welche  aus  einem  vierseitig  prismatischen  Mantel  von  als  Parallelo- 
gramm gegebenem  Normalschnitt  Quadmte  geschnitten  werden ;  oder 
allgemeiner  Rhomben  von  gegebenem  Winkel. 

8)  Es  ist  zu  untersuchen,  welche  Geltung  und  Bedeutung  die 
Lehre  von  der  Affinität  für  die  Darstellung  ebener  Systeme  (§  22,  a. ; 
§  53)  in  der  schrägen  Parallelprojection  besitzt;  und  wie  die  Con- 
structionen  zur  directen  Ableitung  wahrer  Grössen  aus  den  Projec- 
tionen  sich  gestalten.     (Vergl.  §  60,  10 — 12.) 

_         •  

9)  Wenn  wir  das  Spurendreieck  XYZ  der  Bildebene  in  dem 
System  rechtwinkliger  Coordinatenaxen  OX^  OY^  OZ  und  dazu  das 
Bild  0'  des  Anfangspunktes  0  gegeben  denken,  so  sind  dadurch 
sowohl  die  Maassstäbe  der  x^  y^  z^  als  die  Projectionsrichtung  be- 
stimmt. Der  Höhenschnittpunkt  N  des  Dreiecks  XYZ  und  die 
Distanz  NO^  die  Ordinate  in  N  für  den  über  einer  der  Höhen 
XX^^  ...  als  Durchmesser  beschriebenen  Kreis,  bestimmen  zwei 
Lagen  des  Anfangspunktes  0,  0*  im  Räume  und  m  00'  und  0"*^  ff 
die  beiden  Projectionsrichtungen.  Die  Verhältnisse  0' X  :  OX^ 
OY :  OY,  ffZ  :  OZ  Uefem  die  Maassstäbe. 

10)  Wenn  wir  das  Spurendreieck  der  Bildebene  XYZ  gleich- 
seitig voraussetzen,  so  dass  N  der  Mittelpunkt  desselben  ist,  so 
sind  die  Axenlängen  OX^  0 Y,  OZ  gleich  gross,  und  man  sieht 
leicht,  dass  0'  aus  den  Maassstabs  Verhältnissen  Cg  :  e^  :  e,  =  O'X  : 
ffY :  O'Z  bestimmbar  ist.  Denn  der  Ort  der  Punkte  der  Tafel, 
deren  Distanzen  von  X  und  Y  das  gegebene  Verhältniss  von  ex :  ^y 
haben,  ist  ein  Kreis,  für  welchen  die  die  Strecke  XY  innerlich 
und  äusserlich  nach  diesem  Verhältniss  theilenden  Punkte  die  End- 
punkte eines  Durchmessers  sind.  Denken  wir  dazu  den  entsprechen- 
den Kreis  aus  YZ  ftlr  e^ie,^  und  den  aus  Z^  für  egiCx^  so  bilden 
diese  drei  Kreise  offenbar  ein  Büschel,  dessen  beide  Grundpunkte 
die  möglichen  Lagen  des  Punktes  0'  sind.  Wir  bemerken  auch, 
dass  sie,  mit  den  allen  möglichen  Werthen  der  Verhältnisse  exiCyi  e, 
entsprechenden  Kreisen  derselben  Art,  zu  dem  Netze  von  Kreisen 
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gehören,   welches  den   umgeschriebenen  Kreis   des  Spurendreiecks 
XVZ  zum  Orthogonalkreis  hat. 

11)  Die  üebertragung  auf  den  Fall  eines  ungleichseitigen  Spu- 
rendreiecks XYZ  hat  offenbar  keine  wesentliche  Schwierigkeit.  Es 
ist  evident,  dass  damit  zugleich  die  Verbindung  der  schiefen  Axo- 
nometrie mit  der  schiefen  Parallelprojection  mit  einem  Bilde  her- 
gestellt ist.  (Vergl.  den  Schlussüberblick,  p.  345.)  Man  kann  für 
dieselbe  die  Spur  u  der  Pixebene  und  den  Winkel  «o  derselben 
gegen  die  Tafel  wählen,  um  daraus  etwa  die  Orthogonal projection 
des  Punktes  V  für  den  projicierenden  Strahl  von  0  zu  bestimmen. 
(Vergl.  §§  6*  und  54*.) 

12)  Man  zeichne  in  freier  Axonometrie  den  48  flächner  mOn, 
den  .24 flächner  m^m  oder  das  Leucitoeder,  den  oktaederkantigen 
24  flächner  ;72  0,  den  hexaederkantigen  ooO/i,  das  Bhombendodeka- 
eder  ooO;  etwa  auch  das  Pentagon-Dodekaeder  und   das  Deltoid- 

Dodekaeder  respective  — - —  und  ~~.    Man  benutze  die  unter  3) 

bezeichnete  Methode  zur  Erlangung  von  möglichst  bildlichen  Dar- 
stellungen. 

13)  Man  construiere  in  freier  Axonometrie  die  Durchdringung 

von  zwei  Körpern  des  regulären  Systems,  wenn  für  den  einen  die  Axen 

mit   den  Projectionsaxen  zusammenfallen   und   für   den  andern  die 

Durchstosspunkte  in  der  Ebene  x%j  für  seine  Axen   gegeben  sind. 

i^      ,    rt   ...         N     ^,  ^     cx)On    wO      .,  ^     0 

(Vergl.  §  64,  30.)     Etwa  ccO,  —^-,  —  mit  0,  y  • 

14)  Die  freie  axonometrische  Darstellung,  welche  die  schiefe 
Projection  gewährt,  ist  insbesondere  geeignet  für  die  Darstellung 
projectivischer  Beziehungen.  Jeder  geänderten  Richtung  der 
Beschauung  entspricht  zwar  ein  anderes  Original  zu  der  dargestellten 
Figur,  aber  alle  diese  Originale  haben  die  projectivischen  Eigen- 
schaften mit  einander  gemein  (vergl.  §  45,  l)  —  gerade  so,  wie  bei 
Constructionen  der  Central  projection,  welche  den  Distanzkreis  nicht 
fordern,  eine  Zeichnung,  für  jedes  Auge  richtig,  die  gleiche  Beziehung 
für  unendlich  viele  individuelle  Lagen  veranschaulicht.  Fasst  man 
dieselben  Figuren  als  nach  einer  andern  Projectionsmethode  gebildet 
auf,  so  stellen  sie  die  projectivischen  Relationen  nicht  minder  richtig 
dar.  Projectivische  Beziehungen  werden  durch  Projection  nicht  ge- 
ändert. Der  besondere  Charakter,  welcher  die  Originale  der  näm- 
lichen schiefen  Parallelprojection  verbindet,  ist  offenbar. 

Schlussüberblick.  In  den  beiden  letzten  Abschnitten 
haben  wir  die  Methodik  der  darstellenden  Geometrie  im  Wesent- 
lichen zur  Vollständigkeit  zu  entwickeln  gesucht,  ohne  in  der 
Auswahl  von  Objecten  für  ihre  erläuternde  Anwendung  über 
das  Frühere  hinauszugehen ,  so  weit  es  nicht  diese  Anwendung 
von  selbst  mit  sich  brachte.    Sowohl  an  die  gewonnene  Ueber- 
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sieht  der  Methoden  als  an  die  der  Objecte  ihrer  ersten  Erläu- 
terung sollen  noch  einige  zusammenfassende  Bemerkungen  hier 
angeknüpft  werden;  dieselben  dienen  zugleich  zur  Bezeichnung 
des  Standpunktes ;  von  dem  wir  zum  Studium  eines  Theiles 
dieser  Objecte  und  einer  Reihe  neuer  im  zweiten  Bande  dieses 
Werkes  übergehen. 

Wir  sahen  zuerst,  dass  es  möglich  ist,  auf  allen  durch 
einen  Punkt  gehenden  Ebenen  die  Beziehung  perspectivischer 
ebener  Systeme,  d.  h.  der  centrischen  Collineation,  mit  diesem 
Punkt  als  Centrum  und  somit  den  von  ihm  ausgehenden 
Strahlen  als  Üollineationsstrahlen  herzustellen,  und  erhielten  so 
die  Methode  der  Construction  centrisch  collinearer  Modelle, 
von  denen  thatsächlich  erwiesen  ist,  dass  sie  unter  geeigneten, 
wesentlich  durch  den  Sehkegel  des  betrachtenden  Auges  ge- 
lieferten, Bedingungen  einem  Auge  im  Centrum  den  Eindruck 
der  nachgeahmten  Objecte  trotz  verminderter  Tiefe  gewähren. 
Sie  gab  in  allgemeiner  Form  die  Theorie  der  künstlerischen, 
in  specieller  die  der  technisch  verwendeten  Modellierungs- 
methoden. Diese  ausnahmslos  eindeutige  Abbildung  des  Ori- 
ginalraumes durch  den  Bildraum  wiesen  wir  nun  als  die  all- 
gemeine Methode  auf,  aus  welcher  alle  speciellen  Methoden 
der  darstellenden  Geometrie  abgeleitet  werden,  also  insbeson- 
dere alle  Methoden  ebener  Abbildung,  sofern  sie  dem  Gesetze 
der  Sparsamkeit  in  der  Anwendung  von  Hilfsmitteln  am  voll- 
kommensten entsprechen;  diese  Ableitung  war  das  Princip, 
welches  zunächst  bei  ihrer  Auswahl  leitete.  Hier  setzen  die  für 
die  Methodenübersicht  vorbehaltenen  Bemerkungen  ein. 

Die  centrische  Collineation  zweier  Bäume  fanden  wir  in 
§  38,  1  durch  Centrum,  Collineationsebene  und  ein  Paar  ent- 
sprechender Elemente  bestimmt,  also  z.  B.  durch  C^  S  und  das 
sich  in  einer  Geraden  auf  8  schneidende  Ebenenpaar  IT,  U,. 
Wenn  durch  C  die  Parallelebenen  U*  zu  U  und  Uj*  zu  U, 
gelegt  werden,  so  sind  die  Schnittlinien  U, ,  U*  und  U,  U,* 
den  Gegenebenen  Q^  und  B  angehörige  Gerade  und  bestimmen 
also  diese.  Wir  erhalten  aber  zu  Elementen  g^  A,  A  des  einen 
Raumes  die  entsprechenden  Elemente  g^,  A^y  Aj  des  anderen 
indem  wir  den  Punkt  S,  g  oder  S  mit  dem  Punkte  Uy  von  U„ 
wo  diese  Ebene  durch  den  von  C  nach  g,  U  oder  ü  gehenden 
Strahl  geschnitten  wird;  etc.    Denken  wir  nun  U|  als  sich  der 
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CoIlineatioDsebene  durch  Drehung  um  ihre  Schuitth'nie  mit  der- 
selben immer  mehr  nähernd  und  schliesslich  damit  zusammen- 
fallend ,  ohne  Aenderung  von  U,  so  vereinigen  sich  die  Ebene  Q, 
mit  S  und  die  Ebene  B  mit  der  durch  C  gehenden  Parallelebene 
zu  S  —  nunmehr  der  Verschwindungsebene  V  — ^  g^  fallt  in  die 
Ebene  S  als  Verbindungslinie  von  zwei  in  derselben  liegenden 
Punkten ;  etc.  Unter  Benutzung  der  Ebenen  Q^  oder  B  als  der 
entsprechenden  zu  der  unendlich  fernen  Ebene  des  Raumes  als 
Theil  des  Originals  resp.  des  Bildes  entstand  in  §  43  die  ge- 
wöhnliche Centralprojection  als  Grenzfall;  benutzen  wir  aber  die 
vorige  Gonstruction  aus  dem  beliebigen  Paar  entsprechender 
Ebenen  U,  Ui^  von  denen  nur  die  letzte  in  8  liegt,  so  entsteht  als 
Grenzfall  für  ein  Gentrum  im  endlichen  Räume  die  allgemeine 
Centralprojection  des  §  6*,  und  für  ein  unendlich  fernes 
Centrum  oder  aus  der  analog  bestimmt  gedachten  centrischen 
Affinität  der  Räume  die  allgemeine  Parallelprojection 
mit  einem  Bilde,  die  wir  a.  a.  0.  p.  19  erwähnten  und  im 
Weitern  mehrfach  berührten  und  benutzten.  Wir  besprechen 
hier  noch  einiges  auf  sie  Bezügliche,  wozu  sich  früher  die  Ge- 
legenheit nicht  bot.  Wir  nehmen  die  Bildebene  S  als  Tafel  und 
bestimmen  (man  vergl.  Fig.  8,  p.  19  und  bilde  die  neue  Figur 
selbst)  die  Fixebene  U  durch  ihre  Spur  u  und  den  Winkel  w, 
welchen  sie  mit  der  Tafel  einschliesst.  Wir  tragen  ihn  mit 
Scheitel  0  in  u  und  dem  einen  zu  ii  normalen  Schenkel  OU^ 
an,  so  dass  das  bei  ü^  rechtwinklige  Dreieck  Oü^{U)q  um 
OU^  gedreht  und  mit  {U)^  gegen  den  Beschauer  aufsteigend 
in  der  zur  Tafel  rechtwinkligen  Lage  seiner  Ebene  durch  seine 
Hypotenuse  0  U  die  Falllinie  der  Ebene  U  gegen  die  Tafel  an- 
giebt.  Geben  wir  dann  noch  in  ü'  den  Durchstosspunkt  des 
durch  die  Ecke  ^  in  U  gehenden  projicierenden  Strahles  in 
der  Tafel  an,  so  ist  die  Richtung  der  Geraden  U'ü  das  Pro- 
jectionscentrum  und  das  Projectionssystem  vollkommen  be- 
stimmt. Ein  bei  ^,  rechtwinkliges  Dreieck  aus  den  Katheten 
Ü'V^  und  V^{ü\  =  U^{U\  enthält  bei  U'  den  spitzen  Nei- 
gungswinkel if;  der  projicierenden  Strahlen  zur  Tafel.  Die 
Gerade  u  bildet  also  mit  einem  beliebigen  bei  U^  rechtwink- 
ligen Dreieck  Vü^  {U\  die  vollständigen  Data  des  Projections- 
systems.  In  dem  früher  als  vortheilhaft  erwähnten  Falle  ««=45® 
ist   die  Kathete   U^{U)^   dieses  Dreiecks    dem  Abstand   ^i,u 
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gleich ,  allgemein  ist  ihr  Yerhältniss  zu  diesem  gleich  tan  co. 
Die  Behandlung  aller  Elementaraufgaben  über  die  in  diesem 
Buche  herYorgetretenen  geometrischen  Formen^  darf  als  eine 
Uebung  ohne  wesentliche  Schwierigkeit  dem  Leser  empfohlen 
werden ;  wir  meinen  unter  jenen  zunächst  die  Elementarformen 
und  unter  deren  Zusammensetzungen  den  Kreis,  die  Kugel,  die 
Rotations-Kegel  und  -Cylinder.  Aber  auch  die  Transforma- 
tionen nach  Maassgabe  der  Ausführuugen  der  §§  12, 13,  Ö7— 59 
sind  darin  inbegriffen;  und  wir  haben  in  der  That  in  §  61,  9  f. 
die  schiefe  Axonometrie,  die  als  ein  Hauptergebniss  solcher 
Transformationen  angesehen  werden  kann ,  mit  der  allgemeinen 
Farallelprojection  bereits  in  Verbindung  gesetzt. 

Wir  wollen  aber  ebendeshalb  die  B>eihe  dieser  Transfor- 
mationen hier  kurz  betrachten.  Wir  ordnen  sie  in  drei  Grup- 
pen: a)  Transformationen  der  Projectionsrichtung ,  b)  solche 
der  festen  Ebene  U  und  c)  solche  der  Tafel  und  des  Objectes. 
Die  Transformationen  c)  sind  im  Allgemeinen  die  Probleme 
der  Umlegung,  aber  die  besonderen  Fälle  der  Verschiebungen 
des  Objectes  nach  Parallelen  und  resp.  nach  Normalen  zur 
Tafel  und  der  Verschiebung  der  Tafel  nach  Normalen  zu  ihr 
sind  wie  in  §  13  etwa  hervorzuheben;  demnächst  der  Fall  ihrer 
Drehung  um  u.  Die  Transformationen  b)  würden  sein:  Ver- 
änderung '  des  Winkels  cn  bei  festgehaltener  Spur  u ,  sodann 
Veränderung  der  Spur  ii  bei  unveränderter  Grösse  von  o;  mau 
sieht  leicht,  wie  einfach  sich  das  jeweilige  neue  Dreieck  ü'U^(ü)^ 
aus  den  Daten  ableiten  lässt  Endlich  reducieren  sich  alle  Trans- 
formationen des  Centrums  oder  der  Projectionsrichtung  auf  Aen- 
derung  des  Winkels  if;  zur  Tafel  unter  Festhaltung  der  Punkte 
U'  und  Ux  einerseits  und  auf  Aenderuug  des  Punktes  U'  in 
dem  um  U^  beschriebenen  Kreise  unter  Beibehaltung  der  Winkel- 
grosse  If;.  Mau  erkennt  in  allen  einfachen  bezüglichen  Gou- 
structionen  das  Typische  der  Behandlung  in  den  §§  12  uud  13 
wieder.  Auf  die  entsprechenden  Transformationen  der  all- 
gemeinen Gentralprojection  wollen  wir  daher  nur  hinweisen, 
ohne  sie  hier  aufzuzählen.  Auch  der  Uebergang  zu  einem  un- 
endlich fernen  u  im  Falle  der  Transformation  der  Fixebene, 
obwohl  damit  zugleich  a>  =  0  wird,  und  der  zu  i//  =  90^  im 
Falle  der  Transformation  des  Gentrums,  endlich  die  Herbei- 
führung beider  Specialitäten  zugleich,  ist  ohne  Schwierigkeit. 
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Wir  wollen  nur  noch  einen  Fall  der  allgemeinen 
schiefen  Parallelprojection  kurz  besprechen ,  der  zugleich 
das  letzterwähnte  Projectionssystem  als  Specialfall  in  sich  ent- 
hält, den  Fall  nämlich,  wo  die  Projectionsrichtung  zur 
Halbierungsebene  des  Winkels  a>  normal  ist,  so  dass 
die  Strecken  0 U^  und  U^V  in  einer  zu  u  normalen  Geraden  liegen, 
die  Umlegungen  {l}\  und  (^),  sich  decken  und  2i^=180®— w 
ist.  Auf  diesen  Fall  ist  offenbar  die  schräge  Axonometrie  in 
§  61, 11  zurückführbar;  mit  w^O«  wird  t/;=90»  und  mit  ö>«=90<> 
in  anderer  Weise  bequem  i/;=45''.  Immer  ist  die  Projection  der 
Schnittlinie  von  zwei  Ebenen  mit  verkehrt  aufeinanderliegenden 
Bestimmungsgeraden  $  und  u  der  zu  u  conjugierte  vierte  harmo- 
nische Strahl  in  Bezug  auf  diese  Geraden,  und  die  des  Schnitt- 
punktes von  zwei  Geraden  mit  verkehrt  aufeinanderliegenden 
Bestimmungspunkten  S  und  V  der  in  Bezug  auf  sie  zum 
Schnitt  ihres  Bildes  mit  ii  harmonisch  conjugierte  Punkt;  und 
diese  Scbnittelemente  liegen  in  der  zum  projicierenden  Strahlen- 
büudel  normalen  Halbierungs- Ebene  zwischen  der  Tafel  und 
der  Fixebene,  also  bei  co  =  90®  in  einer  45®  Ebene.  Die  üm- 
l^ung  der  Ebene  und  die  Constructionen  der  orthogonalen 
Elemente  zu  gegebenen  erfahren  nützliche  Vereinfachungen. 
Mit  09  =  0®  entsteht  die  Orthogonalprojection,  bei  welcher  die 
Fixebene  U  in  bestimmter  Distanz  parallel  zur  Tafel  ist  und 
die  harmonische  Ebene  die  Mittelebene  zwischen  beiden  bildet. 
Wenn  jene  Distanz  die  Einheit  des  Höhenmaassstabes  ist,  so 
giebt  die  Darstellung  nach  diesen  Daten  (vergl.  §  54%  2)  die 
Methode  des  plans  cotes,  die  altbekannte  Bestimmung 
durch  eine  Orthogonalprojection;  dieser  Zusammenhang  ist  die 
Grundlage  der  besonderen  Verwendbarkeit,  welche  sie  besitzt, 
und  wonach  man  sie  als  eine  elementare  Einleitung  in  die 
descriptive  Geometrie  benutzen  kann.  Gegenüber  vielen  tech- 
nischen Objecten  hat  aber  wegen  der  Menge  von  verti- 
calen  Geraden,  die  an  denselben  auftreten,  bei  horizontaler 
Tafel  eine  schiefe  Projection  den  Vorzug,  dass  sie  dieselben 
nicht  als  Punkte  erscheinen  lässt,  und  die  vorbezeichnete  mit 
CO  =  90®  und  1/;  a«  45®  den  sehr  erheblichen  weiteren,  dass 
sie  die  Längen  der  in  ihnen  enthaltenen  Strecken  in  ihren  zu 
u  normalen  Projectiouen  in  wahrer  Grösse  darstellt,  weil  sie 
überhaupt  für  die  Ebene  U  und  alle  zu  ihr  parallelen  eine 
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Congruenzprojection  giebt  (vergl.  §  14,  6;  §  54,  7),  wie 
alle  die  hier  besprochenen  Projectionen.  Und  von  hier  aus  wird 
der  üebergang  zu  der  Methode  Monge' s  ersichtlich.  Dieselbe 
giebt  die  Coten  der  Punkte  als  senkrechte  Distanzen  in  Per- 
pendikeln aus  ihnen  zu  einer  willkürlich  eingetragenen  Axe 
an;  oder  auch  sie  trägt  die  Abmessung  SA'  in  der  zu  u  recht- 
winkligen Projection  der  Tafelnormale  aus  S  von  dem  Schnitt 
mit  dem  als  x  gewählten  u  ab,  um  die  zweite  Projection  A" 
des  Punktes  A  zu  bestimmen.  In  dieser  letzteren  Verbindung 
mit  der  vorerwähnten  45®  Projection  (vergl.  p.  255)  sieht  man 
besonders  deutlich  den  ihr  anhaftenden  Luxus  an  Hilfsmitteln 
schon  beim  ersten  Schritt  hervortreten.  Unsere  Darstellung  der 
Elemente  der  „Geometrie  descriptive",  der  ihre  innige  Verbin- 
dung mit  der  Methode  der  rechtwinkligen  Cartesischen  Coor- 
dinaten  immer  ihre  grosse  Bedeutung  sichert,  ist  darum  jedoch 
nicht  weniger  sorgfältig  gewesen ;  wir  haben  sie  in  vielen  Stücken 
bereichern  können,  und  haben  keine  wesentliche  Lücke  ge- 
lassen, üeber  scheinbare  Lücken,  wie  z.  B.  den  Mangel  einer 
eingehenden  Erörterung  der  Netzbildung  der  Polyeder,  die  nur 
bei  den  Prismenformen  erwähnt  ist,  soll  hier  kein  Excurs  ge- 
geben werden. 

Die  Vollständigkeit,  die  wir  erreicht  und  gegeben  haben, 
liegt  viel  mehr,  als  in  der  absolut  vollständigen  Durchführung 
einer  Methode,  darin,  dass  alle  in  Betracht  gezogenen 
Methoden  eine  Familie  mit  gemeinsamen  Charakter- 
zügen bilden;  die  vorwaltende  Betonung  der  „Geometrie  de- 
scriptive"  unter  den  Parallelprojectionsmethoden  ist  praktisch 
bedingt  und  bedarf  keiner  Rechtfertigung  weiter.  Als  ein 
solcher  gemeinsamer  Charakterzug  der  allgemeinen  Methoden, 
Central-  und  Parallelprojection,  der  bei  ihrer  Anwendung  auf 
die  Elementarprobleme  so  wesentlich  hervortritt,  sei  nochmals 
erinnert  und  specialisiert  die  Entbehrlichkeit  gewisser 
Elemente  des  Projectionssystems  für  die  Lösung  von 
gewissen  Aufgabengruppen  und  ihre  Nothwendigkeit 
für  andere.  Probleme,  in  denen  weder  Parallelismus  noch 
Orthogonalität  von  Elementen  auftreten,  erfordern  in  der  all- 
gemeinen Central-  und  Parallelprojection  nur  die  Kenntniss  der 
Spur  u  der  Pixebene.  In  der  speciellen  Centralprojection  ist,  weil 
U  im  Unendlichen  liegt,  der  Parallelismus  ohne  jede  weitere  An- 
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gäbe  über  das  Projectionssystem  der  Behandlung  zugänglich-, 
fiir  denselben  Fall  ist  in  der  allgemeinen  Centralprojection  die 
Fluchtlinie  der  Fixebene  q'  nothig,  in  der  allgemeinen  Parallel- 
projection  genügt  auch  dann  u  allein.  Die  Darstellung  von 
Orthogonalitatsrelationen  fordert  in  der  speciellen  wie  in  der  all- 
gemeinen Centralprojection  die  Hinzufügung  des  Distanzkreises 
und  auch  in  der  allgemeinen  Parallelprojection  diese  vollständige 
Angabe  der  Data,  die  die  Bestimmung  der  Raumformen  vollendet 
und  daher  auch  alle  wahren  Grössen  zu  finden  gestattet.  Im 
Falle  der  ,^Geometrie  descriptive"  ist  mit  Angabe  der  Axe  x 
das  Projectionssystem  vollständig  bestimmt,  falls  Über  seine  Ver- 
einigung mit  der  Zeichnungstafel  gewisse  Conventionen  fest- 
gehalten werden  (§  49),  und  eben  desshalb  halten  wir  die  Her- 
vorhebung jener  zulässigen  Unbestimmtheiten  nicht  für  über- 
flüssig und  erörtern  sie  noch  an  einigen  Beispielen.  In  der 
gewohnlichen  Centralprojection  erfordern  die  zwölf  Fundamen- 
talaufgaben des  §  8  den  Distanzkreis  nicht,  also  ausser  der 
Tafel  als  Zeichnungsebene  keine  Angabe  über  das  Projections- 
system; die  Bedeutung  hiervon  ist  nach  §  3,  2  und  §  5,  10 
nicht  zweifelhaft  gewesen.  In  der  allgemeinen  Centralprojec- 
tion würden  die  Aufgaben  4,  9  bis  11  des  §  8  von  den  übrigen 
sich  absondern,  weil  bei  ihnen  Parallelismus  verlangt  wird  — 
bei  1  nnd  3  ist  er  nur  ein  bequemes  Hilfsmittel  —  und  dazu 
die  Kenntniss  von  u  und  q'  gehört;  in  der  allgemeinen  Pa- 
rallelprojection wäre  auch  für  sie  nur  die  Kenntniss  von  u 
nöthig.  Dass  die  Gesetze  der  Collineation  für  jede  Abhängig- 
keit ebener  Systeme  in  Centralprojection  und  die  der  Affinität 
für  solche  in  Parallelprojection  gelten,  ist  evident;  die  Un- 
bestimmtheit des  Centrums  ist  in  der  fundamentalen  Unter- 
suchung derselben  in  §  23  genau  erörtert  worden  —  die 
Figuren  der  centrischen  Collineation  ebener  Systeme  wie  Fig.  49, 
50  etc.  sind  daher  unendlich  vieler  stereometrischen  Auffassungen 
fähig  neben  der  planimetrischen ,  und  die  Gesammtheit  der- 
selben wird  durch  die  Gesetze  der  Projectivität  verbunden. 
(Vergl.  §  45,  i.)  Wir  erinnern  auch  an  das  Beispiel  i  im 
Ueberblick  des  Abschnittes  B  und  die  Erörterung  über  die 
Vieldeutigkeit  seiner  Lösung  unter  5)  auf  p.  236  f.  daselbst. 
Ferner  können  die  Figuren  der  orthogonalen  Axonometrie  wie 
z.  B.  Fig.  84,  130,  134  als  solche  der  schiefen  aufgefasst  werden, 
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selbst  ohne  Aufhebung  des  Parallelismns  dargestellter  Elemente 
(vergl.  den  Schluss  von  §  61);  nur  wird  dann  die  Grosse  der 
Winkel  zwischen  Flächen,  die  den  Coordinatenebenen  nicht 
parallel  sind^  in  Fig.  84  geändert;  in  Fig.  130  tritt  an  Stelle 
des  Würfels  etwa  ein  rechtwinkh'ges  Parallelepiped ,  in  Fig.  134 
wäre  etwa  OA^  nicht  mehr  normal  zu  XOZ^  etc.  In  der  Figur  122 
bleibt  die  nähere  Bestimmung  folgenden  Ueberlegungen  vor- 
behalten ^  ohne  dass  die  Construction  in  derselben  für  irgend 
einen  der  wählbaren  Fälle  in  irgend  einem  Punkte  unrichtig 
wird.  Die  Durchschnittslinie  der  Basisebenen  ABCE  und 
A*  B*C*E*  beider  Körper  wird  bestimmt  durch  Angabe  1)  ihrer 
Punkte  S  und  U'  in  allgemeiner  Central-  oder  Parallelprojec- 
tion,  respective  2)  durch  S  und  Q'  in  gewöhnlicher  Central- 
projection,  wenn  man  sie  als  das  Bild  nach  diesen  Methoden 
betrachtet;  sie  kann  auch  3)  als  Grundriss  in  einer  Darstellung 
nach  Monge  angesehen  und  daraus  bestimmt  werden,  indem 
man  auf  ihr  einen  Punkt  als  ersten  Durchstosspunkt  5,  wählt, 
sodann  eine  Gerade  als  Axe  x  einzeichnet  und  einen  Punkt 
des  auf  ihr  im  Schnitte  mit  jener  errichteten  Perpendikels  als 
zweiten  Durchstosspunkt  ^2  festsetzt;  endlich  kann  sie  als  axo- 
nometrisches  Bild  in  4)  schräger  oder  5)  orthogonaler  Axono- 
metrie angesehen  werden ,  indem  man  ein  Axenkreuz  0\  X'Y'Z 
oder  N.xyz  willkürlich  einzeichnet  und  zwei  Punkte  unserer 
Geraden  z.  B.  als  ersten  und  zweiten  Durchstosspunkt  festsetzt. 
I&t  diese  Gerade  d  bestimmt,  so  werden  die  beiden  Ebenen 
ABC  ED  und  ^*  . . .  /?*  bestimmt,  im  1)  Falle  durch  je  ein 
Paar  Gerade  s  und  «',  5*  und  u^\  welche  sich  auf  der  Spur  u 
der  Fixebene  schneiden;  im  2)  durch  zwei  Paare  von  Parallelen 
Sf  q  und  s*,  ^*';  im  3)  sodann  durch  die  Paare  der  Spuren  5^ 
und  ^2,  5,*  und  Sj*,  welche  durch  5|,  ^2  respective  gehen  und 
sich  je  auf  der  Axe  x  begegnen,  und  analog  natürlich  im  Falle  4) 
und  im  Falle  5).  Um  endlich  die  dargestellten  Raumformen 
vollständig  zu  bestimmen,  hätte  man  im  Falle  1)  bei  all- 
gemeiner Centralprojeotion  die  zu  u  parallele  Fluchtlinie  q'  der 
Fixebene  und  den  Distanzkreis  einzuzeichnen,  bei  allgemeiner 
Parallelprojection  durch  Angabe  eines  Dreiecks  ü'U^(U)x  die 
Projectionsrichtung  und  die  Stellung  der  Fixebene  zu  be- 
stimmen, sowie  im  Falle  2)  wiederum  den  Distanzkreis.  Die 
Fälle  3),  4)  und  5)  erfordern  keine  weiteren  Angaben,  falls 
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wir  bei  4)  die  ax\  0'Y\  ffZ'  als  Bilder  gleicher  Läogen- 
einheiten  ansehen,  wie  es  der  Text  des  §  61  an  die  Hand 
giebt.  Wie  man  auch  über  diese  ausserordentlich  zahlreichen 
Annahmen  disponiert;  die  ausgeführte  Construction  der  Durch- 
dringung ist  richtig;  doch  ist  ihre  Bedeutung  nicht  ganz  die 
gleiche ;  denn  im  Falle  der  Gentralprojection  ist  nicht  blos 
M ,  A* ..  .  E*,  sondern  auch  der  Körper  über  ABCE  mit  pa- 
rallelen Mantellinienbildem  im  Allgemeinen  eine  Pyramide  — 
der  letztere  natürlich  mit  Spitze  in  der  Verschwindungsebene  — , 
während  sie  in  den  Fällen  der  Parallelprojection  jeweilig  Pyra- 
mide und  Prisma  sind  ihrer  Erscheinung  gemäss.  (Aehnliches 
gilt  für  Fig.  89,  90,  etc.)  Wir  halten  diese  beispielsweise  Er- 
läuterung für  nützlich,  obschon  die  allgemeinen  Gesetze  ein- 
fach und  aus  dem  Früheren  bekannt  sind ;  ihre  Tragweite  wird 
eben  durch  Beispiele  am  besten  ersichtlich  und  die  Anschauung 
ist  durch  allgemeine  Sätze  zwar  reguliert,  aber  nicht  vollzogen 
oder  ersetzt.  Wir  werden  diese  Betrachtungen  im  zweiten 
Bande  in  erhöhtem  Grade  fruchtbar  finden. 

Hier  haben  wir  den  Erörterungen  über  die  Methoden  noch 
Einiges  über  die  zur  Erläuterung  derselben  benutzten  Objecte 
hinzuzufügen,  das  uns  zu  dem  Endresultat  führen  wird,  die 
Methoden  und  den  Kreis  dieser  Objecte  als  überall  im  Zu- 
sammenhang und  als  in  gleicher  Weise  integrierende  Theile 
einer  natürlichen  Entwickelung  der  Geometrie  zu  erkennen. 
Wie  die  Methoden  ein  organisches  Ganzes  darstellen,  so 
bilden  auch  die  ersten  Objecte  ihrer  Anwendung  eine  natür- 
liche Gruppe;  nicht  nur  die  in  erster  Reihe  auftretenden  Ele- 
mentarformen: Gerade,  Punkt  und  Ebene,  deren  Lagenrelationeu 
die  fundamentalen  Aufgaben  und  den  Leitfaden  der  Entwicke- 
lung für  alle  Methoden  der  darstellenden  ^  Geometrie  liefern. 
Denn  zu  ihnen  tritt  mit  dem  ersten  Schritt  unter  den  Daten  der 
Projectionsmethoden  in  ihrer  Grundform  die  ebenso  elementare 
Anschauung  des  Kreises;  aus  seiner  Benutzung  zur  Bestimmung 
des  Centrums  entspringt  die  Methode  der  „Cyklographischen 
Abbildung",  welche  die  Geraden  und  die  Ebenen  durch  die  Kreise 
mit  einerlei  Aehnlichkeitspunkt  resp.  einerlei  Aehnlichkeitsaxe, 
und  den  gleichseitigen  Rotationskegel  mit  zur  Tafel  normaler 
Axe  durch  die  Gesammtheit  der  einen  festen  Kreis  berührenden 
Kreise  in  der  Tafel  darstellen  lehrt.    Aus  der  Anwendung  der 
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Projectionsprozesse  auf  den  Kreis  als  darzustellendes  Object 
ergiebt  sich  die  Projectivitätstheorie  der  Kegelschnitte,  die  in 
planimetrischer  fundamentaler  Entwickelung  schliesslich  zu  den 
metrischen  Eigenschaften  führt,  und  die  stereometiisch  die 
Durchdringung  der  gleichseitigen  Rotationskegel  mit  zur  Tafel 
normalen  Äxen  durch  Vermittelung  der  Orthogonalprojection  auf 
diese  Tafel  cyklographisch  sofort  liefert.  Die  Methode  der  Cy- 
klographie  knüpft  aber  an  den  Fall  dieser  Kegeldurchdringung, 
wo  beide  Kegelmittelpunkte  in  der  Tafel  liegen ,  die  Lehre  von 
den  Kreisbüscheln  und  Kreisnetzen  und  den  Nachweis  ihrer 
räumlichen  Abbilder,  der  tafelsymmetrischen  gleichseitigen  Hy- 
perbeln und  gleichseitigen  Rotationshyperboloide  mit  ihren 
Eigenschaften;  sie  entdeckt  die  Eigenschaften  der  conjugierten 
Büschel  von  Kreisen  und  damit  die  fundamentale  metrische  Ver- 
wandtschaft der  reciproken  Radien  oder  der  Inversion,  welche 
die  ganze  Geometrie  der  Kreis-  und  Kugelsysteme  beherrscht. 
Durch  die  einfache  Parallelverschiebung  der  Tafel  gelangt  sie 
von  den  Kreisen ,  die  einen  gegebenen  reellen  Kreis  orthogonal 
resp.  diametral  schneiden,  zu  denen,  welche  einen  gegebenen 
Kreis  unter  vorgeschriebenen  Winkeln  schneiden,  mit  dem  räum- 
lichen Abbild  in  denselben  Hyperboloiden;  und  mit  dem  strengen 
und  elementaren  Nachweis,  dass  solche  Hyperboloide  sich  immer 
nur  in  Kegelschnitten  durchdringen,  stellt  sie  die  Kegelschnitte 
in  den  Zusammenhang  einer  Geometrie  der  Kreissysteme,  dessen 
Bedeutung  weit  über  die  der  Gruppe  von  metrischen  Eigen- 
schaften hinausgeht,  welche  die  Projectivitätstheorie  schon  ge- 
liefert hat.  Der  Formenkreis  dieser  Theorie:  Kreis  und  Kugel, 
gleichseitige  Hyperbel  und  gleichseitige  Rotations -Kegel  und 
Rotations-Hyperboloide,  ist  ein  einheitlicher,  nach  ihr  selbst, 
wie  nach  der  Projectivitätslehre,  welche  den  Kreis  und  die  gleich- 
seitige Hyperbel  aus  denselben  gleichwinkligen  Strahlenbüscheln 
unter  Gleichheit  resp.  Gegensatz  ihres  Drehungssinues  hervor- 
gehen lässt.  Die  Behandlung  dieser  Formen  ist  nur  begonnen, 
aber  weitaus  nicht  erschöpft  worden  —  wird  vielmehr  einen  Haupt- 
theil  des  zweiten  Bandes  von  diesem  Werke  bilden;  denn  sie 
ward  hier  nur  soweit  geführt,  als  es  die  Darlegung  der  Methode 
selbst  unmittelbar  mit  sich  brachte,  aus  der  sie  entsprangen. 
Die  Methode  selbst  zwingt  auch  zur  Erweiterung 
und  Verallgemeinerung  dieser  Formen.     Der  Prozess 
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der  Projection  fügt  zu  den  Kegelschnitten  die  allgemeinen  Kegel 
zweiten  Grades^  von  denen  vorher  nur  gewisse  Specialformen 
hervorgetreten  sind;  die  Methode  der  centrisch  collinearen  Mo- 
dellierung ^  die  seine  naturgemässe  Erweiterung  über  das  ebene 
System  auf  den  Baum  ist,  führt  in  verschiedenen  Arten  vom 
gleichseijägen  Rotationskegel  zu  denselben  allgemeinen  Kegeln 
zweiten  Grades;  sie  bildet  aber  auch  aus  der  Kugel  und  dem 
einfachen  gleichseitigen  Eotationshyperboloid  die  fünf  Arten 
der  Flächen  zweiten  Grades ,  eine  zukünftig  zu  untersuchende 
Flächengruppe,  von  gleicher  Bedeutung  für  die  Geometrie  des 
Raumes,  wie  die  Kegelschnitte  für  die  Geometrie  der  Ebene 
und  die  Kegel  zweiten  Grades  für  die  des  Bündels. 

Es  war  ein  Hauptergebniss  unserer  Methoden -Entwicke- 
lung,  dass  die  Symmetrieen  der  ebenen  und  räumlichen 
Systeme  als  specielle  Fälle  der  involutorischen  Collineation 
sich  ergaben  —  wir  fügen  hier  hinzu ,  auch  die  Symmetrieen  in 
den  Bündeln  von  Strahlen  oder  Ebenen.  Die  Symmetrie  ebener 
Systeme  nannten  wir  axial  resp.  central,  je  nachdem  die  ent- 
sprechenden Punktepaare  in  gleich  gerichteten  resp.  durch  ein 
endlich  entferntes  Gentrum  gehenden  Geraden  in  gleichen  Ent- 
fernungen auf  entgegengesetzten  Seiten  der  Aze  resp.  des  Cen- 
trums liegen,  —  jene  speciell  orthogonal,  wenn  diese  Geraden 
zur  Axe  rechtwinklig  sind.  Man  bildet  ohne  Schwierigkeit  die 
entsprechenden  Symmetrieen  im  Bündel,  und  fasst  alle  in  den 
projectivisch  allgemeinen  Involutionsdefinitionen  zusammen,  wie 
folgt: 

Je  zwei  entsprechende  Punkte  Je  zwei  entsprechende  Ebe- 
involutorisch  vereinigter  sym-  nen  involutorisch  vereinigter 
metrischer  ebener  Systeme  lie-  symmetrischer  Bündel  gehen 
gen  in  einerlei  Strahl  durch  durch  einerlei  Strahl  in  der 
das  Symmetriecentrum  und  sind  Symmetrieebene  und  werden 
von  diesem  durch  die  Symme-  von  dieser  durch  die  Symmetrie- 
trieaxe  harmonisch  getrennt;  je  axe  harmonisch  getrennt;  je 
zwei  entsprechende  Strahlen  zwei  entsprechende  Strahlen 
gehen  durch  einerlei  Punkt  der  liegen  in  einerlei  Ebene  durch 
Symmetrieaxe  und  werden  von  die  Symmetrieaxe  und  werden 
dieser  durch  das  Symmetrie-  von  dieser  durch  die  Symme- 
centrum  harmonisch  getrennt,  trieebene  harmonisch  getrennt. 
Die  sich  selbst  entsprechenden     Die  sich  selbst  entsprechenden 
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Punkte  ausser  dem  Centrum  Ebenen  ausser  der  SymmetHe- 
liegen  in  der  Axe  und  die  sich  ebene  gehen  durch  die  Axe  und 
selbst  entsprechenden  Strahlen  die  sich  selbst  entsprechenden 
ausser  der  Axe  gehen  durch  Strahlen  ausser  der  Symmetrie- 
das  Centrum  der  involutori-  axe  liegen  in  der  Ebene  der 
sehen  Symmetrie.  involutorischen  Symmetrie. 

Die  Symraetrieen  derßäume^die  wir  bisher  kennen  gelernt 
uncT  beachtet  haben  ^  unterschieden  wir  als  central  und  planar 
und  können  sie  in  folgenden  Erklärungen  zusammen  fassen: 
Je  zwei  entsprechende  Punkte  Je  zwei  entsprechende  Ebe- 
liegen  in  demselben  Strahl  aus  neu  gehen  durch  denselben 
dem  Centrum  und  sind  von  Strahl  in  der  Symmetrieebene 
diesem  durch  die  Symmetrie-  und  sind  von  dieser  durch  das 
axe  harmonisch  getrennt.  Auf  Centrum  harmonisch  getrennt, 
jeder  Ebene  durch  das  Cen-  An  jedem  Punkte  der  Symme- 
trum  findet  Involution  der  ent-  trieebene  findet  Involution  der 
sprechenden  Elemente  statt,  entsprechenden  Elemente  statt 
mit  ihrer  Spur  in  der  Symme-  mit  dem  von  ihm  nach  dem 
trieebene  als  Axe.  Centrum   gehenden  Strahl  als 

Axe. 

Je  zwei  entsprechende  Gerade  liegen  in  einer  Ebene  durch 
das  Symmetriecentrum,  gehen  durch  einen  Punkt  der  Sym- 
metrieebene und  werden  durch  jenes  und  durch  diese  harmo- 
nisch getrennt.  Die  sich  selbst  entsprechenden  Punkte  ausser 
dem  Centrum  liegen  in  der  Symmetriebene ,  die  sich  selbst 
entsprechenden  Ebenen  ausser  der  Symmetrieebene  gehen  durch 
das  Centrum;  die  sich  selbst  entsprechenden  Geraden  gehen 
durch  das  Centrum  oder  sie  liegen  in  der  Symmetrieebene. 

Die  speciellen  gewohnlich  auftretenden  Formen  entsprechen 
bei  den  ebenen  Systemen  der  unendlich  fernen  Lage  der  Axe, 
resp.  der  L^e  des  Centrums  in  der  Richtung  der  Normalen 
zur  Axe  und  werden  durch  Halbieruug  der  Strecken  und  Winkel 
charakterisiert;  bei  den  Bündeln  durch  die  Orthogonalität  von 
Symmetrieaxe  und  Symmetrieebene,  welche  die  Halbierung  der 
Linien  und  Flächen- Winkel  aber  auch  die  gewisser  Strecken 
im  Gefolge  hat;  bei  den  Räumen  entsprechen  sie  der  unendlich 
fernen  Lage  des  Symmetriecentrums  in  der  Richtung  der  Nor- 
malen zur  Symmetrieebene  resp.  der  unendlich  fernen  Lage  der 
Symmetrieebene  unter  analogen  Folgen. 


SchluBsüberblick.    Symraetrieen  der  Objecte.  353 

Wir  finden  nun  diese  Symmetrieen  an  den  aufgezählten 
Objectformen  der  bisherigen  Eutwickelung  wieder,  an  den 
ursprünglichen  in  den  speciellen  und  an  den  methodisch  daraus 
entwickelten  in  den  zugehörigen  allgemeinen  Formen,  als 
naturgemäss  unverlierbare  Eigenschaften  derselben.  Der  gleich- 
seitfge  Rotation skegel  ist  als  Figur  im  Strahlenbündel  sym- 
metrisch in  Bezug  auf  seine  Axe  und  deren  Normalebene  durch 
die  Spitze^  d.  h.  seine  Mantellinien  und  die  zugehörigen  Tan- 
gentialebenen ordnen  sich  nach  obigem  Gesetz  in  symmetrische 
Paare;  das  Gleiche  thun  nach  demselben  Gesetz  die  Punkte 
seiner  entsprechenden  Paare  von  Mantellinien  und  zwar  so- 
wohl in  Normalen  zur  Symmetrieebene  als  in  Normalen  zur 
Symmetrieaxe;  überdies  theilen  sich  seine  Mantellinien  und  die 
zugehörigen  Tangentialebenen  auch  in  orthogonal  symmetrische 
Paare  in  Bezug  auf  jede  durch  seine  Axe  gehende  Ebene;  cen- 
trisch  symmetrisch  in  Bezug  auf  seinen  Mittelpunkt  ist  er 
natürlich  auch.  Jedes  gleichseitige  Hyperboloid  ist  wiederum 
für  seinen  Mittelpunkt  centrisch  symmetrisch,  für  seine  Haupt- 
ebene und  für  jede  durch  seine  Axe  gehende  Ebene  orthogonal 
planar-symmetrisch ;  seine  Punkte  theilen  sich  daher  auch  in 
jeder  dieser  Ebenen  in  Paare ,  welche  orthogonal  symmetrisch 
zur  Rotationsaxe  liegen,  d.  h.  die  Axensymmetrie  der  gleichsei- 
tigen Hyperbel  und  des  rechtwinkligen  Linienpaares  als  ihrer 
Grenzform  findet  in  jeder  Meridianebene  dieser  Rotationsflächen 
statt;  die  Paare  der  zu  solchen  Punkten  gehörigen  Tangential- 
ebenen schneiden  sich  in  Normalen  zur  Rotationsaxe  und  der 
betreffenden  Meridianebene ^  d.  h.  sie  schneiden  jene  und  gehen 
der  Hauptebene  der  Fläche  ebenso  parallel  wie  die  Verbin- 
dungsgeraden entsprechender  Punkte.  Die  Kugel  endlich  zeigt 
uns  das  Gleiche,  nur  in  noch  vollständigerer  Weise;  sie  ist 
centrisch  symmetrisch  für  ihren  Mittelpunkt  und  orthogonal 
planar-symmetrisch  für  jede  ihn  enthaltende  Ebene;  daher 
theilen  sich  auch  die  Punkte  ihrer  Oberfläche  in  Bezug  auf 
jeden  ihrer  Durchmesser  in  Paare,  welche  zu  ihm  orthogonal 
symmetrisch  liegen  ^  und  die  zugehörigen  Taugentialebenen  sincf 
Ebenenpaare,  deren  Schnittlinien  diesen  Durchmesser  recht- 
winklig schneiden,  wie  die  Verbindungslinien  jener  Punkte- 
paare. Sie  zeigt  uns  aber  zugleich  die  allgemeine  Form  dieser 
Symmetrie;  wir  haben  in  §  60,  12  gesehen,  dass  in  Bezug  auf  * 
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die  Kugel  zh  jeder  geraden  Linie  g  des  Raumes,  durch  welche 
zwei  Tangentialebenen  an  sie  gehen,  eine  andere  h  zugeordnet 
oder  conjugiert  ist,  welche  die  Berührungspunkte  A^  B  der- 
selben mit  der  Kugel  verbindet;  da  nun  evident  ist,  dass  jede 
durch  h  gelegte  Ebene  einen  Kreis  durch  A^  B  aus  der  Kugel 
schneidet,  in  Bezug  auf  welchen  der  Pol  von  h  im  Schnitt- 
punkt seiner  Ebene  mit  g  liegt,  so  werden  irgend  zwei  Punkte 
der  Kugel  auf  einer  sowohl  g  als  h  schneidenden  Geraden 
von  ihren  Schnittpunkten  mit  diesen  Geraden  harmonisch  ge- 
trennt. Man  kann  auch  zeigen,  dass  die  Schnittlinie  der  zu 
solchen  Punkten  gehörigen  Tangentialebenen  der  Kugel  eine 
Transversale  der  Geraden  g  und  h  ist  und  mit  ihnen  Ebenen 
bestimmt,  welche  von  jenen  harmonisch  getrennt  werden.  Aber 
wir  werden  im  zweiten  Bande  mit  den  dazu  nöthigen  Mitteln 
sehen,  dass  dies  eine  allgemeine  Eigenschaft  aller  Flächen 
zweiten  Grades  ist.  Hier  formulieren  wir  sie  als  eine  dritte 
wesentliche  iuvolutorische  Symmetrie  räumlicher  Figu- 
ren, die  mit  zwei  windschiefen  Axen,  und  beschreiben 
sie  wie  folgt: 

Je  zwei  entsprechende  Punkte  Je  zwei  entsprechende  Ebe- 
liegen  in  einerlei  Transversale  nen  gehen  durch  einerlei  Trans- 
zu  den  Symmetrieaxen  und  wer-  versale  der  Symmetrieaxen  und 
den  durch  dieselben  harmo-  werden  durch  dieselben  har- 
nisch  getrennt;  die  Punkte  in  monisch  getrennt;  die  Ebenen 
den  Symmetrieaxen  sind  die  durch  die  Symmetrieaxen  sind 
sich  selbst  entsprechenden  die  sich  selbst  entsprechenden 
Punkte.  Ebenen. 

Je  zwei  entsprechende  Gerade  haben  mit  den  Symmetrie- 
axen unendlich  viele  gemeinsame  Transversalen  —  Verbindungs- 
linien ihrer  entsprechenden  Punktepaare  und  Schnittlinien  der 
durch  sie  gehenden  entsprechenden  Ebenenpaare  —  und  werden 
in  und  an  denselben  durch  die  Schnittpunkte  und  die  Verbin- 
dungsebenen  mit  jenen  harmonisch  getrennt.  Nur  die  Axen 
entsprechen  je  sich  selbst. 

In  Folge  dessen  findet  auf  jeder  durch  eine  Axe  gehenden 
also  sich  selbst  entsprechenden  Ebene  zwischen  ihren  ent- 
sprechenden Elementen  Involution  statt  für  die  Axe  als  Axe 
und  ihren  Schnittpunkt  mit  der  andern  Axe  als  üentrum;  und 
in  jedem  auf  einer  Axe  liegenden  Punkte  involutorische  Cen- 
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tralcollineatdou  mit  der  Axe  als  Axe  und  der  Ebene  von  ihm 
nach  der  andern  Axe  als  Hauptebene.  Wir  kommen  im  dritten 
Bande  unter  dem  Titel  ^^Geschaarte  CoUineation'^  auf  sie  zurück. 
Wenn  durch  centrisch  collineare  Umwandlung  die  eine 
der  Axen  in's  Unendliche  gebracht^  also  zur  Stellung  eines 
Ebeuensystems  und  die  andre  Axe  zu  demselben  rechtwinklig 
gemacht  wird^  was  immer  auf  unendlich  viele  Arten  geschehen 
kann^  so  erhalten  wir  die  einfachen  Erscheinungen  der^  wir 
wollen  sagen,  Rotationssymmetrie;  welche  vorher  an  den 
speciellen  Formen  unserer  Formengruppen  geschildert  sind. 
Aber  wir  geben  sie  mit  Recht  als  allgemeine  Eigenschaften  des 
Raumes.  Denn  man  kann  mit  ganz  elementaren  au  die  Be- 
stimmung und  Modellierung  der  Körperformen  anknüpfenden 
Betrachtungen  zeigen,  dass  die  erhaltenen  Arten  der 
Symmetrie  ebenso  nothwendig  als  erschöpfend  sind 
in  dem  Räume  unserer  Anschauung.  Man  denke  sich.das 
Netz  eines  Polyeders  gezeichnet,  copiere  es  in  drei  congruenten 
Exemplaren  und  bilde  sodann  aus  ihnen  das  Modell  des  Polyeders 
zweimal  so,  dass  dieselbe  obere  Seite  der  Netzebenen  zur  Aussen- 
flächeder  Polyeder  /  und  //  wird,  das  dritte  mal  aber  so,  dass  die 
andere  untere  Seite  der  Netzebene  Aussenfläche  des  Polyeders  /// 
wird.  Die  entsprechenden  Ecken  seien  mit  denselben  Buch- 
staben AB  ...  bezeichnet,  und  zur  leichteren  Verfolgung  der 
möglichen  Zusammenlegungen  sei  eine  der  Flächen  ABCD  ein 
Rechteck,  und  diese  werde  mit  der  entsprechenden  Fläche  zu- 
nächst a)  zur  Deckung  der  Körper  /  und  II  zusammengelegt. 
Aus  dieser  Lage  a)  drehe  man  den  Körper  II  um  je  180^  um 
die  drei  Axen,  deren  erste  ^i?,  CD  senkrecht  halbiert,  deren 
zweite  mit  BCy  DA  dasselbe  thut,  indes  die  dritte  im  Mittel- 
punkt von  ABCD  auf  seiner  Ebene  senkrecht  steht,  in  die 
neuen  Li^en  h)^  c),  d)]  man  erhält  Axen-  oder  Rotations- 
symmetrie in  Bezug  auf  die  jedesmalige  Drehungsaxe  als  Axe 
im  endlichen  Räume.  Die  Körper  /  und  III  können  nicht  zur 
Deckung  gebracht  werden ,  sondern  ihre  einfachste  Aneinander- 
legung  mit  Deckung  der  Punktepaare  A,  Bj  C,  D  ist  die  Lage 
a*)  der  Symmetrie  in  Bezug  auf  die  Ebene  ABCD]  von  dieser 
Lage  ausgehend  drehen  wir  wieder  das  Polyeder  ///  um  die 
Axen  von  vorhin  um  180®  und  erhalten  in  der  Lage  b*)  und 
in   der  Lage  c*)  Symmetrie  in  Bezug  auf  die  Ebenen  respec- 
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tive,  welche  die  Gegenseitenpaare  AB y  C D  und  BCy  DA  des 
Rechtecks  senkrecht  halbieren,  in  der  Lage  d*)  aber  Symme- 
trie in  Bezug  auf  den  Mittelpunkt  des  Rechtecks  ABCD  als 
Centrum.  Andere  Symmetrielagen  der  Polyeder  sind  bei  der 
vollkommenen  Unbestimmtheit  ihrer  übrigen  Ecken  und  Flächen 
nicht  möglich;  die  Wahl  einer  rechteckigen  Fläche  erleichtert 
die  Vorstellung,  ist  aber  nicht  erforderlich.  Es  kann  also 
Symmetrieen  räumlicher  Figuren  ausser  nach  diesen  drei  Typen 
nicht  geben.  Die  Anwendung  des  Princips  der  Dualität  auf 
die  gefundenen  Resultate  zeigt  nun,  dass  die  eine  Symmetrie- 
form der  Ebene  in  ihren  zwei  speciellen  Erscheinungen,  oder 
die  des  Bündels,  daran  geknüpft  ist,  dass  es  in  der  Ebene 
nur  zwei  Elemente,  Punkt  und  Gerade  giebt,  wie  im  Bündel 
nur  Ebene  und  Strahl,  von  denen  eben  ein  Paar  als  sich  selbst 
entsprechende  Elemente  der  involutorischen  Symmetrie  auftre- 
ten. Weil  es  im  Räume  dreierlei  Elemente  Punkt,  Ebene 
und  Gerade  giebt,  von  denen  die  zwei  ersten  einander  und 
das  dritte  sich  selbst  dual  gegenüber  stehen,  so  giebt  es  im 
Räume  zwei  wesentlich  verschiedene  Symmetrieen,  von  denen 
die  erste  zwei  specielle  Erscheinungsformen  darbietet;  die  cen- 
trische  und  die  planare  Symmetrie  mit  einem  sich  selbst  ent- 
sprechenden Punkt  und  einer  sich  selbst  entsprechenden  Ebene 
—  diese,  resp.  jener,  unendlich  entfernt  — ,  und  die  axiale  oder 
Rotationssymmetrie  mit  zwei  windschiefen  rechtwinkligen  Axen, 
von  denen  die  eine  unendlich  fern,  also  die  Stellung  der 
Normalebenen  zur  andern  ist.  Auch  das  ist  ein  Grund  fSr 
die  Vollständigkeit  der  Reihe  jener  Typen.  Der  Gegensatz  zur 
Oongruenz  ist,  wie  man  sieht,  nicht  wesentlich  in  unserm 
Sinne;  der  gemeinsame  Charakterzug  der  Symmetrieen  ist  die 
involutorische  Correspondenz  der  Elementenpaare. 

So  giebt  uns  auch  die  Betrachtung  der  hervorgetretenen 
Grundformen  ein  allgemeines  Resultat  für  das  System  der  Geo- 
metrie, welches  für  die  Fortsetzung  unserer  Untersuchungen 
von  Werth  ist.  Die  metrischen  und  die  projecti vischen  Eigen- 
schaften der  Figuren  und  Systeme  stehen  in  dem  Zusammen- 
hang, dass  die  Theorie  der  Involution  von  den  einen  zu 
den  andern  führt;  darum  haben  wir  die  Formen  derselben  auch 
mit  der  Methode  der  Cyklographie  in  inniger  Verbindung 
gefunden. 
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zum  ersten  Theil. 


Einleitung.  1)  p.  1.  Man  vergl.  No.  l  von  Monge *8  „Gäom^trie 
descriptive**. 

2)  p.  3.  Monge  hat  die  Perspective  zu  den  Anwendungen  der 
„Göom  dcscr.**  neben  die  Schatten construction,  die  Gnomonik,  etc.  ge- 
stellt. Dass  die  Ceniralprojection  als  mathematisches  Abstractuni  des 
Sehprozesses  die  Grundlage  und  der  natürliche  Ausgangspunkt  der  dar- 
steifenden Geometrie  und  dass  die  Bestimmung  der  geraden  Linie  und 
nicht  die  des  Punktes  das  Ursprüngliche  in  ihrer  Entwickelung  sein 
müsse,  habe  ich  zuerst  betont  in  einer  kurzen  Abhandlung  ,,Ueber  das 
System  in  der  darstellenden  Geometrie"  (Jan.  1863)  in  der  „Zeitschrift 
f.  Math.  u.  Physik**  Bd.  8,  p.  444  f.,  welche  schon  die  wesentlichen  Grund- 
linien meiner  späteren  Ausführung  enthielt;  die  allgemeine  Centralpro- 
jection  hatte  icn  in  meiner  Dissertation  entwickelt  ( 1859).    Vergl.  unten. 

Nur  die  mit  der  Centiulprojection  in  meinet  Auffassung  unmittelbar 
verbundene  Methode  der  Aboildung  der  Punkte  des  Raumes  durch  die 
Kreise  der  Ebene  hielt  ich  bis  in  die  neueste  Zeit  zurück,  in  der  lieber- 
Zeugung,  dass  Jakob  Steiner  ihr  das  im  Jahre  1826  als  druckfertig  und 
demnäcnst  erscheinend  angekündigte  Werk  von  26—80  Bogen  „über  das 
Schneiden  der  Kreise  in  der  Ebefie  und  auf  der  Kugclfläche  und  das 
Schneiden  der  Kugeln  im  Räume**  gewidmet  habe.  Erst  als  bei  nahender 
Vollendung  der  Ausgabe  der  gesammelten  Werke  Steiner's  durch  die 
K.  Akad.  von  Berlin  (1881, 1882)  die  Hoffnung  aufgegeben  werden  musste, 
diese  Schrift  jemals  an  das  Licht  treten  zu  sehen,  nabe  ich  diesen  Theil 
meiner  Gesammtauffassung  elementar  entwickelt  in  dem  Buche  „Cyklo- 
graphie  oder  Constniction  der  Aufgaben  über  Kreise  und  Kugeln  und 
elementare  Geometrie  der  Kreis-  und  Kugelsysteme*'  (Leipzig  1882,  mit 
16  liÜiogr.  Tafeln),  nachdem  ich  seit  1879  noch  immer  zweifelnd  einige 
Abhandlungen  in  der  „Vierteljahrschrift  der  Züricher  Naturforschenden 
Gesellschaft**  vorausgeschickt  hatte.  Während  die  Centralprojection 
selbst  zu  den  projectivischen  Verwandtschaften  führt,  liefert  die  Cyklo- 
graphie  die  fundamentale,  metrische  Verwandtschafb  für  die  höhere  Oco- 
metrie  und  den  ganzen  von  Kreis  und  Kugel  handelnden  Haupttheü  der 
elementaren  metrischen  Geometrie. 


p.  5.  Von  Desargues,  wie  es  scheint,  sind  diese  Grundsätze 
der  perspectivischen  Raumanschauung  zuerst  ausgesprochen  worden. 
Vergl.  die  Anmerkungen  zu  §§  1—11. 

4)  p.  6.  Die  organische  Verbindung  der  Geometrie  der  Lage  mit 
der  darstellenden  Geometrie,  das  mit  der  leitenden  Stellung  der  Cen- 
tralprojection zusammenhängende  Programm  des  Verfassers,  ist  mehr 
und  mehr  als  dem  heutigen  Entwickelungsstandpunkt  allein  gemäss  an- 
erkannt worden;  die  Gründe,  die  zu  demselben  geführt  haben,  werden 
im  Buche  selbst  überall  hervortreten.  Der  Schlusäsatz  der  Einleitung 
spricht  einen  dabei  führenden  Gedanken  aus. 
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Abschnitt  A. 

Zu  dem  Abschnitt  §§  1  —  11,  der  die  allgemeine  Entwickelung  der 
Centralprojcction  als  Darstellungsmethode  enthält,  sind  besonders  zu  er- 
wähnen die  Schriften  von  Desargues  (1636),  welchen  Poncelet  den  Monge 
seines  Jahrhunderts  genannt  hat,  ein  Buch  von  Brook  Taylor  (1719) 
und  eines  von  J.  U.  Lambert  (1759),  als  Schriften,  in  denen  wir  die 
strengen  Grundlagen  der  Centralprojection  finden  —  sämmtlich  vor 
Monge.  Von  Desargues'  Schriften  gebe  ich  weiterhin  noch  einzelne 
Nachweisungen. 

In  Brook  Tay  lor 's  „New  principles  of  linear  perspective"  (London 
1716  u.  1719)  —  italienisch  mit  Zusätzen  von  Francesco  Jaquier  als 
,,Elementi  di  Perspettiva"  (Rom  1765)  —  findet  man  die  Bestimmung 
der  Geraden  aus  Durchstosspunkt  und  Fluchtpunkt  und  der  Ebene  durch 
Spur  und  Fluchtlinie ,  verbunden  mit  den  nächstliegenden  einfachen  An- 
wendungen. 

Ebenso  und  in  umfassenderer  Entwickelung  in  J.  H.  Lambert's 
Werk  „Die  freie  Perspective  oder  Anweisung,  jeden  perspectiviscben 
Aufriss  von  freien  Stücken  und  ohne  Grundriss  zu  verfertigen"  (Zürich 
1759,  dazu  ein  2.  Theil,  ebenda  1774)  —  besonders  in  dem  Abschnitt  V 
,,Von  der  Entwerfung  schiefliegender  Linien  und  Flächen  und  dessen, 
was  darauf  vorkommt."  Insbesondere  erscheint  die  Enotenlinie  oder 
Spur  und  die  Grenzlinie  oder  Fluchtlinie  der  Ebene  in  den  §§  165,  166 
daselbst.  Man  findet  den  Augenpunkt  U  der  Grenzlinie ,  den  Punkt  H 
unserer  Figuren  2,  5,  10—12,  16  im  Text,  in  seinem  §  168,  den  Flucht- 
punkt der  Normalen  zu  einer  Ebene  in  seinem  §  182  und  seine  Verwen- 
dung zur  Bestimmung  der  in  solchen  Normalen  gelegenen  Strecken  in 
seinen  §§  186  f.  Man  vergleiche  besonders  die  Aufgaben  14)  p.  IUI  und 
15)  p.  105  daselbst. 

Die  nämlichen  Grundlagen  sind  von  Cousiuery  in  der  Schrift 
„Gcomc^trie  perspective  ou  principes  de  projection  polaire  appliquee  a 
ia  description  des  cbrps^'  (Paris  1828)  als  neu  dargeboten,  und  auch  als 
Erweiterungen  der  Perspective  von  den  Berichterstattern  der  französi- 
schen Akademie  Fresnel  und  Mathieu  anerkannt,  so  wie  noch  von 
Chasles,  dem  Geschichtschreiber  der  Geometrie,  hervorgehoben  worden. 
(Vergl.  „Geschichte  der  Geometrie."  Deutsch  von  Sohnke,  p.  192.) 
Ich  habe  Lambert^s  Priorität  in  meiner  Dissertation  erwiesen,  ohne 
noch  Brook  Taylor 's  Buch  zu  kennen.  (Vergl.  die  Programmabband- 
lung  der  höheren  Gewerbschule  zu  Chemnitz  für  Ostern  1860:  „Die  Cen- 
tralprojection als  geometrische  Wissenschaft.")  Ich  will  erwähnen,  dass 
Taylor  s  Werk  bald  auch  zu  einer  ausführlichen  praktischen  Perspective 
den  Anlass  gegeben  hat:  Joseph  Highmoore  „The  Practioe  of  Per- 
spective on  the  Principles  of  Dr.  Brook  Taylor."  4**.  (London  1763.) 
Mit  48  vortrefflich  gezeichneten  Tafeln.  Lambert's  Werk  ist  das  voll- 
ständigste und  unserer  Zeit  nächststehende  unter  denen  der  drei  ge- 
nannten grundlegenden  Geometer.  Hier  nur  noch  zwei  spezielle  Be- 
ziehungen, nämlich  zu  §  9,  dass  der  Grundsatz  für  die  Winkelmessung 
in  der  Centralprojection   sich   bei  Lambert  in  §  216   findet;   und  zu 


rallelepipedE 

Die  zahlreichen  an({eren  Aufgaben  mit  ihren  Lösungen  glaube  ich 
zuerst  gegeben  zu  haben,  in  noch  reicherem  Maasse  als  hier  in  den 
Constructionsübungen,  die  ich  halte  -  wie  es  die  leitende  Stellung  der 
Centralprojection  naturgemäss  mit  sich  bringt. 

Zu  §  6*  ist  anzuführen,  dass  ich  die  Centralprojection  mit  einer 
festen  Ebene  U  im  Endlichen  an  Stelle  der  unendhch  fernen  Ebene  zu- 
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erst,  aber  sofort  unter  vollständiger  Entwickelunff  ihrer  Elemente,  mit- 
getheilt  habe  in  der  IV.  meiner  ,,Geom.  Mittheilungen"  in  Bd.  24  der 
„Vierteljahrsschrift  der  Züricher  Naturforschenden  Gesellschaft**  (1879) 
p.  205  f.  Dass  sich  nun  aus  ihr  auch  die  Parallelprojectionen  ergeben, 
welche  mittelst  eines  Bildes  bestimmen,  zeigte  ich  ebenda  p.  213  f.  Alles 
dies  war  aber  schon  seit  einer  Reihe  von  Jahren  von  mir  zum  Gegenstand 
der  Beschäftigung  in  meinem  nächsten  Wirkungskreise  gemacht  worden. 

Zu  §  7.  Die  A];)leitung  der  Centralprojection  aus  dem  Aufriss  in  der 
Bildebene  und  der  Breite  y  glaube  ich  zuerst  als  die  bequemste  betont 
zu  haben.    Yergl.  die  genannte  Programm-Abhandlung  von  1860. 

Zu  §  (7).    Die  cyklographische  Lehre  von  den  linearen  und  von  den 

Slanaren  Kreissystemen  verönent lichte  ich  zuerst  in  der  vorher  genannten 
[o.  IV  der  „Geom.  Mittheilungen**  p.  222,  223  —  noch  immer  m  Zweifel, 
ob  sie  wirklich  neu  sein  könne.  Düren  das  Verschwinden  des  Steiner^schen 
Manuscripts  (siehe  oben  unter  2),  und  sonst,  ist  diese  Neuheit  constatiert. 
Die  Ausführung  der  Constructionen  für  die  Kreise  der  linearen.  Reihe, 
welche  einen  gegebenen  Punkt  enthalten  oder  einen  gegebenen  Kreis 
berühren,  mittelst  der  Schnittpunkte  der  Geraden  mit  gleichseitigen 
Rotationskegeln  von  zur  Tafel  normaler  Axe,  findet  man  in  „Cyklo- 
graphie**  Art.  30 f.;  die  für  Kreise  der  linearen  Reihe,  welche  mit  einer 
gegebenen  Geraden  Winkel  von  vorgeschriebenem  cosinus  machen,  ebenda 
Aix.  33,  von  Aufgaben  über  zwei  und  drei  lineare  Kreisreihen  in  Art.  36  f., 
von  solchen  über  planare  Systeme  in  Art.  52  f. 

-  §  11,  5.  Dieser  besondere  Keffel  ist  zuerst  von  Hachette  in  der 
„Correspondence  sur  Täcole  polytecnniaue**  Bd.  1,  p.  179  gebildet  worden; 
vergl.  Steiner  in  „Systemat.  Entwicicelunff  der  Abhängigkeit  geome- 
trischer Gestalten  von  einander**  (Berlin  1832)  §  53,  4)  rechts.  Man  nennt 
ihn  jetzt  den  orthogonalen  Kegel  und  ich  darf  für  denselben  auf 
den  zweiten  Band  des  Werkes  verweisen,  wo  er  in  Zusammenhang  mit 
dem  orthogonalen  Hyperboloid  wieder  hervortritt.  Für  seine 
andere  allgemeine  Eigenscnaft,  die  ich  entdeckt  habe,  und  ihren  Zu- 
sammenhang mit  dieser  verweise  ich  einstweilen  auf  No.  1  meiner  „Geom. 
Mittheilungen**  in  Bd.  24  der  „Vierteljahrsschrift**  etc.  p.  154  f.:  Jeder 
Kegel  dieser  Art  entsteht  auch  aus  unendlich  vielen  Paaren  von  gleich- 
winkligen projectivischen  Ebenenbüscheln. 

Für  eine  Centralprojection  aus  dem  Centmm  in  einem  Punkte  des 
Raumes  von  vier  Dimensionen  auf  einem  ihm  angehörenden  Raum  von 
drei  Dimensionen  lässt  sich  das  Schema,  das  in  den  §§  1 — 11  dieses  Buches 
für  die  Centralprojection  aus  dem  Raum  von  drei  Dimensionen  auf  die 
Ebene  sich  ergeben  hat,  gleichfalls  anwenden;  auch  der  Gedanke  der 
„Cyklographie**  ist  einer  solchen  Erweiterung  fähig.  Man  vergl.  meine 
Abhandlung  „Zur  Geschichte  und  Theorie  der  elementaren  Abbildungs- 
methoden** in  Band  27  der  „Vierteljahrsschrift  der  Züricher  Naturf.  Ge- 
sellschaft** p.  126  f.,  speciell  p.  174. 

Zu  den  §§  12  und  18,  mit  der  Entwickelung  der  Mittel  zur  Ueber- 
windung  der  praktischen  Schwierigkeiten  bei  der  Ausführung  der  theo- 
retisch erledigen  Constructionen,  bemerke  ich,  dass  die  Transformationen 
zuerst  von  mir  als  der  Inbegriff  dieser  Mittel  gefasst  worden  sind.  Man 
findet  unter  den  Anmerkungen  und  Zusätzen  des  zweiten  Theils  von 
Lamberts  Werk  in  der  VIII.  Anm.  zum  §  1.%  des  ersten  Theils  mit 
der  üeberschrift  ..Verwandlung  eines  Gemäldes  für  einen  andern  Ge- 
sichtspunkt*' eine  Construction ,  in  welcher  der  betreffende  Specialfall  der 
Verschiebung  des  Centrums  zu  erkennen  ist.  Ohne  dieselbe  bemerkt  zu 
haben ,  entwickelte  ich  die  beiden  Constructionen ,  welche  bei  den  Trans- 
formationen des  Centrums,  der  Bildebene  und  des  Objects  gleichmässig 
zur  Anwendung  kommen,  zuerst  in  meiner  Programmschrift  von  1860  im 
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§  16  derselben  und  gab  dann  ihre  weitere  Durchführung  in  der  Abhand- 
lung „Ueber  die  Transformationen  in  der  darstellenden  Geometrie'*  im 
9.  Bd.  der  „Zeitschrift  f.  Math.  u.  Physik"  p.  331—355.  Seitdem  sind  die 
Transformationen  der  Centralprojection  mehrfach  behandelt  worden. 

Zu  §  12,  7.  In  der  Schrift  von  Desargues  „Methode  universelle 
de  mettre  en  perspective  les  objects  donnees  reellement"  (Paris  1636)  — 
siehe  „Oeuvres  de  Desargues  rdunies  et  analys^es  par  Poudra"  (Paris 
1864)  Bd.  1,  p.  55—95  —  ist  als  allgemeine  Methode  des  perspectivischen 
Zeichnens  die  Auftragung  der  projicierenden  oder  Coordinaten-Parallcl- 
epipeda  der  Objectpunkte  (nach  der  Redeweise  des  Textes  auch  weiter- 
hm  z.  B.  p.  262,  §  46)  in  Bezug  auf  drei  zu  einander  rechtwinklige  Ebenen 
gelehrt. 

Zu  §  14  Man  kann  vergleichen  Po ncel et  „Traito  des  proprietöes 
projectives  des  figures"  (Paris  1822,  2.  Ausg.,  mit  einem  2.  Bd.  vermehrt 
1865),  speciell  p.  3 f.  und  Möbius  „Der  baryccntrische  Caicul"  (Leipzig 
1827),  2.  Abschnitt  „Von  den  Verwandtschaften  der  Figuren*'  p.  181  368; 
insbesondere  das  7.  Kapitel,  p.  301  f.,  namentlich  p.  321.  Die  symme- 
trisch gleichen  entsprechenden  Reihen  und  Büschel  hier  in  §  15,  4  des 
Textes  fehlen  in  den  Quellen;  ihre  einfache  Bestimmung  im  Text  ist  neu. 

Neuerlich  ist  in  einem  älteren  wenig  bekannten  Buche  G.  Walker 's 
,,Conic  Sections"  (Nottingham,  1794)  ein  ziemlich  allgemeiner  Special- 
fall der  Collineation.  ebener  Systeme  entdeckt  worden:  Ein  Vierseit  be- 
wegt sich  so ,  dass  zwei  Gegenecken  fest  sind  und  zwei  andere  in  festen 
Geraden  bleiben;  dann  sind  die  beiden  letzten  Gegenecken  entsprechende 
Punkte  P'  von  vereinigten  collinearen  Ebenen  in  nicht  centrischer  Lage. 
Die  Schnittpunkte  der  festen  Geraden '  und  die  Verbindungsgerade  der 
festen  Punkte  entfeprechen  sich  selbst,  jedoch  nicht  Strahl  für  Strahl  und 
Punkt  für  Punkt. 

Zu  §  15.  Die  Construction  entsprechend  gleicher  Strecken  in  pro- 
jecti vischen  Reihen  für  gegebene  Anfangspunkte  ist  von  Steiner  in 
seinen  Vorlesungen  gegeben  worden  (siehe  Bd.  -1  der  „Vorlesungen  über 
synthetische  Geometrie"  von  Schröter,  §  12);  die  für  gegebene  Länge 
der  gleichen  entsprechenden  Sti^cken  ist  neu.  Mir  ist  oesonders  jene 
als  Antwort  auf  eine  fundatuentale  Frage  der  praktischen  Perspective 
erschienen  und  vielleicht  hat  auch  Steiner  sie  so  gefunden. 

Zu  §  16.  Die  Theorie  der  Doppelvcrhältnisse  von  vier  Elementen 
findet  man  bei  Möbius  a.a.O.  p.  243—265.  Man  vergl.  Desargues 
„Proposition  fondamentalo  de  la  pratique  de  la  perspective'*  („Oeuvres** 
p.  Poudra  Bd.  1 ,  p.  403,  423);  auch  Chasles'  „Apercu  historique** 
(BruxoUes  1837)  oder  in  Sohnke's  Uebersetzung  „Geschichte  der  Geo- 
metrie** (Halle  1839 )j  Note  14—16  p.  344  f.  Nur  der  Fall  §  16,  12  fehlt 
bei  Möbius  und  ist  von  Cremen a  1862  hinzugefügt  worden. 

Zu  §  10,  *i5  bemerke  ich,  dass  dieser  gemeinsame  Charakterzug 
der  allgemeinen  bildlichen  Proiectionsmethoden,  als  nicht  bloss  für  die 
Ebene,  sondera  für  alle  Regelflächen  geltend,  schon  in  meiner  Disser- 
tation (Programm -Abhandlung  von  1860)  p.  39  hervorgehoben  worden  ist. 

Zu  den  §§  16,  17  vergl.  man  v.  Staudt  ,, Geometrie  der  Lage'* 
(Nürnberg  1847)  §  9,  n.  49 f.  und  den  3.  Bd.  dieses  Buches.  Die  vom 
darstellend  geometriscnen  Standpunkt  aus  selbstverständliche  Betrach- 
tung der  Ebenen büschel  gab  zuerst  J.  Steiner  in  „System.  Entwicke- 
lung**  etc.  p.  69  f. 

Die  Construction  §17,8  ist  eine  der  frühesten  Anwendungen  der 
Projectivitütslehre  auf  die  Centralprojection,  die  ich  gemacht  habe. 
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Die  Relationen  in  ()  18,  it>,  welche  Bich  auf  die  symmotriächen  Ele- 
mente zu  c  und  8  in  Bezug  auf  die  entsprechenden  Rechtwiukelpaare 
vereinigter  projectivischer  Büschel  beziehen,  sind  neu. 

* 

Zu  §  19.  Die  Theorie  der  Charakteristik  J  der  ccnthschen  Colli- 
ncation  ebener  Systeme  und  ihre  geometrische  Deutung  und  Verwer- 
thuug  gehört  mir  an  (vergl.  Abschnitt  C,  spociell  §  38;  §  39,  stf.);  ihre 
fundamentale  Bedeutung  zeigt  der  Bd.  3  dieses  Werkes  auf.  Ebenso  gab 
ich  zuerst  die  CoUiueationen  an,  bei  denen  das  Centrum  in  der  Axe 
liegt  (§  19,  1),  sammt  ihren  Specialfallen  (§  22^.  e). 

Zu  §  19,  11.  Dieser  Satz  findet  sich  zuerst  bei  Desargues  in  den 
„Oeuvres**  p.  Poudra  Bd.  1,  p.  413  und  430. 

Zu  §  20.  Involutorischo  Reihen  und  Büschel  betrachtete  zuerst 
Desargues  in  „Brouillou  project  d'une  atteinte  aiix  evönements  de  ren- 
coutre  dUino  cone  avec  un  plan"  (Paris  1639)  oder  „Oeuvres"'  p.  Poudra 
Bd.  1,  p.  103-230;  vergl.  p.  119—157  und  weiterhin  p.  246  -260.  Vielleicht 
hat  ihn  die  Betrachtung  der  Bilder  symmetrischer  Figuren  zu  dieser 
vollkommenen  Einsicht  geführt,  die  erst  nach  200  Jahren  durch  Chasles 
von  neuem  gewonnen  ward.  Ich  werde  weiterhin  angeben ,  in  welcher 
erstaunlichen  Vollständigkeit  Desargues  bereits  diese  Theorie  kannte, 
namentlich  in  ihren  Consequenzen  für  die  Lehre  von  den  Kegelschnitten. 

Das  Räthselhafbe  dieser  historischen  Thatsache  finde  ich  höchst  ein- 
fach aufgeklärt,  wenn  ich  bedenke,  in  wie  ausgedehnter  Weise  sich 
Desargues  mit  der  Praxis  de»  perspectivischen  Zeichnens  beschäftigt 
hat;  ich  finde  es  sehr  natürlich,  dass  aus  der  denkenden  Beobachtung 
des  perspectivischeii  Verhaltens  aller  der  zahlreichen  symmetrischen 
Reihen  und  Büschel,  welche  in  elementar  geometrischen,  architektoni- 
schen, etc.  Figuren  vorkommen,  in  seinem  Geiste  die  Gesetze  der  all- 
gemeineren Beziehung  aufgingen,  von  welcher  jede  Symmetrie  ein  spe- 
cieller  Fall  ist,  die  Gesetze  der  Involution;  dass  die  Anwendung  auf  das 
Beispiel  des  Kreises  ihm  die  Theorie  der  Involution  am  Kegelschnitt  ge- 
liefert hat,  u.  8.  w. 

Zu  §  20,  li.  Die  Ableitung  der  Construction  der  Involution  aus  zwei 
Paaren  mittelst  des  vollständigen  Vierecks  resp.  Vierseits  ist  neu. 

Zu  §  21  Die  Entwickeln ng  der  von  Steiner  in  der  „System.  Ent- 
wickelun^''  §§  IG  u.  17  angegebenen  Construction  für  die  Doppelpunkte 
in  vereinigten  projectivischen  Reihen  aus  der  Anschauung  der  centrisch 
collinearen  ebenen  Systeme  gab  ich  zuerst  in  der  Vorrede  dieses  Buches 
(2.  Aufl.)  an  mit  der  Meinung,  dass  auch  in  Steiner's  mitgetheilten  Ent- 
wickelungen  der  darstellend  geometrische  Gedankengang  erkennbar  sei, 
den  ich  herstellte. 

Die  Anwendung  in  §  21, 7  (vergl.  §  18,  s)  ist  neu. 

Zu  §  22*".  Von  der  Construction  flächengleicher  Figuren  handelte 
ich  zuerst  in  Bd.  6  der  „Zeitschrift  f.  Math.  u.  Physik'*  p.  66.  Den  Satz 
bezüglich  ihrer  symmetrischen  Figuren  findet  man  zuerst  in  meiner  Ab- 
handlung ,»Zur  Reform  des  geometrischen  Unterrichts*-  im  22.  Bd.  der 
, »Vierteljahrsschrift  der  Züriciaer  Naturf.  Gesellsch.*' 

Zu  §  22*»  u.  «•,  wo  die  Symmetrien  als  Specialformen  der  Involution 
aufgezeigt  sind,  nenne  ich  die  Schrift  von  Ch.  Paulus  „Zeichnende 
Geometne  zum  Schulunterricht  und  zum  Privatstudium''  (Stuttgart  1866) 
als  eine  elementare  Behandlung  der  Construction en  in  der  Ebene,  die 
in  diese  Einsicht  mündet. 

Zu  §  22'  u.  '*.  Die  Collineationen  mit  singuläreu  Elementen  wurden 
von  mir  zuerst  behandelt  und  systematisch  benutzt,  wie  sie  denn  aus 
der  Methode  des  Projiciereus  sich  mit  Nothwendigkeit  ergeben.     Doch 
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kann  ich  die  Anmerkung  nicht  unterlassen,  dass  während  des  Druckes 
der  2.  Aufl.  dieses  Werkes  die  Abhandlung  von  T.  A.  Hirst  „On  the 
Correlation  of  two  planes"  erschien ,  in  der  von  den  singulären  Projec- 
tivitäten  zuerst  eine  Anwendung  in  ganz  anderer  Richtung  gemacht  ist. 
(Proceedings  of  the  London  Mathematical  Society"  Bd.  5,  p.  40  f.) 

Zu  §  23  vergleiche  man  den  8.  Abschnitt  „Umgekehrte  Aufgaben 
der  Perspective"  m  Lambert's  „Freie  Perspective"  (1769)  p.  168—196. 

Ueberblick  zum  Abschnitt  A.  Die  Betrachtung  dos  Orthogonalsystems 
mit  dem  Distanzkreis  in  der  Centralprojection  und  analog  in  der  Ortho- 
gonalprojaction  gab  mir  1868  die  üeberzeugung,  dass  das  Studium  der 
darstellenden  Geometrie  von  dem  der  Geometrie  der  Lage  nicht  getrennt 
werden  dürfe.  Für  die  Rcciprocitäten  mit  singulären  Elementen  ver- 
gleiche man  die  Note  zu  §  28^  u.  «  vorher. 

Abschnitt  B. 

Zu  §  24  vergleiche  man  J.  Steiner^s  ^^Systematische  Entwickelimg" 
§  37,  p.  134  un(r§  43,  p.  156.    Für  §  25  ebendort  die  §S  38  f.,  p.  137  f. 

Zu  §  25,  2  ist  anzumerken,  dass  dieser  Satz  von  der  Involution  aus 
dem  KegelsclmittbüschelDesargues  angehört;  siehe  a.  a.  0.  Bd.  1,  p.  186. 

Zu  §§  27,  28  vergleiche  man  in  J.  Stein er's  „Systematische  Ent- 
wickelung"  §  42,  p.  149;  für  §  28,  10  seine  „Vorlesungen"  Bd.  2,  §  23. 

Zu  §  29  ist  zu  vergleichen  J.  Steiner' s  ,,Die  geometrischen  Con- 
structioneu  ausgeführt  mittelst  des  Lineals  und  eines  festen  Kreises*^ 
(Berlin  1833)  §  20,  p.  90  f.  Die  Erledigung  der  daselbst  behandelten 
Aufgaben  findet  sich  weiterhin  im  Text,  jedoch  nicht  durchweg  nach 
Steiners'cher  Wegweisung;  ich  will  die  Hauptstellen  angeben.  Steiner 
hat  a.  a.  0.  21  Aufgaben,  von  denen  die  ersten  7,  sodann  16,  17  und  20, 
21  die  Uauptaufgabeu  sind.  Für  jene  ersten  7  finden  sich  der  Reihe 
nach  die  Lösungen  im  Texte  §  21,  5  f.  für  1,  §  29  für  2  und  3,  §  29, 
2  u.  4  für  4  und  5,  §  33,  22  für  6  und  7.  Die  Aufgaben  8—15  sind  Spe- 
cialfälle und  Combinationen  der  vorigen;  16  und  17  findet  man  gelöst 
unter  §  29,  c;  18  und  19  sind  Zusammensetzungen  aus  ihnen;  endlich 
sind  20,  21  die  beiden  Formen  des  PonceleVschen  Problems,  für  welches 
man  die  Lösung  im  Texte  p.  234  f.  im  Ueberblick  zum  Abschnitt  B  unter 
2  und  4  findet  und  die  zugehörige  Note  vergleichen  wolle. 

Mit  der  letzten  Aiifg.  22  kehrt  Steiner  zu  dem  Punkte  zurück,  von  dem 
er  ausgegangen  ist  in  der  einleitenden  Ucbersicht,  zur  Ausführunij  aller 
Constructionen  in  der  Ebene  mit  Hilfe  des  Lineals  und  eines  festen  Kreises. 
Mir  war  dieser  feste  Kreis  immer  der  Distanzkreis  der  Centralprojection, 
der  als  Vertreter  des  Beobachtunsscentrums  die  Raumwelt  construierend 
zu  bestimmen  gestatten  muss.    (vergl.  meine  „Cyklographie"  Art.  24.) 

Zu  §  80  bemerke  ich,  dass  die  Theorie  von  Pol  und  Polare  bei 
einem  Kegelschnitt  bereits  bei  Desargues  (a.  a.  0.  Bd.  1,  p.  162  und 
p.  186)  zu  finden  ist. 

Die  Construction  §  30,  i  findet  man  in  anderer  Auffassung  bei 
J.  11.  Lambert  a.  a.  0.,  2.  Theil  p.  172. 

Zu  §  81  kann  für  weiteres  Studium  empfohlen  werden  Seydewitz* 
„Das  Wesen  der  involutorischen  Gebilde  in  der  Ebene  als  gemeinschaft- 
liches Princip  individueller  Eigenschaften  der  Figuren."  (Heiligenstadt  1846.) 

Zu  §  81,  n  f.  Für  die  hier  gegebene  Behandlung  der  Probleme  über 
die  Reduction  der  allgemeinen  Involutionen  auf  die  metrisch  speciali- 
sierten  vergleiche  man  meine  Note  „Zu  den  Elementen  der  Geomethe 
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der  Lage**  im  26.  Bd.  p.  89  f.  der  „Vierteljahreschrift  der  Naturf.  Ge- 
sellach.  zu  Zürich.**    Die  zweite  Uält'te  derselben  deckt  sich  mit  §  31,  ih. 

Zu  §  32  vergl.  man  J.  Steiner's  ,,VorleBunffen'*  Bd.  2,  §  29.  Der 
Begriff  des  Tripels  harmonischer  Pole  und  die  Lehre  von  der  Involution 
harmonischer  Pole  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  findet  sich  schon  bei 
DesargueS)  a.  a.  0.  an  der  unter  §  30  citierten  Stelle.  Ebenso  der 
Uebergang  von  der  Polare  zum  Darchmesser  in  §  33;  man  vergl.  auch 
p.  215  und  Fig.  19  seines  „Brouillon**  (siehe  oben  zu  §  20)  mit  Stei' 
ner's  „Vorlesungen**  Bd.  2,  §  30. 

Endlich  ist  zu  bemerken,  dass  der  darstellend  geometrische  Gesichts- 
punkt bei  Desargues  schon  die  Uebertragung  dieser  Theorien  auf  den 
Kegel  und  ihre  Erweiterung  für  die  Kugel  zur  Folge  hatte,  die  dann 
bei  Steiner  wiederkehrt;  ja  dass  Desargues  die  Idee  von  denjenigen 
Flächen  fasste  —  die  Ausführung  fehlt  —  welche  sich  nach  seinem  Aus- 
druck zur  Kugel  ebenso  verhalten,  wie  die  Kegelschnitte  zum  Kreis  — 
a  a.  0.  Bd.  1 ,  p.  214.  Man  vergl.  die  Beispiele  in  §  41  des  Textes  für 
die  nothwendige  Ergänzung  der  Idee. 

Zu  §  38,  8  kann  bemerkt  werden,  dass  eine  Durchführung  der  be- 
treffenden ConstnictioDsrälle  durch  Rückgang  auf  den  Kreis  für  32  Fälle 
gegeben  wurde  von  Poudra  in  „Compldmen^  de  geometrie**  fParis  1868) 
p.  416  f.  Man  vergleiche  aber  die  betreffende  Erörterung  über  Kegel- 
schnitte bei  Poncelet  a.  a.  O.  in  Bd.  1,  p.  159  f.  der  zweiten  Ausgabe. 

Zu  §  33,  10.  Die  hier  angegebenen  in  meinen  Constructionsübuugen 
von  jeher  benutzten  Verwendungsformen  des  Pa sc aT sehen  und  des 
Brianchon'schen  Satzes  sind  neuerlich  zum  Theil  Pohlke  als  beson- 
dere Erfindungen  zugeschrieben  worden;  die  erste  (Fig.  74)  von  Herrn 
H.  A.  Schwarz  in  der  2.  Aufl.  von  A.  L.  Busch's  „Vorschule  dfer  dar- 
stellenden Geometrie**  (Berlin  1868 j,  p.75,  Aufg  70  auf  Grund  von  Pohlke'» 
Vorträgen;  die  dann  folgende  zweite  auf  Grund  seines  Buches  „Dar- 
stellende Geometrie"  2.  Abthlg.  (Berlin  1876)  p.  35  f.  von  Herrn  R.  Baltzer 
in  „Analytische  Geometrie'*  (Leipzig  1882}  p.  109. 

Zu  §  34  vergl.  man  Poncelet  a.  a.  0.  No.  232. 

Für  §  34,  8  zum  Normalenproblem  der  Kegelschnitte  will  ich  nennen 
die  Abhandlung  von  K.  Pelz  im  85.  Bd.  der  „Sitzungsberichte  der 
K.  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Wien.** 

Zu  §  35  und  §  36  bemerke  ich,  dass  beide  Specialfälle  der  Lehre 
von  den  Beziehungen  zweier  Kegelschnitte  in  derselben  Ebene  betreffen ; 
in  §  35  ist  die  Beziehung  die  specielle  einer  Berührung  höheren  Grade», 
in  §  36  ist  der  eine  Kegelschnitt  specialisiert,  nämlich  als  das  Paar  der 
imaginären  Kreispunkte  der  Ebene,  der  Doppelpunkte  der  Involution 
der  orthogonalen  Paare  von  Richtungen.  Die  Ableitung  der  Construc- 
tion  des  Arümmungsniittelpunktes  in  §  35,  8  ist  neu. 

Zu  den  §§  (36)  und  (36*).  Die  cyklographische  Theorie  der  Kegel- 
schnitte veröffentlichte  ich  zuerst  in  Bd.  25  der  „Vierteljahrsschrift  der 
Züricher  Naturf  Gesellsch.**  p.  217  f.,  nachdem  ich  die  Construction  des 
Apollonischen  Problems  §  (36'),  4  ausfuhrlicher  in  Bd.  24  derselben  Zeit- 
schrift p.  199  f.  und  p.  225  behandelt  hatte. 

Zu  den  §§  C36'')  und  (35<^).  Die  cyklographische  Theorie  der  Kreis- 
büschel und  Kreisnetze  habe  ich  auch  bereits  am  letztgenannten  Orte 
gegeben;  die  jetzige  Darstellung  unterscheidet  sich  sowohl  von  dieser 
als  von  der  Entwickelung  in  der  „Cyklographie**. 

Auch  die  Entwickelung  der  Theorie  der  jcciproken  Radien  in  §  (35'*) 
weicht  von  der  in  der  „Cyklographie**  gegebenen  ab. 
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Für  §  (35*),  die  Lehre  vom  Winkelschnitt  der  Kreise,  vergl.  man 
die  „Cyklographie"  behufs  weiterer  Ausführung;  ihr  ging  die  Note  voran 
(Bd.  26  der  „Vierteljahrsschrift  etc.")  „Vom  Schneiden  der  Kreise  unter 
bestimmten  reellen  und  nicht  reellen  Winkeln." 

Uoberblick  zum  Abschnitt  B.  Die  Ableitung  der  Focalstrahlen  und 
Directrixebenen  des  Kegels  vom  zweiten  Grade  aus  der  Centralcollinea- 
tion  des  Rotati onskegels  für  seine  Axe  als  Centralstrahl  ist  neu.  Das 
Uaui>tbei spiel  4)  ist  das  berühmte  Problem  vou  Pon  celet,  mit  dessen  Auf- 
stellung und  Lösung  derselbe  in  Bd.  8  der  „Annales  de  Mathämatiques" 
(1817)  dem  Herausgeber  Ger^onne  rücksichtlich  der  Behauptung  vou 
der  Ueberlegenheit  der  analytischen  Methode  bei  der  Untersuchung  geo- 
metrischer Probleme  entgegentrat,  die  dieser  wohl  im  besonderen  Hin- 
blick auf  seine  elegante  Lösung  des  Apollonischen  Problems  gemacht 
hatte.  Man  hat  längst  diese  Lösung  synthetisch  begründet  (vergl.  z.  B. 
Salmon^Fiedler  ., Analytische  Geometrie  der  Kegelschnitte.**  Art.  151. 
4.  Aufl.)  und  wir  wissen,  dass  die  Methode  der  Centralprojection  zu  allen 
erforderlichen  Hilfsmitteln  systematisch  hinführt;  dass  ihre  darstellend 
geometrische  Ableitung  nacn  der  Idee  der  „  Cyklographie "  erst  alle 
Schwierigkeiten  hebt,  die  bei  Specialfllllen  auftreten,  ist  zuerst  gezeigt 
worden  in  Art.  124  meiner  ,,CyKlographie".  Und  dass  dieselben  Mittel 
auch  die  grosse  Reihe  der  durch  Steiner  mittelst  der  Einführung  der 
Idee  vom  Winkelschnitt  eröffneten  Probleme  lösen,  ist  in  demselben 
Buche  constructiv  entwickelt.  Für  die  Poncet  et' sehen  Probleme  ver- 
gleiche man  in  seinem  „Traitö"  Bd.  1,  Sect.  IV,  Chap.  II;  dazu  etwa 
Meier*  Hirsch  „Sammlung  geometrischer  Aufgaben"  Bd.  1,  p.  263-270. 

•  Abschnitt  C. 

Zu  §  87.  Die  strengen  Regeln  zur  Construction  der  Reliefs  wurden 
zuerst  empirisch  gegeben  von  J.  A.  Breysig,  Prof.  a.  d.  Kunstschule  in 
Magdeburg,  in  der  Schrift  „Versuch  einer  Erläuterung  der  Reliefper- 
spective."  (Magdeburg  1798.)  In  mathematischer  Begründung  und  ganz 
unabhängig  hiervon  gab  dieselben  Gesetze  Poncelet  in  seinem  „Traite 
des  propriitäs  proj."  Bd.  1,  p.  367  —  408  in  dem  „Supplement  sur  les 

Sroprietes  projectives  des  figures  dans  Tespacc.**  Man  vergleiche  auch 
[ob ins'  barvcentr.  Calcul  p.  311—330;  und  vielleicht  Anger  „Analy- 
tische Darstellung  der  Basrelief-Perspective"  (Daozig  1834)  oaer  Magnus 
„Sammlung  von  Aufgaben  und  Lenrsätzen  aus  der  anulytischen  Geo- 
metrie des  Raumes"  (Berlin  1837)  p.  72—120  und  die  vou  mir  veran- 
lasste Abhandlung  von  Raf.  Morstadt  „Ucber  die  räumliche  Projection" 
in  der  „Zeitschrift  für  Mathem.  u.  Physik"  Bd.  12.  Meine  Ableitung  im 
Text  war  zum  guten  Theil  neu. 

Zu  §  40.  Für  andere  Ausführungen  vergleiche  man  Poudra's 
„Traitä  de  perspective  relief."  (Paris  1862.) 

Zu  §  41.  Von  den  Anwendungen  der  Construction  centrischcol li- 
nearer Raumiiguren  in  der  dekorativen  Kunst  handelt  ausser  dem  Werke 
von  Breysig  besonders  eingehend  Poudra  a.  a.  0.  p.  65—219.  Eine 
vollständige  Durchführung  einer  theatralischen  Dekoration  findet  mau 
in  de  la  Gournerie's  „Traitä  de  perspective  lineaire"  (Paris  1859) 
p.  247—267  und  Tafel  40—46.  Der  Werth  der  geometrischen  Construc- 
tion für  die  Kunst  ist  vielfach  bestritten  worden;  ich  habe  auf  Grund 
früherer  Versuche  und  Studien  meine  Ansicht  darüber  neuerlich  dar- 
gelegt in  der  Abhandlung  „Zur  Geschichte  und  Theorie  der  elementaren 
Abbildungsmetlioden**  in  Bd.  27  der  ,, Vierteljahrsschrift  der  Naturf. 
Gesellsch.  in  Zürich"  p.  125  f.,  speciell  p.  129—143.  Für  ihre  optische 
Bedeutung  vergleiche  Möbius  „EntwicKelung  der  Lehre  von  dioptri- 
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sehen  Bildern  mit  Hilfe  der  CoUineaidonsTerwandtschaft"  in  „Berichte 
der  K.  S.  Gesellsch.  der  Wissenschafben  zu  Leipzig*'  1855,  p.  8—32. 

Die  den  künstlerischen  Anwendungen  gegenüber  naheliegende  Er- 
örterung der  Transformationen  namentfich  des  Centrums  in  der  centri- 
schen  Colüneation  der  Räume  konnte  unerörtert  bleiben,  weil  sie  auf 
Früheres  zurückkommt.  Ich  habe  sie  jedoch  bereits  in  der  in  der  Note  zu 
den  §§12  und  13  p.  359  angeführten  Abhandlung  über  die  Transforma- 
tionen (p.  355  a.  a.  0.)  als  die  theoretische  Zusammenfassung  fdler  übrigen 
hervorgehoben. 

Zu  §  42.  Für  die  Involution  der  Grundgebilde  erster,  zweiter  und 
dritter  Stufe  vergleiche  hier  in  v.  Staudt's  „Geometrie  der  Lage" 
§§  16  u.  17,  No.  226-229. 

Zu  §§  42  und  48.  Diese  Gedanken-Entwickelungen  gab  ich  zuerst 
in  meiner  Note  „Ueber  das  System  der  darstellenden  Geometrie"  im 
8.  Bd.  der  „Zeitschri£t  für  Mathem.  u.  Physik"  p.  414  f.  als  ich  mit 
Pohlke's  „Darstellende  Geometrie*'  noch  unbekannt  war.  Pohlke  hat 
die  Centralprojection  und  centrische  Collineation  auch  nicht  als  Grund- 
lage und  Quelle  behandelt,  sondern  sie  an  den  Schluss  gestellt;  eine 
Ableitung  der  speciellen  Abbildun^methoden  aus  den  allgemeinen  war 
nirgends  gegeben,  ebenso  weni^  die  besondere  Bedeutung  der  orthogo- 
nalen unßr  den  Parallelprqjectionen  begründet  worden. 

Bei  dem  Kückweis  auf  die  durch  eine  Parallelprojection  bestimmende 
Methode  des  §  6*  liegt  die  Frage  nahe  nach  derjenigen  centrischen  Col- 
lineation der  Räume,  welche  der  Centralprojection  mit  der  zweiten  Fix- 
ebene U  im  Endlichen  analog  wäre;  man  sieht  sofort,  dass  sie  nichts 
Neues  ist,  sondern  nur  die  Bestimmung  aus  Collineationsebene,  Centrum 
und  Bbenenpaar  oder  Punktepaar;  darum  ist  sie  mit  allem  Zubehör  im 
Texte  nicht  berührt  worden.  Fällt  das  Bild  von  U  auch  in  die  Ebene  S, 
so  erhält  man  eben  die  allgemeine  Centralprojection  des  §  6*  wieder,  und 
als  weiteren  Grenzfall  von  dieser  die  mit  einer  Abbildung  bestimmende 
Parallelprojection,  welche  somit  das  letzte  Glied  in  der  Reihe  ist.  Vergl. 
§  54*  und  die  bezügliche  Note  unten. 

Zu  §  44  vergl.  man  über  Projectivität  räumlicher  Systeme  v.  S  tau  d  t*8 
„Geometrie  der  Lage"  §  10,  No.  124,  132—137.  Ueber  reciproke  räum- 
liche Systeme  den  4.  Vortrag  des  2.  Bd.  von  R  eye 's  „Die  Geometrie 
der  Lage"  (Hannover  1868)  p.  18—26. 

Abschnitt  D. 

§  4B.  Für  den  Entwickelungsstand  der  Orthogonalprojectionslehre 
vor  Monge  ist  ganz  besonders  lehrreich  das  schöne  Werk  von  Fr^zier 
„La  throne  et  la  pratique  de  la  coupe  de  pierres  et  de  bois  ou  Traite 
de  St^reotomie  a  Tusage  de  Parchitecture."  (Strassbourg  1737;  dann 
Paris  1752;  nouv.  fid.  1764—1769;  3  tom.  avec  113  pl.) 

ibid.  Die  Lehre  von  den  Halbierungsebenen  und  Halbierungsaxen 
mit  ihren  zahlreichen  Consequenzen  in  den  folgenden  Entwickelungen 
ist  von  mir  eingeführt  worden. 

§  46,  4  und  §§  47,  51.  Man  vergl.  die  Lehre  von  den  Orthogonal- 
systemen  in  Bd.  3. 

§  58.  Von  der  Axe  der  Affinität  zwischen  den  beiden  orthogonalen 
Projectionen  desselben  ebenen  Systems  handelte  wohl  zuerst  Brasse ur 
in  den  Abhandlungen  der  Acad.  des  sciences  etc.  de  Bruxelles.  1853. 
„Mämoire  sur  une  nonvelle  m^thode  d'application  de  la  gäomätrie  de- 
scriptive  ä  la  recherche  des  propriätäs  de  T^tendue."  (148  p.,  3  Tafeln.) 
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Unbekannt  mit  dieser  Schrift  leitete  mich  1857  die  Betrachtung  der 
speciellen  Formen  des  projicierenden  Parallelepipeds  (§  46,  s,  4)  auf  das 
System  der  sechs  Halbierungsebenen  und  der  vier  Halbierunesaxen  des 
Projectionssystems  und  ich  erkannte  das  System  der  Linien  ht  und  der 
Punkte  Hi  der  Ebene  (§  47;  auch  1)  und  den  Gebrauch  der  beiden  Affi- 
nitätsaxen  Äa?'''"  Ä«'"'"'  derselben  (§  63).  Eine  Note  „Ueber  die  Anwen- 
dung der  Affinitätsaxen  zur  graphischen  Bestimmung  der  Ebene**  gab  ich 
in  der  „Zeitschrift  für  Mathem.  u.  Physik"  (1860)  Bd.  5,  p.  79,  Tafel  IL 
Die  Erörterungen  und  Beispiele  über  die  Normalen  und  Normalebeuen 
der  Halbierungsebenen  (§  47,  lo,  U;  §  54,  4, '6)  waren  neu  in  diesem 
Werke;  sie  erscheinen  als  Specis^lle  zu  §  10,  6  und  zu  §  63,  n  f. 

Um  dieselbe  Zeit  (1860)  erschien  die  erste  Ausgabe  von  Pohlke^s 
„Dai-stellende  Geometrie.  Erste  Abthlg.'*  (2.  Aufl.,  Berlin  1866^,  in  wel- 
cher in  den  §§  26,  41,  66  die  Bestimmung  der  Affinitätsaxe  hx' '"  und  in 
§  71  die  Verwendung  derselben  zur  Projection  ebener  Systeme  gelehrt  ist. 

Die  Ableitung  der  AffinitätBa:Ken  Äx''"  und  Äy"'"'  der  Ebene  als  zweite 
Doppelstrahlen  concentrischer  projectivischer  Strahlenbüschel,  und  die 
einfache  Herleitung  des  Principes  der  Zeichen  bei  den  Flächen  ebener 
Figuren  aus  der  Charakteristik  J  am  Schlüsse  des  §  63  ist  auch  jetzt 
noch  neu. 

Wenn  man  Brasseur's  Abhandlung  la  recherche  des  propri^tes  de 
Tetendu  mit  der  Entwickelung  der  Theorie  der  Kegelschnitte  ver- 
gleicht, die  sich  aus  der  Centralprojection  des  Kreises  ergiebt  (§  24  f. 
im  Text),  so  wird  der  Vortheil  unseres  Ausgangspunktes  und  die  Natür- 
lichkeit unseres  Principes  vom  Sehprozess  besonders  evident. 

§  54,  8.    Siehe  Monge *s  „G^om^trie  descriptive*'  No.  19. 

§  54,  11.  Man  vergleiche  Gugler^s  „Lehrbuch  der  descrii)tiven 
Geometrie."  (2.  Aufl.,  Stuttgart  1867.)  §  146,  p.  103. 

§  54,  19  f.  Siehe  Monge 's  „G^om^trie  descriptive"  No.  32.  Die 
dualistische  Behandlung  der  dreiseitigen  Ecke  in  so  f.  gab  ich  zuerst  in 
„Zeitschrift  für  Mathematik  und  Physik''  Bd.  8,  p.  448.  (1863.)  Sie  ist 
nun  aufgenommen  in  das  vortreffliche  Schriftchen  von  R.  Sturm  „Ele- 
mente der  darstellenden  Geometrie"  (^Leipzig  1874),  von  dem  ich  nur 
bcdaure,  dass  seine  Bezeichnung  von  der  meinigen  abweicht. 

Dieselbe  Lösung  führt  auch  besser  wie  die  gewöhnliche  zu  den  tri- 
gonometrischen Formeln.  Es  ist  charakteristisch  für  das  Yerhältniss  der 
beiden  constructiven  Darstellungen,  dass  man  aus  der  unsymmetrischen 
letzteren  neben  dem  »inus  Satz  der  sphärischen  Trigonometrie  die  Formel 
cos  )f .  sin  a  .  sin  &  =s  cos  c  —  cos  a  .  cos  b  erhält ,  während  sich  aus  der 
bezeichneten  symmetrischen  Construction  direct  die  Gauss-Dclambre'schen 
Gleichungen  und  die  Neper'ßchen  Analogien  ergeben,  der  Hauptschatz  der 
für  die  liechnung  bequemen  Formeln.  Vergl.  die  dies  ausführende  Ab- 
handlung von  J.  Hemmig  in  Bd.  17  derselben  Zeitschrift  p.  169  (1872). 

§  54*.  Die  Orthogonalprojection  mit  einer  festen  Ebene  U  im  End- 
lichen ward  zuerst  von  mir  entwickelt  in  „Geom.  Mittheilungen"  III. 
Bd.  24  der  „Vierteljahrsschrift"  p.  213—217.  Vergl.  die  Note  zu  §§  42, 
43  oben. 

§  57  f.  Die  Transformationen  in  der  darstellenden  Geometrie  sind 
Gegenstand  sehr  verschiedener  Auffassungen  und  Würdigungen  gewesen. 
0 1 1 V  i  e  r  und  nach  ihm  andere  haben  sie  zum  Hauptmittel  der  constnic- 
tiven  Lösungen  selbst  der  Grundprobleme  der  darstellenden  Geometrie 
gemacht;  man  vergleiche  für  diese  Richtung  Tresca's  „Traite  dl^men- 
taire  de  geometrie  descriptive"  (Paris,  2.  ed.  1864)  und  Pohlke's  „Dar- 
stellende Geometrie.'*  Ihnen  ist  von  de  la  Gournerie  (vergl.  die  Vor- 
rede zum  ersten  Bande   des  „Traite  de  g^om^trie   descriptive*')   und 
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Andern  enkregengeeetzt  worden ,  dass  die  Methode  trotz  ihres  Alters  — 
sie  ^eht  auf  Desargnes'  ,,Pratiqne  du  Trait  ä  prenves*^  zurück  —  weder 
in  der  Praxis  der  ctereotomie  noch  in  der  Theorie  sich  solcher  hohen 
Bedeutung  würdig  erwiesen  habe.  Gerechte  Schätzung  scheint  mir  die 
Lehre  von  den  Transformationen  in  der  übrigens  vor  OUvier  datierenden 
Darstellung  von  Gugler  „Lehrbuch  der  descriptiven  Geometrie.'^  Erster 
Abschnitt,  IV.  Kap.  erhalten  zu  haben.  Ich  fasse  sie  einfach  als  Mittel 
zur  Beseitagung  wesentlich  technischer  Schwierigkeiten,  wie  ich  dies  in 
der  schon  unter  §§  12,  13  genannten  Abhandlung  gethan  habe.  Eine 
grundlegende  Bedeutung  für  die  darstellende  Geometrie  kann  ich  ihnen 
aus  pädagogischen  Gründen  nicht  zuweisen;  denn  nach  nwiner  Erfah- 
rung ist  es  besser  erst  in  dem  festen  Projectionssystem  sich  ganz  heimisch 
zu  machen ,  ehe  man  dasselbe  in  Bewegung  zu  setzen  und  zu  verändern 
unternimmt.  Dann  sind  die  Lösungen  durch  Transformation  sehr  nütz- 
liche Uebungen.  (Vergl.  §  59.)  Die  Construction  des  Mittelpunkts  der 
einem  Tetraeder  eingeschriebenen  Kugel  §  68,  8  als  Beispiel  nir  den  Ge- 
brauch der  Parallelverschiebungen  findet  man  in  Monge 's  ,,G^omätrie 
descriptive**  No.  92,  jedoch  nicnt  das  System  der  acht  Kugeln  zu  vier 
Ebenen;  die  Verwendung  des  Princips  der  identischen  Umklappungen 
zur  Bestimmung  der  Berührungspunkte  ist  neu.  Die  V&rbinduug  der 
Relationen  des  Svstems  (Tafel  V)  mit  der  cyklographischen  Theorie  der 
AehnUchkeitspunkte  etc.  der  Kreise  ist  leicht  zu  entwickeln. 

§  60.  Ich  hofi'e,  dass  die  Verbindung  der  Axonometrie  mit  der 
Lehre  von  den  Transformationen  als  naturgemäss  wird  erachtet  werden. 

Man  vergleiche  besonders  in  J.  H.  Lamberts  „Freie  Perspective" 
den  7.  Abschnitt:  „Von  der  perspectivischen  EntwerfunjB^  aus  einem  un- 
endlich entfernten  Gesichtspunkte.'*  p.  149—167  und  Fig.  XXVI.  Dazu 
die  ausführliche  Behandlung  in  Pohlke's  „Darstellende  Geometrie." 
p.  72  —  100.  Von  den  deutschen  Schriften,  welche  über  Axonometrie 
speciell  in  neuerer  Zeit  erschienen  sind,  nenne  ich  die  älteste,  Möl- 
linger's  „Isometrische  Projectionslehre  (Perspective)."  (Solothum  1840.) 
und  die  neueste  von  Delabar  „Die  Polar-  und  Parallelperspective." 
(Freiburg  1870.)  Die  Einführung  einfacher  Verhältnisse  zwischen  den 
Maassstäpen  gao  J.  Weisbach  in  dem  Anisatze:  „Die  monodimetrische 
und  anisometrische  Projectionsmethode"  in  „Polytechnische  Mittheilungen 
von  Volz  uxid  Karmarsch'*  1844;  eine  elementare  und  praktische  Dar 
Stellung  des  ganzen  Verfahrens  derselbe  in  „Anleitung  zum  axonome- 
trischen  Zeichnen.*'  (Freiberg  1857.)  Man  vergleiche  dazu  (besonders 
für  §  60,  4)  die  Abhandlungen  von  Schlömilchin  der  Zeitschrift  „Der 
Civilingenieur."  Bd.  2,  p.  196,  Bd.  5,  p.  221  und  in  „Zeitschritt  für 
Mathem.  und  Physik."  Bd.  4,  p.  361.  Ich  nenne  noch  die  Abhandlung  von 
K.  Pelz  im  Februar-Heft  des  81.  Bdes.  der  „Sitzungsberichte  der  K.  Aka-. 
demie  der  Wissenschaften  zu  Wien**  mit  dem  Titel:  „Zur  wissenschaft- 
lichen Behandlung  der  orthogonalen  Axonometrie.**  Die  isometrische 
Proiection  gab  Farish  18S0  in  den  Abhandlungen  der  „Cambridge 
Philosophicai  Society**  —  ausgehend  von  der  Orthogonalprojection  des 
Würfels  als  reguläres  Sechseck.  (Fig.  114,  Grundriss.l 

Die  direkte  Behandlung  der  wahren  Grössen,  oie  ich  gebe,  §  60, 
10—12  ist  neu;  sie  ist  ebenso  wesentlich  für  die  Benutzung  orthogonal 
azonometrischer  Zeichnungen  wie  für  die  Herstellung  derselben,  in  beiden 
Fällen  für  den  Sachverständigen  gesprochen.  Die  Anwendung  einfacher 
Verhältnisse  zwischen  den  Maassstäben  hat  für  ihre  Herstellung  einige 
Vortheile  und  für  die  Benutzung  durch  den  Laien. 

§  61.  Der  HiLuptsatz  des  §  verdient  den  Namen  des  Po hlke 'sehen 
Satzes;  man  vergleiche  die  Darstellung  desselben  in  der  Schrift  seines 
Entdeckers  a.  a.  O.  2.  Aufl.  §  147  und  dazu  die  Abhandlungen  von  H.  A. 
Schwarz  im  63.  Bde.  des  „Journal  f.  d.  r.  u.  a.  Mathem.**,  der  den 
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ersten  elementaren  Beweis  des  Satzes  gab;  von  Th.  Keye  in  der  „Viertel- 
jabrsschrift  der  Naturforschenden  Gesellschaft  zu  Zürich"  1866,  p.  350 
und  die  von  v.  Deschwanden  am  gleichen  Orte,  1861,  p.  254;  1862, 
p.  159  und  1864,  p.  223.  Der  im  Text  mitgetheilte  Beweis  beruht  auf 
einer  Bemerkung  Steiner'sp.  226,  p.  231  oder  147,  157  §  53  seiner 
.,Sy8temat.  Entwickelung.*'  Einen  Beweis,  der  dem  ursprünglichen 
aber  nicht  veröffentlichien  Beweis  Pohlke's  selbst  (1853)  analog  sein 
mnss,  gab  K.  Pelz  im  Juni-Heft  des  76.  Bdes.  der  „Sitzungsberichte 
<ler  K.  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Wien." 

Schlussiyjerblick  p.  311  f.  speciell  p.  344  f.  Die  Erörterung  der  Trans- 
'formatiouen  in  der  allgemeinen  Parallelprojection  und  die  der  schiefen 
Hymmetrischen  Parallelprojectionen  war  bis  jetzt  nicht  veröffentlicht. 
Sodann  p.  354  f.  Zu  der  gegebenen  Vervollständigung  der  Lehre  von 
den  Symmetrie  Verhältnissen  im  Räume  vergl.  man  meinen  Aufsatz  ,,Ueber 
Symmetrie"  im  Bd.  XXI  der  „Vierteljahrsschr.'*  p.  50  f.  Dort  wies  ich 
zuerst  gegenüber  der  Behandlung  der  Sache  in  den  Lehrbüchern  nach, 
dass  für  gleichgebildete  körperliche  Formen  im  dreidimensionalen  Kaume 
nicht  mehr  und  nicht  weniger  als  drei  Symmetrie  lagen  möglich  sind: 
Centrisch,  planar  und  biaxial. 

Den  wesentlichen  Gang  und  den  Hauptinhalt  dieses  ersten  Theils  gab 
ich  in  der  Absicht,  zu  verwandten  Bestrebungen  anzuregen,  in  der  Ab- 
handlung »Die  Methodik  der  darstellenden  Geometrie  zugleich  als  Ein- 
leitung m  die  Geometrie  der  Lage"  182  p.,  3  Tafeln,  im  55.  Bde.  der 
„Sitzungsberichte  der  K.  Akademie  der  Wissenschaften."  (Wien  1867.) 
Dieselbe  bildet  mit  meinen  früher  genanten  Abhandlungen  (1860—1863) 
den  Ausgangspunkt  der  Umgestaltung  der  darstellenden  im  Sinne  der 
projecti vischen  Geometrie,  welcher  nun  die  Zukunft  unbestritten  zu  ge- 
hören scheint. 

Die  wohlbedachte  aber  unvermeidliche  Abweichung  meiner  Ent- 
wickelnng  von  der  seit  Monge  eingebürgerten  Behandlungsweise  der 
darstellenden  Geometrie  habe  ich  in  der  oben  §§  42,  43  genannten  Not« 
über  das  System  in  der  darstellenden  Geometrie  durch  den  Satz  be- 
zeichnet, es  folge  aus  der  Natur  des  Systems,  dass  die  Behandlung  der 
geraden  Linie  —  nicht  des  Punktes  —  das  Fundamentale  in  dorn  Auf- 
bau der  darstellenden  Geometrie  sein  muss.  Ich  habe  sodann  im  Bd.  XXI 
der  „Vierteljahrsschrift  etc."  p.  65  f.  die  Nothwendigkeit  dieser  Ab- 
weichung näher  erläutert  mit  cten  Worten:  „Monge  hat  die  Bewunde- 
rung, die  er  vollauf  verdient,  gerade  in  dem  Gebiete,  das  man  seine 
Schöpfung  par  excellence  nannte,  und  das  doch  weder  die  eigenste  noch 
auch  die  wichtigste  seiner  Schöpfungen  ist,  also  vor  allem  in  der  dar- 
stellenden Geometrie  viel  zu  sehr  in  der  Form  der  unbedingten  Nach- 
ahmung erfahren,  und  diese  ist  in  jedem  Betracht  die  schwächste  der 
Huldigungen,  die  man  einem  grossen  Manne  widmen  kann."  Poncelet 
und  Steiner  waren  seine  berufenen  Fortsetzer  in  dieser  Untersuchungs- 
richtuug  und  man  kann  sie  auch  in  diesem  Gebiete  nicht  mehr  igno- 
rieren, indem  man  sich  auf  Monge 's  Autorität  stützt,  nachdem  ich 
gezeigt  habe,  wie  Alles,  das  Alte  und  das  Neue,  aus  einem  natürlichen 
Princip  der  Anschauung  hervorgeht,  das  die  unabweisliche  Grundlage 
der  darstellenden  und  eine  sehr  gute  Grundlage  aller  (teometrie  ist. 
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für  den  ersten  Theil. 


Die  Zahlen  beseichnen  die  Seiten  des  Baches;  die  gesperrt  gedrackten  Worte  gelten 
immer  auch  für  die  darch  —  mit  ihrem  Satse  verbandeuen  nachfolgenden  Anfflhrungen ; 
Autoron -Namen  sind  nicht  angeführt,  weil  die  Literatur -Noten  über  sie  bequem  Aus- 
kunft bieten.  Selbstverständlich  wiederholen  sich  manche  Titel  in  den  entsprechenden 
Begistem  des  »weiten  und  dritten  Theils;  doch  schien  eine  Hervorhebung  derselben 
unnOthig. 

Abbildung  als  Modellierung  3,  241  —  auf  die  Ebene  als  Grenzfall  252  f., 
339,  342  f.  —  conforme,  der  Kugel  auf  die  Ebene  223  —  cyklographische 
der  Punkte  des  Raumes  4,  23,  204  f.  —  elementare  Methoden  3.  Ab- 
hängigkeit entsprechender  Strecken  in  perspectivischen  Reihen 
52  —  Winkel  in  perspectivischen  Büscheln  72.  Aehnlichkeit  bei 
centraler  Lage  von  ebenen  Systemen  39,  98,  243;  von  Kegelschnitten 
181;  von  Kreisen  24;  von  räumlichen  Systemen  251.  Aehnlichkeit 
bei  allgemeiner  Lage  100,  181  —  der  Reihen  67,  77,  139  —  von  Drei- 
ecken 94.  Aehnlichkeitsazen  von  Kreisen  25,  260  —  von  Kugeln 
260.  Aehnlichkeitsebenen  von  Kugeln  260.  AehnlichkeitspunYte 
von  Kreisen  24,  132,  260  —  von  Kugeln  260.  Aehnlichkeitsstrahlen, 
conjuffierte,  von  zwei  Kreisen  207.  Affinität  bei  centraler  Lage 
von  ebenen  Systemen  96,  102,  306  —  von  Kegelschnitten  130,  180, 
182  —  von  Räumen  251.  Affinität  bei  allgemeiner  Lage  von 
ebenen  Systemen  100  —  von  Kegelschnitten  132  —  von  Räumen  339. 
Affinitätsaxen   des   ebenen  Systems   mit  seinen  Projectionen  280 

—  zwischen  den  Projectionen  des  ebenen  Systems  282  f.,  289.  ApoUo- 
nisches  Problem  210.  Arten  der  Kegelschmtte  129,  174.  Asymptoten 
der  Kegelschnitte  129,  136,  139,  174.  Asymptotenkegel  der  Hyi)erboloide 
216,  249  f.  Anfj^bengruppen  nach  der  Entbehrlicnkeit  gewisser  Ele- 
mente des  Projectionssystems  15  f.,  18,  27,  55,  69,  77,  106,  341,  346  f. 
Aufrichtung  aus  der  Bildebene  37,  331  —  aus  einer  Projections- 
ebene,  etc.  290,  322,  331  f.  Aze  der  Gollineation  48  —  perspec- 
tivische  von  projectivischen  Reihen  65  f.  —  Strahlenbüscheln  65. 
Azen  der  Azonometrie  323 f.,  334 f.  —  der  Goordlnaten  261  —  der 
Involution  im  Büschel  85,  156  —  der  Kegelschnitte  175,  180  —  der 
Kegelschnitt  (Kreis-)  bilder  179  —  der  Kegel  zweiten  Grades  233  —  der 
Projection  261.  Azendrehung  der  Objecte  312  —  der  Projections- 
ebenen  318 f.  Azenschnittpunkte  der  Ebene  264,  267,  274,  323.  Azo- 
nometrie orthogonale  300,  322  f.,  324,  325  f.,  327  —  schiefe  334  f. 

Beleuchtung  der  Reliefs  250.  Berührung,  einfache  einer  Geraden 
mit  einer  Gurve  118  —  zweier  Curven  141  —  zweier  Ke^el  zweiten 
Grades  233.    Berührung  höherer  Ordnung  189  f.    Bild  (Projection)  2,  3 

—  der  Ebene  16  f. ,  264  f.  —  der  Geraden  10  f. ,  268  f.  —  des  Punktes 
12,  261  —  azonometrisches  323  f.,  839.  Bild  (Modell)  siehe  das  letz- 
tere. Bildebene  (-fläche)  2,  3,  7.  Bildkreise  der  Punkte,  einer 
Geraden,  einer  Ebene  23 f.  —  eines  Kegelschnittes  222,  227  —  eines 
gleichseitigen  Rotationskegels  25,  204.  Bildlichkeit  1,  256,  339.  Brenn- 
punkte eines  Kegelschnittes  193f.,  198f.,  204f.,  207f.,  228  — 
imaginäre  196,  198.    Brennpunktsaze  194.    Brennpunktseigenschafben 

Fiedler,  darstellende  Geometrie.    I.    3.  Aufl.  24 
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der  Kegelschnitte  198, 200  f.  Brennsehnen,  conjngierte  199.  Brennstrahlen 
200,  208 f.  Brianchon'sches  Sechsseit  137  f.,  141  —  Sechsflach  231. 
Bündel  von  Ebenen  110  —  von  Strahlen  17,  110.  Büschel,  ent- 
sprechend gleiche  gleichsinnige  in  collinearen  Ebenen  42,  51,  107 
* —  nngleichsinnige  49,  55.  Büschel  von  Ebenen  17  —  projecti- 
vische  57  f.  Büschel  von  Geraden  8,  17  —  parallele  66  —  projec- 
tivische  57,  64,  145.  Büschel  von  Kegeln  zweiter  Ordnung  232  — 
von  Kreisen  211  (conjugierte  auch  219)  —  von  Kegelschnitten  124  f., 
148,  168,  172,  182  f.,  197  —  von  parallelaxigen  gleichseitigen  Rota- 
tionshyperboloiden 227  —  von  gleichwinkligen  Kreisen  zu  drei  Kreisen 
223  —  von  sphärischen  Kreisen  237. 

Cavalierperspective  als  schi^e  Axonometrie  339.  Central-Collinea- 
tion  der  Bündel  110  f.,  233  —  der  Keg:el  zweiten  Grades  233,  248 
•—  involutorische  222.  Gentralprojection,  gewöhnliche  8,  6,  7 f., 
253  —  allgemeine  18  f.,  32,  .39,  343  —  aus  einer  orthogonalen  und 
den  Distcmzen  oder  Höhen  22.  39  —  symmetrischer  Figuren  98,  100, 
127  f.  —  der  Kegelschnitte  als  Kreise  oder  gleichseitige  Hyperbeln 
182.  Centralprojectivische  Lage  zweier  Vierecke  106.  Geniaralpunkt 
der  Involution  85,  156.  Gentrische  Gollineation  der  ebenen  Sy- 
steme 3,  47,  92  f.,  102.  107  f.,  254,  306  —  der  Flächen  zweiten  Grades 
249  f:  —  der  Kegelschnitte  129,  131  —  der  Kreise  132,  141  f.  —  der 
Kugeln  260  —  der  Räume  111,  238  f.;  259  —  involutorische  250 f. 
Gentrum  der  Gollineation  3,  48,  238  —  der  Involution  82,  250  —  der 
Protection  7  —  einer  Parallelprojection  253  f.  —  perspectivisches  für 

Frojectivische  Büschel  70  f.,  für  projectivische  Reihen  52  f.  Gharak- 
eristik  einer  Gentralprojection  77,  81  —  einer  centrischen  Golli- 
neation 76,  240,  242  —  ebener  Systeme  in  der  centrischen  GolUnea- 
tion  der  Räume  242  —  einer  Orthogonalprojection  der  Ebene  254, 
289  —  einer  Parallelprojection  253.  Gharakteristikenverhältniss  zweier 
Orthogonalprojectionen  der  Ebene  282  f.,  288.  Gollinearfiguren 
(verwandte)  der  Kegelschnitte  und  des  Kreises  129,  193 f.,  203 f.  — 
der  Kugel  248  —  des  Rotationscy linders  248  —  der  (gleichseitigen) 
Rotationshyperboloide  250  —  des  Dreiecks  und  des  Vierecks  50,  des 
Tetraeders  243,  des  Würfels  249.  Gollineation  ebener  Systeme 
102 f.  —  der  Bündel  116 f.  ^  der  Räume  3,  256  f.,  258  —  mit  singu- 
lären  Elementen  78,  99  f.,  104,  117.  Gollineationsebene  238.  GolÜnea- 
tionsstrahlen  23,  238,  241.    Gongruenz  der  ebenen  Systeme  83,  99 

—  der  Projectionen  einer  Ebene  284  —  der  Räume  251.  Gongruenz- 
projection  der  Ebene  51,  291,  345  f.  Goi^'ugierte  Elemente  in  Bezug 
auf  einen  Kegelschnitt  162 f.,  173 f.  Gonstructionen  ersten  Grades 
(Lineal)  63,  86  f.,  126,  133  f.,  137  f.,  153,  156  —  zweiten  Grades  (Zirkel) 
142 f.,  155 f.,  162 f.,  204—229.  Gonstructionen  projectivischer  Gebilde 
66f.,  69f.;  102f.,  115;  257 f.  Goordinaten,  Gartesische  43f.,  261, 
271,  300.  Gotierte  Darstellung  303,  345.  Gurvon  zweiter  Klasse, 
zweiter  Ordnung  122  f.,  zweiten  Grades  119  f.,  141  f.  Gyklographie 
4,23,  204f.  Gyklographische  Darstellung  der  Ebene  24 f.  —  der 
Greraaen  23 f.  —  der  gleichseitigen  Hyperbel  etc.  211  f.,  215  —  des 
gleichseitigen  Rotationshyperboloids  214  f.  —  des  gleichseitigen  Ro- 
tationskegels 25  f.  —  des  Kegelschnittes  204  f.,  207  f.,  217,  224,  227  f. 

—  der  Kugel  215. 

Data  des  Projectionesystems,  für  gewisse  Aufgabengruppen  entbehrlich 
15  f.,  18,  27,  55,  69,  77,  106,^341,  346  f.  Diagonalen  der  Vierecke 
63  —  aus  fünf  Punkten  136.    Diagonalpunkte  der  Vierseite  63 

—  aus  fünf  Geraden  139,  157.  Directrix  der  Reciprocität  184  f.  — 
der  reciproken  Radien  (Inversion)  221  f.  Directrizebenen  der  Kegel 
zweiten  Grades  233.  Directrizen  eines  Kegelschnittes  193, 199,  202,  206. 
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Distanz  der  Projection  7  —  des  Centrnms  von  einer  Ebene  16  — 
eines  Punktes  von  den  Halbierungsebenen  268  —  von  einer  Ebene 
277,  319  —  von  einer  Geraden  319.  Distanz,  reducierte  43  —  von 
zwei  Geraden  36,  278,  302,  319  —  von  zwei  Projectionen  einer  Geraden 
319.  Distanzkreis  7 .  Distanzpunkte  22,  38.  Doppelelemente  einer 
Involution  85,  88  f.,  92,  156  —  vereinifi^r  projectivischer  Gebilde  erster 
Stufe  90  f.,  143  f.,  1 57  f.  D  o  p  p  e  1 V  e  r h  ä  1 1 n  i 8  8  als  einfaches  60  —  einer 
Centralprojection  u.  s.  w.  siehe  Charakteristik.  Doppelverhältnisse 
von  vier  Elementen  eines  El^mentargebildes  erster  Stufe  50  f, 
60  f.  —  eines  Gebildes  zweiter  Stufe  108  —  eines  Kegelschnittes  120  f. 
Drehung  um  Azen  centrisch  collinearer  Ebenen  80  —  der  Objecto 
311  —  der  Projectionsebenen  318.  Dreiecke  aus  Basisecken  und 
Winkeldifferenz  93  —  einem  gegebenen  ähnlich  proiiciert  292  —  ent- 
sprechende congruente  74  —  perspectivische  79  f.  —  sphärische  295  f.,  332. 
Dualität  118  —  der  Prqjecuonsprozesse  117  —  der  Symme^een  351  f. 
Durchdringung  von  Flächen  zweiten  Grades  in  ebenen  Querschnitten 
250  —  gleichseitigen  parallelaxigen  Rotationshyperboloiden  217  und 
Hotationskegeln  207  —  von  Polyedern  306  f.  —  von  Prismen  und  Pyra- 
miden 309,  348 f.    Durchmesser  des  Kegelschnittes  167,  173  f. 

—  conjugierte  Paare  unter  vorgeschriebenen  Winkeln  174  —  Involu- 
tion derselben  174.  Durchstosspunkt  und  Durchstosspunkte  der  Geraden 
7,  10,  18,  268. 

Ebene  durch  drei  Punkte  27,  277 f.  —  aus  Affinii&tsazen  280,  285  — 
Charakteristiken  289  —  Charskkteristikenverhältnissen  288  —  Fluchtlinie 
und  Spur  15  —  Spuren  274,  277  —  Winkel-  und  anderen  -Bedingungen 
16,  32f.,  34,  267,  294,  297,  319;  16,  27,  35 f.,  274f.,  277,  286.  Ebenen 
aus  dem  Spurendreieck  265  f.  —  drei  Kreisen  25  —  aus  der  Lage 
gegen  Projections-  und  Halbierungs-Ebenen  und  -Azen  266.  Ebenen, 
symmetrisch  gleiche  entsprechende  in  centrisch  bollinearen  Bäumen  243. 
Ecke,  dreiseitige  294  f.  —  Auflösungen  295 f.  —  trirectaoguläre  36, 
277.  Elementargebilde  109  f.  Elemente  der  Gebilde  110.  Ellipse  129, 150, 
174  f.,  176  f.,  180,  193,  200,  206,  209,  217.  Entwicklungsgang  der  dar- 
stellenden Geometrie  6.  Erzeugnisse  der  Verbindung  projectivischer 
Elementargebilde  erster  Stufe  122  f.  Evolute  des  Kegelschnittes  187, 192. 

Fixebene  der  allgemeinen  Central-  resp.  Parallelprojection  18 f.,  300 f.,  303, 
342  f.  Flächen  ebener  Figuren  nacn  dem  Sinne  284  f.  Flächengleich- 
heit als  specielle  CollineaUon  97,  100,  284.  Flächen  zweiten  Grades  250. 
Fluchtpunkt  der  Geraden  10.  Fluchtlinie  der  Ebene  15  —  des  gleich- 
seitigen Botations-Hyperboloids  und  -Kegels  mit  zur  Tafel  normaler 
Axe  216.  FocaLBtrahlen  der  Kegel  zweiten  Grades  233.  Formen  der 
Centralprojection  des  Parailelepipeds  28  —  des  Tetraeders  51. 
Formen  des  regulären  Krystallsystems  47,  340. 

dattung  des  Kegelschnittes  durch  fünf  Punkte  147  f.  Gegenaxen  der 
centnschen  Collineation  48  —  collinearer  Ebenen  104,  107.  Gegen- 
ebenen  der  centrischen  Collineation  238  —  collinearer  Bäume  257. 
Gegenpunkte  der  projectivischen  Beihen  52  f.,  66  —  der  Involution 
derselben  siehe  Centralpunkt.  Geometrie  der  Lage  2.  Gerade  aus 
zwei  Punkten  27,  272  —  Durchstoss-  und  Fluchtpunkt  10,  12  —  Bil- 
dern und  Distanzen  von  drei  Punkten  68  —  zwei  Projectionen  271  f. 

—  zwei  Durchstosspunkten  273  —  Winkel,  und  anderen  -Bedingungen 
12,  17,  36,  286;  293  f.,  303,  321  f.  Gerade  nach  einem  unzugänglichen 
Punkt  141,  153,  311  —  nach  zwei  unzugänglichen  Punkten  153.  Ge- 
rade, parallele  11,  27,  273  —  schneidende  18,  27,  278  —  des  ein- 
fachen Rotationshyperboloides  216  —  nach  ihren  Lagen  zu  Projections- 
und  Halbierungs -Ebenen  und  -Axen  269,  273  f.    Gleichungen  der 

24* 
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gleichseitigen  Rotations -Hyperboloide  und  -Kegel  mit  zur  Tafel  nor- 
maler Axe  218  —  der  Kege^chnitte  175  f.,  211  f. 

Halbierung  einer  Strecke  15  —  einer  Dreiecksfläche  139 f.  Halbie- 
rungsaxen  der  Ebene  im  rechtwinkligen  System  264,  276.  Halbierungs- 
Axen  und  -Ebenen  im  rechtwinkligen  System  263,  271  f.,  326.  Hal- 
bierungsebenen eines  Flächen winkels  33.  Harmonische  Collineation 
81  f.  —  Ebenen  der  allgemeinen  Central-  resp.  Parallel-Projection  63, 
64,  345  —  Eigenschaften  des  Vierecks  und  Vierseits  59,  61  f.,  127  — 
Gruppen  und  Involution  84  —  Kegelschnitte  in  Büschel  und  Schaar 
126.  Haupt- Axen  und  -Ebenen  des  Kegels  vom  zweiten  Grade  233. 
Hauptflucntpunkt  der  Ebene  22,  29 f.,  44.  Hauptkreis  eines  Kegel- 
schnittes 200.  Hauptpunkt  der  Centralprojection  7.  Haupttheilungs- 
punkte  der  Ebene  22.  Helligkeit  der  Ebene  im  Büschel  3*21.  Hius- 
Kegelschnitt  resp.  -Kreis  145.  Horizont  22,  38.  Hyperbel  129,  132,  * 
136,  139,  147,  150,  161,  174f.,  178,  191,  193,  200,  206,  208,  217  — 
gleichseitige  122,  148,  177,182,  188,  195,  197,  211f.,  213,  224 f.  — 
aus  dem  Kreis  197.    Hyperboloide  213  f.,  250. 

Identität  der  Gnrven  zweiter  Ordnung  und  zweiter  Klasse  140,  166. 
Imaginäre  conjugierte  Paare  von  Elementen  in  Gebilden  erster  Stufe 
157,  159,  164,' 170,  174,  186  f.  Inversion  221  f.  Involution,  cen- 
trisch  coUineare,  der  Gebilde  zweiter  Stufe  81  f.,  111  —  der  Räume 
250.  Involution  der  Gebilde  erster  Stufe  83f.,  125f  —  Arten 
derselben:  Circulare  157,  178,  193  —  elliptische  85  f.,  88,  166,  169,  174, 
213,  222  —  hyjjerbolische  85,  160,  174,  212,  222  —  parabolische  168, 
174  —  symmetrische  158,  161,  180,  192.  Involution  aus  projectivi- 
schen  Gebilden  mit  denselben  Doppelelementen  161  f.  —  aus  zwei 
Paaren  88,  160  —  c^igugierter  Durcnmesser  172  f.  —  von  sechs,  fünf 
und  vier  Elementen  126  —  harmonischer  Pole  163 f.,  165  —  Pola- 
ren bei  Kegelschnitten  163  f.,  165;  gemeinsame  von  zwei  Kegelschnitten 
172  —  Polarebenen  bei  Kegeln  zweiten  Grades  232  —  Polarlinien  bei 
Kegeln  etc.  235.  Involutonsche  Gebilde  aus  projectivischen  Gebilden 
erster  Stufe  86,  161.  Involutorische  Eigenschaften  der  Vierecks, 
Vierflachs,  Vierseits  und  Vierkants  126.  233,  268  —  der  Kegelschnitt- 
und  Kegel-Büschel  und  -Schaaren  125,  233. 

Kegel  aus  orthogonalen  Ebenenbüscheln  40,  159  —  aus  orthogonalen 
Strahlenpaaren  ebener  Strahlenbüschel  139  —  zweiter  Ordnung  resp. 
Klasse  12  —  zweiten  Grades  140  —  aus  fünf  linearen  Bedingungen 
230  f.  —  durch  einen  Kegelschnitt  und  drei  Punkte  des  Mantels  234 
—  im  Büschel  der  Rotationshyperboloide  227.  Kegelschnitte  als 
Durchdrin^ngeu  parallelaxi^er  gleichseitiger  Rotations-Hyperboloide 
und  -Kegel  207  —  als  in  Paareii  centriscn  coUinear  133  —  als  in 
Paaren  collinear  verwandt  130  —  als  Kreisprojectionen  119 f.,  127 f., 
141  —  als  mit  sich  selbst  in  Involution  150  f.  —  als  Querschnitte  der 
gleichseitigen  Rotations-Hyperboloide  und  -Kegel  204  f. ,  216  —  aus 
Brennpunkt,  Directrix  und  Excentricität  oder  Punkt  (Tangente)  194, 
206,  202  f.  —  aus  Brennpunkt  und  drei  Punkten  oder  Tangenten  203, 
201,  210  —  aus  den  Brennpunkten  und  Punkt  oder  Tangente  201  — 
aus  dem  Krümmungskreis  im  Scheitel  und  einem  Element  191  —  aus 
dem  Krümmungskreis  in  einem  Punkte  und  zwei  Elementen  190  — 
aus  drei  Bildkreisen  210  —  aus  fünf  Bedingungen  als  Kreisprojec- 
tionen 175  —  aus  fünf  Bedingungen,  worunter  em  Tripel  169  —  aus 
fünf  gleichartigen  Elementen,  worunter  zwei  resp.  zwei  mal  zwei  con- 
jugien  imaginäre  171  f.,  197  —  aus  fünf  linearen  Bedingungen  122  f., 
126,  127,  133-136,  137—139,  166,  176,  190  —  aus  fünf  ungleichartigen 
Elementen,  worunter  resp.  conjugiert  imaginäre  126,  146?.,  156,  183 f. 
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—  aus  Polarität8bedii]g[uneen  155  f.,  165,  169 f.  —  aus  zwei  Grund- 
kreisen 209  —  aus  zwei  Kreisen  durch  Winkelschnitt  227  —  aus  zwei 
Kreisen  und  Einzelkreis  224  —  durch  zwei  Vierecke  mit  ffe^ebener 
Schnittsehne  161  —  in  doppelter  Berührung  170  —  mit  einerlei  Brenn- 
punkt 202  —  Parallelprojection  derselben,  speciell  orthogonale  182, 
285,  287.  Kehlkreis  des  einfachen  Botationshyperboloides  214.  Kör- 
per, reguläre  37,  298  f.,  SOO,  313,  329.  Kreis  118  f.,  121,  128  f.,  148, 
167,  167,  170,  178,  180,  185,  188 f.,  197—199,  206,  286,  291  f.,  328,  330, 
332  —  nicht  reeller  186.  Kreisbuschel  aus  einem  Netz  216  —  aus 
zwei  Netzen  215  —  mit  reellen  Grund-  resp.  Grenzpunkten  73,  211  f., 
219  —  unendlich  femer  aller  Kugeln  229.  Kreise  aus  drei  Tangen- 
ten 183  —  berührend  zu  drei  Kreisen  210  —  durch  einen  Punkt  26 

—  in  doppelter  Berührung  mit  einem  Kegelschnitt  228  —  gleich- 
winklig zu  einer  Geraden  25  —  einem  Kreise  (speciell  berührend 
oder  concentrisch)  218  f.,  25,  228  —  zu  zwei  Kreisen  222  -—  orthogonal 
zu  einem  Kreise. 214,  217.  Kreise,  zu  denen  ein  fester  Kreis  dia- 
metral ist  215  —  zu  sich  selbst  invers  im  Büschel  oder  Netz  223. 
Kreiskegel  229,  280.  Kreispunkte,  imaginäre,  im  Unendlichen  der  Ebene 
157.  Kreisreihen,  lineare  24,  26.  iTreissysteme ,  planare  25.  Krüm- 
mungs-Kreis, -Mittelpunkt  und  -Radius  eines  Kegelschnittes  189  f.,  192. 
Kugel  159, 179  —  durch  vier  Punkte  279  f.  Kugeln  berührend  zu  vier 
Ebenen  314 f.  —  gleichwinklig  zu  2,  3,  4  Kugelpaaren,  resp.  zu  fünf 
Kugeln  2*24. 

Lage  der  Geraden  resp.  der  Ebene  siehe  Richtung  resp.  Stellung.  Lineal- 
construction  siehe  Uonstructionen  ersten  Grades. 

Maassstäbe  der  orthogonalen  resp.  der  schiefen  Axonometrie  323  f.,  327, 
334,  338,340.  Metrische  Relationen  in  vereinigten  projectiyischen 
Gebilden  erster  Stufe  mit  reellen  Doppelelementen  74,  91  —  in  cen- 
trisch  collinearen  Ebenen  und  Räumen  48  f.,  55,  240,  243.  Mantellinien 
der  Cy linder  und  Kegel  zweiten  Grades  und'  der  einfachen  Hyper- 
boloide 229 f.,  232,  216.  250.  Mittelpunkt  des  Kegelschnittes  174 f., 
181  f.  —  des  Kreisbildes  179  —  der  Kugel  durch  vier  Punkte  279. 
Mittelpunkte  der  Kugeln  zu  vier  Ebenen  313  f.,  315  f.  Modelle,  tech- 
nische resp.  künstlerische  1,  252.  Modellierungsroethoden  4,  111,  241. 
Modul  der  linearen  Kreisreihe  34  —  des  planaren  Kreissystems  25 

—  des  hyperboloidischen  oder  Winkelschnittsystems  225  f. 

Neigungskreise  für  Ebenen  und  Gerade  8,  9  f.  Neigungswinkel  siehe 
Tafelneigung  und  Winkel.  Netz  eines  Körpers  (Prisma)  306.  Netz, 
geometrisches  107.   Netze  von  Kreisen  214f.,  218  — sphärische  237 

—  der  gleichwinkligen  zu  zwei  Kreisen  221.  Netze  von  Kugeln, 
speciell  der  gleichwinkligen  zu  zwei  Kugeln  224.  Netzhyperboloide, 
centrisch  unaexcentrisch  gelegen  214 f.,  226  f.  Normale  der  Geraden 
durch  einen  Punkt  32  —  zu  zwei  Geraden  36,  278.  Normal  ebenen 
der  Geraden  31,  279,  302,  332  —  der  Halbierungs-Axen  resp.  -Ebenen 
274,  284,  286  —  zu  einer  Ebene  resp.  der  Tafel  oder  einer  Halbie- 
rungsebene durch  eine  Gerade  20,  33,  277.  Normalen  der  Ebene 
31,  277,  279,  301  —  eines  Kegelschnittes  187  f.,  192.  N.ormalschnitt 
eines  Ebenenbüschels  57,  323,  337  —  eines  Prisma's  306,  822.  Null- 
strecken, entsprechende  in  projectivischen  Reihen  54.  Nullwinkel, 
entsprechende  in  projectivischen  Büscheln  73  f. 

Organismus  der  Raumformen  2,  112,  356.  Originalpunkte  eines  Kreises  23. 
Orthogonale  Elemente  des  Bündels  113f.  —  Kreise  167  f.,  214 f.  — 
Parallelprojection,  gewöhnliche  und  allgemeine  20,  254,  261  f.,  300 f. 
345  f.    Orthogonal!  tat  der  Bildkreise  des  Kegelschnittes  zu  einem 
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Kreise  232  —  von  Ebenen  und  Geraden  31  f.,  265.  —  Orthogon^rojec- 
tion  der  Verschwindnngselemente  auf  die  Tafel  1 1 ,  des  rechten  Winkels 
t^B  rechter  Winkel  268.  OrthogonalsYstem  in  der  Ebene  186.  Ortho- 
gonale Projectionen  der  Reliefs  und  der  centrisch  coUinearen  Modelle 
243  f.  Ortskreis  der  Schnitte  rechtwinkliger  Tangentenpaare  des 
Kegelschnittes  127,  speciell  der  Parabel  201  —  in  Beziehung  zu  den 
Krümmungskreisen  192.  Osculation  der  Kegelschnitte  188  f.  —  vier- 
punktige  zwischen  Kegelschnitt  und  Parabel  191  —  von  Kreis  and 
Kegelschnitt  189  f. 

Paar,  gemeinsames,  vereinigter  Involutionen  160  f.  —  symmetrisches 
einer  elliptischen  Involution  85,  156.  Paare  mit  gegebener  Mitte  in 
vereinigten  projectivischen  Reihen  95  f.  —  invers  en&prechender  &ei8e 
für  einen  Kreis  im  Büschel  oder  Netz  223  —  von  Ebenen  resp.  Ge- 
raden als  Kegel  zweiter  Ordnung  oder  Klasse  231  —  von  Geraden 
resp.  Punkten  aJs  Curven  zweiter  Ordnung  oder  Klasse  231.  Para- 
bel 129,  136,  147,  150,  174 f.,  176,  188,  191  f.,  193,  188,  201  f.,  205 f., 
217  —  in  Büschel  und  Schaar  von  Kegelschnitten  147,  193.  Parallel- 
Ebenen  der  Centi:ulprojection  11.  Parallelepiped  aus  Kanten  resp. 
Schichten  28,  40  —  projicierendes  262.  Parallelismus  von  Ebenen 
resp.  Geraden  11,  16,  273,  276.  Parallelprojection  gewöhnliche  und 
mit  einer  Fixebene  im  Endlichen  3,  6,  256;  19  f.,  255,  300  f.,  34.  Pa- 
rallelverschiebung der  Tafel  46,  310,  speciell  cyklographisch  206,  226. 
Pascal'sches  Sechseck  resp.  Sechskant  133  f.,  111,  230.  Perspec- 
tive 3  — ^  umgekehrte  68,  106.  Perspectivische  Lagen  von  Gebil- 
den erster  Stuß  64,  67,  69  (zweiter  und  dritter  siehe  centrische  Col- 
lineation).  Perspectivische  Kegel  und  Pyramiden  240  f.  —  Raum- 
ansicht 4  f.  Perspectivisches  Cenlrum  prqjectivischer  Büschel  70  f. 
Perspectivisch  machen  derselben  71.  Pol,  Polare  einer  Involution  im 
Kegelschnitt  149.  Polardreiecke  162.  Polarität  der  KegoIschDitte  spe- 
ciell des  Kreises  184  f.  Polarsysteme  in  der  Ebene  114,  186.  Polreihe 
und  Polarenbüschel  im  Kegelschnitt  163.  Polstrahlen-  und  Polarebenen- 
Büschel  bei  Kegeln  zweiten  Grades  231.  Polarecke  einer  gegebenen 
295.  Polyeder  23,  304  f.,  306  f.  Polygon,  insbesondere  aus  Bedingungen 
der  Ein-  und  Umschreibung  40,  93 f.,  234 f«,  236 f.  Potenz,  projec- 
tivische  speciell  der  Involution  52,  85  —  reciproker  Radien  221. 
Potenzebeuen  von  zwei  Kugeln  223.  Potenzkreise  und  potenzhaltende 
Punkte  von  zwei  Kreisen  220  f.,  222.  Potenzlinie  von  drei  Kugeln  resp. 
zwei  Kreisen  132,  212,  217,  223,  260.  Potenzpunkt  von  drei  Kreisen  resp. 
vier  Kugeln  218.  Princip  der  Dualität  und  der  Reciprocität  113,  185, 
356.  Prisma  322.  Protection,  stereographische  der  Ku^cl  224.  Protection 
desselben  Objects  aus  zwei  Centren  102,  117,  256.  Projectionsmetoode  3. 
Projectiönsprozess  als  Raum  bildend  6,  112.  Projectivische  Eigen- 
schaften der  Bilder  49  ^  der  Kegelschnitte,  der  Kegel  zweiten 
Grades  und  des  Kreises  119 f..  123,  154,  230 f.  Projectivische  Punkt- 
und  Tangenten-Svsteme  eines  Kegelschnittes  144  f.,  237.  Projectivitäten 
mit  singulären  Elementen  145.  Projicierende  Ebene  8,  268,  276  — 
Kegel  und  Pyramiden  9,  229  —  Strahlen  6,  262,  327.  Punkte  einer 
Ebene  aus  Bedingungen  276,  279,  288  —  einer  Geraden  durch  Be- 
din^ngen  293  —  von  zwei  axensymmetrischen  oder  zusammenfallenden 
Projectionen  271.    Pyramiden  300. 

Quadrat  36,  45,  62,  106  —  als  Querschnitt  des  parallelepipedischen 
Mantels  340.  Querschnitt  des  gleichseitigen  Rotations-Hyperboloides 
und  -Kegels  204  f.  —  einer  Kugel  292  —  eines  Polyeders  304  —  von 
Prismen,  Pyramiden  und  pyramidalen  Flächengruppen  302,  306. 

Radialconjugierte  Punkte  in  Bezug  auf  den  Kreis  167,  siehe  Inversion, 
rcciproke  Radien.     Radicalaxe,  etc.   siehe  Potenzlinie,  etc.     Reali- 
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tat  und  Nicht-Realität  der  Doppelelemente  vereinigter  projec-. 
tivischer,  speciell  involutorischer  Gebilde  erster  Stufe  75,  84,  88  f./ 
91  f.  —  der  Directrix  eines  Polarsystems  184  f.  Rechteck,  Projectionen 
desselben  279.  Rechtwiukel-Invoiution  156  f. ,  siehe  circulare.  Recht- 
winkelpaare, entsprechende  in  projectdvischen  Büscheln  71  f.,  78  f. 
Reciprocität  der  Elementarge  bilde  zweiter  resp.  dritter  Stufe  117, 
'258  —  involutorische  mitßezug  auf  einen  Eegelscnnitt  115,  184  -  mit 
singulären  Elementen  116  f.  Keciprokalfi^uren  184  f.  Reciproke  Ra- 
dien 4,  221.  Reducierte  Flucht-  und  Theilungspunkte  44.  Regionen 
der  Ebene,  vier,  sieben,  sechs  17,  267.  Reihen,  ähnliche,  congruente 
55,  77  —  entsprechend  gleiche  symmetrische  resp.  congruente  48,  55, 
67  —  proiectivische  64,  67,  80  f.  —  vereinigte  projectivische  80  f., 
144  f.  Relief  und  Reliefperspective  247  —  des  Cy linders,  der  Kucel, 
etc.  248  —  betrachtet  aus  einem  vom  Centrum  verschiedenen  Punkte 
259.  Rhombendodekaeder  812.  Richtung  der  Geraden  5,  7.  Rota- 
tionshyperboloide, speciell  gleichseitige  214,  216  f.,  226  f.,  250.  Rota- 
tionskegel, speciell  gleichseitiger  178,  280,  302  —  zu  den  Dreiflachen 
des  Tetraeders  317. 

Scenische  Darstellungen  248.  Schaar  von  Kegelschnitten  resp.  Kegeln 
zweiter  Klasse  ii^  f.,  147,  157,  172,  183,  203,  232.  Schattengrenze  auf 
der  Kugel  179,  333.  Schein  des  Objectes,  speciell  der  Ebene  3,  17. 
Scheitel  ^reelle  und  ideale)  der  Kegelschnitte  175.  Scheitel,  Scheitel- 
kreis una  Scheitelberührungskugel  des  gleichseiti^n  zweifachen  Rota- 
tionshyperboloides 214,  226.  Scneiteltanffente  der  Parabel  202.  Schicht 
16.  Scnichtung  gleicher  Parallelepipeda  40.  Schnitt  3.  Schnittlinie 
von  zwei  Ebenen  27,  275  f.,  278  f.,  286,  301  f.  Schnittpunkt  von 
drei  Ebenen  27  —  Ebene  und  Gerade  27,  277  f.  Schnittpunkte, 
dritter  und  vierter  (eventuell  vierter)  von  zwei  Kegelschnitten  145  f. 

—  zwischen  Gerade  und  Kegelschnitt  142  f.,  147,  161,  209  f.  Sectio 
spatii  95.  Sehprozess  als  Quelle  der  elementaren  Abbildungen  3. 
Sichtbarkeit  in  den  Projectionen  255 f.,  305,  308.  Sinn  der  Bewegung 
in  Gebilden  erster  Stufe  65  —  der  Coordinaten  der  Punkte  einer  Ebene 
267  —  entsprechender  in  projectivischen  Gebilden  65.  Sonnenuhren 
321.  Spur,  respective  Spuren  und  Spurendreieck  der  Ebene,  speciell 
der  Bildebene  der  Axonometrie  15,  264,  274,  328,  339  f.  Spurparallelen 
der  Ebene  276,  279.  Stellung  der  Ebene  5,  8  —  der  Bilde oene  326, 
337.    Stereoskopische  Bilder  43.    Strecken  der  Geraden  (vier)  12,  269 

—  -abtragung  14  —  entsprechend  gleiche  in  projectivischen  Reihen, 
speciell  von  gegebener  Länge  53  f.,  66.  Symmetrie  als  Involution  98, 
252,  351  f.  —  axiale,  speciell  bei  Flächengleichheit  96  f.  —  der  Kegel- 
schnitte 173,  175.  Symmetrie,  centrische  98,  251,  35Ji  f.  —  der 
Kegelschnitte  174  ~  geschaarte  der  Raumfiguren  oder  Symmetrie  mit 
zwei  windschiefen  Axen  354  —  planare  251,  351  f.  Svmmetriegesetz  des 
Systems  der  Geometrie  112  f.  Symmetrische  Büscnel  und  Reihen  98, 
siehe  Involution.  System  der  Geometrie,  natürliches  112  —  ebenes 
aus  Bedingungen  281,  291. 

Tafel-!Neigung  resp.  -Neigungen  der  Ebene  und  der  Geraden  9,  264,  7, 
270,  331.  Tafelordinaten  und  Gesetze  derselben  21  f.  Tangente 
einer  ebenen  Curve  (Kreis,  Kegelschnitt)  118,  127  —  eines  Kegel- 
schnittes als  Polare  168.  Tangenten  des  Kegelschnittes  aus  einem 
Punkte  142  f.,  166  —  gemeinsame  zweier  Kegelschnitte  148.  Tangential- 
ebenen der  Ku^el  durch  eine  Gerade  resp.  in  ihren  Schnittpunkten 
332  f.  Theilpun&t  und  Theilverhältniss ,  resp.  dessen  Aenderung  durch 
Projection  21,  23,  55,  272.  Th eilung  der  Ebene  in  Rhomben,  Qua- 
drate, reguläre  Sechsecke  30  f.  —  des  Raumes  in  congruente  Würfel 
37  —  harmonische  der  Strecken  und  Winkel  59,  Ol  —  von  Strecken  14. 
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.  TheiluDgskreise  der  Geraden  einer  Ebene  30.  Theilungspunkte  einer 
Geraden  14,  21,  55.  Transformation  des  Centrums  42,  speciell  in^s 
Unendliche  45  —  des  Objects  45  f.,  311  f.  —  der  Tafel  46,  310,  318  f. 

—  durch  reducierte  Distenz  43  —  in  der  Axonometrie  333  —  in  der 
allgemeinen  und  gewöhnlichen  Centralprojection  34,  41  f.  —  in  der 
OrÜiogonalprojection  310  f.  —  in  der  allgemeinen  Parallelprojection 
344  —  und  ümlegung  319  —  zur  Lösung  von  Problemen  312  f.,  319  f., 
321  f.    Transversale  zu  zwei  Geraden  durch  einen  Punkt  27,  286 

—  kürzeste  einer  Ebene   parallele  294   —  unter  gleichen  resp.  vor- 

feschriebenen  Winkeln  35,  296.    Transversalen  zu  drei  Geraden  321. 
ripel  harmonischer  Pole  und  Polaren  für  einen  Kegelschnitt,  resp.  fiir 
zwei  Kegelschnitte  162,  174. 


ebene  oder  parallel  zu  ihr  289  f.  —  in  die  Tafel  oder  parallel  zu  ihr 
29,  37,  39,  289  f.,  300,  326,  329  f.,  331  f.  —  als  Congruenzprojection 
siehe  diese,  ümlegungen,  entgegengesetzte  13,  29,  78,  84,  102  — 
identische  299,  815.  Unendlich  ferne  Ebene  5,  18 f.,  238 f.  Unver- 
änderlichkeit  der  Doppelverhältnisse  bei  Schein-  und  Schnittbildung  57. 

Vereinigte  entsprechende  Reihen  und  Büschel  in  centrisch  coUinearen 
Ebenen  75.  Vereinigung  der  Projectionen  in  der  Zeichnungsebene 
270  —  projectivischer  Gebilde  erster  Stufe  zur  Involution  85.  Verhält- 
niss  enuaprechender  Flächen  ebener  Figuren  in  Orthogonalprojection 
275.  Verjüngunffsmaassstab  98.  Yerkürzungsverhältnisse  der  Axo- 
nometrie siehe  Maassstäbe  —  der  Projectionen  der  Geraden  253  f.,  272. 
Verschwindungsebene  9,  23.  Verschwindungslinie  der  Ebene  15.  Ver- 
schwindungspunkt  der  Geraden  10,  11.  Vertauschbarkeit  des  projec- 
tivischen  Enisprechens  83  f.,  250.  Verwandtschaft,  geomemscbe 
ebener  Systeme  47  —  metrische  der  Inversion  4,  221  —  projectivische 
der  Ebenen,  Bündel  und  Räume  115— 117,  256  f.,  258.  Viereck  der 
Würfelpunkte  einer  Ebene  264,  274»  276,  279.  Vierecke  mit  zwei 
festen  Diagonalpunkten,  Vierseiten  eingeschrieben  94  —  projectivisch 
collinear  entsprechende  in  centrische  Lage  übergeführt  104  f.  Volu- 
mengleiche Räume  in  centrischer  Lage  252.  Vorzug  der  orthogonalen 
Pariulelprojection  vor  der  schiefen  254,  256,  345. 

Winkel  von  Ebenen  33,  290,  301,  819  —  von  Geraden  28  f.,  30,  289, 
speciell  der  Affinitätsaxen  einer  Ebene  290  —  von  Gerade  und  Ebene  32, 
290  —  von  Gerade  und  Kreis  25,  205  f.  —  von  Kreisen  218  f.,  224  f., 
227  —  entsprechend  gleiche  in  projectivischen  Büscheln  72  f.,  85,  spe- 
ciell rechte  und  von  gegebener  Grösse  71,  73.  Winkelgleichheit 
als  Projectivität  122,  148,  157  —  bei  der  Inversion  oder  reciproken 
Radien  222  f. 

Zeichenkunst  2.  Zeichnungen  und  Zeichnungsebene  (-fläche)  1  f. ,  7. 
Zeichenwechsel  der  Charakteristik  78  f.  -r-  des  Charakteristiken- 
verhältnisses 284  f.,  288.  Zusammenfallen  von  zwei  Affinitätsaxen  der 
Ebene  286.  Zweck  der  darstellenden  Geometrie  1  f.  Zwei  Parallel- 
projectionen  als  bestimmend  117  f.,  255,  271,  276,  323  f. 
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Db.  WILHELM  FIEDLER. 


DRITTE  ERWEITERTE  AUFLAGE. 


IL  THEIL. 

DIE  DARSTELLENDE  GEOMETRIE  DER  KRUMMEN  LINIEN 

UND  FLÄCHEN. 


LEIPZIG, 

1>BÜCK  UND    VERLAG   VON   B.  O.  TEÜBNEB. 

1885. 


DIE 


DARSTELLENDE  GEOMETRIE 


DER 


KRÜMMEN  LINIEN  UND  FLÄCHEN. 


FÜR  VORLESUNGEN  UND  ZUM  SELBSTSTUDIUM 


VON 


Db.  WILHELM  FIEDLER. 


LEIPZIG, 

DRUCK  UND  VERLAG  VON  B.  Q.  TEUBNEB, 

1885. 


Vorrede. 


Der  vorliegende  zweite  Band  der  dritten  Auflage  meines 
Werkes  enthält  die  darstellende  Geometrie  der  krummen  Linien 
und  der  Flächen,  und  ich  lasse  wieder  zunächst  die  Vorrede 
zur  ersten  Auflage  (1871)  darüber  sprechen. 

„In  der  Anordnung  der  Lehre  von  den  Curven  und 
Flächen  ist  von  fast  allen  Schriftstellern  das  aus  ganz  andern 
Verhältnissen  entsprungene  Schema  von  Monge  beibehalten 
worden:  Erzeugungsweise  der  krummen  Flächen,  Tangential- 
ebenen und  Normalen  derselben,  Durchschnitte  der  krummen 
Flächen  mit  Ebenen  und  unter  einander  —  oft  mit  Hinweg- 
lassung  seines  Schlusstheiles  V,  in  welchem  Monge  von  den 
Rauracurven  und  developpabeln  Flächen  und  von  den  Krüm- 
mungsverhältnissen der  Flächen  handelt.  Die  Lehre  von  der 
Perspective  und  die  Construction  der  Schatten,  welche  doch  im 
gewöhnlichen  Sinne  ihrem  geometrischen  Kerne  nach  ganz 
aufgeht  in  der  Construction  der  Berührungskegel  von  gegebener 
Spitze  und  ihrer  Durchschnitte  mit  den  auffangenden  Flächen, 
bleibt  dann  wie  bei  Monge  noch  ausserhalb  des  Rahmens,  um 
mit  so,  ganz  heterogenen  Dingen  wie  Steinschnitt  etc.,  Gno- 
monik,  Zahnräderconstructionen  unter  dem  Titel  „Anwend- 
ungen" verbunden  zu  werden. 

Meine  Entwickelung  zeigt,  dass  die  einfache  und  organische 
Gliederung  nach  den  Titeln :  „Curven  und  entwi ekel  bare  Flächen, 
krumme  Flächen  im  Allgemeinen  und  Flächen  zweiten  Grades 
insbesondere,  windschiefe  Regelflächen,  Schraubungs-  und  Ro- 
tations-Flächen ohne  alle  Schwierigkeit  durchführbar  ist,  so 
dass  die  darstellende  Geometrie  mit  der  reinennach 
dem  gleichen  Plane  vorgeht  und  ganz  natürlich  da 
in    dieselbe   mündet,    wo    sie   ihre  Aufgabe  beendet 
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hat.  Mit  den  einfach  unendlichen  Reihen  ebener  Elemente, 
den  die  Kegelflächen  als  Specialfall  einschliessenden  develop- 
p  ab  ein  Flächen  als  Tangentenflächen  räumlicher  Carven, 
muss  begonnen  werden^  weil  es  unerlaubt  ist^  auch  nur  den 
einfachsten  Fall  einer  Durchdringung  zu  behandeln,  ohne  die 
wesentlichen  Charaktere  einer  Raumcurve  und  die  Art  unter- 
sucht zu  haben,  wie  sich  dieselben  in  den  Projectionen  zu 
erkennen  geben;  die  aus  der  Betrachtung  des  geraden  Kreis- 
cylinders  hervorgehende  Schraubenlinie  bietet  ein  erstes 
vortreffliches  Beispiel  für  diese  Lehren,  welche  daon  beim 
Studium  der  Durchdringungscurven  von  zwei  Kegeln 
zweiten  Grades  ihren  weiteren  Ausbau  finden.  Damit  ist 
die  Untersuchung  der  krummen  Flächen  vorbereitet,  da  die 
beiderlei  Mittel  zu  ihrer  constructiven  Behandlung,  die  auf- 
geschriebenen Gurven  und  die  umgeschriebenen  Developpabeln, 
verfügbar  sind ;  für  die  Flächen  zweiten  Grades  wird  ihre 
erste  Anwendung  gemacht,  alle  die  besten  Methoden  ihrer  con- 
structiven Behandlung  werden  begründet  und  zu  strengen 
Constructionen  aus  den  noth wendigen  Bestimmungsstücken 
entwickelt,  die  Durchdringungscurven  derselben  werden  als 
gleichartig  und  identisch  mit  den  Durchdringungscurven  der 
Kegel  zweiten  Grades  erkannt  und  das  dualistisch  entsprechende 
Problem  der  gemeinsam  umgeschriebenen  Developpabeln,  das 
allgemeine  Problem  der  Schatten  bei  solchen  Flächen, ^gelost. 
Die  Theorie  der  windschiefen  Kegelflächen  schliesst  sich 
ganz  naturgemäss  an,  die  technisch  vorkommenden  Typen  der- 
selben geben  vortreffliche  Gelegenheit  zu  ihrer  Entwickeluug 
und  Erläuterung;  mit  einer  kurzen  Behandlung  der  Regelflächen 
dritten  Grades  schliesse  ich  sie,  weil  dieselben  sehr  geeignet 
sind,  gewisse  allgemeine  Anschauungen  zu  illustrieren.  Endlich 
erhalten  die  Schraubungs-  und  Rotationsflächen  ihrer 
technischen  Bedeutung  wegen  eine  eigne  eingehende  Behand- 
lung; ich  nehme  dabei  Anlass,  die  sogenannten  Beleuchtungs- 
constructionen  als  Constructionen  umgeschriebener  Develop- 
pabeln, deren  Richtungskegel  coaxiale  Rotationskegel  sind,  zu 
erledigen  und  für  alle  die  betrachteten  Flächen  zu  erklären. 
Ueberall  dringt  die  Behandlung  vor  bis  zu  den  Elementen  der 
Lehre  von  der  Krümmung  der  Flächen,  deren  weitere  Aus- 
führung jedoch  über  den  Plan  meines  Buches  hinausgeht. 
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Diese  Anordnung  fordert  mit  mehr  Sicherheit 
al»  die  dem  Schema  yo-n  Monge  entsprechende  die 
wissenschaftliche  Durchbildung  der  Raumanschau- 
ung ^  weil  sie  eine  bestimmte  wichtige  Baumform  oder  eine 
Gruppe  solcher  Formen  von  wesentlich  gleichen  Charakteren 
im  Zusammenhange  nach  allen  Richtungen  zu  studieren  erlaubt, 
statt  die  verschiedensten  Formen:  Eegel,  Rotationsflächen, 
windschiefe  Regelflächen,  etc.  im  Fluge  nach  einander  yorüber- 
zufQhren,  um  nur  z.  B.  die  eine  Frage  nach  der  Tangential- 
ebene bei  gegebenem  Berührungspunkte  zu  erörtern.  Ich  wähle 
dieses  Beispiel,  weil  es  nebenbei  sehr  geeignet  ist,  zu  zeigen, 
dass  das  Princip  dieser  Zusammenordnung  lediglich  ein  formal 
analytisches  der  Geometrie  selbst  vollkommen  fremdes  ist; 
woraus  schon  folgt,  dass  es  unmöglich  sein  wird,  mit  solcher 
Anordnung  eine  auf  sich  selbst  oder  doch  auf  die  Mittel  der 
Geometrie  gestellte  £ntwickelung  zu  vereinigen.  Sicher  ist 
das  sorgfältige  und  zusammenhängende  Studium  des  einen 
Beispiels  der  Schraubenlinie  und  ihrer  developpabeln  Fläche 
für  die  Entwickelung  der  Raumanschauung  werthvoller  und 
erfolgreicher,  als  die  flüchtige  Berührung  vieler  verschiedener 
,  Beispiele  sein  würde.  Wie  bei  dieser  das  Naheliegendste  über- 
sehen werden  kann,  zeigt  der  Umstand,  dass  der  Selbstdurch- 
dringung oder  Doppelcurve  der  developpabeln  Schraubenfläche 
nirgends  Erwähnung  gethan  ist.  Noch  werthvoller  womöglich 
ist  die  Behandlung  der  Raumcurve  vierter  Ordnung  erster  Art 
und  der  nach  dem  Gesetz  der  Dualität  ihr  entsprechenden 
Developpabeln  mit  ihren  involutorischen  Symmetrien;*  denn  sie 
umfasst  eine  grosse  Reihe  der  häufigst  vorkommenden  Durch- 
dringungsformen, und  es  ist  nicht  nur  im  allgemeinen  Falle 
fast  unmöglich ,  sondern  auch  im  speciellen  Falle  unvortbeil- 
haft,  solche  ohne  die  Kenntniss  jener  Symmetriegesetze  con- 
struieren  zu  wollen.  Gleichwohl  ist  eine  derartig«  Be- 
handlung nirgends  auch  nur  versucht  worden;  die 
Untersuchung  der  developpabeln  Fläche,  welche  zwei  Kegel- 
schnitten gemeinsam  umgeschrieben  ist,  unter  dem  Gesichts- 
punkte der  Schattenbestimmung  in  dem  grossen  an  trefflichen 
Einzelheiten  so  reichen  Werke  von  de  la  G  o urner i e  „Trait^ 
de  geom^trie  descriptive"  3  part.  Paris  1860—64(4®.  72  Bogen 
Text  und  150  Tafeln),  das  einzige  Beispiel  einer  Inangriffnahme 
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dieser  Probleme  in  einem  Werke  über  darstellende  Geometrie, 
ruht  durchaus  auf  analytischer  Basis  und  bleibt  für  den  Un- 
terricht unfruchtbar^  so  lange  man  nicht  die  analytische  Geo- 
metrie des  Baumes  in  weit  grösserem  Umfange  voraussetzen 
und  unbeschränkt  benutzen  darf. 

Aber  wichtiger  noch  als  der  pädagogische  erscheint  mir 
der  wissenschaftliche  Gewinn,  den  diese  Behandlungsweise 
möglich  macht.  Es  schiene  mir  schon  von  Werth,  wenn  durch 
die  Untersuchungen  der  darstellenden  Geometrie  das  Verstand- 
niss  bezüglicher  Partien  in  v.  Stau dt's  Hauptwerk  erleichtert 
würde,  das  wirklich  solcher  Erleichterung  bedarf;  aber  es  ist 
wichtiger,  dass  nun  die  darstellende  Geometrie  die 
natürliche  Einführung  in  die  Geometrie  der  Lage 
ist  Sie  hat  alle  die  Grundanschauungen  und  Untersuch ungs- 
mittel  derselben  auf  dem  directesten  Wege  entwickelt  und  ihre 
Fruchtbarkeit  im  Gebiete  des  Darstellbaren  bewährt;  bei  ge- 
reifter und  durchbildeter  Raumanschauung  darf  sie  nun  der 
reinen  Geometrie  die  Weiterführung  derselben  Betrachtungs- 
weise zu  systematischem  Ausbau  und  über  die  Grenzen  des 
Darstellbaren  hinaus  überlassen.^' 

_  Die  neue  Auflage  hat  zahlreiche  Erweiterungen  erfahren, 
welche  dieser  Vorbereitung  dienen,  ohne  irgendwie  den  prak- 
tischen Zweck  der  darstellenden  Geometrie  aus  den  Augen  zu 
verlieren.  Im  Eingang  werden  die  regelmässigen  Singularitöten 
doppelt  gekrümmter  Curven  und  ihre  Ausdrucksform  in  der 
Darstellung  genauer  betrachtet,  die  z.  B.  die  Unterscheidung 
zwischen  Spitzen  erster  und  zweiter  Art  bei  ebenen  Curven 
begründen  und  zugleich  die  letzteren,  als  durch  Hinzutritt 
einer  Inflexion  zu  den  ersteren  entstanden,  bestimmen.  Für 
die  Querschnitte  und  Durchdringungen  der  Eegelflächen  ist 
die  Bestimmung  der  Bilder  der  Asymptoten  und  der  Asymp- 
toten des  Bildes  vollständiger  entwickelt  worden.  Bei  der  Dar- 
stellung der  Durchdringungscurve  von  zwei  Kegeln  zweiten 
Grades  wurde  die  Verbindungsgerade  der  scheinbaren  Doppel- 
punkte für  ein  üentrum  von  beliebiger  Lage  benutzt,  um  die 
Disposition  der  Durchdringung  für  die  Unbestimmtheit  dieser 
Geraden  zu  untersuchen.  Die  Theorie  und  Verwendung  des 
gemeinsamen  Quadrupels  harmonischer  Pole  oder  der  Spitzen 
der  doppelt  projicierenden  Kegel  ward  noch  eingehender  und 
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vollständiger  entwickelt  als  früher.  Es  ergab  sich  dabei  eine 
projectivische  Zuordnung  der  Kegelschnitte  des  Büschels  und 
der  Schaar,  welche  durch  dieselben  zwei  Kegelschnitte  be- 
stimmt sind,  eine  Zuordnung,  welche  später  bei  den  Flächen 
zweiten  Grades  des  Büschels  und  der  Schaar  aus  zwei  gege- 
benen Flächen  sich  wiederholt.  Auch  erhält  man  schon  beim 
Studium  der  Kegeldurchdringungen  einfache  Constructionen 
für  die  Curveii  vierter  Ordnung  vom  Geschlechte  Eins  aus 
zwei  Kegelschnitten,  während  andere  wesentliche  Elemente  der 
Theorie  dieser  Gurven  oder  vielmehr  der  sie  projicierenden 
Kegel  durch  die  Lehre  vom  Flächenbüschel  zweiten  Grades 
hinzutreten.  Dabei  entspringt  dann  auch  die  entsprechende 
Theorie  der  Curven  vierter  und  dritter  ülasse  vom  Geschlechte 
Eins  mit  allen  ihren  Specialfällen  ebenso  aus  der  Betrachtung 
der  Flächenschaar.  Bei  den  Flächen  zweiten  Grades  haben 
auch  die  speciellen  Hyperboloide,  insbesondere  als  Anwendung 
der  üyklographie  die  Netzhyperboloide,  ihre  Querschnitte  und 
Durchdringungen  und  damit  die  Theorie  der  doppelt  berüh- 
renden Kreise  der  Kegelschnitte  Aufnahme  gefunden;  ebenso 
die  Lehre  von  den  Kugeln  und  ihren  linearen  Systemen,  die 
bezüglichen  Anwendungen  der  reciproken  Radien  oder  der 
Inversion  und  die  Geometrie  der  Kreise  auf  der  Kugel,  etc. 

Natürlich  ist  die  Behandlung  der  Durchdringung  und  der 
gemeinsamen  Developpabeln  von  zwei  Flächen  zweiten  Grades 
im  allgemeinen  -  Falle  und  für  alle  Specialfälle  das  sorgfältig 
vorbereitete  Hauptziel  in  diesem  Gebiete  geblieben;  hier  hat 
auch  die  Gesammtheit  der  einen  Kegelschnitt  berührenden 
Kreise  in  der  Anschauung  von  der  developpabeln  Fläche  gleichen 
Fallens  durch  einen  Kegelschnitt  einen  neuen  zusammenfassen- 
den Ausdruck  erhalten,  und  die  Construction  der  durch  neun 
Punkte  bestimmten  Fläche  und  manches  Andere  hat  Aufnahme 
gefunden.  Als  erstes  Beispiel  sind  in  der  Lehre  von  den 
krummen  Flächen  die  topographischen  Flächen  denen  vom 
zweiten  Grade  vorausgeschickt  worden.  Bei  den  windschiefen 
Regelflächen,  die  diesen  folgen,  ist  die  Entwicklung  über  die 
Regelflächen  dritten  Grades  noch  durch  das  ebenso  einfache 
als  wichtige  Beispiel  des  orthogonalen  Gylindroids  erweitert; 
die  Lehre  von  den  Rotationsflächen  wurde  als  Specialfall  von 
derjenigen  der  Schraubungsflächeu  behandelt,  ihre  Darstellung 
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in  Centralprojection  etwas  eingehender  verfolgt,  u.  s.  w.  und 
nachdem  vielfach  in  diesem  Bande  die  Methoden  der  CoUi- 
neation  und  der  Polar-Reciprocität  Anwendung  gefunden  haben, 
ist  am  Schlüsse  der  Bedeutung  der  Methode  der  reciproken 
Radien  (Inversion)  oder  der  conformen  Modellierung  in  dem  un- 
tersuchten Formengebiete  eine  übersichtliche  Betrachtung  ge- 
widmet worden.  £ine  ziemliche  Anzahl  neuer  Figuren  im  Text 
und  vier  neue  Tafeln  entsprechen  diesen  Erweitefungen,  und  es 
haben  natürlich  dabei  auch  die  methodischen  Neuerungen  ihre 
Verwendung  gefunden,  welche  der  erste  Band  geliefert  hat. 

Wenn  in  einigen  Fällen  dieser  Aufzählung  schon  ersicht- 
lich ist,  dass  ich  auch  früher  Gegebenes  weiter  ausgeführt 
habe,  so  bin  ich  doch  der  Absicht  treu  geblieben,  überall  kurz 
und  gut  auf  die  Entwickelung  der  bezüglichen  Raumanschau- 
ung hinzuführen,  anstatt  lange  Constructionsbeschreibungen  zu 
machen,  die  nach  meiner  Ansicht  und  Erfahrung  ungeniessbar 
und  wenig  nütze  sind.  Ich  habe  es  auch  nicht  für  meine 
Aufgabe  gehalten,  jedes  einzelne  Problem  in  allen  seinen 
Fällen  wieder  neu  zu  besprechen,  wie  etwa  den  Schnitt  einer 
Ebene  mit  einer  Fläche  zweiten  Grades  für  alle  speciellen 
Formen  der  letzteren;  auch  in  den  empfohlenen  Uebungsbei- 
spielen  ist  eine  derartige  werthlose  Vollständigkeit  nicht  an- 
gestrebt worden. 

Dagegen  hoffe  ich,  auch  der  schwersten  und  wichtigsten 
Aufgabe  eines  solchen  Buches,  wie  das  meine,  einigermassen 
entsprochen  zu  haben,  der  Aufgabe,  zu  neuen  Arbeiten  und 
Untersuchungen  anzuregen. 

Ich  habe  dabei  auch  in  diesem  Bande  streng  darauf  ge- 
halten, dass  die  einzuführenden  theoretischen  Betrachtungen 
aus  den  unumgänglichen  Constructionsaufgaben  hervorgehen 
und  den  Gonstructionszwecken  möglichst  direct  dienen.  Die 
Entwickelung  unabhängig  von  der  Rücksicht  auf  Darstellung 
und  Darstellbarkeit  weiter  zu  führen,  bleibt  auch  für  die  hier 
behandelten  Materien  Aufgabe  des  dritten  Bandes;  aber  die 
Nothwendigkeit  dieser  Weiterführung  tritt  schon  hier  überall 
und  besonders  in  der  oben  erwähnten  Schlussbetrachtung  her- 
vor. Ich  wünsche,  gezeigt  zu  haben,  dafs  jene  theoretischen 
Elemente  für  die  Zwecke  der  darstellenden  Geometrie  ausge- 
zeichnet nützlich  sind ;  denn  ich  denke,  dass  ein  Missverhältniss 
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zwischen  Theorie  und  Anwendung,  bei  welchem  die  Anwendung 
mager  bleibt  trotz  einer  Fülle  von  Theorie,  das  Interesse  für 
die  rein  geometrischen  Entwickelungen  ebenso  wenig  fördern 
kann,  wie  sie  der  darstellenden  Geometrie  dient. 

Wie  sehr  aber  die  darstellende  Geometrie  durch  zwei  Men- 
schenalter hindurch  unter  ihrer  Loslösung  von  dem  doch  aus  ihr 
selbst  entsprungenen  wissenschaftlichen  Fortschritt  der  Geo- 
metrie gelitten  hat^  zeigt  sich  vielleicht  an  keinem  ihrer  unum- 
gänglichen Themata  so  deutlich,  wie  an  dem  schon  oben  er- 
wähnten von  der  Construction  der  Durchdringungen  von  Flächen 
speciell  Kegelflächen  zweiten  Grades.  Schon  um  1750  finden  wir 
bei  Frezier,  dem  Praktiker,  die  sorgfältigsten  Erwägungen  über 
den  Formenwandel  und  die  Classification  dieser  Curven  und  das 
eifrige  Suchen  nach  einer  darüber  Aufschluss  gebenden  Ent- 
deckung. Und  nach  Monge's  grundlegenden  Arbeiten  finden 
wir  schon  1808  bei  Uachette  im  1.  Bd.  der  „Correspondence 
sur  Tecole  polytechnique^*  (1804—1808)  p.  368  die  Meinung, 
dass  die  Projectionen  dieser  Curven  alle  Curven  vierter  Ord- 
nung liefern  möchten,  und  den  Vorsatz,  diese  Bilder,  sowie 
die  Durchdringung  dritter  Ordnung  beim  Vorhandensein  einer 
gemeinsamen  Mantellinie  näher  zu  untersuchen.  Welche  Reihe 
wichtiger  Entdeckungen  lag  in  diesem  Vorsatze  verborgen! 
Wenn  er  nur  ausgeführt  werden  wäre.  Aber  er  ward  nicht 
wieder  berührt,  und  auch,  nachdem  Poncelet's  Entdeckung 
Tom  Quadrupel  1822  veröffentlicht  war,  blieb  sie  ohne  alle 
Beachtung  in  der  „praktisch^'  gewordenen  Wissenschaft  der 
descriptiven  Geometrie  und  die  Hachette'schen  Fragen  waren 
vergessen.  Ijänge  schien  es,  als  wenn  diese  Dinge  gar  nichts 
mit  der  darstellenden  Geometrie  zu  thun  hätten,  als  ob  sie 
vielmehr  nur  der  analytischen  und  der  reinen  Geometrie  an- 
gehörten. Ich  habe  jene  Loslösung  niemals  begreifen  können, 
obschon  ich  niemals  übersehen  habe,  dass  die  darstellende  Geo- 
metrie einen  wesentlich  anderen  Standpunkt  der  Betrachtung 
hat  alls  die  reine  und  die  analytische.  Eben  weil  ich  diese 
Verschiedenheit  nicht  übersehe,  gebe  ich  auch  jetzt  keine 
erschöpfende  systematische  Erledigung  der  von  flachette  an« 
geregten  Fragen  —  das  ist  anderen  Ortes  besser  zu  thun  — , 
aber  die  Wege  sind  gewiesen  und  zur  vollen  Durchführung  ist 
Anregung  genug  geboten.   Alles,  ohne  die  von   der  Darstel- 
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lung  und  Anschauung  ausgehenden  Fragen  und  Probleme  zu 
verlassen.  Die  Constructionen  der  allgemeinen  ebenen  Curve 
dritter  Ordnung  aus  projectivischen  involutorischen  Büscheln 
mit  sich  selbst  entsprechendem  Scheitelstrahl  war  mir  stets  — 
um  nur  ein  Beispiel  auszuführen  —  die  Centralprojection  der 
Durchdringungscurve  von  zwei  Kegeln  zweiten  Grades  aus 
einem  ihrer  Punkte,  und  Spitzen,  Berührungs-  und  Oscula- 
tions-Knoten,  Undulationen  u.  s.  w.  der  Curven  vierter  Ordnung 
vom  Geschlechte  Eins  etc.  lassen  sich  darstellend  geometrisch 
so  einfach  hervorbringen  und  erläutern,  wenn  man  nur  die 
Einschränkung  auf  die  orthogonale  Parallelprojection  aufgiebt, 
dass  darauf  nicht  wohl  verzichtet  werden  kann. 

Ich  darf  sagen,  dass  mein  Buch  Zeile  für  Zeile  von  jener 
echten  Praktik  des  Coustructionssaales  dictiert  ist,  die  durch 
Nachdenken  die  Arbeit  der  zeichnenden  Hand  kürzt  und  würzt 
und  ihre  Resultate  verschärft.  Es  ist  selbstverständlich,  dass 
es  darum  längst  nicht  Alles  enthält,  was  im  Üonstructions- 
saale  am  Platze  ist;  und  anderseits  wieder  viel  mehr  als  in 
irgend  einem  Lehrcurs  gegeben  werden  kann  und  darf. 

Möge  das  Buch  auch  jetzt  mit  Freundlichkeit  und  mit  Nach- 
sicht gegen  noch  vorhandene  Mängel  aufgenommen  werden! 

Hottingen-Zürich,  Juni  1884. 

Dr.  Wüh.  Fiedler. 


Darstellende  Geometrie. 


Zweiter  Theil.  Darstellende  Qeometrie  der  krummen  Linien 

und  Flächen. 

A.  Von  denCurven  und  den  entwickelbaren  Flächen. 
,  §§  1—26;  pag.- 1-188.    Kg.  1-60.     Taf.  I-IV.  ^^^ 

1.  Die  Erzeugangsweieen  ebener  Curyen  und  ihre  regelmässigen 
Singularitäten;  die  Krümmungskreise  und  die  Evolute  ....         1 
Beispiele  1—8.    Die  Benutzuns^  von  Hilfscurven  für  Tangente, 
Normale    und   Krümmungscentrum;    die   Projectionen    eoener 
Curven  und  ihre  unendlichen  Aeste 5 

2.  Die  Raumcurven  und  ihre  developpabeln  oder  Tangenten- 
flächen; die  drei  Arten  stationärer  Elemente.  Die  Schmiegungs- 
kugel.  Abwickelung  der  Developpabeln,  Bildung  des  Richtungs- 

ke^els,  Bectification 7 

Beispiele  1 — 12.  Vorbereitung  für  die  Protection  der  Raum- 
curven. Specialfälle.  Die  vier  Combinationen  der  stationären 
Elemente 13 

3.  Die  Kegel-  und  Cylinderflächen  unter  Benutzung  ebener  Leit- 
curven;  die  Bestimmung  ihrer  £rzeug[enden,  Punkte  und  Tan- 
gentialebenen, ihrer  Schnitte  mit  einer  Geraden  und  ihrer 
Tangentialebenen  aus  einem  Punkte  in  Parallel-  und  Central- 
projection;  die  auf  ihnen  gelegenen  Curven,  insbesondere  die 

Spuren - 16 

Eteispiele  1—18.  Aehnliche  Curven  in  ähnlicher  Lage,  Affini- 
tätscurven  der  Kegelprojectionen.   Schatten  und  Umrisse  ...       19 

4.  Die  Collineation  der  ebenen  Schnitte  und  die  Singularitäten  der 

Kegelflächen;  die  Affinität  der  Cy linderschnitte .       24 

Beispiele  1—6 25 

5.  Die  Projectionen  der  ebenen  Schnitte  von  Kegel-  und  Cylinder- 
flächen nach  der  Methode  der  Collineation  in  Parallelprojection. 

Princip  der  Hüfsflächen.    Bilder  der  Asymptoten 27 

Beispiele  1—14.  Zweite  Spur  des  Kegels  aus  der  ersten.  Dar- 
stellung des  Querschnittes  in  Axonome&ie  und  Parallelprojection 

mit  einem  Bilde 29 

6.  Die  Querschnitte  der  Kegelflächen  nach  der  Collineationsme- 
thode  in  Centralprojection :  Convergente  und  parallele  Gegen- 
axen.    Asymptoten  des  Bildes  und  Bilder  der  Asymptoten    .    .       36 
Beispiele  1-15.    Specialfälle;    Cylinderschnitte   und  Parallel- 
schnitte des  Kegels;  ähnlich  erscheinende  Schnitte 42 

7.  Die  directe  Bestimmung  der  wahren  Gestalt  ebener  Schnitte 

der  Kegelflächen 46 

Beispiele  1—6  für  Central-  und  Parallelprojection 49 

8.  Von  den  besonderen  Eigenschaften  des  ärotationskegels  und 
ihrer  constructiven  Verwendung 50 


XIV  luhaltsverzeichuiBS. 

i  p»g- 

Beispiele  i  — 10.  Normalenkegel.  Umrisse  der  Rotationskegel 
in  Parallel-  und  Centralprojection 63 

9.   Die  ebenen  Schnitte  der  Rotationskegel 57 

Beispiele  1 — 16.  Brennpunktseigenschaften;  Ku^elamriss,  Focal- 
kegelschnitte  und  Rotationskegel.    Cyklographie 69 

10.  Die  Abwickelung  des  Rotationskegels  und  seiner  ebenen  Quer- 
schnitte           63 

Beispiele  1—8.   Asymptoten  in  der  Abwickelung 66 

11.  Geodätische  Linien  auf  entwickelbaren  Flächen;   das  Gesetz 

von  der  Veränderung  des  Krummungsmdius  durch  Abwickelung      66 
Beispiele  1—8.  Die  niflexionen  einer  Curve  in  der  Abwickelung      70 

12.  Die  Schraubenlinie  als  geodätische  Linie  des  Rotationscjlinders; 

sie  ist  in  sich  verschiebbar 71 

Beispiele  1—8.    Schraubenlinie  und  Cycloide 74 

13.  Die  developpable  Fläche  der  Schraubenlinie  und  die  Evolventen 

der  Normalschnitte;  ihre  Doppelcurveii 74 

Beispiele  1 — 18.  Developpable  aus  zwei  Curven.  Darstellung 
der  Schraubenlinie  aus  oer  ersten  DoppelCurve  und  bei  schräger 
Axe 78 

14.  Der  Richtungskegel  der   developpabeln   Schraubenfläche   und 

seine  constructive  Benutzung 84 

Beispiele  1—16.  Inflexioncn  des  Bildes;  Abbildung  mit  Spitzen      86 

15.  Vom  ebenen  Querschnitt  der  developpabeln  Scnraubenfläche 

und  seinen  Singularitäten 89 

Beispiele  1—12.  Doppelpunkte.   Schnitt  der  Schmiegungsebene      91 

16.  Die  Abwickelung  der  developpabeln  Schraubenfläche  und  der 

auf  ihr  gelegenen  Curven 93 

Beispiele  1—8.  Schraubenlinie  der  Kriimmungscentra;  Krüm- 
mungshalbmesser der  Ellipse  in  den  Scheiteln 96 

17.  Projectivische  und  metrische  Eigenschaften:  üeber  Hauptnor- 
malen, Binormalen  und  Polarlinien  der  Raumcurven;  von  ihrer 
Polardeveloppabeln  und  ihrer  rectificierenden  Developpabeln, 

von  Evolventen  und  Evoluten 98 

Beispiele  1—18.  Krümmungslinien  der  developpabeln  Flächen; 
geodätische  Linien  oder  Evoluten  und  Evolventen 101 

18.  Von  den  Durchdringungscurven  der  Kegelflächen  mit  einander 
und  ihren  Tangenten  flächen;  unendliche  Aeste  derselben  und 

ihrer  Bilder 104 

Beispiele  1—14 111 

19.  Die  Ordnungszahl  der  Durchdringungpcurve  zweier  Kegel;  die 
Raumcurve  vierter  Ordnung  aus  zwei  Kegeln  zweiten  Grades.     113 
Beispiele  1—12.    Die  einfachsten  Raumcurven 114 

20.  Vom  Doppelpunkte   in  der  Durchdringung  zweier  Kegel   als 
Knoten  und  als  isoliert;  der  Uebergang  zum  Rückkehrpunkt  .     116 
Beispiele  1—12 121 

21.  Die  oeiden  Formen  des  Zerfallens  der  Durchdringung  aus  zwei 
Kegeln  zweiten  Grades;   zwei  Kegelschnitte   und  Raumcurve 

dritter  Ordnung  mit  Doppelsekante 123 

Beispiele  1  —  17.     Cubischer  Kreis 128 

22.  Der  Zusammenhang  zwischen  den  Raumcurven  und  ihren  ebenen 

Abbildungen.    Die  Charaktere  m^  r,  h,  y^  ß^  n,  Q 132 

Beispiele  1—9.  Schraubenlinie  und  Raumcurve  dritter  Ordnung    136 

23.  Der  Zusammenhang  zwischen  den  Raumcurven  und  den  ebenen 
Schnitten  ihrer  developpabeln  Flächen;  die  Charaktere  n,  r, 

g,  X,  a,  m,  Q 137 

Beispiele  1—16.  Schraubenlinie  und  Raumcurve  dritter  Ordnung; 

die  Raumcurven  vierter  Ordnung 140 


InhalteverzeichniBs.  XV 

i  p*g. 

24.  Der  proiicierende  Kegel  der  Curve  und  der  Schnit  ihrer  De- 
velo^pabeln  für  besondere  Lagen  des  Centrums  respective  der 

Schnittebene ' 142 

Beispiele  1 — 20.  Entstehung  von  Spitzen  im  Bilde  einer  Curve. 
Undulationen  (Zus.).  Linealconstruction  der  Raumcurve  dritter 
Ordnung  durch  sechs  Punkte.  Die  developpable  Fläche  derBaum- 
curve  dritter  Ordnung  als  Schattengrenze;  aus  sechs  Ebenen  .     145 

25.  Die  Curve  vierter  Ordnung  aus  zwei  Kegeln  zweiten  Grades; 
die  Verbind ungsg^rade  ihrer  scheinbaren  Doppelpunkte  und 
das  Bild  der  Curve  als  Kegelschnitt  Construction  der  Mittel- 
punkte der  beiden  andern  durch  die  Curve  gehenden  Kegel 
zweiten  Grades.  Die  Doppelcurven  der  Tangentenfläche  in  den 
Ebenen  der  Mittelpunkte.  Die  Durchdringung  mit  stationärem 
Punkte  und  die  Punkte  der  stationären  Schmiegungsebeuen  in 

der  allgemeinen 148 

Beispiele  1—21.  Kegelschnittbüschel  und  Schaar  aus  zwei  Ke- 
gelschnitten. Die  Durchdringung  mit  einer  orthogonalen  Sym- 
metrie. Die  Curve  aus  den  Ke^elmittelpunkten  und  einem 
Pui^t  nebst  Tangente.  Collineation  und  Ileciprocität  bei  der 
Curve  mit  stationärem  Punkt;  Collineationen  bei  der  allge- 
meinen      161 

26.  Anwendung  der  Theorie  zur  praktischen  Construction  der  Durch- 
dringung. Der  Fall  mit  einer  orthogonalen  Symmetrie,  der 
allgememe  Fall  der  Durchdringung  und  der  Fall  mit  zwei  or- 
thogonalen Symmetrien.    Die  Gruppen  zu  acht  Punkten,  Tan- 

genten  und  Schmiegungt«ebenen.   Die  Anwendung  im  Falle  der 
indringung 173 

Beispiele  1 — 22.    Besondere  Fälle.    Die  Arten  der  Bilder  der    * 
Durchdringung  von  Kegeln  zweiten  Grades.    Eine  sphärische 
Durchdringung.    Zur  Cyklographie 182 

B.    Von  den  krummen  Flächen  im  Allgemeinen  und 
den  Flächen  zweiten  Grades  insbesondere. 

§§  27—49;  pag.  189-399.    Fig.  61-87.     Tafel  V-XII. 

27.  Definitionen :  Tangente ,  Tangentialebene  und  Normale  der 
krummen  Fläche  in  einem  ihrer  Punkte;  Haupttange oten ;  hy- 

gerbolischci  parabolische,  elliptische  Punkte  der  Fläche    .   .   .     189 
eispiele  1-9 191 

28.  Die  topographischen    oder  Terrainflächen;   ihre  Querschnitte, 

Tangentiäebenen  und  Berührungskegel 192 

Beispiele  1—6.    Linien  von  gleicnem  Fallen,  etc 197 

29.  Der  doppelte  Punkt  und  der  Kegel  zweiten  Grades  aus  seinen 

Haupttangenten;  vielfache  Punkte 198 

Beispiele  1—4 199 

80.  Die  Flächen  zweiter  Ordnung  als  solche  mit  hyperbolischen 
oder  mit  elliptischen  oder  mit  parabolischen  Punkten ;  die  zwei 

llegelschaaren  derselben 200 

Beispiele  1—4.    Kegel  zweiten  Grades 201 

31 .  Die  I^etzhyperboloide,  ihre  Meridiane  und  Parallelkreise,  Punkte 

und  Tangentialebenen 202 

Beispiele  1 — 12.    Die   Kugel.    Umrisse   der  Net:&hyperboloide. 

Die  Potenzkreise  zweier  Kreise.  Der  Aehnlichkeitskreis ,  die 
Wechselsehnen  und  Wechselschnitte.    Cyklographie 207 

32.  Der  ebene  Querschnitt  des  einfachen  Netzbyperboloides  nach 
drei,  der  des  zweifachen  nach  zwei  Methoden.   Das  Büschel  der 


XVI  Inhalts  verzeichnisB. 

p»g. 
Netzhyperboloide  durch  einen  solchen  Qaerschnitt;  zwei  Arten 
desBelben.  Der  Kegelschnitt  ans  zwei  doppelt  berflhrenden 
Kreisen  und  der  Summe  oder  Differenz  der  Tangentenlängen .  213 
Beispiele  1—22.  Die  Normalen  der  Kegelschnitte.  Die  Kreise 
unter  vorgeschriebenen  Winkeln  zu  zwei  und  drei  Kreisen. 
Die  Durchdringunffsebene  von  zwei  Netzhyperboloiden.  Die 
Kegehchnitte  durch  drei  Punkte,  die  einen  gegebenen  doppelt 
berühren.  Die  doppeltberiihrenden  Kegelschnitte  zu  zwei  lurei- 
sen;  ihre  Berührungselemente  und  ihre  Brennpunkte  für  die 
auf  die  Centrale  bezügliche  Gruppe.  Charakteristik  der  beiden 
andern  Gruppen.  Rotationsflächen  zweiten  Grades,  welche  zwei 
Kugeln  umgeschrieben  sind 220 

83.  Die  Kugel  und  die  Büschel  von  Kugeln,  (^njugierte  Büschel 
von  Kugeln  und  Kugelbündel.  Die  Ku^elnetze  mit  Diametral- 
und  resp.  mit  Orthogonalkugel.  Die  Theorie  der  reciprokeu 
Radien.  Das  excentrische  Büschel,  Bündel  und  Netz  der  gleich- 
winklig schneidenden  Kugeln 240 

Beispiele  1—14.  Die  Kugeln  eines  Büschels  durch  einen  Punkt, 
an  eine  Ebene  oder  Ku^el.  Die  gemeinsame  Kugel  zu  vier 
Netzen.  Die  gleichwinklig  schneidenden  zu  einem  Paar,  zu 
zwei,  drei  und  vier  Paaren  von  Kugeln,  etc.  Reciproke  Rudien. 
Die  berührenden  zu  vier  Kugeln .     250 

34.  Die  sphärische  Geometrie  und  die  conforme  Abbildung.  Pola- 
rität und  Orthogonalität.  Das  Verhalten  projectivi scher  Ge- 
bilde. Die  gleichwinklig  schneidenden  zu  zwei  Kreisen  derselben 
Ku^el.  Drei  Kreise  einer  Kugel  und  das  sphäribche  Netz;  die 
gleichwinklig  schneidenden  zu  drei  und  vier  Kreise u  derselben 

Kugel.    Sphärische  Kegelschnitte 260 

Beispiele  1  —  12.  Gleichwinklig  schneidende  zu  zwei  und  drei 
Paaren  von  Kreisen  einer  Kugel.  Die  Kreise  unter  vorgeschrie- 
benen Winkeln  zu  drei  Kreisen  einer  Kugel 270 

35.  Die  Flächen  zweiter  OrdnuYig  mit  hprperbolischen  Punkten  und 
ihre  beiden  Regeischaaren ;  mre  projectivische  Erzeugung.  Ein- 
faches Hyperboloid  und  hyperbolisches  Paraboloid 275 

Beispiele  1—20.  Das  Parafielepiped  von  drei  Paaren  paralleler 
Erzeugender,  das  windschiefe  Vierseit  und  seine  Transversale; 
Spur  und  Fluchtlinie  des  Hyperboloids;  hyperbolisches  Para- 
boloid. Verschiedene  Bestimmungen  des  einfachen  Hyper- 
boloides  277 

36.  Von  der  Projectivität  des  Büschels  der  Tangentialebenen  zur 
Reihe  ihrer  Berührungspunkte  und  ihrer  Verwendung  ....  283 
Beispiele  1 — 18.  Erzeugungs weisen  der  Regelflächen  zweiter 
Ordnung;  die  orthogonalen  Hyperboloide;  längs  einer  Erzeu- 
genden Derührende  üyperboloiae ;  Centralpunkt  und  Normalen- 
paraboloid 285 

37.  Schnitt    mit    einer    Ebene    und    Berührun^skegel    aus    einem 
Punkte;  die  Umrisse  der  Regelflächen  zweiter  Ordnung    .   .   .     291 
Beispiele  1  —  22.  Der  Asymptotenkegel;  die  Strictionslinie ;  die 
Hyperboloide  mit  Tripeln  rectangulärer  Mautellinien  und  resp. 
asymptotischer  Ebenen 293 

38.  Die  Punkte  und  die  Tang[entialebenen ,  welche  eine  Gerade 
mit  einer  Regelfläche  zweiter  Ordnunjo^  gemein  hat;  Bestim- 
mung eines  Punktes  der  Fläche  aus  einer  seiner  Projectionen  297 
Beispiele  1—20.  Transversalen  zu  vier  Geraden;  Schnitt  längs 
einer  Geraden  sich  berührender  Hyperboloide.  Die  allgemeinen 
elementaren  Projectionsmethoden  in  Behandlung  solcher  Flä- 
chen   300 


Inhaltsverzeichnisse  XVII 

i  p*g. 

39.  Von  den  Nichtregelflächen  zweiter  Ordnung;  Pol  und  Polar- 
ebene; Quadrupel  harmonischer  Pole  und  Polarebenen  ....     306 
Beispiele  1—20.    Flächen  zweiter  Ordnung  als  Involutionsge- 
staiten;  Polarrecijprocität;  Bündel  der  Polarebenen  und  Büschel 
derselben;  coxnu|;ierte  Tangenten 308 

40.  Durchmesser,  Mittelpunkt  und  Diametralebenen  der  Flächen 
zweiten  Grades;    Erzeugung  derselben  durch  Bewegung  von 

Kegelschnitten;  ihre  fOnf  Arten 312 

Beispiele  1—16.  Gleichungen.  Die  Eugel  und  der  unendlich 
ferne  imaginäre  Kreis;  Orthogonalität 316 

41.  Folgerungen  für  die  Darstellung  der  Flächen  zweiten  Grades 

in  Parallel-  und  Centralprojection 320 

Beispiele  1—12.  Ebener  Schnitt  und  Berührungskegel  der 
durcn  drei  conjugierte  Durchmesser  bestimmten  Fläche  zweiten 
Grades 822 

42.  Die  Axen  und  Scheitel,   die  Hauptebenen  und  Hauptschnitte 

der  Flächen  zweiten  Grades 326 

Beispiele  1—24.  Die  Axen  des  EUipsoides  aus  drei  conjngier- 
ten  Durchmessern;  Rotationsflächen;  Kreisschnitte  und  Kreis- 
punkte der  Flächen  zweiten  Grades.  Gemeinsames  Tripel 
zweier  Polarsjsteme 329 

43.  Die  elliptischen  Flächen  zweiten  Grades  als  Col linearverwandte 

der  Kugel;  Kreisschnitte  derselben 336 

Beispiele  1—20.    Rotationsflächen.    Affinität 338 

44.  Durchdringungscurven  und  gemeinsam  umgeschriebene  Develop- 
pable  von  zwei  Flächen  zweiten  Grades  m  speciellen  Fällen  .     345 
Beispiele  1  —  24.    Ebene   Schnitte   von   kreisförmigen   Prqiec- 
tionen;  Kegel  über  ebenen  Schnitten  und  stereographische  Pro- 

-  jectionen 347 

45.  Die  Symmetrieverhältnisse  der  Durchdringungscurve  von  zwei 
concentrischen  l^lächen    zweiten   Grades;    die   involutorischen 

Beziehungen  für  den  allgemeinen  Fall 352 

Beispiele  1—30.   Das  Büschel  von  Flächen  zweiten  Grades  und 

das  gemeinsaqie  Quadrupel  harmonischer  Pole  und  Polarebenen 

für  dieselben.    Bild  der  Fläche  aus  einem  ihrer  Punkte  .    .   .     357 

46.  Zur  Theorie  der  Gurven  und  Kegel  vierter  Ordnung  vom  Ge- 
schlechte Eins  und  zur  Construction  der  Fläche  zweiten  Grades 
durch  neun  Punkte  aus  den  Eigenschaften  des  Flächenbüschels 

vom  zweiten  Grade 364 

Beispiele  1—10 371 

47.  Das  Problem  von  der  gemeinsam  umgeschriebenen  Developpa- 
beln  von  zwei  Flächen  zweiten  Grades  wird  durch  das  Pnncip 

der  Beciprocil&t  auf  das  vorige  zurückgeführt 373 

Beispiele  1—34.  Die  Flächenschaar  zweiten  Grades;  Develop- 
pabele  von  gleichem  Fallen  durch  einen  Kegelschnitt;  confo- 
cale  Flächen  zweiten  Grades,  Krümmnngslinien.  Flächenbüschel 
und  Schaar  aus  zwei  Flächen 378 

48.,  Die  doppelte  Erzeugung  der  krummen  Flächen  durch  aufge- 
schriebene Curven  und  umgeschriebene  Developpable,  die  con- 

jugierten  Tangenten  und  die  Indicatrix 391 

Beispiele  1—9 393 

49.  Die  Curven  der  Haupttangenten  oder  asymptotischen  Linien 
der  Flächen;  die  Krümmungslinien  derselben,  die  Hauptnor- 
malschnitte und  das  Normalenbündel 394 

Beispiele  1—5.    Fläche  der  Hauptkrümmungscentra 399 


Fiedler,  dantellende  Oeometrie.   II.   3.  Aufl. 


XVni  Inhaltsyerzeichniss. 


C.   Die  Familien  der  technisch  wichtigsten  Flächen. 

a)  Windschiefe  Regelflächen. 

§§  60-60;  pag.  400—464.    Fig.  88—106.    Tafel  XIII,  XIV. 
I  p*g. 

60.   Die  doi>pelte  Erzeugung  derselben  durch  drei  Leitcurven  oder 

drei  Leitdeveloppabele 400 

Beispiele  1 — 8.  Die  Vielfachheit  der  Leitcnrven  respective  De- 
veloppabeln  und  die  Uebergänge  derselben;  singulSxe  Erzen- 

gende  und  Tangentialebenen 401 
^rei  Haupttypen  und  ihre  einfachsten  Beispiele:  a)  die  flach- 
gängige Schraube,  Wölbfläche  des  Einganges  in  den  runden 
Thurm,  orthogonales  Cylindroid,  Eugelconoid,  Normal enbündel    408 

b)  scharfffängige  Schraube,  Wölbfläche  des  schiefen  Einganges, 
Cylindroid 408 

c)  Die  Flächen  mit  drei  Leitcurven  als  Object  der  Theorie  .   .    411 

62.  Ordnung  und  Classe  oder  Grad  einer  windschiefen  Regelfläche 

und  Beauction  derselben 412 

Beispiele  1 — 9.    Regelflächen  dritten  und  vierten  Grudes.   .   .    413 

63.  Die  Funkte  der  Erzeugenden  einer  Regelfläche  und  ihre  Tan- 
gentialebenen nach  ihrem  projecti vischen  Entsprechen  und  die 

constructiye  Bestimmung  derselben 414 

Beispiele  1  —  16.    Die  längs   einer  ErzeuGrenden   berührenden 
Hyperboloide  und  Paraboloide  einer  Regelfläche 418 

64.  Die  Strictionslinie ;  das  windschiefe  Flächenelement.  Die  recht- 
winkligen Involutionen  von  Tangentialebenen  der  Regelfläche 

und  die  Strictionslinie  derselben 423 

Beispiele  1 — 16.    Das  Normalenparaboloid ,  die  singulären  Er- 

-  zeugenden 426 

66.  Die  doppelt  aufgeschriebene  Curve  und  die  doppelt  umge- 
schriebene Developpable  der  Regelfläche 428 

Beispiele  1 — 12.    Doppelcurven ;  Curven  der  Haupttangenten.     430 

66.  Vom  ebenen  Querschnitt  und  vom  Berührungskegel  der  wind- 
schiefen Regelfläche 433 

Beispiele  1—16.    Umrisse  und  Schattengrenzen 434 

67.  Vom  Richtungskegel  und  der    asymptotischen  Developpabeln 

der  Re^elfläche 437 

Beispiele  1—10.    Schraubenregelflächen 488 

68.  Die  Schnittounkte  und  die  Tangentialebenen  einer  Regelfläche 

mit  einer  Geraden 440 

Beispiele  1 — 6.    Orthogonales  Cylindroid — 

69.  Die  Verbindungen  einer  Regelfläche  mit  andern  Flächen .   .    .     441 
Beispiele  1-11 443 

60.  Von  den  windschiefen  Regelflächen  dritten  Grades 446 

Beispiele  1—8.    Die  Raumcurve  vierter  Ordnung  zweiter  Art.     460 

b)  Rotations-  und  Schraubungsflächen. 
§§  61—77;  pag.  466-628.     Fig.  106—127.    Taf.  XV,   XVI. 

61.  Die  Erzeugung  der  Rotationsflächen  durch  Azendrehung  auf- 
ffeschriebener  Curven:  Parallelkreise  und  Meridiane.  Parallel- 
kreis-Berührungskegel und  Meridian-Berührunffscylinder.  Die 
Erzeugimg  der  Rotationsflächen  durch  Azenarenung  umge- 
schriebener Developpabeln 466 

Beispiele  1—9.    Doppelparallelkreise,  konische  Punkte  etc..   .     467 


InhaltayerzeichnisB.  XIX 

8  pagr. 

62.  Die  Erzen^ng  der  Schraubun^flächen  durch  aufgeschriebene 
Curven:  Schraubenlinien,  Meridiane  und  Normalschnitte  der- 
selben   458 

Beispiele  1—9 461 

63.  Die  constructive  Bestimmung  und  Darstellung  der  Rotations- 
flächen durch  Axe  und  erzeugende  Curve 462 

Beispiele  1—10 463 

64.  Darstellung  der  Punkte  von  Rotationsflächen  aus  der  der  Axe 

und  der  erzeugenden  Curve 464 

Beispiele  1—6 466 

65.  Darstellung  der  Tangentialebenen  von  Rotations  und  Schrau- 
bungsflächen  bei  gegebenem  Berührungspunkte.  Normalen  der 
Rotationsflächen.    Erümmungslinien   und   Curven    der   Haupt- 

tangenten  derselben 467 

ßeispiele  1—10 471 

66.  Uebersicht  der  bei  der  constructiven  Behandlung  von  Rota- 
tionsflächen auftretenden  wesentlichen  Aufgaben ;  Ordnung  der- 
selben in  zwei  nach  dem  Princip  der  Dualität  sich  entgegen- 
stehende Gruppen 472 

67.  Die  ebenen  Querschnitte  der  Rotationsflächen  nach  ihrer  Cod- 
struction  durch  Parallelkreise  und  durch  Meridiane,  ihre  aus- 
gezeichneten Punkte  und  ihre  Symmetrieverhältnisse  an  sich 

und  in  den  Projectionen 474 

Beispiele  1—12 477 

68.  Berührungskegel  von  Rotationsflächen  mit  gegebenem  Scheitel 
nach  ihrer  Construction  durch  Parallelkreis-Berührungskegel 
und  Meridian-Berührungscylinder  und  Symmetrie  derselben; 
Berührungscy linder.  Ihre  Berührungscurven  mit  der  Fläche 
und  ihre  Spuren  in  den  Projectionsebenen  und  deren  Bedeu- 
tung für  die  Beleuchtung  der  Fläche   durch  Licht  aus  punkt- 

f^Jrmi^er  Quelle 479 

Beispiele  l  — 16.  Von  den  sin^ulären  Punkten  der  Schlag- 
schattencurven  imd  von  den  Berührungscylindem  für  Rotations- 
flächen, deren  Meridiane  Kegelschnitte  sind 488 

69.  Die  proiicierenden  Berührunsscylinder  und  Kegel  der  Rota- 
tionsflächen bei  allgemeiner  Lage  der  Axen  und  die  Umrisse 

der  Bilder  dieser  Flächen  in  Parallel-  und  Centralprojection  .     487 
Beispiele  1—12.    Brennpunkte  der  ümrisskegelschnitte  ....     490 

70.  Punkte  und  Tangentialebenen,  welche  einer  Rotationsfläche 
und  einer  geraden  Linie  gemein  sind;  zwei  Constructiönsme- 

thoden  für  dieselben 495 

Beispiele  1—8.    Normalen  der  Rotationsflächen 496 

71.  Tangentialebenen  der  Rotationsflächen  von  gegebener  Nei- 
gung gegen  eine  feste  Gerade  und  Berührungspunkte  dersel- 
ben; umgeschriebene  Developpable,  deren  Ricntungskegel  ein 
Rotationskegel  von  gegebener  Axenrichtung  und  festem  Winkel 
an  der  Spitze  ist,  und  ihre  Berührungscurven  mit  der  Fläche. 
Ihre  Bedeutung  als  developpable  Flächen  von  gleicher  Hellig- 
keit und  als  liinien  gleicher  Helligkeit  auf  den  Rotations- 
flächen. Mögliche  Interpretation  der  letzteren  im  unbeleuch- 
teten Theil  der  Fläche 497 

Beispiele  1—10 500 

72.  Die  fundamentale  Bedeutung  der  Beleuchtungsconstructionen 
für  Rotationskegel  und  Cylinder  für  die  auf  die  hauptsäch- 
lichsten Familien  der  krummen  Flächen  bezüglichen  Coustruc- 
tionen  dieser  Art.  Die  einfachste  Lösung  für  Kegel-,  Cylinder 
und  Kugel 501 

b* 


XX  iDhaltsverzeichbiss. 

%  p*g- 

Beispiele  1—12 506 

78.  Die  specielle  Durchführung  der  Beleuchtungsconstructionen 
fdr  BotatiODsflächen  und  die  Symmetrien erhältnisse  ihrer  In- 

tensitätalinien 606 

Beispiele  1-8 610 

74.  Die  Durchdringungen  der  Rotationsflächen  mit  KegeU  und 
Cjlinderflächen  und  ihre  Bedeutung  im  Sinne  der  Schatten- 

construction 518 

Beispiele  1 — 11.    Ein  scheinbarer  Doppelpunkt 516 

75.  Von  den  Beziehungen  der  Botationsnächen  zu  developpabeln 

Flächen 618 

Beispiele  1—3 519 

76.  Die  gemeinsame  aufgeschriebene  Curve  und  die  gemeinsame 
umgeschriebene  Developpable  von  zwei  krummen  Flächen 
überhaupt;   insbesondere  im  Falle   von  zwei  Rotation  »flächen 

mit  parallelen  oder  mit  sich   schneidenden  Axen 519 

Beispiele  1  —  8 523 

77.  Durchdringung  und  gemeinsame  Developpable  von  zwei  Ro- 
tationsflächen, deren  Axen  sich  kreuzen,  insbesondere  von 
Rotationsflächen  zweiten  Grades.    Beziehungen  zwischen  drei 

krummen  Flächen 526 

Beispiele  1—6 627 

Schlussbetrachtung.  Schraubung  als  allgemeinste  Bewegung. 
Bedeutung  der  Umformung  nach  reciproken  Radienvectoren  in 
dem  betrachteten  Formengebiet.  Die  Flächen  mit  kreisförmigen 
Erümmungslinie^ :  Kugel-Enveloppen 628 


Ueb ersieht  der  Figuren  und  Tafeln 
des  zweiten  Theiles. 


Für  die  nähere  Erklärung  ist  auf  den  Text  zu  verweisen. 

Fig.  ],  a,  by  c,  d;  p.  2.  Die  Singularitäten  ebener  Curven:  a)  Dop- 
pelpunkt; b)  Doppelt angente ;  c)  Inflezionstangente ; 
d)  und  d)  Bückkenrpunkte  erster  und  sweiter  Art. 

2,  p.      5.    Die  Benutzung  yon  Uilfscurven  für  die  Bestimmung 

des  Berührungspunktes  einer  gegebenen  Tangente, 

3,  -       5.  der  Tangente  für  gegebenen  Berührungspunkt, 

4,  -       6.  des  Erümmungsmittelpunktes  für  einen  Punkt  der 

Curve  und 
6,    -       6.  des  Fusspunktes  der  Normale  aus  einem  gegebenen 

Punkte  auf  die  Curve. 

6,  -       8.    Die  Raumcurve,  ihre  Punkte,  Tangenten  und  Schmie- 

gungsebenen,  d.  h.  ihre  developpable  Fläche. 

7,  a,  b,  c;  p.  10.    Der  stationäre  Ponkt,  die  stationäre  Tangente 

und  die  stationäre  Schmiegungsebene  der  Raumcurve 
in  der  Darstellung  durch  Bild  und  Spur. 

8,  a,  b^  c;  p.  14.    Stationärer  Punkt  und  stationäre  Schmiegungs- 

ebene in  vereinigter  Lage;  ebenso  stationärer  Punkt 
und  stationäre  Tangente  und  resp.  stationäre  Schmie- 
gungsebene und  stetionäre  Tangente. 

9,  p.     14.    Uie  drei  stationären  Elemente  m  vereini^r  Lage. 

10,  -      17.    Die   centralprojectivische   Bestimmung   einer   Eegel- 

fläche  mit  ebener  Leitcurve,  insbesondere  ihrer  Er- 
zeugenden. 

11,  -      17.    Die  beiden  ersten  Projectionen  einer  Eegelfläche  mit 

ebener  Leitcurve,  ihre  Puukte  und  Erzeugenden  und 
ihre  Schnittounkte  mit  einer  Geraden. 

12,  -      18.    Die  Tangentialebenen  von   einem  Punkte  im  Raum 

an  eine  Segelfläche  mit  ebener  Leitcurve  in  Central- 
projection. 
18,    -      18.    IHeselben  in  orthogonaler  Parallelprojection. 

14,  -     20.    Die  Aehnlichkeit  und  ähnliche  Lage  der  Spur  und  der 

Fluchtlinie  der  Eegelflächen. 

15,  -     22.    Die  Construction    der  Tangentialebenen   der  Eegel- 

fläche aus  einem  Punkte  und  die  Bestimmung  ihrer 
Schatten. 

16,  -     28.    Die  Construction  der  Umrisse  einer  Eegelfläche  aus 

der  ersten  Protection  ihrer  Leitcurve  und  gegebener 
Ebene  derselben. 

17,  -     24.    Der   Zusammenhang  ebener  Querschnitte   desselben 

Eegels  als  centrisch-coUinearer  Curven. 
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Fig.  18,  p.  SO  und  Fig.  19,  p.  31.  Die  Construction  des  ebenen  Quer- 
schnittes einer  Eegelfläche  .bei  gegebener  erster  Spar 
und  Spitze  derselben. 

20,  -      31.    Gonstraction  der  zweiten  Spur  einer  Eegelfläche  aus 

der  ersten  Spur  und  den  Projectionen  der  Spitze. 

21,  -      33.    Der  Querschnitt  eines  Kegels   bei  allgemeiner  Lage 

der  Leitcurvenebene  in  axonometrischer  Darstellunff. 

22,  -     36.    Ebenso  in  schiefer  JParallelprojection  mit  einem  Bude. 

23,  -     36.    Schematische  Figur  für  die  Darstellung  in  Central- 

projection. 

24,  -     37.    Ausführung  mittelst  Benutzung  der  convergenten  Ge- 

genaxen. 

25,  -     43.    Ausführung  mittelst  der  convergenten  und  der  paral- 

lelen Gegenaxen :  Unendliche  Aeste  in  der  Curve  und 
in  ihrem  Bilde. 

26,  -     45.    Gentralprojection  des  Querschnittes  für  eine  zur  Leit- 

curveneoene  parallele  Schnittebene. 

27,  -     47.    Directe  Bestimmung  der  wahren  Gestalt  des  Schnittes 

einer  Ebene  mit  der  durch  die  erste  Spur  und  die 
Projectionen  der  Spitze  bestimmten  Kegelfläche. 

28,  -     48.    Ebenso  in  der  schiefen  Parallelprojection  mit  einem 

Bilde. 

29,  -     49.    Und  in  Gentralprojection. 

30,  -     54.    Gonstruction   der   Umrisse   eines    Kotationskegels   in 

Parallelprojection  aus  Axe,  Scheitel,  Basishalbmesser 
und  Mitbelpunkt. 
81,    -     57,    Gonstruction   der   Umrisse   eines   Rotationskegels   in 
Gentralprojection  aus  denselben  gegebenen  Stücken. 

32,  -     58.    Ebener  Schnitt  des  Rotationskegels  (Hyperbel). 

33,  -     61.    Directe  Bestimmung  der  Brennpunkte  und  Directrixen 

des  ebenen  Querschnittes  des  Rotationskegels  (Ellipse). 

34,  -     61.    Ellipse  und  Hyperbel  als  Focalkegelschnitte. 

35,  -     64.    Der  elliptische  Schnitt  eines  Rotationskegels,  dessen 

Axe  in  jLOZ  und  zu  OZ  parallel  liegt-,  durch  eine 
yertical  projicierende  Ebene  und  seine  Abwickelung 
in  die  Tangentialebene  des  Scheitels  Ä ;  insbesondere 
Gonstruction  der  Inflexionsstellen  der  Abwickelung. 

36,  -      69.    Zur  Bestimmung  der  Veränderung  des  Krümmungs- 

radius einer  Gurve  In  Folge  der  Aowickelung. 
37»    -      71.    Zur  Entstehung  der  Inflexionen  in  der  Abwickelung 
von  Gurven  mit  developpabeln  Flächen ,  auf  welchen 
sie  liegen. 

38,  -     72.    Die  Entstehung  der  Schraubenlinie  als  der  geodätischen 

Linie  des  Rotationscylinders. 

39,  -      75.    Die  Tangentenconstruction  der  Schraubenlinie  und  die 

developpable  Flächen  derselben. 

Tafel    I,    -      77.    Axonometrische  Darstellung  der  Schraubenlinie  8  und 

ihrer  developpabeln  Fläche  zur  Veranschaulichung 
ihrer  Doppelcuryen  D. 

Fig.    40,    -     78.    Bestimmung  der  Rückkehrkante  einer  developpabeln 

Schraubennäche  aus  zweien  ihrer  coaxialen  Schrauben- 
linien von  gleicher  Ganghöhe. 

41,  -     83.    Orthoffonalprojection  der  Schraub ungslinie  bei  schräger 

Lage  der  Axe ;  directe  Bestimmung  ihrer  Inflexionen. 

42,  -     85.    Gonstruction  der  Schmiegungsebenen  der  Schrauben- 

linie durch  einen  gegebenen  Punkt  P  mit  Hilfe  des 
Richtungskegels. 
Tafel  II,    -     89.    Der  Querschnitt  der  developpabeln  Schraubenfläche 
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mit  einer  zweiten  projicierenden  Ebene ;  seine  unend- 
lichen   Aeste   und   Asymptoten,    Doppelpnnkt-e   nnd 
Rückkehrpunkte . 
Fig.    48,   p.    94.    Die  Abwickelung  der  developpabeln  Schraubenfläche 

und  ihres  ebenen  Querschnittes  zwischen  den  Spur- 
evolventen  eines  Ganges. 

44a,  -  97.  Constmction  der  Krümmungshalbmesser  der  Ellipse 
für  ihre  Scheitel. 

44  b,  -  97.  Constmction  der  Krümmungshalbmesser  der  Ellipse 
für  die  Endpunkte  von  zwei  conjugierten  Durch- 
messern. 

45,  -.  101.    Azonometrische   Darstellung   der   Tangenten   ^,    der 

HauDtnormalen  n,  der  Binormalen  &,  der  Polarlinien  jp, 
der  Mittelpunkte  der  Krümmungskreise  M^  der  Mit- 
telpunkte der  Schmiegungskugem  £*,  und  der  Punkte 
zweier  Evoluten  E,  E*  für  Punkte  einer  Kaumcurve  P. 

46,  -    102.    Dasselbe  für  die  Schraubenlinie  in  orthogonaler  Pa- 

rallelproj  ection . 

47,  -    107.    Zur  Constmction  der  Durchdringungscurve  von  zwei 

Kegelflächen  mittelst  des  Büschels  der  flilftebenen 
durch  die  Verbindungslinie  ihrer  Spitzen;  speciell 
Eindringunj^  ohne  unendliche  Aeste. 

48,  -    108.    Dasselbe,  msbesondere  Durchdringung:  die  Verbind- 

unffsgerade  der  scheinbaren  Doppäpunkte  2>i ,  J9| . 

49,  -    Itl.    Schema  zur  Bestimmung  der  unendlichen  Aeste  der 

Curve  und  ihres  Bildes. 

50,  -    117.    Zwei  Orthogonalprojectionen  der  Durchdringungscurve 

von  zwei  Cylindern  zweiten  Grades  mit  einem  Doppel- 
punkt. 

51,  -    118.    Durchdringung  zweier  Kegel  zweiten  Grades,  wenn 

die  Snitze  des  einen  auf  dem  Mantel  des  andern  liegt; 
mit  Knotenpunkt. 

52,  -    119.    Dasselbe,  mit  isoliertem  Doppelpunkt. 

53,  -    120.    Die  Raum  curve  vierter  Ordnung  mit  einem  stationären 

Punkte  als  Durchdringung  von  zwei  Keffeln  zweiten 
Grades  mit  einer  gememsamen  Tangentialebene,  wenn 
die  Spitze  des  einen  auf  dem  Mantel  des  andern  liegt; 
Darstellung  der  Doppelcurve  ihrer  de  veloppabeln  Fläcne 
und  der  involutonschen  CoUineation ,  m  welcher  die 
Curve  und  Developpable  sich  selbst  entsprechen. 

54,  -    126.    Zwei   Orthogonalprojectionen   der  cubischen    Ellipse 

(Asymptote  a)  und  ihrer  developpabeln  Fläche;  Hori- 
zontalspur  Dt  der  letzteren. 

55,  -    129.    Centralproj ection  der  cubischen  Parabel;  Fluchtlinie 

Q'd  und  Spur  8(f  ihrer  developpabeln  Fläche. 

56,  -    132.    Zur  Charakteristik  desZusammennanges  zwischen  einer 

Raumcurve  und  ihrer  ebenen  Abbildung. 

57,  -    138.    Darstellung  des  Zusammenhanges  zwischen  einer  Raum- 

curve und  dem  ebenen  Querschnitt  ihrer  developpabeln 
Fläche. 

58,  a,  b;   p.  145.    Zur  Entstehung  von   Rückkehrpunkten  in   der 

Proj ection  einer  Raumcurve.  (Dom-  und  Schnabel- 
Spitze.) 

59,  -    152.    Zur  Constmction  der  zwei  letzten  Spitzen  der  dop- 

peltprojicierenden  Kegel  für  die  Durchdringung  von 
zwei  Kegeln  zweiten  Grades. 

60,  -    162.    Das  Durchdringun^bild  als  Kegelschnitt  im  Büschel 

der  Spurkegelschutte;  sein  Zusammenhang  mit  dem 
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Bilde  der  zugehörigen  Doppelcarve ;  jene  speciell  als 
Kreise  mit  der  Parabel  der  zngehöriffen  Scnaar. 

Taf.  III,  p.  166  f.  u.  178.  Die  Orthogonalprojectionen  der  Durchdringung  zweier 

Kegel  zweiten  Grades  mit  einer  gemeinsamen  znXOZ 
parallelen  liauptebene,  ihre  doppelt  projicierenden 
Kegel,  die  Honzontalspur  derDeveloppabeln  und  die 
Projectionen  ihrer  Doppelcurven.  Die  Gruppen  der 
Curvenpunkte  mit  sich  schneidenden  Tangenten. 
IV,  -  177.  Die  Durchdringung  eines  zu  0  Z  parallelen  Rotations- 
cylinders  mit  einem  Botationskegel  von  vi  OY  paral- 
leler und  die  des  Cylinders  schneidender  Axe  nach 
ihren  Symmetrien,  insbesondere  mit  den  beiden  übrigen 
doppeltprojicierenden  Kegeln. 

Fig.    61,    -    191.    Die  Schnittcurve  der  Tangentialebene  einer  krummen 

Fläche  in  der  Nachbarschaft  des  Berührungspunktes 
nach  ihren  drei  wesentlichen  Formen. 

62,  -    193.    Die  topographische  Fläche;  Schnitt  mit  der  Tangen- 

tialebene in  einem  elliptischen  Punkte  P«  und  in 
einem  hyperbolischen  Punkte  Ph, 

63,  -    198.    Zur  Yeranschaulichung  des  conischen  Punktes   oder 

Doppelpunktes  einer  Fläche. 

64,  a^  b;  p.  204.    Punkt  P  und  Tangentialebene  T  des  einfachen 

und  des  zweifachen  gleichseitigen  Rotationshyperbo- 
loides. 

65,  p.  209.    Schnittpunkte  und  Tangentialebenen  der  gleichseitigen 

Rotationshyperboloide  mit  einer  Geraden. 

66,  -   211.    Wechseisehnen  und  Wechselschnitte  zweier  Kreise. 

67,  -    214.    Querachnittsconstruction  für  das  einfache  Rotations- 

hyperboloid: Methoden  der  Parallelkreise,  der  Me- 
nmane  und  der  Kehlkreistangentialebenen. 

68,  -    221.    Die  Kegel  im  Büschel  der  ^eichseitig^en  Rotations- 

•  hyperboloide :  Normalen  der  Kegelschnitte. 

69,  -    229.    £infaches  a)  und  zweifaches  gleichseitiges  Rotations- 

hyperboloid; reelle  und  rein  imaginäre  rarallelkreise 
des  letzteren  (b  und  c). 

70,  -    231.    Durchdringung  parallelaxi^er  gleichseitiger  Rotations- 

hrperboloide  bei  veränderlicher  Distanz  der  parallelen 
üauptebenen;  die  kritischen  Distanzen  2c,  te  y  U;  u, 
u*y  V,  V*  und  die  zugehörigen  Berührungselemente. 

71,  -   262.    Kreis  und  gleichseitige  Hyperbel,   Ku^el  und  zwei- 

faches gleicnseitiges  ICotationshyperboloid  in  centoisch 
inyolutorischer  Collineation. 

72,  -   262.    Zur  Erläuterung  der  stereographischen  Projection. 

Tafel  y,    -   272  f.  Construction  der  Kreise  auf  einer  Kugel,  welche  drei 

gegebene  Kreise  derselben  —  worunter  einer  rein 
imajg^när  ist  —  unter  Winkeln  von  Torgeschriebenen 
CosmuBwerthen  schneiden.    Orthogonale  und  stereo- 

fraphische  Projection. 
wei  Orthogonalprojectionen  des  durch  drei  Gerade  g 
bestimmten  einfachen  Hyperboloides;  die  Construction 
der  {,  insbesondere  die  der  zu  den  gegebenen  g  paral- 
lelen 1  und  das  von  ihnen  tnit  jenen  bestimmte  Paral- 
lelepiped.  Umrisse,  Horizontalspur,  Mittelpunkt  der 
Fläche. 
-   VII,    -   280.    Die  Gentralprojection  des  einfachen  Hyperboloides  zu 

drei  gegebenen  Erzeugenden  g-y  Consfiruction  der  Er- 
zeugenden Z,  insbesondere  der  zu  den  g  parallelen  1; 
Bestimmung  deigenigen  7,  weiches  mit  einem  gege- 
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benen  g  daeselbe  Bild  hat.  Fluchtcurve,  Spur,  Umriss, 
Mittelpunkt  und  Asymptotenkegel  der  Fläche. 
Fig.    73,   p.  285.    Gonstmction  aller  durch  eine  Gerade  g^  g^ehenden  Tan- 

Sentialebenen  des  einfachen  Hyperboloids  und  ihrer 
erührungspunkte  in  dieser  aus  drei  entsprechenden 
Paaren  derselben;  beispielsweise  in  einem  gegebenen 
vierten  und  für  den  unendlich  fernen  Punkt  derselben. 
74,    -   288.    Erzeugung  des  orthogonalen  Hyperboloides  aus  pro- 
jectivisch  gleichen  Blbenenbüscheln. 
Taf.YlII,    -   299  f.  Construction  der  beiden  gemeinschaftlichen  Transver- 
salen 2f,  I2  zu  vier  gegebenen  Geraden  pi,  g^,  ^,,  h 
oder  der  Schnittpunkte  jP«,  F*  von  A  mit  dem  Hyper- 
boloid der  ^1,  ^„  ff,  und  der  Tangentialebenen  8^  8' 
durch  h  an  dasselbe. 
Fig.    75,    -    301.    Construction  der  Yerticalprojectionen  P",  P*"  deneni- 

fen  Punkte  des  durch  das  wmdschiefe  Vierseit  AB  CD 
estimmten  hyperbolischen  Paraboloids,  welche  eine 
fegebene  Horizontalprojection  P'  haben, 
ur  Erläuterung  der  Beziehungen  von  Pol  P  und  Polar- 
ebene P  in  Bezug  auf  eine  Fläche  zweiten  Grades  F*. 

77,  -    314.    Das  einfache  Hyperboloid  aus  Ellipse  und  Hyperbel, 

deren  gemeinsamer  Durchmesser  in  der  Anfangslage 
die  Hyperbel  schneidet; 

78,  -    314.    Das  hyperbolische  Paraboloid  aus  Parabel  und  Hy- 

perbel ; 

79,  -    315.    I>a8  zweifache  Hyperboloid  aus  Ellipse  und  Hyperbel, 

deren  gemeinsamer  Durchmesser  in  der  Anfangslage 
'die  Hvperbel  nicht  trifft; 

80,  -    315.    Das  Ellipsoid  aus  Ellipse  und  Ellipse; 

81,  -   315.    Das  elliptische  Paraboloid  aus  Ellipse  und  Parabel  — 

sämmtlich  azonometrisch. 

Taf.   IX,    -    320|  322.  Construction  des  ebenen  Qaerschnittes  1 ...  6  und  des 

demselben  entsprechenden  Poles  P  für  ein  Ellipsoid, 
welches  durch  drei  conjugierte  Durehmesser  .^J?,  CD 
EF  gegeben  ist. 
X,  -  324.  SelbsUchattengrenze  und  Schla^chatten  auf  die  Pro- 
jectionsebenen  für  parallele  Lichtsiarahlen  von  einem 
zweifachen  Hyperboloid,  dessen  Hauptaxen  den  Pro- 
jectionsazen  parallel  sind,  speciell  die  Scheitelaxe 
zu  OZ. 
'     XI,    •    329  f.  Construction  der  Axen  eines  Ellipsoides,  welches  durch 

die  conjugierten  Durchmesser  AB,  CD,  FF  der  zu 
XOY  und  XOZ  respective  parallelen  conjugierten 
Diametralschnitte  gegeben  ist. 

Fig.  82,  '  339.  Das  dreiaxige  Ellipsoid  als  centrisch  coUineares  Ab- 
bild der  Kugel;  seine  Ereisschnittsysteme  und  Ereis- 
punkte.  Directe  Bestimmung  der  Axen  far  die  Colli- 
nearfigur  eines  Ereises.    (Verel.  Fig.  83.) 

83,  -    340.    Das  zweifache  Hyperboloid  als  centriscn  collineares 

Abbild  der  Kugel;  Ereisschnittsysteme  und  Ereis- 
punkte. 

84,  -    346.    Zur  Anschauung  der  in  zwei  Eegelschnitte  zerfallen- 

den Durchdringung  von  zwei  Flächen  zweiten  Grades 
und  der  beiden  durch  sie  gehenden  Eegel.  Axono- 
metrisch. 

85,  -    348.    Zur  Benutzung  der  Hilfsebenen,  deren  Schnitte  mit 

einer  Fläche  zweiten  Grades  kreisförmige  Projectionen 
haben,  für  die  Construction  ihres  ebenen  Querschnitts. 
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Fig.  86,  p.  350.  Constraction  des  SchlacBchatienB  im  Innern  einer  ho- 
rizontal begrenzten  honlen  Halbkugel. 

Taf.  XII,    -    358  f.  Die  Symmetrieverhältnisse  der  Dnrcndringung  von  zwei 

concentrischen  Flüchen  zweiten  Grades.  Doppelt  pro- 
iicierende  Kegel  der  Curve  nnd  doppelt  aufgeschrie- 
bene Carven  der  Developpabeln.  Azonometrisch.  Der 
mit  Tin  und  M  in  gerader  Linie  und  symmetrisch 
zum  erstem  Punkt  für  M  als  Gentrum  gelegene  Punkt 
Tifi  musste  in  der  Figrar  wegbleiben. 

Fig.    87,    -   387.    Die  Focalcurven  und  die  Kreis- Diametralschnitte  des 

dreiaxigen  Ellipsoides.    (Axonometrisch.) 

88,  -    404.    Die  Fl&che  der  flachgängigen  Schraube; 

89,  -    405.    Die  Wölbfläche  des  Eingangs  in  den  runden  Thurm. 

-  90,    -   406.    Das  orthogonale  Cylindroid. 

91,  -  407.  Das  Kugefconoid; 

92,  -  408.  Das  Normalenbündel; 

93,  -  409.  Die  Fläche  der  scharfgängigen  Schraube; 

94,  -  410.  Die  Wölbfläche  des  schrien  Durchganges; 

95,  -  411.  Das  Cylindroid  —  sämmtlich  nach  ihrer  Erzeugung  aus 

drei  Leitlinien  axonometrisch  dargestellt. 

96,  -    415.    ZunConstruction  der  Tangentialebenen  und  Berührungs- 

punkte einer  durch  drei  Leitcurven  Ci,  ^,  C7,  bestimm- 
ten windschiefen  Regelfläche  längs  einer  Erzeugenden  e. 

97,  -   416.    Die   Tangentialebenen  der  Wölbfläche   des   schiefen 

Durchganges  längs  einer  Erzeugenden. 

98,  -    418.    Darstellunff  des  Hyperboloides,  welches  sich  dem  Nor- 

malenbündel  län^  einer  Erzeugenden  l|  anschmiegt  und 
die  grosse  Axe  seiner  Leitcurve  zweiten  Grades  enthält. 

99,  -    420.    Zur  Benutzung  des  läng^  einer  Erzengenden  sich  an- 
^  schmiegenden  gleichseitigen   hyperbolischen  Parabo- 

loides. 
100,  -  421.  Gonstruction  der  beiden  längs  der  Erzeugenden  Zi  an 
eine  scharfgäng^ge  Schraubenfläche  sich  anschmieden- 
den hyperbolischen  Paraboloide,  welche  dieProjecüons- 
ebenen  XO  Y  respective  XOZ  zu  Richtungsebenen 
haben. 

-  101,    -    425.    Das  windschiefe  Flächen  dement  und  seine  Parameter. 
102,    -   427.    Darstellung  des  Kugelcouoids,  welches  die  Ebene  XOY 

zur  Richtungsebene  hat;  insbesondere  seiner  singulären 
Erzeugenden. 

-  103,     -    431.    Gonstruction  d es  osculierenden  einfachen  Hyperboloides 

far  eine  Erzeugende  l^  der  windschiefen  Regelfläche 
dritten  Grades.   (Fig.  104.) 

-  104,    -    447.    Die  Regelfläche  driUen  Grades  mit  einer  überall  reell 

doppelten  Leitgeraden  in  Gentralprojection. 

-  105,    -    448.    Die  Regelfläche  dritten  Grades  mit  einer  doppelten 

Leitgeraden  mit  reellen  Grenzpunkten. 

Taf.  XIII,  -    463  f.  Die    Gurve   vierter  Ordnung   zweiter  Art  mit  zwei 

stationären  Tangenten  als  IJurchdringung  des  ortho- 
gonalen Gylindroides  mit  einem  einfachen  Hyperboloid; 
in  orthogonaler  Parallelprojection  mit  einem  Bilde. 

Fig.  106,    -    457.    Sehern atuche  axonometnsche  Darstellung  einer  Rota* 

tionsfläche  zur  Uebersicht  des  Zusammenhanges  zwi- 
schen den  erzeuffenden  Gurven  C,  den  Parallelkreisen 
P  und  den  Meriaianen  M. 
107,    -   464.    Die  Projectioneu  von  Punkten  einer  Rotationsfläche 

aus  Axe  a  und  Meridian  Hx«  bei  Parallelismus  von 
a  und  OZ» 
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Fig.  108,   p.  467.    Construction  der  Tangentialebene  und  Normale  der 

Rotationsfläche  in  einem  ihrer  Punkte. 
109,    -    468.    Die  Tangentialebene  einer  Schraubungsfläche  in  einem 
ihrer  Punkte. 

-  110,    -    471.    Punkte  und  Tangentialebenen  des  einfachen  Botations- 

hyperboloides  aus  der  Axe  a  und  der  Erzeugenden  e 
durch  Vermittelung  von  Kehlkreis  und  Spuäreia. 

111,  -    476.    Construction  des  ebenen  Querschnittes  einer  Rotations- 

fläche durch  Punkte  und  Tangenten:  Punkte  in  den 
Umrissen,  höchste  und  tiefste  Punkte. 

112,  -    478.    Directe  Bestimmung  derAxen  des  ebenen  Querschnittes 

eines  durch  seine  Erzeugende  bestimmten  einfachen 
Rotationshyperboloides. 

113,  -    480.    Der  Berührungskegel  des  Torus  aus  gegebenem  Scheitel; 

seine  Berührungscurve  mit  der  Fläcne. 

Taf.  XI Y,    -    484.    Centralprojection  des  Berührunffskegels  von  gegebener 

Spitze  für  das  Rotationsparaboloid. 

Fig.  114,  -  485.  Der  Berührungscy linder  der  Rotationsfläche  bei  gege- 
bener Richtung  der  Erzeugenden. 

-  115,    -    489.    Directe  Bestimmung  der  Umrisse  einer  Rotationsfläche 

bei  schräger  Axe  in  Parallelprojection ;    Grundlage. 


(Vgl.  Fig.  80.) 
Der  i 


-  116,    -   490.    Der  parallel- projectivische  Umriss  aus  dem  Meridian 

in  der  projicierenden  Ebene  der  Axe. 

117,  -   492.    Die  Umrisse  der  Rotationsflächen  zweiten  Grades  mit 

zur  Tafel  normaler  Axe. 

118,  -    494.    Construction  der  Umrisslinie  eines  Torus  in  Parallel- 

projection bei  schräger  Axe  desselben. 

119,  -    503.    Zur  Begründung  der  Beleuchtungsconstructionen  für 

paralleles    Licht:    Kugel,    Rotationskegel ,    Cylinder. 
Axonometrisch. 
•     120,    -   504.    Construction  der  Intensitätslinien  des  geraden  Kreis- 

cylinders  bei  verticaler  Axe. 

-  121,    -    506.    uonstruction  der  Intensitätslinien  des  geraden  Ereis- 

kegels  bei  yerticaler  Axe. 

-  122,    -    507.    Hilfsconstruction  für  Bestimmung  der  Intensitätslinien 

einer  Rotationsfläche. 

Taf.  XV,  -  508.  Die  Intensitätslinien  des  einfachen  Rotationshyperbo- 
loides ;  die  Schlagschatten  im  Innern  desselben  und  auf 
die  Projectionse  Denen. 

Fig.  123,  -  511.  Zur  Construction  der  Intensitätslinien  der  durch  Schrau- 
bung eines  Kreises  bei  zur  Axe  normaler  Ebene  ent- 
stehenden Fläche. 

Taf.  XVI,   -    512  f.  Die  Linien  gleicher  Intensität  für  das  Schlangenrohr 

(Serpentine)  nebst  den  Schlaffschatten  der  Fläche  auf 
die  rrojectionsebenen  und  auf  sich  selbst.  Intensitäts- 
linien mit  Doppelpunkten. 

Fig.  124,    -    517.    Directe  Construction  des  Doppelpunktes  D^^\  welchen 

die  zweite  Projection  der  Durchdringungscurve  einer 
Kugel  mit  einer  KegelflS^he  zweiten  Grades  zeifft. 

125,  -    521.    Zur  Durchdringung  von  zwei  Rotationsflächen  mit  sich 

schneidenden  Axen:  Punkte  und  Tangenten. 

126,  -    524.    Zur  gemeinsam  umgeschriebenen  Developpabeln   für 

zwei  Rotationsflächen  mit  sich  schneidenaen  Axen. 

-  127,    -    525.    Zur  Durchdringung  von  Rotationsflächen  mit  sich  kreu- 

zenden Axen:  Punkte  und  Tangenten. 


Berichtigungen  und  Zusätze 
zum  ersten  Bande. 
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Seite  XXII,  Zeile  9  Ton  unten  lies  Tangenten  statt  Punkten. 

25,     „      8    „    oben      „    e  :  r  statt  x  :  r. 

47.  2)  Schluss  füge  bei  (Tafel  VI,  links). 

72,  zu  6)  füge  bei:  \% 

Man  erhält  die  Relation  am  Schlüsse  von  5)  geometrisch, 
wenn  man  beide  Büschel  T,  T'  dadurch  in  pers^ectivische 
Lage  bringt,  dass  man  die  Rechtwinkelstrahlen  r,  r  im  Schei- 
telstrahl  vereinigt,  so  dass  also  jf,  q  einander  parallel  sind. 
Das  Paar  a,  a  bestimmt  dnrch  semen  Schnittpunkt  A  die  per- 
spectivische  Aze  als  rechtwinklig  auf  rr  in  2?.    Dann  ist 

T' B:  TB  ta  tan  aq  :  cotan  ar  =»  tan  aq  .  tan  ar, 

88,  Zeile  14  von  oben  füge  zu: 

Man  erkennt  die  Constrnction  des  vierten  harmonischen 
zu  drei  Elementen  6r,  £r,  Z  etc.  einer  Reihe  oder  eines  Bü- 
schels in  §  16,  13  als  Specialfall  der  Construction  des  sechsten 
Elementes  der  Involution  in  14;  X,  X|  in  (7  und  Y,  Y|  in  H 
gedacht. 
91,  Zeile  16  von  unten  füge  hinzu: 

Mit  MFi  »  MFt »  f,  MQ'  ^MB^c  hat  man  im  Falle 
a)  gleichstimmiger  Reihen 

(c  +  f){c-f)^k\  f^±y^rzrkt 

und  im  Falle  b)  ungleichstimmiger  Reihen 

die  Ausdrücke  der  Constructionen  in  Fig.  39. 
122,  nach  Zeile  8  von  oben  fQge  ein: 

Oder  man  erhält  nach  dem  Satze  vom  rechten  Peripherie- 
winkel zu  drei  Punkten  Ä^  B,  C  die  drei  diametral  gegen* 
überliegenden  A*,  B*,  C*  als  Schnitte  der  Perpendikel  zu 
BA,  CA  in  B,  C  resp.;  zu  CB,  AB  in  C,  A;  zu  AC,  BC 
in  JL,  J?.  Und  damit  beliebig  viele  andere.  Die  erste  Con- 
struction dient  für  den  Fall,  wo  das  Blatt  nur  ein  flaches 
Segment  fasst. 
148,  8)  Zeile  4  nach  Hyperbel  füge  bei:  die  den  Scheitelstrahl  zum 

Durchmesser  hat. 
148,  8)  am  Schlüsse  fü^e  bei: 

Ist  aber  der  vierte  Punkt  der  Höhenschnitt  des  Dreiecks 
der  drei  übrigen,    so  fällt  der  bekannte  Punkt  der  Pascal- 
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Imie  Id  den  Mittelpunkt  des  üilfskreises  und  der  durch  ihn 
gehende  Durchmesser  ist  unbentimmt:  Alle  gleichseitigen  Hy- 
perbeln durch  drei  Punkte  gehen  auch  durch  den  flöhen- 
schnittpunkt  ihres  Dreiecks.  In  Folge  dessen  erhält  man  in 
den  Höhenschnittpunkten  der  von  innen  gebildeten  Dreiecke 
aus  yier  Punkten  vier  neue  Punkte  der  durch  sie  bestimmten 
gleichseitigen  Hyperbel.  Man  kann  beliebig  viele  Punkte  so 
erhalten. 
Seite  162,  Zeile  13  von  oben  lies  X  als  J2  und  Y'  als  Q\ 
„     170,  unten  füge  bei: 

Man  specialisiere  auch  für  die  Constrnction  der  Hyperbel 
aus  den  Asymptotenrichtungen  A^  C,   einem  Punkte  ß  der 
Hyperbel  und  mrer  Polinvomtion  in  der  Geraden  p, 
„     171,  15)  am  Schlüsse  des  ersten  Absatzes  füge  bei: 

Man  construiere  einen  £reis  punktweise  aus  einem  seiner 
Punkte  A  und  seiner   elliptischen  Polin volution   in  der  Ge- 
raden p. 
„     176,  nach  Zeile  9  füge  bei: 

Mit  X  =»  d  cos  6 ,  y  »■  c2  sin  6  folgt  die  Länge  des  von  a 
um  9  abweichenden  Durchmessers  der  Ellipse  resp.  Hyperbel 


a*  sin«  e  -h  6«  cos«  9 


Ebenso  erhält  man  aus  der  Linien- Coordinatengleichung  die 
Entfernung  der  um  r  von  a  abweichenden  Tangente  vom 
Centrum 

p*  e»  a*  sin'r  ±  6*  cos*  x . 

178,  Zeile  8  von  oben  nach  Involution  setze  die  Verweisung  (§  24,8). 

179,  „     9    „    unten  lies  Bd.  II,  §  43. 

180,  16)  am  Schlüsse  füge  hinzu: 
Wenn  insbesondere  AB  und  CD  die  Axen  der  EUipsA  K 

sind,  so  liefert  ihre  Constrnction  als  affine  Curve  zu  dem  über 
AB  als  Durchmesser  beschriebenen  Kreis  K'  den  Satz:  Für 
einen  Ellipsenpunkt  P  entstehen  auf  der  Parallele  zum  Radius 
JHP'  des  entsprechenden  Punktes  im  Kreise  K'  bis  zur  grossen 
und  kleinen  Axe  der  Ellipse  die  Abschnitte  b  und  a  von  den 
Längen  der  kleinen  und  gössen  Halbaxe.  Oder  die  Ellipse 
ist  die  Bahn  eines  Punktes  in  einer  Linie  von  constanter  Länge, 
deren  Endpunkte  zwei  feste  zu  einander  rechtwinklige  Gerfule 
durchlaufen. 

191,  Zeile  2  von  oben  lies  II,  §  16,8. 

201,     „      1    ,,    unten,  füge  ein: 

oder  aus  Brennpunkt  und  Tangente  mit  Berührungspunkt. 
Die  directe  Constrnction  nach  der  Seite  171  oben  entwickelten 
Regel  liefert  die  Sätze  wieder:  Die  Directrix  ist  der  Ort  der 
Schnittpunkte  rechtwinkliger  Tangentenpaare  der  Parabel;  die 
Scheiteltangente  der  Ort  der  Fusspunkte  der  Perpendikel  vom 
Brennpunkt  auf  die  Tanj^enten;  der  Scheitel  die  Mitte  zwi- 
schen Brennpunkt  und  Directrix. 

213,  Zeile  18  von  oben  lies  orthogonale. 
,,     218,      „       4    „    unten  lies  -j-  2r;er  cos  a. 
„     231,  nach  Zeile  19  von  oben  lüge  bei: 

Die  Schnittpunkte  eines  Kegels  vom  zweiten  Grade  n^it 
einer  geraden  Linie  kann  man  als  Doppelpunkte  der  ver 
einigten  proiectivischen  Reihen  erhalten,  die  seine  erzeugenden 
Ebenenhüscnel  auf  jener  ausschneiden.  Oie  Tangentialebenen 
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desselben  durch  einen  Punkt  sind  die  Doppelebenen  der  ver- 
einigten proiecti vischen  Ebenenbüscbel ,  welche  seine  erzeu- 
genden Strahlenbüschel  an  jenem  bestimmen. 
Seite  262,  vor  Zeile  4  von  unten  als 

3)  Das  gleichseitige  Botationshj^perboloid  und  seine  Schei- 
tel berührun^kugel  —  §  (36«)  —  sind  in  involutorischer  Cen- 
tralcollineation  mit  einander  für  jeden  Scheitel  des  ersten  und 
seine  Tangentialebene  im  andern  Scheitel  als  Gentrum  und 
Ebene  der  Collineation  resp.  (Vergl.  II,  §  33,8.) 
„  253,  Zeile  11  von  unten  lies  §  22,  a. 
„     255,  als  erstes  Beisp.  setze: 

Für  jede  Parallelprojection  iat  F' :  F=A,  weü  A  =  SA  :  SA 
ist  und  die  zu  8  parallelen  Strecken  gleiche  Länge  haben. 
,,     259,  Zeile  21  von  oben  füge  bei: 

Aber  die  drei  Coluneationsebenen  Sj,  Sf,  8,  müssen  alle 
Punkte  gemein  haben  oder  sich  decken,  wenn  Q^|,  €,,  @.  drei 
verschiedene  Punkte  sind.  Denn  man  findet  A^  aus  Ajy  A^ 
als  Schnitt  der  Geraden  A,(^^y  ^t<Si;  also  dass  für  P  als 
in  83  gelegen  oder  als  P,,  P^  auch  P,  mit  ihm  vereinigt  ist 
oder  derselbe  Punkt  auch  zu  S|,  8,  gehört. 

Die  dualistische  Uebersetzung  des  Beweises  (siehe  S.  112  f.) 
liefert  den  Satz:  Wenn  von  drei  räumlichen  Systemen 
je  zwei  mit  einander  für  dasselbe  Centrum  colli- 
near  sind,  so  gehen  ihre  drei  Collineationsebenen 
durch  eine  Gerade. 

Ebenda  Zeile  17  von  unten  streiche  die  Worte:  einen  Punkt 
und  „      16    ,t         „      setze  dual  statt  umgekehrt. 

„     283,  Zeile  7  von  oben  lies  OZ  statt  Oj. 
„     286,  nach  9)  schalte  ein: 

Man  bestimme  die  Lage  derjenigen  Parallelogramme  in 
einer  durch   zwei   Gerade   bestimmten   Ebene,   welche   zwei 
rechteckige  Projectionen  haben. 
328,  Zeile  12  von  unten  lies  Y^Z^  statt  X,Z,. 

„       8     „         „         „     cos'  pM  :  cos*  ßx  :  cos*  ßp . 
365,      „      5    „    oben      „    unterbleiben  statt  unerOrtert  bleiben. 
372,       „    29    „    unten  schalte  ein  nach  —  perspectivische  240. 
,^     373,      „      9    „    oben  nach  Kreisbüschel  156  f. 
„     374,       ,,      6     „        „  „     157  statt  127. 


n 
11 


Berichtigungen  und  Zusätze. 


Seite    37,  Zeile    2  von  unten  lies  dieses  statt  diese. 

„       46,      „       4    ,.        ,,      schalte  als  Beispiel  16  zu  §  6  ein. 

Für  L  als  Kegelschnitt  entspringen  aus  der  Verbindung 
mit  I,  §  d3,  13 f.,  18 f.  die  nützlichen  Sätze:  Die  entsprechenden 
Punkte  zu  den  Polen  der  Ge^enaxen  r«  und  r  in  Bezug  auf 
V  in  der  Collineation  M\  s,  ^0',  sind  der  Mittelpunkt  des 
Querschnittbildes  und  das  Bild  des  Querschnittmittelpunktes 
respective;  der  letzte  ist  also  zugleich  der  Pol  von  q^  in 
Bezu^  auf  das  Bild  E\ 

Man  verfolge  diese  Sätze  durch  ihre  Specialfälle  und  ver- 
binde sie  mit  I,  §  30,  51 

„       66,  Zeile  21  von  unten  lies  6(12*). 

„       60  setze  zu  8)  am  Schlüsse  die  Verweisung  hinzu  auf  §  69,6. 

„       73,  Zeile    6  von  unten.    Das  Citat  meint  §  (7)  in  Bd.  I. 

„     113,      „     12    „    oben  lies  stationäre  Ebene  aer  Durchdringung. 

„     124,      ,,       9    ,,    unten.    Das  Citat  meint  §  (36«)  in  Bd.  I. 

,,     127.  Ueberschrift  lies  Hyperbolische  Parabel  und  Parabel. 

„     145.  Füge  nach  2)  ein 

2«)  Die  Projection  aus  einem  Punkte  der  stationären  Ebene, 
welcher  nicht  in  der  zugehörigen  Tangente  liegt,  zeigt  die 
vierpunktige  Berührung  mit  der  entsprechenden  Tangente  wie 
Fig.  63^  welche  man  als  üudulation  benennt. 

„     148.  Füge  nach  •16)  hinzu 

*16^)  Für  die  Curve  vierter  Ordnung  aus  zwei  Kegeln 
zweiten  Grades  erhält  man  im  allgemeinen  Falle  (aa>i6)  aus 
Punkten  der  Schnittlinie  von  zwei  stationären  Ebenen  Bilder 
mit  zwei  ündulationen  und  aus  den  Scbnitti)unkten  von  drei 
solchen  Ebenen,  welche  nicht  in  eine  Kegelspitze  fallen,  Bilder 
mit  drei  Ündulationen.  Wenn  die  Durchdringung  einen 
stationlüren  Punkt  hat,  so  ist  wegen  a  «>  1  (§  23,  m)  nur  mög- 
lich, Bilder  mit  einer  Undulation  zu  erzeugen.  V^ie  im  Falle 
des  Doppelpunktes  (a  =»  4)? 

Die  Unaulationstangente  schneidet  die  Curve  nicht  weiter 
und  repräsentiert  eine  Doppeltangente  und  zwei  benachbarte 
Inflexionstuigenten. 

„  201,  Zeile  11  von  oben,  Seite  293,  Zeile  16  von  unten,  Seite  300, 
1)  ZeÜe  5  und  3)  Zeile  1  lies  Vierseit. 

„     211   fü^e  zu  8)  am  Schlüsse  bei:  Vergl.  §  25,8. 

„     224,  Zeile  3  von  oben  lies  vergl.  7). 

„     240,     „      9    „    unten  lies  31  statt  91. 

„     240,     „     18    „        „        „    und  statt  in  den. 

„     299,     „      3    „    oben  fehlt  nach  Ueberblick  p.  112  f. 

„  343,  15).  Nach  Zeile  8  sollte  es  noch  heissen:  Für  jeden  anderen 
Punkt  der  Botationsaxe  enthält  das  Polar«ystem  nur  ein  Bü- 
schel von  ortiiogonalen  Strahlen  und  Ebenen,  wie  das  Bündel 
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der  DurchmesBer  und  conjngierten  Diametralebenen  eines  Bo- 
tationskegels. 

Sodann  fuge  man  p.  344  zu  19)  am  Schlüsse  des  ersten 
Absatzes  die  Antwortsweisung  hinzu:  Die  zugehörigen  Polar- 
sYsteme  im  Bflndel  enthalten  nur  je  ein  Büschel  von  Strahlen, 
denen  ihre  Normalebenen  entsprechen,  nämlich  das  Büschel 
in  der  jeweiligen  Meridianebene.  Von  derselben  Art  sind  die 
Polarsysteme  um  die  Punkte  der  Botationsaxe ,  den  Durch- 
messerbüscheln der  zu^hörigen  Parallelkreise  entsprechen  die 
zu  ihnen  normalen  Mendianebenen.  (Vergl.  vorher  15.)  (Zusatz.) 
(Vergl.  §  42,6.) 
Seite  363,  Zeile  19  von  unten  lies  und  die  specielle  so,  dass  die. 

„     362,     „        6    „        „        „    §  26. 

.,     368.  Füge  nach  28)  bei 

28*)  Eine  Gerade  bestimmt  mit  den  Flächen  des  Büschels 
eine  Involution  von  Schnittpunktepaaren  und  wird  daher  in 
den  Doppelpunkten  derselben  von  zwei  Flächen  des  Büschels 
berührt    (Vergl.  §  42,  24.) 

Eine  Bisekante  der  gemeinsamen  Curve  hat  mit  allen 
Flächen  des  Büschels  dieselben  zwei  Punkte  gemein.  Sie  trä^ 
für  alle  dieselbe  Tnvolation  harmonischer  Pole ,  weil  jene  die 
Doppelpunkte  derselben  sein  müssen;  für  eine  Tangente  ist 
diese  Involution  parabolisch. 

„     380.  Füge  zu  10)  hinzu 

Eine  Gerade  bestimmt  mit  den  Flächen  der  Schaar  eine 
Involution  von  Tangentialebenenpaaren  und  wird  daher  in 
den  Doppelebenen  derselben  von  zwei  Flächen  der  Schaar 
berührt.    (Vergl.  §  42,  m.) 

Eine  Bitangente  der  gemeinsamen  Developpabeln  hat 
mit  allen  Flächen  der  Schaar  dieselben  zwei  Tangentialebenen 

femein.    Sie  ^ä^  für  alle  dieselbe  Involution  narmonischer 
'olarebenen,  weil  jene  die  Doppelebenen  derselben  sind;  für 
eine  Erzeugende  ist  dieselbe  parabolisch. 
„     387,  Zeile  3  von  oben  füge  nach  Differenz,  den  Beweis  ein  wie  fok;t: 
Ein  Punkt  (Xf,  y^,  0)  der  Ellipse  hat  von  dem  Punkte 
(d:  ^9  ^f  db  ^t)  ^6'  Hyperbel  die  Distanz  d,  für  welche  man 
erhält 

d«-(a;iTaJ.)*+yi*+V-«t*-5«t*+«i'+^^^'T2a:,a:, 

*"  ^«*0  +  *»'(f )  +  ^  ^'^  =■  G*i  HF  7*t)  . 

Für  zwei  Punkte  P,  P\  desselben  Astes  der  Hyperbel  ist 
also  die  Differenz,  für  zwei  Punkte  verschiedener  Aeste  der- 
selben die  Summe  ihrer  Distanzen  d,  cf  von  irgend  einem 
Punkte  der  Ellipse  constant;  denn  man  hat  resp. 

d  —  cC  ^  BXi—  -«t—  ««1+  :-«t'=»--(^~"^J» 

Analog  für  einen  beweglichen  Punkt  der  Hvperbel  und 
zwei  feste  Punkte  der  Ellipse;  die  Differenz  der  Distanzen  ist 
constant  und  zwar  positiv  für  den  einen  und  negativ  für  den 
andern  Ast  der  Hyperbel.  Vergleiche  die  Schlussbetrachtung 
p.  629  f.    Für  die  Parabel  hat   man  constante  Differenz  der 
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Distanzen  ffir  zwei  feste  Punkte  von  jedem  beliebigen  Punkte 
ihrer  Focalparabel. 
Seite  387,  Zeile  6  von  unten  füge  ein  als 

26*)  Mit  a^kb  und  für  unendlich  abnehmendes  (  erhält 
man  für  die  Focalhyperbel  von  der  unendlich  kleinen  Ellipse 

a*  +  Ä«y«  —  0 
das  Linienpaar 

und  für  die  Focalellipse  der  Hyperbel  von  der  Hauptaze  Null 

a^  —  A;V  —  0 
die  unendlich  kleine  EUipse 

a;«+(l  +  Jfc«)r»«0. 

Es  entspricht  den  Focalstrahlen  des  Kegels.   (I,  p.  233  f.) 

„  388,  Zeile  18  von  oben  füge  bei:  Für  die  Kegel  zweiten  Qrades 
Terffl.  den  Ueberblick  zum  Abschnitt  B  in  J3d.  I,  p.  833  f.  be- 
zü^ich  der  Focalstrahlen. 

„     388,  27)  Zeile  17  von  unten  soll  citiert  sein  §  69, 9  f. 

y,  389,  29)  „  3  nach  ;  setze  ein:  ihre  zuffehörl^en  Tangenten 
bilden  die  Axen  dieser  Ke^el.   Sie  durchschneiden  daher  etc. 

„  889,  Zeile  8  von  oben  füffe  hinzu:  Allgemein,  auch  abgesehen 
von  der  Realität  des  ßerührungskegels  gilt  die  Charald^ristik 
der  zugehörigen  Polarsysteme,  dass  sie  ein  Büschel  von 
Strahlen  enthalten,  deren  entsprechende  Ebenen  zu  ihnen 
normal  sind.    (Yergl.  §  43. 15  und  19  Zusatz. ) 

„     397,  Zeile    2  von  unten  setze  das  Citat  bei  (§  47,  so). 

„     419,      „      9    „        „      lies  7)  statt  5). 

„     463,      „     10    „        „        „    Tafel  XIII. 

„  467,  unten  füge  hinzu:  Die  Punkte  ausser  der  Axe,  in  denen  die 
beiden  Hälften  eines  Meridianes  einander  schneiden,  beschreiben 
Doppelparallelkreise  der  Fläche,  die  in  der  Axe  erzeugen 
conische  Punkte  derselben;  ebenso  entstehen  aus  den  Dop- 
peltangenten des  Gesammtmeridianes  Doppel-Parallel- 
kreis-Berührungskegel  resp.  singulare  längs  eines  Pa- 
rallelkreises berührende  Tangentialebenen. 

„     469,  Zeile  7  von  oben  lies  §  61. 
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Die  darstellende  Geometrie  in  organischer  Verbindung 

mit  der  Geometrie  der  Lage. 


Zweiter  Theil. 

Darstellende  Gteometrie  der  krnmmen  Linien  und  Flachen. 

A.    Ton  den  CorTen  und  den  entwickelbaren  Flächen. 

1.  Das  Studium  der  Kegelschnitte  bat  zunäciist  für  Cur- 
Yen,  die  in  einer  Ebene  liegen^  die  gleiche  Wichtigkeit  zweier 
Erzeugungsweisen  und  der  daraus  entspringenden  Eigen- 
schaften gezeigt:  Der  Erzeugung  als  Ort  eines  gesetzmässig 
bewegten  Punktes  und  der  Erzeugung  als  Umhüllende  oder 
Enveloppe  einer  gesetzmässig  bewegten  Geraden^  und  in  Folge 
dessen  der  Eigenschaften  der  Punkte  und  der  Taugenten 
der  Curven.  Diese  Elemente  sind  nach  I  p.  113  und  §  34 
mit  einander  yerbunden  durch  die  reciproken  Definitionen: 

Die   Tangente   einer   Curve  Der  Punkt  einer  Curve  als 

als  Ort  eines  bewegten  Punk-  Enveloppe  einer  bewegten  Ge- 

tes  ist  die  gerade  Yerbindungs-  raden  ist  der  Schnittpunkt  von 

linie  von  zwei  unendlich  nah6  zwei  unendlich  nahe  benach- 

benachbarten  Lagen  desselben,  harten  Lagen  derselben.  Oder: 

Oder:  Wenn  eine  Gerade  sich  Wenn  ein  Punkt  sich  auf  einer 

um    einen    festen   Punkt   der  festen  Tangente  der  Curve  so 

Curve  so  dreht,  dass  einer  von  bewegt,    dass    eine    von   den 

den  Punkten,  die  sie  ausser  ihm  Tangenten,  die  ausser  ihr  noch 

noch  mit  derselben  gemein  hat,  von  ihm  an  die  Curve  gehen, 

sich  jenem  unbegrenzt  nähert,  sich  ihr  unbegrenzt  nähert,  so 

80    ist    die    Grenzlage    dieser  ist   die   Grenzlage   dieser  Be- 

Beweguug   die  Tangente    der  wegung  der  Berührungspunkt 

Curve  in  diesem  Punkte.  der  Curve  in  dieser  Tangente. 

Fiedler,  darsteUende  Geometrie.    II.    S.  Aufl.  1 


II.    Curyen  und  Flächen:  A)  Entwickelbare  Flächen.    1. 


Mit  diesen  Arten  der  Erzeugung  der  ebenen  Curven  als 
Enveloppe  und  als  Ort  sind  folgende  regelmässige  Singu- 
laritäten naturgemäss  verbunden: 


Der  erzeugende  Punkt  kann 
zweimal  (oder  auch  mehrmals) 
durch  denselben  Punkt  der 
Ebene  hindurch  gehen  und  die- 
ser heisst  dann  ein  Doppel- 
punkt (vielfacher  Punkt)  der 
Curve  (Fig.  1  a).  Der  er- 
zeugende Punkt  gelangt  im 
Allgemeinen  das  erstemal  zum 
Doppelpunkt  von  einem  andern 
Nachbarpunkte  aus  als  das 
zweitemal,  d.  h.  die  Curve 
besitzt  im  Doppelpunkt 
oder  Knoten  zwei  ver- 
schiedene Tangenten. 


Die  erzeugende  Gerade  kann 
zweimal  (oder  auch  mehrmals) 
mit  derselben  Geraden  der 
Ebene  zusammen  fallen  und 
diese  heisst  dann  eine  Dop- 
pel- (vielfache)  Tangente 
der  Curve  (Fig.  1  b).  Die 
erzeugende  Gerade  gelangt  im 
Allgemeinen  das  erstemal  zur 
Doppeltangente  von  einer  an- 
dern Nachbargeraden  aus  als 
das  zweitemal;  d.h.  die  Curve 
besitzt  in  der  Doppeltan- 
gente zwei  verschiedene 
Berührungspunkte. 


Pig.  1. 


Wenn  aber  der  zweite  Durch- 
gang unmittelbar  nach  dem 
ersten  stattfindet ,  und  der 
Punkt,  von  welchem  aus  der 
beschreibende  Punkt  zum  Dop- 
pelpunkt gelangt;  der  nämliche 
ist,  wie  der,  zu  dem  hin  er 
von  ihm  aus  geht,  so  nennt 
man  diesen  Punkt  insbesondere 
einen  Rückkehr-,  Cuspi- 
dal-  oder  stationären 
Punkt  (Fig.  Ib.d). 


Wenn  aber  das  zweite  Zu- 
sammenfallen unmittelbar  nach 
dem  ersten  stattfindet,  und  die 
Gerade,  von  welcher  aus  die 
beschreibende  Gerade  zur  Dop- 
peltangente gelangt,  die  näm- 
liche ist,  wie  die,  zu  der  hin 
sie  von  ihr  aus  geht,  so  nennt 
man  diese  Tangente  insbeson- 
dere eine  Wende-,  Infle- 
xions-  oder  stationäre 
Tangente  (Fig.  Ic). 
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Für  die  Unterscheidung  von  b  und  d  und  die  Verbindung 
mit  a  giebt  §  2,  6,  7  bei  Untersuchung  der  doppelt  ge- 
krümmten Curven  Anlass  und  Aufschluss;  man  siebt  schon 
hier;  dass  der  Fall  d)  die  Vereinigung  eines  stationären  Punktes 
wie  in  b)  mit  einer  stationären  Tangente  wie  in  c)  bildet. 
Rein  äusserlich  kann  die  Form  der  Spitze  in  b)  von  der  Form 
d)  als  die  Dornspitze  von  der  Schnabelspitze  unter- 
schieden werden. 

Die  Benennung  als  stationäre  Elemente  beruht  auf 
folgender  Anschauung: 


Die  erzeugende  Gerade  dreht 
sich  mit  einer  gewissen  ver- 
änderlichen Geschwindigkeit, 
indess  der  Berührungspunkt  in 
ihr  gleichförmig  fortschreitet, 
von  einer  ihrer  Lagen  zur  näch- 
sten unendlich  wenig.  Wird 
nun  die  Geschwindigkeit  ihrer 
Drehung  in  irgend  einem  Mo- 
mente Null  und  ändert  sie  dann 
der  Stetigkeit  gemäss  den  Sinn 
der  Drehung,  so  ist  die  ent- 
sprechende Tangente  eine  sta- 
tionäre Tangente  und  der 
ihr  entsprechende  Berührungs- 
punkt der  zugehörige  Wende- 
punkt. 


Der  erzeugende  Punkt  schrei- 
tet mit  einer  gewissen  veränder- 
lichen Geschwindigkeit  in  der 
Tangente  fort;  indess  diese 
gleichförmig  ihre  Richtung  än- 
dert, von  einer  seiner  Lagen 
zur  nächsten  unendlich  wenig. 
Wird  die  Geschwindigkeit  sei- 
nes Fortschreitens  in  irgend 
einem  Momente  Null  und  ändert 
er  dann  der  Stetigkeit  gemäss 
den  Sinn  der  Bewegung  in  der 
Tangente,  so  ist  der  entspre- 
chende Punkt  ein  stationä- 
rer Punkt  und  die  entspre- 
chende Tangente  die  zugehö- 
rige Rückkehrtangente. 


Stationäre  Punkte  und  stationäre  Tangenten,  Doppel- 
punkte und  Doppeltangenten  fasst  man  etwa  zusammen  als 
die  regelgemässen  oder  auch  als  die  einfachen  Singularitäten 
der  ebenen  Curve;  wobei  die  letztere  Bezeichnung  erinnert, 
dass  nur  die  in  a),  b),  c)  Fig.  1  gezeichneten  Formen  gemeint 
sind,  während  der  Fall  ind)  schon  eine  zusammengesetzte  Singu- 
larität repräsentiert.  Wir  werden  die  darstellend  geometrischen 
Hauptaufgaben  zur  Bildung  zusammengesetzter  Singularitäten 
von  selbst  hinführen  sehen  (siehe  §  2,  6  f.  und  weiterhin  be- 
sonders §  26)  und  erwähnen  dieselben  daher  hier  noch  nicht. 

Wenn   das  Bewegungsgesetz  des  Punktes  respective   der 
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Tangente  algebraisch;  d.  i.  durch  eine  Gleichung  von  be- 
stimmtem Grade  zwischen  den  Coordinaten  des  Punktes  oder 
der  Tangente  ausdrückbar,  ist  (algebraische  Curven),  so 
ist  die  Zahl  der  Punkte,  die  sie  mit  einer  Geraden 
ihrer  Ebene,  respective  die  Zahl  der  Tangenten,  die 
sie  mit  einem  Punkte  ihrer  Ebene  gemein  haben 
kann,  begrenzt,  oder  wenn  man  nicht  nur  die  reellen  sondern 
auch  die  nicht  reellen  Losungen  ihrer  Gleichungen  und  der 
bezüglichen  linearen  Gleichungen  zählt,  bestimmt,  nämlich 
dem  Grade  der  Gleichung  der  Curve  in  Punkt-  oder  Linien- 
Coordinaten  gleich;  man  nennt  diese  Zahl  die  Ordnung  fi, 
respective  die  Classe  v  der  Curve*). 

Diese  analytische  Betrachtungsweise  (vergl.  Band  III  d.W.) 
führt  dann  auch  auf  die  Existenz  von  isolierten  Punkten, 
d.  i.  von  Doppelpunkten,  durch  die  nur  zwei  nicht  reelle  Curven- 
äste  mit  nicht  reellen  Tangenten  gehen ;  etc.  Wir  werden  der 
geometrischen  Entstehung  solcher  Elemente  bei  der  Betrachtung 
der  Flächen  und  zuerst  in  §  20  begegnen. 

Der  Kreis,  welchen  ein  Punkt  der  Curve  mit  dem  vor- 
hergehenden und  dem  nächstfolgenden  Nachbarpunkte  der- 
selben bestimmt,  heisst  der  Krümmungskreis  der  Curve 
für  diesen  Punkt  (vergl.  I,  §  35).  Er  geht  für  die  Inflexions- 
stellen  der  Curve  in  die  entsprechende  Inflexionstangente 
selbst  über,  als  einen  Kreis  mit  unendlich  grossem  Halbmesser; 
zugleich  wechselt  er  also  beim  Durchgang  durch  jene  sein 
Zeichen,  im  Inflexionspunkte  wechselt  Convexität  und  Con- 
cavität  der  Curve  für  die  Betrachtung  von  derselben  Seite. 


*)  Zugleich  bestehen  zwischen  den  Zahlen  ft,  v  und  den  Anzahlen 
der  Doppelpunkte  ^,  der  Doppeltangenten  r,  der  Rückkehrpunkte  x,  der 
Inflexionstangenten  t  Relationen,  die  man  nach  ihrem  Entdecker  die 
Plücker^achen  Formeln  nennt;  wir  geben  sie  in  der  sich  leicht  ein- 
prägenden Form 

i;  =  ^(^  — 1)  — 2^  — 3x,  /*  =  v(i;  — 1)  — 2t  — Si,  i  —  h  «=3(»  —  fi). 
Höchst  wichtig  hat  sich  neueren  Untersuchungen  die  Zahl 

erwiesen,  nach  welcher  man  die  Curven  in  Geschlechter  theilt  —  nach 
den  AbeVschen  Integralen,  welche  ihnen  entsprechen.  Alle  diese  Formeln 
können  hier  zunächst  nur  erläutert,  aber  nicht  entwickelt  werden. 


Curven  in  der  Ebene:  Nähernngs-Constructionen.   1. 


Die  Mittelpunkte  der  Erümmungskreise  für  die  aufeinander 
folgenden  Curvenpunkte  bilden  die  Evolute  der  Curve. 
(Vergl.  I,  §  34,  8  und  §  35,  8.) 

1)  Wenn  das  geometrische  Gesetz  einer  Curve  nicht  bekannt 
und  keine  Construction  ihrer  Tangente  anzugeben  ist,  aber  die  Curve 
gezeichnet  vorliegt,  so  soll  man  a)  für  eine  gegebene  Tangente  den 
Berührungspunkt,  b)  für  einen  gegebenen  Punkt  der  Curve  die 
Tangente,  c)  fdr  einen  solchen  Punkt  den  Erümmungskreis  be- 
stimmen, d)  die  Normale  zur  Curve  von  einem  gegebenen  Punkte 
ausser  ihr  construieren. 

a)  Man  ziehe  (Fig*  2)  zur  Tangente  parallel  und  ihr  sehr 
nahe  Secanten,  lege  durch  die  Enden  ^,  B  von  jeder  derselben  Paral- 
lelen von  entgegengesetztem  Sinn,  die  man  ihr  selbst  (oder  einem 


Pig.  s. 


Fig.  8. 


bestimmten  Theile  von  ihr)  gleich  macht;  die  durch  die  Reihe  der  so 
erhaltenen  Endpunkte  bestimmte  Curve  muss  durch  den  Berührungs- 
punkt P  gehen. 

b)  Man  beschreibe  (Fig.  3)  aus  dem  Punkte  T  als  Centrum 
einen  Ereis  K  und  ziehe  durch  T  Gerade,  welche  in  der  Nähe 
die  Curve  zum  zweitenmale  schneiden  und  zwar  auf  der  einen 
Seite  nach  A^  B^  .  .  . ,  auf  der  an- 
dern nach  A*  ^  B*^  .  .  . ,  markiere 
aber  überdies  ihre  Schnittpunktpaare 


A^^  B^y  ,  .  A^ ,  .  .  mit  dem  Ereise 

K\  man  trage  dann  die  Längen  TA^ 

TB^  .  .  .  von  A^y  B^,  ...  auf  die 

Geraden   nach  T  hin   und  ebenso 

TA*,   TB*,   ...von  A^* ,  ^,*, 

.  .  .  auf  die  entsprechenden  Geraden 

von  r  weg  auf  und  verbinde   die 

Endpunkte  A2,  .  .  . ;  A2*  .  . .  durch 

eine  Curve;  dieselbe  schneidet   den  Ereis  K  in  einem  Punkte  der 

Tangente  von  T. 


c)  Man  zeichne  (Fig.  4)  die  Normale  der  Curve  in  T  als  recht- 
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winklig  zur  bezüglichen  Tangente;  lege  dann  von  T  aus  Sehnen 
der  Cur 76  nach  A^  By  ,  .  ,  einerseits  und  A*  y  B*  ^  ...  ander- 
seits, verlängere  ihre  senkrechten  Halbierungslinien  bis  zur  Nor- 
male in  T  und  trage  auf  dort  zu  dieser  errichtete  Perpendikel  die 
Längen  TA^  . .  .  TA* ,  .  .  .  zur  einen  und  zur  andern  Seite  auf; 
die  Curve  der  so  erhaltenen  Punkte  schneidet  die  Normale  im  Krüm- 
mungsmittelpunkte. 

d)  Die  Normale  von  einem  Punkte  P  ausserhalb  kann  durch 
ihren  Fusspunkt  N  in  der  Curve  ermittelt  werden  (Fig.  ö),  indem 
man  denselben  als  der  Curve  mit  einer  andern  Curve  gemeinsam 
charakterisiert,  welche  durch  die  Fusspunkte  der  Normalen  von  P 
auf  die  Tangenten  von  jener  hindurchgeht.  Sie  sind  Berührungs- 
Fig.  5.  punkte  von  beiden.    Als  Schnittpunkte  er- 

^  hält  man  sie,  wenn  man  die  Abstände  von 

"  Berührungspunkt   und  Normalenfusspunkt 

in    der  Tangente   je  nach  ihrem  Sinne  in 
up  der  Normale  von  P  zur  Tangente  vom  Fuss- 

-;%^ N     .''  y  punkt  in   der  letztern  aus  abträgt.    Diese 

f^.^K,<;^ >-''         Curve  geht  auch  durch  P. 
J^^'?^\*"^  ■  2)    Der    Krümmungskreis    durchsetzt 

^      ^^"^y^^  die    Curve   in   seinem   Berührungspunkte; 

"^--:.^x^       die  Wende tangente   zeigt  damit  den  Cha- 
rakter des  Krümmungskreises. 

3)  Die  Curve  erster  Ordnung  ist  die 
gerade  Linie  und  sie  ist  von  der  Classe  Null;  die  Curve  erster 
Classe  und  nullter  Ordnung  ist  der  Punkt.  Der  Kegelschnitt  ist 
zweiter  Ordnung  und  zweiter  Classe,  wie  wir  geometrisch  im  ersten 
Bande  gesehen  haben.  Hat  die  Curve  zweiter  Ordnung  einen  Doppel- 
punkt, so  besteht  sie  aus  zwei  Geraden  und  ist  von  der  Classe 
Null.  Hat  die  Curve  zweiter  Classe  eine  Doppeltangente,  so  zer- 
fällt sie  in  zwei  Punkte  und  ist  von  der  Ordnung  Null.  Die  Kegel- 
schnitte können  weder  einen  stationären  Punkt  noch  eine  statio- 
näre Tangente  haben.     Dies  sind  auch  Folgerungen  aus 

v=32  —  2  0  —  3x     resp.  aus     (i  =»  2  —  2r  —  3*. 

4)  Eine  Curve  dritter  Ordnung  kann  nicht  mehr  als  einen 
Doppelpunkt  oder  einen  Bückkehrpunkt  haben;  sie  ist  dann  von 
der  vierten  respective  dritten  Classe.  Sie  lässt  keine  Doppeltangente 
zu,  weil  diese  vier  Punkte  mit  ihr  gemein  hätte;  also  ist  im  ersten 
Falle  die  Zahl  der  Inflexionstangenten  i  =  Sy  im  letzten  t  =»  1. 
Denn  v  =  6  — 2d— 3x,  3  =  i/(v— 1)  —  3t,  ^— .x  =  3v— 9 
geben 

a)fürd=l,    x  =  0,    v  =  4c ,    t  =  3; 
b)für(J  =  0,    x=l,    v  =  3.    t=l. 


Dazu  tritt 

c)  für  ^  =  0  ,    X  =  0 ;    V  =  6 ;    t  =  9. 
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Wenn  eine  Curve  dritter  Ordnung  zwei  oder  drei  Doppel- 
punkte haben  soll,  so  kann  sie  nur  die  Vereinigung  von  Kegel- 
schnitt und  Gerade  oder  die  von  drei  Geraden  sein.  Für  ft  =  3 
und  d  =  2  oder  ==  3  erhält  man  v  =  2  und  v  =  0  respective, 
d.  h.  an  diese  Gurven  gehen  von  einem  Punkte  ihrer  Ebene  nur 
zwei  oder  keine  Tangenten.  Die  Vereinigung  eines  Punktes  mit 
einer  Curve  zweiter  Classe  kann  als  Curve  dritter  Classe  mit  zwei 
Doppeltangenten  sowie  ein  Punktepaar  als  Curve  zweiter  Classe 
mit  einer  Doppeltangente  angesehen  werden.  Diesen  zusammen- 
gesetzten Curven  von  einer  bestimmten  Ordnung  stellt  man 
die  einfachen  Curven  jeder  Ordnung  gegenüber,  für  welche 
die  Zahl  der  singulären  Punkte  nicht  Üti  —  1)  (ji  —  2)  übersteigt 

5)  Eine  Curve  der  Ordnung  fi  hat  im  Allgemeinen  (i  unendlich 
ferne  Punkte  und  demgemäss  ft  nach  diesen  hingehende  unend- 
liche Aeste,  dazu  auch  ft  Asymptoten  als  die  zugehörigen 
Tangenten;  dieselben  können  in  Paaren  nicht  reell  sein. 

6)  Jeder  Berührung  der  Curve  mit  der  unendlich  fernen  Ge- 
raden ihrer  Ebene  entspricht  ein  parabolischer  Ast  derselben. 

7)  Jede  Projection  (und  ebenso  jedes  Relief)  einer  ebenen 
Curve  ist  eine  Curve  derselben  Ordnung  und  Classe  und  mit  den- 
selben Singularitäten,  wie  sie  selbst;  die  Projection  eines  Doppel- 
punktes ist  ein  Doppelpunkt  der  Projection,  etc.  Für  jede  Paral- 
lelprojection  sind  auch  die  Projectionen  der  Asymptoten^  die 
Asymptoten  der  Projection.  Wie  gestaltet  sich  dies  für  eine  cen- 
trale Projection?     (Vergl.  §  26  in  I  und  §  5  unten.) 

8)  Man  bilde  die  Centralprojection  einer  Curve  mit  den  ein- 
fachen Singularitäten,  wenn  a)  die  Gegenaxe  einen  einfachen 
oder  doppelten  Punkt,  einen  stationären  Punkt  oder  einen  Wende- 
punkt enthält;  sodann  wenn  b)  die  Gegenaxe  von  ihr  in  einem 
einfachen  oder  doppelten  Punkte,  in  einem  stationären  Punkte  oder 
in  einem  Wendepunkte  berührt  wird;  endlich  c)  wenn  sie  mit  einer 
Doppeltangente  zusammenfllllt  oder  wenn  sie  nur  den  einen  Berüh- 
rungspunkt einer  solchen  enthält.  Man  erkennt  dabei  z.  B.,  dass  eine 
Asymptote  zugleich  Inflexionstangente  ist;  wenn  beide  Aeste  der 
Curve  sich  ihr  auf  derselben  Seite  aber  in  entgegengesetztem 
Sinne  unbegrenzt  nähern;  Tangente  in  einem  Rückkehrpunkte  wie 
in  Fig.  Ib,  oder  wie  in  Fig.  Id,  wenn  beide  Aeste  der  Curve 
sich  ihr  in  demselben  Sinne  auf  entgegengesetzten  Seiten  oder  auf 
derselben  Seite  unbegrenzt  nähern.  Man  bilde  Regeln  für  die 
Fälle;  wo  die  unendlich  ferne  Gerade  Inflexionstangente  und  wo 
sie  Tangente  in  einem  Rückkebrpunkte  der  ersten  oder  zweiten 
Art  ist. 

2.    Fassen  wir  eine  nicht  ebene  Curve  (gewundene^ 

doppelt  gekrümmte  Curve^    Raumcurve)  zunächst  als 

den  Ort  eines  bewegten  Punktes  P  auf;  so  liefern  die  geraden 

Verbindungslinien  der  aufeinander  folgenden  unendlich  nahe 
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benachbarten  Lagen  P,  P^  ^  P^^  P^y  *  -  •  desselben ,  d.  *h.  die 
Geraden  />P, ,  ^i^2>  ^2^3  >  A^4>  •••  ^^®  Tangenten  der 
Curve  in  P,  P, ,  Pj»  ^3>  •  •  •  (^^g-  6)  "^*^  ^^®  Verbindungsebenen 
von  je  zwei  aufeinander  folgenden  Tangenten  PP^}  ^i^ji 
P\P2%  ^2^5  A^3>  ^8^4  5  •  •  •  ^^®^  ^^^  J®  ^^®^  *^f  einander 
folgenden  Punkten  PP^Pi,  PiP2^z »  ^2^8^4 ;  •  •  •  die  Schmie- 
gungsebenen  oder  Osculationsebenen  der  Curye.  Die 
zwischen  den  bezüglichen  Nachbartangenten  in  diesen  Ebenen 
gelegenen  Flächenstreifen  oder  unendlich  kleinen  Winkel  nennt 
man  Contingenzwinkel  und  die  zwischen  den  benachbarten 
Schmiegungsebenen  gelegenen  ebenso  Torsionswinkel.  Jene 
Flächenstreifen  bilden  in  ihrer  stetigen  Folge  eine  Fläche ,  die 
man  die  developpable  Fläche  oder  die  Tangentenfläche 
der  Curve  nennt;  entwickelbar  oder  developpabel^  weil 
sie  offenbar  durch  successive  Ueberführung  jedes  dieser  Streifen 
in  die  Ebene  des  folgenden  und  mit  diesem  in  die  des  dritten, 
vierten  etc.   ohne  Trennung  des  Zusammenhangs  und  ebenso 

Fig.  6. 


ohne  Faltung  in  eine  Ebene  übergeführt  werden  kann.  Eine 
Biegung  oder  Transformation  in  andere  developpable  Flächen 
ist  auf  demselben  Wege  möglich  oder  kann  indirect  durch  die 
Entwicklung  in  die  Ebene  und  Rückbiegung  vermittelt  werden. 
Darin  liegt  auch  die  Construction  eines  Modells ;  wenn  mau 
nur  beachtet,  dass  die  Entwickelung  in  die  Ebene  die  Ueber- 
mnanderlegung  zweier  Blätter  der  Fläche  zur  Folge  hat^  die 
in  der  Curve  der  Pi  zusammenhängen.    (Yergl.  §  16.) 

Die  Tangenten  der  Raumcurve  werden  als  Mantellinien 
oder  erzeugende  Gerade  und  die  Schmiegungsebenen  der- 
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selben  als  Tangentialebenen  der  developpabeln  Fläche 
benannt*,  und  die  letztere  Benennung  hat  ihren  Grund  darin, 
dass  jede  Gerade  in  einer  solchen  Schmiegungsebene  zwei  un- 
endlich nahe  Nachbarpunkie,  nämlich  ihre  Schnittpunkte  mit 
den  beiden  benachbarten  Mantellinien  derselben,  mit  der  Fläche 
gemein  hat,  d.  b.  als  Tangente  derselben  zu  betrachten  ist. 
Die  Tangenten  der  developpabeln  Fläche  in  allen  Punkten  einer 
Erzeugenden  erfüllen  die  zugehörige  Schmiegungsebene  der 
Baumcurve;  man  sagt  daher,  dieselbe  berührt  die  deve- 
loppable  Fläche  in  allen  Punkten  dieser  Er  zeugen  den. 

Sonach  erzeugt  die  Bewegung  eines  Punktes,  bei 
welcher  derselbe  aus  jeder  seiner  Lagen  in  eine  einzige  be- 
stimmte nächstfolgende  d.  i.  von  ihr  unendlich  wenig  ab- 
weichende Lage  übergeht;  die  Baumcurve  als  Ort,  die  Be- 
wegung einer  Ebene,  die  aus  jeder  ihrer  Lagen  in  eine  be- 
stimmte einzige  nächstfolgende  Lage  übergeht,  die  develop- 
pable  Fläche  als  Enveloppe.  Im  ersten  Falle  geben  die 
Yerbindungsgeraden  benachbarter  Punkte,  im  letzten  Falle 
die  Durchschnittsgeraden  benachbarter  Ebenen  die  Tangenten 
der  Curve  und  die  Erzeugenden  der  developpabeln  Fläche;  die 
Curve  hat  dort  die  Verbindungsebenen  von  je  drei  Nachbar- 
punkten zu  Schmiegungsebenen  und  hier  die  Durchschnitts- 
punkte von  je  drei  Nachbarschmiegungsebenen  zu  Punkten. 

Denken  wir  die  Schmiegungsebene  in  einer  Anfangslage 
mit  der  zugehörigen  Tangente  und  dem  entsprechenden  Punkte 
der  Curve,  so  entspricht  der  Drehung  dieser  Ebene  um  die 
Tangente  um  ein  Element  tj  die  Drehung  der  Tangente  in 
ihr  um  den  Berührungspunkt  um  ein  Element  6  und  das  Fort- 
rücken des  Punktes  in  dieser  um  ein  Element  5,  und  umge- 
kehrt der  Bewegung  des  letztern  die  Bewegungen  der  ersteren. 
Es  ist  leicht,  diese  Bewegungen  darzustellen,  wir  wollen  beispiels- 
weise annehmen,  axonometrisch  durch  Bild  und  Grundriss  oder 
central.  Es  seien  P,  P^,  Pj,  . .  .  wie  in  Fig.  6  die  aufeinander  fol- 
genden Lagen  des  bewegten  Punktes,  t  oder  PP^ ,  t^  oder  P^  P^ , 
/j . .  die  der  bewegten  Geraden  und  S  oder  PP^P^  und  tt^ ,  S| 
oder  jPj  P^  P^  und  /,  t^ ,  S^  u.  s.  w.  die  der  bewegten  Ebene,  so 
denken  wir  zunächst  alle  drei  Bewegungen  ohne  Stillstand  und 
Sinnänderung  und  erhalten  als  Bilder  resp.  als  Bild  der  Curve  den 
Ort  der  Pi ,  P/  oder  die  Enveloppe  der  /, ,  U  und  als  Spur  der 
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developpabeln  Fläche  ihrer  Tangenten  in  der  Ebene  ZOJTresp. 
der  Bildebene  den  Ort  der  Durchstosspunkte  der  U  oder  die 
Enveloppe  der  Spuren  der  S,-,  beides  Curvenbögen  ohne  Singu- 
laritäten, wie  in  Fig.  7  a  und  b  die  Spur  und  in  Fig.  7  c  das 
Bild  sind ;  wenigstens  so  lange  bei  den  gedachten  Bewegungen 
weder  der  Punkt  noch  die  Tangeute  oder  Schmiegungsebene 
der  Curve  durch  das  angenommene  Projectionscentrum  hin- 
durchgehen. Von  diesen  beiden  Curven  soll  als  Bild  und 
Spur  der  Raumcurve  und  resp.  ihrer  Tangentenüäche  weiterhin 
kurz  gesprochen  werden. 

Wir  können  nun  der  Reihe  nach  1)  den  Punkt  P,  2)  die 
Ebene  S^  3)  die  Gerade  i  in  ihrer  Bewegung  stationär  werden 
und  umkehren  lassen,  ohne  die  Gleichmässigkeit  der  Bewegungen 
von  /  und  S^  resp.  P  und  i  und  endlich  P  und  S  gestört  zu 
denkeu  und  bilden  damit  die  Anschauung  der  natürlichen  Singu- 
laritäten des  betrachteten  Gebildes^  die  als  stationärer  Punk  t, 
stationäre  Ebene  und  stationäre  Tangente  oder  Er- 
zeugende respective  zu  benennen  sind.  Dieselben  sind  der 
Reihe  nach  in  Fig.  7  a,  b  und  c  zur  Anschauung  gebracht  — 
wobei  es  freisteht,  diese  Figuren  als  centrale  oder  als  Parallel- 
projectionen  näher  zu  bestimmen. 

Fig.  7. 


Man  sieht,  dieselben  liefern  die  einfachen  Regeln:  1)  Das 
Bild  des  stationären  Punktes  ist  ein  stationärer  Punkt  des 
Bildes;  in  der  Spur  markiert  sich  derselbe  nicht.  2)  Die 
Spur  der  stationären  Ebene  ist  eine  stationäre  Tangente  der 
Spur;  im  Bilde  markiert  sich  dieselbe  nicht.  3)  Das  Bild 
der  stationären  Tangente  ist  eine  stationäre  Tangente  des 
Bildes  und  ihr  Durchstosspunkt  zugleich  ein  stationärer  Punkt 
in  der  Spur.  Man  kann  sagen,  dass  beim  stationären  Punkt 
zwei   benachbarte  Punkte  sich  decken   und  drei  benachbarte 
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Tangenten  und  vier  benachbarte  Schmiegungsebenen  durch 
ihn  gehen;  dass  bei  der  stationären  Ebene  zwei  benachbarte 
Schmiegungsebenen  sich  decken  und  drei  benachbarte  Tangenten 
und  vier  benachbarte  Punkte  der  Curve  in  ihr  liegen;  sowie 
endlich  bei  der  stationären  Tangente  zwei  benachbarte  Tangenten 
zusammenfallen^  während  zugleich  drei  benachbarte  Punkte  in 
ihr  liegen  und  drei  benachbarte  Schmiegungsebenen  durch  sie 
gehen.  Wir  verweisen  auf  die  Combinationen  dieser  einfachen 
Singularitäten  an  derselben  Stelle  oder  im  gleichen  Moment 
der  Bewegung  unter  den  Beispielen  und  bemerken,  dass  die 
später  zu  betrachtenden  Constructionen  stationäre  Ebenen  und 
stationäre  Punke  darbieten,  indess  die  stationäre  Erzeugende 
bei  denselben  nicht  begegnet.     (Vgl.  jedoch  §  59.) 

Doppelpunkte,  etc.  erscheinen  nicht  als  regelmässige  Singu- 
laritäten der  Raumcurven ;  ebenso  wenig  doppelte  Schmiegungs- 
ebenen oder  doppelte  Tangenten.  Aber  wir  können  von  der 
Darstellung  eines  Doppelpunktes  und  einer  Doppel  tangential- 
oder  Doppelschmiegungs- Ebene  aus  die  Anschauung  eines  statio- 
nären Punktes  und  einer  stationären  Ebene  verdeutlichen.  Gehen 
durch  den  Doppelpunkt  P  die  zwei  Zweige  der  Curve  mit  den 
Nachbarpunkten  P^^  P^  der  eine  und  P^^  P^  der  andere,  so 
sind  P^P,  P^P  die  Tangenten  und  P^Pr^P,  P^^'P^Pdx^  Schmie- 
gungsebenen für  denselben.  Dem  Zusammenfallen  der  Tangenten 
P^P^  P^P  entspricht  der  stationäre  Punkt. 

Die  Doppeltangentialebene  wird  ebenso  zur  stationären 
Ebene,  wenn  die  beiden  Erzeugenden,  längs  deren  sie  berührt, 
zu  Nachbarn  in  der  developpabeln  Fläche  werden.  Ebenso 
kann  aus  der  zweifachen  Erzeugenden  oder  Tangente  die  sta- 
tionäre abgeleitet  werden. 

Behalten  wir  den  Begriff  des  Krümmungskreises  bei,  wie 
er  für  ebene  Curven  festgesetzt  ist,  d.  h.  als  des  Kreises  durch 
drei  benachbarte  Punkte  der  Curve,  so  fügen  wir  doch  hier 
naturgemäss  den  weitern  Begriff  einer  Schmiegungskugel 
hinzu,  d.  h.  der  Kugel  durch  vier  aufeinander  folgende  un- 
endlich nahe  Punkte  der  Curve.  Für  die  stationären  Elemente 
wird  sie  zum  Punkt,  respective  zur  Ebene,  oder  jener  zum 
Punkte  resp.  zur  Geraden. 

Zu  eingehenderer  Betrachtung  der  Raumcurven  soll  uns 
ihr  Auftreten  in  bestimmten  Fällen  führen.    (§§  12  f.,  18  f.) 


12  n.  Curven  und  Flächen:  A)  Entwickelbare  Flächen.  2. 

Die  Entwickelung  der  developpabeln  Fläclieu  in 
eine  Ebene  werden  wir  als  eine  technisch  wichtige  Opera- 
tion —  Herstellung  von  Schablonen  —  weiterhin  bei  den 
Beispielen  von  technischem  Werthe  genau  betrachten  und 
schicken  hier  nur  das  Allgemeine  darüber  voraus.  Dieselbe 
wird,  wie  schon  oben  gesagt  ist,  vollzogen,  indem  man  die 
aufeinander  folgenden  ebenen  Flächenstreifen  //, ,  /, /j^  ^2^39 
etc.,  tn^itn  ohne  Zerreissung  oder  Faltung  in  eine  Ebene 
bringt;  man  dreht  die  Ebene  ti^  um  /,  bis  zum  Zusammen- 
fallen mit  der  folgenden  ^, /j  uin  den  sehr  kleinen  Winkel  17, 
indem  man  /  mitnimmt,  so  dass  nun  die  Contingenzwinkel  tt^ 
und  /, ^2  oder  9  und  6}  in  der  Ebene  S,  vereinigt  sind; 
hierauf  dreht  man  die  s  unter  Mitnehmen  dieser  Elemente 
um  ^2  u^^  ^^^  s^^^  kleinen  Winkel  fi^  in  die  Ebene  t^t^^ 
wo  dann  0,  8],  62  an  einander  liegen,  und  fahrt  so  fort, 
bis  zuletzt  nach  einer  Drehung  um  tjn^i  die  sämmtlichen  vor- 
hergehenden Contingenzwiukelstreifen  mit  dem  letzten  fn-i'n 
oder  9n-i  in  seiner  Ebene  Sn^i  vereinigt  sind.  Bei  dieser 
Operation  werden  also  weder  die  Bogenlängen  s  oder  PP^, 
Si  oder  P1P27  •  •  .  ^«-1  oder  Pn^iPn,  noch  die  Contingenz* 
wiukel  9,  9^ ,  ...  9»_i  verändert,  während  sämmtliche  Tor- 
sionswinkel 7}{  verschwinden. 

Die  darstellende  Geometrie  vollzieht  zur  graphischen  Be- 
handlung der  Curven  und  ihrer  entwickelbaren  oder  Tangenten- 
flachen  noch  zwei  andere  Operationen,  die  mit  der  der  Ent- 
wicklung eine  geschlossene  Gruppe  bilden,  indem  bei  der 
einen  die  9  und  ^  erhalten  bleiben  unter  Verschwinden  der 
s  und  bei  der  andern  die  s  und  17  unter  Verschwinden  der 
9.  Sie  benennt  jene  als  die  Construction  des  Eichtungs- 
kegels  der  entwickelbaren  Fläche,  und  diese  unter  aus- 
schliesslicher Betonung  des  praktischen  Hauptzieles  als  die 
Rectification  der  Curve.  Für  die  erste  ist  ersichtlich,  dass 
die  Parallelverschiebung  aller  aufeinander  folgenden  Tangenten 
der  Curve  an  einen  ihrer  Punkte  —  oder  auch  an  einen  be- 
liebigen Punkt  des  Baumes  —  zu  ihr  führt  und  dass  damit 
auch  die  Parallelverschiebung  aller  Schmiegungsebenen  an  den-' 
selben  Punkt  vollzogen  ist.  Jene  bilden  den  Richtungskegel 
als  aufeinander  folgende  Mantellinien,  diese  als  aufeinander 
folgende  Tangentialebenen   (vergl.  den  folgenden  §  3),  d.  h. 
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derselbe  entsteht  dort  als  Ort  und  hier  als  Enveloppe.  Alle 
Punkte  der  Curve  sind  so  zu  sagen  in  seinem  Mittelpunkte 
oder  seiner  Spitze  concentriert,  die  s  also  verschwunden, 
während  die  Grössen  der  6  und  rj  unverändert  geblieben 
sind.  Wir  werden  weiterhin  (§  17)  auch  zur  Rectification  ge- 
langen und  uns  überzeugen,  dass  bei  dieser  Operation  unter 
Erhaltung  der  s  und  der  ri  die  9  zum  Verschwinden  ge- 
bracht werden. 

Wir  verweisen  auf  die  Beispiele  und  bemerken  hier  nur  noch 
den  dualistischen  Charakter  der  drei  Operationen 
nach  ihrem  Wesen :  Die  Entwickelung  vereinigt  alle  Punkte  und 
Tangenten  der  Curve  in  einer  Ebene,  die  Construction  des 
Richtungskegels  alle  Schmiegungsebenen  und  Tangenten  an 
einem  Punkte,  und  die  Rectijßcation  alle  Punkte  der  Curve 
in  eine  gerade  Reihe  und  zugleich  alle  Schmiegungsebenen  der- 
selben in  dem  zugehörigen  Ebenenbüschel.  Denn  damit  wird 
klar,  dass  andere  Operationen  von  gleicher  Bedeu- 
tung nicht  existieren  können. 

Zugleich  sind  wir  nach  den  vorausgegangenen  Erörterungen 
über  ebene  Curven  im  Allgemeinen  und  denen  über  Kegelschnitte 
und  Kegel  zweiten  Grades  im  ersten  Bande  (vergl.  §§  24  f.  und 
p.  229  f.)  auf  die  graphische  Untersuchung  der  allgemeinen  Ke- 
gelfiiächen  als  nächsten  Gegenstand  der  Untersuchung  gewiesen. 

1)  Soll  eine  Fläche  developpabel  sein,  so  muss  sie  durch  die 
Bewegung  einer  Geraden  entstehen  köimen,  welche  in  jeder  ihrer 
Lagen  von  der  nächstfolgenden  Lage  geschnitten  wird;  am  ein- 
fachsten wird  dieser  Bedingung  genügt^  wenn  die  erzeugende  Ge- 
rade sich  um  einen  festen  Punkt  dreht. 

2^  Die  developpable  Fläche  einer  ebenen  Curve  ist  ihre  Ebene. 

3)  Die  Projection  der  Tangente  einer  Raumcurve  ist  die  Tan- 
gente ihrer  Projection  in  der  gleichnamigen  Projection  ihres  Be- 
rührungspunktes. Wenn  die  Horizontal-  und  Vertical-Projection 
der  Curve  R\  Ä"  gegeben  sind,  so  erhält  man  aus  der  Hori- 
zontalprojection  P'  eines  Punktes  ihrer  Tangentenfläche  die  Verti- 
calprojection ;  man  verzeichnet  eine  durch  P'  gehende  Tangente 
von  B',  bestimmt  die  Verticalprojection  J"  ihres  Berührungs- 
punktes r'  auf  B" ,  zieht  in  ihr  an  B"  die  Tangente  und  erhält 
auf  ihr  die  Verticalprojection  von  P.  Man  erläutere  die  Mehr- 
.deutigkeit  der  Bestimmung  an  einer  graphischen  Durchführung. 

Man  erhält  auch  im  gleichen  Falle  die  Durcbschnittspunkte 
Di  der  Curve  mit  einer  gegebenen  Ebene  £  durch  die  Punkte  D/' 
ihrer  Verticalprojection  Ä",    in  welcher  diese   von  der  Vertical- 
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projection  B  e  derjenigen  Carve   in  der  Ebene  E  getroffen  wird^ 
die  die  Horizontalprojection  R'  hat. 

4)  Die  Schmiegungsebene  der  Baumcurve  ist  die  Tangential- 
ebene der  developpabeln  Fläche  längs  der  zugehörigen  Tangente 
der  Curve;  die  dem  Punkte  P  der  Curve  entsprechende  enthält 
also  die  Tangente  t  der  Curve  in  P  und  die  Tangente  derjenigen 
Curve  im  Durchstosspunkt  St  von  /,  welche  die  gleichnamigen 
Durchstosspunkte  der  Tangenten  der  Eaumcurve  in  den  vor  P 
liegenden  und  den  nach  P  folgenden  Punkten  enthält. 

5)  Wenn  in  demselben  Momente  die  Bewegungen  des  Punk- 
tes P  und  der  Schmiegungsebene  S  stationär  werden,  so 
muss  nach  der  Regel  1)  im  Texte  das  Bild  des,  stationären  Punk- 
tes ein  stationärer  Punkt  im  Bilde  und  zugleich  nach  der  Regel  2)  der 


mg.  9. 


Durchstosspankt  der  zugehörigen  Tangente  ein  Inflexionspunkt  in 
der  Spur  sein  —  wie  in  Fig.  8  a. 

6)  Wenn  zugleich  die  Bewegungen  des  Punktes  P  und  der 

Tangente  t  stationär  werden^  so 
muss  nach  den  Regeln  1)  und  3) 
das  Bild  einen  stationären  Punkt 
und  eine  stationäre  Tangente  und 
im  Durchstosspunkt  derselben  die 
Spur  einen  stationären  Punkt  haben; 
das  Bild  zeigt  eine  Spitze  von  der 
in  Fig.  1  d  skizzierten  Form  oder 
eine  Schnabelspitze  ^  die  Spitze  der 
Spur  ist  von  der  Form  in  1  b  oder 
eine  Dornspitze.  In  Fig.  8  b  haben 
wir  den  Fall  dargestellt. 

7)  Wenn  die  Bewegungen  der 
Tangente    t    und    der    Schmie- 
gungsebene   8   gleichzeitig  sta- 
tionär  werden;    so  muss  nach   den  Regeln  2)  und  3),    wie   es 
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Fig.  8  c  zeigt,  das  Bild  eine  Inflcxion  und  im  Durcbstosspankt  der 
zugehörigen  Tangente  die  Spur  eine  Scbnabelspitze  d.  b.  Spitze  und 
Inflexion  besitzen. 

8)  Wenn  endlich  alle  drei  Bewegungen  in  demselben 
Momente  stationär  werden,  so  bietet  das  Bild  der  Curye  eine 
Scbnabelspitze  und  im  Durcbstosspunkt  der  zugehörigen  Tangente 
auch  die  Spur  eine  Scbnabelspitze  dar,  wie  in  Fig.  9. 

9)  Von  den  stationären  Elementen  der  Curve  und  ihrer  Tan- 
gentenfläche  bleiben  bei  der  Abwickelung  der  stationäre  Punkt 
und  die  stationäre  Erzeugende  als  Spitze  und  Inflexion  erhalten, 
am  Bichtungskegcl  die  stationäre  Schmiegungsebene  und  die  statio- 
näre Erzeugende  als  Inflexionstangentialebene  und  Bückkehrerzeu- 
gende;  und  bei  der  Bectification  der  stationäre  Punkt  und  die 
stationäre  Ebene.  Die  entwickelte  Curve  zeigt  im  Allgemeinen 
auch  Doppelpunkte  und  Doppeltangenten,  der  Bichtungskegel  dop- 
pelte Erzeugende  und  Doppeltangentialebenen,  den  Erörterungen 
des  §  1  entsprechend.  Man  erörtere  die  Besonderheiten  der  ab- 
gewickelten Curve  und  des  Bichtungskegels  in  den  unter  5)  bis  8) 
aufgeführten  Fällen  der  an  einerlei  Stelle  zusanunentretenden  ein- 
fachen Singularitäten. 

10)  Derjenige  Kreis  der  Schmiegungskugel,  welcher  in  der 
zugehörigen  Schmiegungsebene  liegt^  ist  der  entsprechende  Erüm- 
mungkreis  der  Curve. 

11)  Projicirt  man  central  oder  parallel  eine  Baumcurve  auf  die 
Schmiegungsebene  eines  ihrer  Punkte  P^  so  hat  diese  Projection  f(ir 
den  Punkt  P  denselben  Krümmungskreis  wie  die  gegebene  Curve. 

12)  Die  Krümmungsradien  einer  gewundenen  Curve  ändern  sich 
bei  der  Entwickelung  derselben  mit  ihrer  developpablen  Fläche  nicht. 

3.  Die  einfachste  Art  eine  developpable  Fläche  hervor- 
zubringen, besteht  nach  dem  Vorigen  darin,  dass  man  eine 
gerade  Linie  sich  um  einen  festen  Punkt  drehen  und 
zugleich  längs  einer  festen  Curve  gleiten  lässt. 
Solche  Flächen  nennt  man  Kegelfi ächen,  und  ihre  Unter- 
suchung musS;  wie  wir  sahen,  derjenigen  der  allgemeinen  ent- 
wickelbaren Flächen  vorausgehen.  Der  feste  Punkt  wird  als 
Spitze  oder  Mittelpunkt,  die  feste  Curve  als  Leitcurve, 
die  Gerade  als  Erzeugende,  insbesondere  auch  in  jeder  ihrer 
Lagen  als  eine  Mantellinie  oder  Kegelseite  bezeichnet.  Wenn 
der  feste  Punkt  unendlich  fern  liegt,  heisst  die  Fläche  eine  Cy- 
lin  der  fläche;  er  ist  die  Sichtung  ihrer  Erzeugenden.  Denkt 
man  die  Tangenten  der  Leitcurve  mit  der  Spitze  durch  Ebenen 
verbunden,  so  umhüllen  diese  die  nämliche  Kegelfläche;  jede 
von  ihnen  ist  die  Tangentialebene  derselben  längs  der  Erzeu- 
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geuden ,  welche  den  Berührungspunkt  der  Tangente  in  der  Leit- 
curve  mit  der  Spitze  verbindet. 

Die  Eegelfläche  ist  wesentlich  unbegrenzt  diesseits 
und  jenseits  der  Spitze  M\  man  kann  sie  etwa  auch  als  aus 
zwei  Hälften  aus  den  beiden  einfachen  Kegelflächen  auf  der 
einen  und  der  andern  Seite  der  Spitze  zusammengesetzt  denken. 

Die  Leitcurve  kann  als  ebene  Curve  voraus- 
gesetzt werden,  da  ein  ebener  Schnitt,  der  die  Spitze  nicht 
enthält,  mit  der  Erzeugenden  in  jeder  Lage  einen  und  nur 
einen  Punkt  gemein  hat;  denn  jenes  genügt ^  um  die  Be- 
wegung der  Erzeugenden  zu  leiten.  (Für  die  Fortsetzung  der 
Betrachtung  über  die  gewundenen  Leitcurven  vgl.  namentlich 
§§  17  f.,  22  f.)  Wir  nehmen  weiterhin  stets  an,  die  Kegelfläche  sei 
durch  eine  ebene  Leitcurve  L  und  die  Spitze  M,  die  Gylinder- 
fläche  durch  eine  ebene  Leitcurve  und  die  Richtung  M  der  Er- 
zeugenden bestimmt. 

Insbesondere  wird  in  gewohnlicher  Centralprojection  die 
Leitcurve  durch  ihr  Bild  Z'  und  ihre  Ebene  sq'  und  die  Spitze 
durch  ihr  Bild  M'  und  eine  sie  enthaltende  Gerade  SQ'  ge- 
geben sein;  in  der  Parallelprojection  mit  zwei  Bildebenen  und 
in  der  Axonometrie  wird  die  Leitcurve  durch  zwei  Spuren  f, ,  ^2 
ihrer  Ebene  und  z.  B.  ihre  erste  Projection  Z'  —  oder  ihr 
axonometrisches  Bild^  etc.  —  die  Spitze  aber  durch  ihre  Pro- 
jectionen  i/',  3f'',  etc.  gegeben  sein;  die  Abweichungen  für  die 
Gylinderflächen  sind  evident.  Für  die  anderen  Projections- 
methoden  verweisen  wir  auf  die  Beispiele. 

Mit  den  bezeichneten  Daten  kann  jede  Erzeugende  e 
der  Fläche^  jeder  Punkt /^  und  die  entsprechende  Tan- 
gentialebene T  der  Fläche  projiciert  und  bestimmt  werden. 

a)  Ist  e'  das  Bild  der  Erzeugenden  (Fig.  10),  so  re- 
präsentiert dieses  Bild  beispielsweise  zwei  Erzeugende  ^|,  e?,, 
die  die  Leitcurve  L  in  den  in  A',  B'  respective  abgebildeten 
Punkten  treffen  und  durch  die  Punktepaare  M,  A,  respective 
ü/,  B  bestimmt  sind;  S^j  S^  sind  ihre  Durchstosspunkte, 
0\\  Ol  die  entsprechenden  Fluchtpunkte  —  denn  Q-^S^  ist, 
weil  0^  Q'  parallel  zu  SS^y  eine  durch  M  gehende  und  zur 
Ebene  L  parallele  Gerade;  0^' A'  und  Q^ B'  mit  den  Durch- 
stosspunkten  in  $  sind  ihre  Parallelen  durch  ^^  ^;  .  .  .  in  der 
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Ebene  und  ^3^1;  S^S2,  ...  die  Spuren  der  Ebenen,  welche 
diese  mit  0^'S^  und  also  M  verbinden. 

Ist  in  Fig.  11  612  <li6  erste  Projection,  so  schueidet 
die  Erzeugende  die  Leitcurve  entweder  in  A  oder  in  B,  deren 
erste  Projeetionen  die  Schnitte  von  e'  mit  Z'  sind,  so  dass 
ihre  zweiten  Projeetionen  A"  und  B"  und  damit  ^,",  ^j"  sich 
ergeben;  wäre  dagegen  ^/'  ihre  zweite  Projection,  so  schneidet 
sie  L  in  den  beiden  Punkten  A  und  C,  welche  derjenigen  Ge- 
raden der  Ebene  von  Z  angehören ,  die  mit  e^  dieselbe  zweite 
Projection  hat,  und  damit  sind  ihre  ersten  Projeetionen  e^',  e^ 
als  Verbindungslinien  von  M'  mit  A'  und  C  bestimmt. 


Fig.  10. 


Fig.  11. 


b)  Ist  das  Bild  eines  Punktes  P  der  Eegelfläche  in 
Centralprojection  oder  eine  seiner  Parallelprojectionen,  z.  B.  />' 
gegeben,  so  bestimmt  man  diesen  Punkt  mittelst  der  Erzeugen- 
den MPy  von  welcher  respective  ihr  Bild  oder  die  eine  ihrer 
Parallelprojectionen  bekannt  ist,  nach  dem  Vorigen. 

c)  Man  bestimmt  damit  auch  die  Schnittpunkte  einer 
geraden  Linie  g  mit  der  Eegelfläche  Jü/,  Z;  denn  durch 
jeden  derselben  geht  eine  Erzeugende  e^  der  Fläche  und  alle 
diese  Erzeugenden  müssen  sowohl  M  enthalten  als  g  schneiden, 
also  in  der  durch  M  und  g  bestimmten  Ebene  liegen.     Wenn 
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diese  Ebene  die  Ebene  der  Leitcurve  L  in  einer  Geraden  / 
schneidet  (Fig.  11);  so  liegen  in  dieser  die  Punkte  der  Leit- 
curve, nach  welchen  jene  Erzeugenden  ei  hingehen  und  diese 
letzteren  sind  somit  bestimmt.  Sie  liefern  durch  ihren  Schnitt 
mit  g  die  Punkte  Pi .  Die  Figur  zeigt  P^y  P^  als  Schnittpunkte 
der  Kegelfiäche  M^  L  mit  der  Geraden  g. 

d)  Die  Tangentialebene  der  Eegelfläche  im 
Punkte  P  und  in  allen  Punkten  der  Erzeugenden  MP  ist  be- 
stimmt durch  diese  Erzeugende  MP  oder  e  selbst  und  die  Tan- 
gente i  der  Curve  L  in  dem  Punkte  Ay  welchen  MP  mit  dieser 
Curve  gemein  hat. 

e)  Die  Construction  der  Tangentialebenen  der  Kegel- 
fläche durch  einen  beliebigen  Punkt  T  des  Baumes 
oder  parallel  einer  gegebenen  Gersyd^n  g  ergiebt  sich  daraus. 
Da  sie  die  Gerade  aus  der  Spitze  M  nach  dem  Punkte  T  (Fig. 
12  und  13)  oder  in  der  Richtung  von  g  enthalten  müssen^ 

Fig.  13. 


so  verlängert  man  diese  bis  zum  Schnittpunkt  B  mit  der  Ebene 
der  Leitcurve  L  und  zieht  von  D  aus  an  L  die  möglichen  Tan- 
genten t^y  t^y  ...  Jede  derselben  bestimmt  mit  MT  oder  MD 
zusammen  eine  der  Aufgabe  entsprechende  Taugentialebene. 
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f)  Denkt  man  auf  der  Kegelfläche  eine  Reihe  von 
Punkten  P^,  Pj  >  •  •  • ;  welche  eine  Curve  67  bilden,  sämmtlich 
durch  die  eine  ihrer  Projectionen  —  die  somit  die  eine  Pro- 
jection  von  C  bilden  —  gegeben,  so  kann  man  diese  Punkte  und 
damit  die  Curve  C  als  dadurch  bestimmt  ansehen  und  ins- 
besondere ihre  anderen  Projectionen  ermitteln.  Jede  Baum- 
curve  wird  durch  ihr  Bild  oder  ihre  Projection  und 
ihre  Lage  auf  einer  gegebenen  Eegel-  oder  Gyl inder- 
fläche bestimmt. 

g)  Einen  besondem  Fall  dieser  Art  bilden  die  in  den  Pro- 
jectionsebenen  gelegenen  Leitcurven,  die  man  als  die  erste, 
zweite,  dritte  Spur  der  Fläche  im  Falle  der  „Geometrie 
descriptive"  bezeichnet.  Man  bestimmt  durch  die  Bemerkung, 
dass  für  jede  derselben  zwei  ihrer  Projectionen  in  die  ihrer 
Ebene  angehörigen  Axen  fallen,  ihre  letzte'  mit  der  Spur  selbst 
identische  Projection;  also  z.  B.  die  erste  Spur  iS^  aus  der  Be- 
merkung, dass  ihre  zweite  Projection  in  der  Axe  x  liegt,  indem 
man  zu  den  Punkten  dieser  Axe  als  zu  zweiten  Projectionen 
von  Punkten  der  Eegelfläche  die  ersten  Projectionen  sucht. 
Die  zweckmässigste  Methode  dafür  siehe  in  §  5;  vgl.  Fig.  18, 
19  in  §  5,  1. 

Die  Spuren  bieten  die  zur  Bestimmung  der  Eegel-  und 
Cylinder- Flächen  bequemsten  Leitcurven  dar,  weil  jede  der- 
selben durch  die  eine  mit  ihr  selbst  zusammenfallende  Pro- 
jection gegeben  ist  (vergl.  I,  §  51),  da  ihre  andern  Pro- 
jectionen in  die  anliegenden  Axen  fallen.  Durch  Trans- 
formation kann  jede  ebene  Leitcurve  zu  einer  Spur  der  Fläche 
gemacht  werden  (vergl.  I,  §  59). 

Analoge  Yortheile  würden  die  in  den  Halbierungsebenen 
Hx^ ,  resp.  H^  liegenden  Leitcurven  im  Falle  der  „Geometrie 
descriptive *'  darbieten.  (Vergl.  1,  §  49,  6.)  Die  Beispiele 
geben  insbesondere  auch  die  Anwendungen  auf  die  Gonstruction 
der  Selbstschatten-  und  Schlagschatten-Grenzen  der  Eegel  und 
Cylinder  für  punktförmige  Lichtquellen  und  auf  die  Bestimmung 
ihrer  Umrisse  in  jederlei  elementarer  Darstellung. 

1)  Die  Spuren  einer  Kegelfläche  sind  die  Oerter  der  gleich- 
namigen Durchstosspunkte  der  Erzeugenden  und  zugleich  die  Enve- 
loppen  der  gleichnamigen  Sparen  der  Tangentialebenen  der  Fläche ; 
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im  Falle  der  Centralprojecüon   definiert  sich  ebenso  die  Spur  der 
Fl^he  in  der  Bildebene. 

2)  Der  Ort  der  Fluchtpunkte  der  Erzeugenden  und  zugleich  die 
£nyeloppe  der  Fluchtlinien  der  Tangentialebenen  der  Eegelfläche 
ist  die  Fluchtcurve  derselben.  Weil  alle  Erzeugenden  und  alle 
Tangentialebenen  durch  den  festen  Punkt  M^  die  Spitze,  gehen 
(vergl.  I  §  6,  6  und  §  7),  so  sind  Spur-  und  Flucht-Curve 
desselben  Kegels  in  einer  Centralprojection  einander  ähnlich  und 
ähnlich  gelegen  (Fig.  14),   für  das  Bild  der  Spitze  als  Aehnlich- 


keitspunkt.  (I,  §  22,  c.)  Die  Bestimmung  der  Eegel- 
flächen  in  der  gewöhnlichen  Centralprojection  ist  also 
in  der  Bestimmun<g  entsprechender  Curven  in  ähnlichen 
Systemen  von  ähnlicher  Lage  aus  der  einen,  dem  Cen- 
trum und  dem  einen  Paar  entsprechender  Punkte,  nebst 
ihren  Specialfällen  enthalten. 

3)  Man  verzeichne  die  Centralprojection  durch  Spur,  Flucht- 
curve und  Spitze  a)  für  einen  Kegel,  dessen  Spitze  in  der  Bild- 
ebene liegt  —  man  unterscheidet  dabei,  ob  die  Spur  aus  reellen 
Geraden  oder  nur  der  Spitze  besteht;  b)  für  einen  Kegel,  dessen 
Spitze  in  der  zweiten  Parallelebene  enÜialten  ist;  c)  für  einen, 
dessen  Spitze  in  der  Yersch windungsebene  liegt;  d)  für  einen  Cy- 
linder;  e)  für  einen  Kegel,  dessen  Spitze  zwischen  Bildebene  und 
Versch windungsebene  oder  f)  vor  der  Versch windungsebene  ge- 
legen ist. 

Man  füge  in  jedem  Falle  die  Orthogonalprojection  B''  der  Yer- 
schwindungslinie  des  Kegels  auf  die  Bildebene  hinzu,  indem  man 
einen  willkürlichen  Punkt  der  Bildebene  als  Hauptpunkt  C^  wählt. 
(Vergl.  I,  §  3.) 

4)  Wenn  man  die  ersten  und  zweiten  Projectionen  der  Erzeug- 
enden einer  Kegelfläche  bis  zum  jedesmaligen  Durchschnittspunkt 
verlängert,  so  erhält  man  (vergl.  I,  §  53)  als  die  Aufeinander- 
folge dieser  Punkte  die  vereinigte  erste  und  zweite  Projection  der 
Curve,  welche  diese  Kegelfläche  mit  der  Halbierungsebene  H^'  gemein 
hat.     Diese  Curve  Z«',  oder  die  analoge  L,'  in  H«'  für  die  zweite 
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and  dritte  Projection,  kann  als  Leitcurve  gleichfalls  mit  Yortheil  ver- 
wendet werden. 

5)  Zwei  Eegelflftchen,  von  denen  die  eine  die  Fluchtcurve 
der  andern  zur  Spur  und  die  Spur  der  andern  zur  Fluchtcurve  hat, 
enthalten  eine  gemeinschaftliche  Querschnittscurve  in  der  zweiten 
Parallelebene.  Ebenso  enthalten  zwei  Kegelflächen;  von  denen  die 
eine  die  zweite  Spur  der  andern  zur  ersten  und  die  erste  Spur 
der  andern  zur  zweiten  Spur  hat,  die  nämliche  Leitcurve  in  der 
Ebene  B^' ;  etc. 

6*)  In  der  allgemeinen  Centralprojection  des  §  6*  in  I^  als 
deren  Daten  der  Distanzkreis  D  mit  der  Spur  u  und  der  Flucht- 
linie q'  der  im  Endlichen  gewählten  Fixebene  U  gegeben  sind, 
wird  die  Bestimmung  einer  Eegelfläche  durch  folgende  An- 
gaben gemacht:  Zur  Bestimmung  des  Mittelpunktes  giebt  man  sein 
Bild  M'  und  eine  ihn  enthaltende  Gerade  mit  ihrem  Durchstoss- 
punkt  S  und  dem  Bilde  U'  ihres  Fixpunktes  ü\  zur  Bestimmung 
der  Leitcurve  wird  erfordert  ihr  Bild  L'  und  die  Spur  s  sowie 
das  Bild  u  der  Fixlinie  u  ihrer  Ebene;  welche  beide  sich  in  u 
durchschneiden.  Man  erhält  die  Fluchtlinie  q'  von  L;  wenn  man 
will,  als  die  zu  s  durch  den  Schnittpunkt  von  u  mit  q'  gehende 
Parallele;  mittelst  einer  durch  Sü'  gehenden  Hilfsebene  und  der 
Fluchtlinie  derselben  findet  man  auch  den  Fluchtpunkt  von  SU' 
und  hat  damit  die  Data  in  gewöhnlicher  Centralprojection.  Wir 
wissen  aber  vom  a.  0.  her,  wie  einfach  die  für  die  Aufgaben  des 
Textes  erforderlichen  Operationen  direct  ausgeführt  werden. 

7*)  Li  der  allgemeinen  Parallelprojection  (vergl.  §  6*  in  I 
und  den  Schlussüberblick  ebenda  p.  343  f.)  haben  wir  unter  Kennt- 
niss  der  Geraden  ii  und  des  rechtwinkligen  Dreiecks  Ü^U\U\  als 
der  Data  der  Methode  den  Mittelpunkt  des  Kegels  durch  sein  Bild 
M'  in  der  durch  S  und  ü'  bestimmten  Geraden  und  die  Leitcurve 
durch  ihr  Bild  L'  und  die  Spur  s  und  das  Bild  u'  der  Fixlinie 
u  ihrer  Ebene  zu  bestimmen.  Wir  geben  in  Fig.  15  die  ge- 
wöhnliche Construction  der  Schattengrenzen  des  Kegels  i/,  L  für 
Licht  von  gegebener  Richtung  /  oder  TM\  und  fügen  in  den 
folgenden  Paragraphen  einige  nach  diesen  neuen  Methoden  aus- 
geführte Beispiele  hinzu. 

8)  Man  bestimme  die  Durchschnittspunkte  D^^  D^^  ...  einer 
Geraden  g  oder  SQ'  mit  der  durch  Spitze  und  Spur  gegebenen 
Kegelfläche  in  Centralprojection  —  indem  man  die  Parallele  zu  g 
aus  der  Spitze  M  construiert.  Ebenso  für  die  Kegelfläche  M^  Z»'. 
(Vergl.  4.)  Man  vergleiche  diese  Construction  mit  der  central- 
projectivischen  Bestimmung  einer  Geraden  für  das  Centrum  M  und 
die  Ebene  der  Leitcurve  als  Bildebene. 

9)  Man  construiere  in  Orthogonalprojection  für  drei  recht- 
winklige Ebenen  diejenigen  Punkte  einer  durch  Spitze  und  ebene 
Leitcurve    gegebenen  Kegelfläche;    welche    drei  zusammenfallende 
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Projectionen  haben.  Dieselben  sind  nach  I,  §§  49^  6  und  50^  10 
die  Durchschnittspunkte  der  Kegelßäche  mit  der  Halbierungsaze  l)y 
(I,  §  46,  4  Fig.  93  a,  — a,  a),  deren  Projectionen  in  die  von  links  unten 
nach  rechts  oben  gehende  Halbierungslinie  der  Axenwinkel  fallen. 
10)  Man  verzeichne  die  Spuren  s^  der  Tangentialebenen  einer 
durch  Spitze  JH  und  erste  Spur  S^^  gegebenen  Eegelfiäche  aus  dem 
Punkte  T,  Dieselben  bilden  die  der  Kegelfläche  entsprechenden 
Schlagschattengrenzen  in  den  Projectionsebenen  für  Licht  aus  dem 
Punkte  T]  die  Berührungs-Erzeugenden  ^j,  ^j  sind  die  Grenzen 
des  Selbstschattens.     (Fig.  15«) 


Fig.  15. 


T' 
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11)  Ebenso  und  insbesondere  für  die  durch  die  LeitcurveZ«' 
in  H;r'  und  die  Richtung  ihrer  Erzeugenden  gegebene  Cjlinderfläche 
construiere  man  die  Spuren  der  Tangentialebenen,  welche  einer  Ge- 
raden g  parallel  sind,  d.  h.  die  Schlagschattefigrenzen  der  Cjlinder- 
fläche für  Licht  von  der  Richtung  g.  Auch  füge  man  die  Selbst- 
schattengrenzen hinzu.     (Vergl.  Fig.  15.) 

12)  Die  Grenzlagen  der  von  einer  Projection  der  Spitze  aus- 
gehenden, die  gleichnamige  Projection  der  Leitcurve  treffenden 
Geraden  bilden  die  Grenzen  oder  Umrisse  der  Kegelfläche 
in  der  betreffenden  Projection.  In  dem  von  ihnen  ausgeschlosse- 
nen Theil  der  Projectionsebene  kann  kein  Punkt  der  Fläche  seiile 
gleichnamige  Projection  haben.  Man  spricht  in  diesem  Sinne  von 
einem  ersten^  zweiten,  etc.  Umriss  der  KegelfläcbO;  ebenso  von 
ihrem  Umriss  in  Centralprojection ,  etc. 

13)  Wenn  die  Leitcurve  eine  geschlossene  Curve  ist,  so  fallen 
die  Umrisse  in  die  äussersten  Tangenten,  welche  von  den  Projectionen 
der  Spitze  an  die  gleichnamigen  Projectionen  der  Leitcurve  gehen. 
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Welche  Bedeutung  haben  die  zwischenliegenden?    In  welchem  Falle 
bedeckt  eine  Frojection  der  Eegelfläche  die  ganze  Tafel? 

14)  Bei  geschlossener  Leitcurve  sind  die  Umrisse  der  Kegel- 
fläche in  Parallelprojection  die  Spuren  solcher  Tangentialebenen  der- 
selben^  welche  zugleich  projicierende  Ebenen  sind,  in  den  zu  ihnen 
normalen  Projectionsebenen ;  sie  enthalten  also  die  Bichtung  der  zu 
dieser  Projectionsebene  normalen  Greraden. 

Man  bestimmt  somit  die  zweiten  Umrisse  einer  durch  die  erste 
und  zweite  Frojection  der  Spitze  M  und  die  erste  Frojection  einer 
ebenen  Leitcurve  L  in  der  dur^h  ihre  zwei  ersten  Spuren  5j,  s^ 
gegebenen  Ebene  E  bestimmten  Kegelfläche  (Fig.  16),  indem  man 
den  Durchschnittspunkt  D  der  zur  Axe  0  Y  parallelen  Gnaden  aus 
M  mit  der  Ebene  E  be- 
stimmt, von  seiner  ersten  ^' 
Frojection  />'  an  Z'  die 
äussersten  Tangenten 
i( ,  i^  zieht  und  die  zwei- 
ten durch  M"  gehenden 
Frojectionen  derselben 
//',  i^*'  angiebt;  diese 
sind  die  gesuchten  Um- 
risse. 

lö)  Wie  werden 
die  Umrisse  gefunden^ 
wenn  die  Fläche  durch 
zwei  Frojectionen  der 
Spitze  M  und  eine  Spur 
gegeben  ist?    Wie  in  axonometrischer  Frojection? 

16)  Welche  Begel  ergiebt  sich  für  die  Verzeichnung  der  Um- 
risse in  Centralprojection?  Ist  dieselbe  davon  abhängig,  ob  die  Be- 
stimmung durch  eine  ebene  Leitcurve  L  oder  insbesondere  durch 
eine  Spur  geschieht? 

17)  Man  soll  eine  Kegelfläche  so  bestimmen,  dass  sie  keinen 
Umriss  hat  oder  dass  ihr  Bild  die  ganze  Zeichnungsebene  bedeckt 
—  a)  in  Centralprojection,  b)  in  Parallelprojection  in  den  zwei 
ersten  Frojectionen. 

Warum  muss  eine  Cylinderfläche  in  Parallelprojection  im  All- 
gemeinen Umrisse  haben  und  in  welchen  Fällen  finden  Aus- 
nahmen statt? 

18)  Man  discutiere  des  Näheren  die  Bestimmung  einer  Baum- 
curve  durch  zwei  orthogonale  Parallelprojectionen  derselben  oder 
in  Centralprojection  resp.  in  allgemeiner  Parallelprojection  durch 
ihr  Bild  und  eine  sie  enthaltende  Kegel-  oder  Cylinder-Fläche, 
z.  B.  die  zur  Bildebene  normale;  besonders  die  Sichtbarkeit  ihrer 
Theile  in  der  Voraussetzung  der  Undurchsichtigkeit  ihrer  proji- 
cierenden  Cjlinder  und  Kegel.     Zwei  beliebige  Curven  sind  nicht 
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die  Projectionen  einer  Curve  im  Räume,  sondern  jede  derselben 
enthält  im  Allgemeinen  parasitische  Theile,  d.  h.  solche, 
denen  keine  reellen  Theile  der  anderen  und  daher  keine  reellen 
Theile  der  Originalcurve  entsprechen.  Man  zeige,  wie  aus  diesen 
Daten  ihre  Schnittpunkte  mit  einer  gegebenen  Ebene  construiert 
werden  können. 

4.  Irgend  zwei  ebene  Leitearven  oder  Quer- 
schnitte Zj,  Zj  des  nämlichen  Kegels  von  der  Spitze 
M  (also  nicht  durch  die  Spitze)  sind  collineare  ebene 
Figuren  in  perspectivischer  Lage.  Jede  von  ihnen  ist 
das  perspectivische  Bild  der  andern  aus  dem  Gentrum  der  Pro- 
jection  M  auf  ihre  Ebene;  die  Durchschnittslinie  der  Ebenen 
von  Zj   und  L^  ist  die  Gollineationsaxe,    die  Schnitte   der  zu 


Fiff.  17. 


ihnen  parallelen  Ebenen  aus  M  mit  der  jedesmaligen  andern 
sind  die  Gegenaxen  der  Systeme.     (Vergl.  I,  §§  24,  55.) 

Diese  Sätze  sind  der  unmittelbare  Ausdruck  des  Sachver- 
halts im  Sinne  der  Centralprojection,  wobei  die  Kegelfläche 
als  projicierende  Kegelfläche  aller  ihrer  Leitcurven  erscheint. 

Infolge  dessen  entspricht  jedem  Punkte  und  jeder  Tangente 
des  einen  Schnittes  ein  Punkt  und  eine  Tangente  jedes  andern, 
den  Punkten  auf  einer  Geraden  im  einen  Querschnitt  die  Punkte 
der  entsprechenden  Geraden  im  andern ,  etc.  Man  hat  damit 
den  Satz:  Alle  ebenen  die  Spitze  nicht  enthaltenden 
Schnitte  desselben  Kegels  sind  —  insofern  sie  alge- 
braisch sind,  gilt  dies  im  eigentlichen  Sinne ;  man  sieht  aber, 
dass  es  im  Wesentlichen  auch  unabhängig  davon  Geltung  be- 
hält —  von  derselben  Ordnung  und  Classe;  sie  haben 


Eegelflächen:  CoUineation  ihrer  ebenen  Schnitte.  4.  25 

dieselbe  Anzahl  von  Doppelpunkten  und  Doppel- 
tangenten, von  Bückkehrpunkten  und  Wendetan- 
genten respective;  sie  sind  collineare  Curven.  (Fig.  17.) 
Man  sagt  demzufolge^  derEegel  sei  selbst  von  der  Ord- 
nung und  Classe  seiner  ebenen  Leitcurve  und  be- 
nennt die  Erzeugenden  desselben,  die  nach  den  Doppelpunkten 
und  Rückkehrpuukten  derselben  gehen,  als  Doppel-  und 
Rückkehr-Erzeugende,  und  diejenigen  Tangentialebenen, 
die  die  Doppeltaugenten  und  Wendetangenten  der  Leitcurve 
enthalten,  als  Doppel-  und  Wendetangentialebenen 
des  Kegels. 

Nach  dem  Vorigen  wird  der  Kegel  von  einer  Geraden  in 
höchstens  so  viel  Punkten  geschnitten,  als  die  Ordnungszahl 
der  ebenen  Leitcurve  zählt,  und  hat  aus  einem  Punkte  so  viel 
Tangentialebenen^  als  die  Classenzahl  der  Leitcurve  besagt. 

Im  Falle  des  Cylinders  stehen  alle  ebenen 
Schnitte  desselben  in  der  geometrischen  Verwandt- 
schaft der  Affinität  mit  perspectivischer  Lage;  die 
Schnittlinie  ihrer  Ebenen  ist  die  Affinitätsaxe 
(vergl.  I,  §  22  a  und  §§  54  und  55,  4,  5.)  Die  vorigen  Re- 
sultate gelten  unverändert,  aber  es  kommt  das  Besondere  hinzu, 
dass  der  unendlich  fernen  Geraden  des  einen  Schnittes  nicht 
eine  endlich  entfernte  Gerade  in  jedem  andern  Schnitt,  sondern 
stets  wieder  die  unendlich  ferne  Gerade  desselben  entspricht.  In 
Folge  dessen  haben  alle  diese  Schnitte  gleichviele 
reelle  unendliche  Aeste  und  Asymptoten.  Es  sind  z.  B. 
alle  ebenen  Schnitte  eines  Cylinders  mit  kreisförmiger  Leit- 
curve (eines  Kreiscylinders)  Ellipsen,  während  die  ebenen 
Schnitte  eines  Kreiskegels  rücksichtlich  der  unendlichen  Aeste 
verschieden,  nämlich  je  nach  Lage  der  Schnittebene  Ellipsen, 
Parabeln  oder  Hyperbeln  sind.  Man  sieht,  dass  Kegel  und 
Gylinder  manche  in  den  Beispielen  des  §  1  bereits  berührte 
Verhältnisse  erläutern. 

1)  Eine  ebene  Curve  wird  von  einer  ihrer  Tangenten  ausser 
dem  Berührungspunkte  noch  geschnitten,  sobald  ihre  Ordnungs- 
zahl grösser  ist  als  zwei,  nämlich  die  Curven  dritter  Ordnung 
noch  einmal,  die  der  vierten  noch  zweimal,  etc.  Die  Inflexions- 
tangenten  schneiden  die  Curven  dritter  Ordnung  nicht  weiter,  die 
Doppeltangenten  nicht  die  Curven  vierter  Ordnung,  etc.  Man  er- 
läutere das  analoge  Verhalten  der  Tangentialebenen  der  Kegelflächen. 
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2)  Für  einen  Punkt  der  Curve  zählt  die  in  ihm  selbst  berüh- 
rende Tangente  der  Curve  als  Vereinigung  von  zwei  benachbarten 
Tangenten  und  es  lassen  sich  somit  von  ihm  noch  so  viel  andere 
Tangenten  an  die  Curve  ziehen,  als  die  um  zwei  verminderte  Classen- 
zahl  derselben  besagt;  also  für  die  Curve  dritter  Ordnung  vier^  zwei 
oder  eine,  je  nachdem  sie  von  der  sechsten^  vierten  oder  dritten 
Classe  ist.  (§  1,  4.)  Man  erläutere  dies  in  seiner  Bedeutung  für 
die  Eegelfiächen  und  gebe  besonders  das  Verhalten  der  Eückkehr- 
kanten  dabei  an. 

3)  An  den  Kegel  zweiten  Grades ,  dessen  projectivische  Er- 
zeugungsweisen aus  I,  üeberblick  p.  229  f.  bekannt  sind,  kann 
aus  einem  seiner  Punkte  keine  Tangentialebene  gelegt  werden, 
welche  ihn  anderwärts  berührt;  die  zugehörige  Tangentialebene 
trifft  ihn  ausser  den  zwei  benachbarten  Mantellinien  und  dem  Be- 
rührungsstreifen nicht  weiter.  Jeder  Parallelschnitt  zu  ihr  giebt  den 
gewöhnlichen  parabolischen  Ast. 

4)  Da  die  Zahl  der  gemeinsamen  Punkte  von  zwei  ebenen  Cur- 
ven der  respectiven  Ordnungen  f(i,  ffc2  gleich  jciifAj  ^^>  ^^  schneidet 
der  Erümmungskreis  einer  Curve  sie  ausser  dem  Berühiiingspunkte 
im  Allgemeinen  in  noch  (2  ft  —  3)  Punkten.  Man  erläutere  das  Ver- 
halten der  Inflexionstangente  der  Curve  dritter  Ordnung  als  das 
eines  Erümmungskreises  von  unendlich  grossem  Halbmesser.  (Drei 
der  Schnittpunkte  liegen  in  unendlicher  Feme.) 

Nach  dem  Gesetze  der  Dualität  (vgl.  oben  §  1  und  in  I 
p.  113  f.)  erklärt  sich  aus  dem  Vorigen  auch  das  Verhalten  des 
Bückkehrpunktes  einer  Curve  dritter  Ordnung  und  Classe. 

5)  Im  Falle  des  Parallelismus  der  Ebenen  geht  die  centrische 
Collineation  in  Aehnlichkeit  bei  ähnlicher  Lage,  die  Affinität  in 
Congruenz  über.  Wenn  die  eine  der  Ebenen  den  Mittelpunkt  der 
Kegelfläche  enthält;  so  ist  die  Collineation  resp.  Aehnlichkeit  zwischen 
ihrem  Schnitt  und  denen  anderer  resp.  insbesondere  zu  ihr  paral- 
lelen Ebenen  eine  solche  mit  singulären  Elementen  (vergl.  I, 
§  22,  f  und  g.) 

Die  Ergebnisse  der  Untersuchungen  in  den  §§  54,  9  und 
61,  7  in  I  zeigen,  dass  im  Falle  der  Affinität  die  Congruenz  auch 
bei  einer  nicht  parallelen  —  man  sagt  antiparallelen  —  Lage  der 
Schnittebene  möglich  ist.  Findet  Analoges  statt  für  die  Aehnlich- 
keit bei  den  Schnitten  der  Eegel?    (Vergl.  §  5.) 

6)  In  §  1,  8  haben  wir  die  Inflexions-  und  Bückkehrasjmptote 
und  den  parabolischen  Ast  mit  Inflexion  oder  mit  Rückkehrpunkt 
erwähnt. 

Man  erläutere  die  Verhältnisse  des  unendlich  fernen  Doppel- 
punktes ;  insbesondere  auch  in  dem  Falle,  wo  der  Doppelpunkt  zu- 
gleich in  dem  einen  seiner  Aeste  oder  in  beiden  Aesten  ein  In- 
fiexionspunkt  ist.     (Einfacher  resp.  doppelter  Inflexionsknoten.) 

Man  bildet  die  centrische  Collineation  zu  den  benachbarten 
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Tbeilen  einer  solchen  Curve;  für  den  Fall,  dass  der  Doppelpunkt; 
etc.  in  der  Gegenaxe  seines  Systems  liegt. 

5.  Da  die  Beziehung  der  Collineation  in  perspecüvischer 
Lage  zwischen  ebenen  Systemen  durch  beliebige  centrale  oder 
parallele  Projection  derselben  nicht  gestört  wird;  so  sind  im 
Vorigen  die  Methoden  der  Gonstruction  der  Bilder 
ebener  Schnitte  von  Kegel-  und  Cylinderflächen 
enthalten;  in  der  That  führt  jede  andere  Betrachtungsweise 
darauf  zurück  und  findet  die  zweckmässigste  Form  ihrer 
Ausführung  in  den  Regeln  zur  Gonstruction  cen- 
trisch  collinearer  ebener  Systeme. 

Ist  L  die  Leitcurve  in  der  Ebene  Ii;  M  der  Mittelpunkt 
oder  die  Spitze,  L|  oder  E  die  Schnittebene;  so  ist  die  Schnitt- 
curve  perspectiviech  coUinear  zu  L  für  M  als  Centrum,  die 
Schnittlinie  s  von  E  und  L  als  Axe  der  Collineation,  und  für 
r,  die  Schnittlinie  von  L  mit  der  durch  M  gehenden  Parallel- 
ebene E*  zu  E;  und  q^  die  Schnittlinie  von  E  mit  der  durch 
M  gehenden  Parallelebene  L*  zu  L^  als  Gegenaxen. 

Die  gleichnamigen  orthogonalen  und  schiefen  Parallel- 
projectionen  von  Z  und  von  der  Schnittcurve  sind  also  cen- 
trisch  collinear  für  die  entsprechenden  Projectionen  von  M 
und  5  als  Centrum  und  Axe  der  Collineation  und  die  ent- 
sprechenden Projectionen  von  r  und  q  als  Gegenaxen. 

Ist  die  Ebene  der  Leitcurve  L  eine  Projectionsebene,  der 
Kegel  also  durch  die  Spitze  und  eine  Spur  gegeben,  so  wird 
die  Collineationsaxe  s  zur  gleichnamigen  Spur  der  Schnitt- 
ebene und  r  wird  zur  gleichnamigen  Spur  der  durch  3/ gehen- 
den Parallelen  E*  zur  Schnittebene.  Zieht  man  in  diesem  Falle 
in  der  Ebene  der  Leitcurve  eine  beliebige  Gerade  g^  so  ist 
dieselbe  die  gleichnamige  Spur  einer  durch  M  gehenden  und 
die  Kegelfläche  in  Erzeugenden  MA^  MB^  .  .  .  schneidenden 
Ebene,  welche  die  Schnittebene  in  einer  Geraden  g^  schneidet, 
auf  der  in  diesen  Erzeugenden  die  Punkte  A^j  B^,  ...  liegen, 
welche  in  der  Schnittcurve  den  Punkten  A,  B,  ...  der  Leit- 
curve entsprechen.  Diese  Gerade  g^  muss  erstens  durch  den 
Punkt  S  gehen,  welchen  g  mit  der  Schnittlinie  der  Ebenen  E 
und  Ii,  d.  h.  mit  der  Collineationsaxe  s  gemein  hat;  sodaun 
auch  durch  den  Punkt  Q  von  q,  in  welchem  eine  durch  M 
gehende  Parallele  zu  g,  als  in  der  Ebene  Mq  gelegen,    die 
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Schnittebene  E  schneidet;  und  sie  muss  endlich  parallel  der 
Geraden  MR  sein,  welche  von  M  nach  dem  Schnittpunkt  von 
g  mit  der  durch  M  gehenden  Parallelebene  zur  Schnittebene  Mr 
gezogen  wird.  (Vergl.  §  3,  8.)  Diese  Beziehungen;  als  in  jeder 
der  Parallelprojectionen  des  Ganzen  unverändert  gültig ,  be* 
stimmen  aus  den  Projectionen  von  g,  Ay  B^  .  .  .  Aie  gleichna- 
migen Projectionen  von  g^j  A^jB^^  .  .  .  Dreht  sich  dann  g  in 
der  Ebene  der  Leitcurve  um  einen  festen  Punkt  P^  so  dreht 
sich  ^1  in  der  Ebene  der  Schnittcurve  um  den  entsprechenden 
festen  Punkt  P^ ;  man  hat  die  Eegelfläche  und  die  Schnittebene 
mit  Hilfsebenen  eines  Büschels  geschnitten,  welches  die 
Gerade  MP  zu  seiner  Scheitelkante  hat;  der  vollen  Umdrehung 
von  g  um  P  entspricht  die  volle  Umdrehung  von  g^  um  P^ , 
d.  h.  die  vollständige  Bestimmung  der  Schnittcurve. 

Lässt  man  speciell  g  in  der  Ebene  der  Leitcurve  parallel 
zu  sich  selbst  fortrücken,  so  bleibt  Q  ungeändert  und  die  ent- 
sprechenden Geraden  g^  bestimmen  sich  durch  dieses  und  die 
entsprechenden  S  oder  R.  Man  hat  dann  die  Kegelfläche  und 
die  Schnittebene  durch  ein  Büschel  von  Hilfsebenen  geschnitten, 
dessen  Scheitelkante  eine  durch  M  gehende  Parallele  MQ  zur 
Leitcurvenebene  L  ist. 

Lässt  man  dagegen  g  sich  um  einen  Punkt  R  der  Gegen- 
axe  r  drehen ,  so  werden  die  g^  einander  parallel  —  nämlich 
parallel  MR  —  und  man  hat  die  Kegelfläche  und  die  Schnitt- 
ebene durch  ein  Büschel  von  Hilfsebenen  geschnitten,  welches 
eine  durch  M  gehende  Parallele  MR  zur  Schnittebene  zur 
Scheitelkante  hat.  So  kommt  in  Form  der  Gesetze  der  CoUi- 
neation  das  allgemeine  Princip  der  darstellenden  Geo- 
metrie für  die  Bestimmung  der  Durchschnitte  von 
Flächen  zur  Verwendung:  Die  gegebenen  Flächen  durch  ein 
System  von  Hilfsflächen  solcher  Art  und  Lage  zu  schneiden, 
dass  ihre  Schnitte  mit  jenen  leicht  ermittelt  werden  können, 
da  diese  dann  als  ihre  gemeinsamen  Punkte  Punkte  der  Durch- 
schnittscurve  liefern.  (Yergl.  als  erste  Anwendungen  dieses 
Princips  die  Constructionen  für  die  Schnittlinie  von  Ebenen 
§§  8,  6  u.  51  in  L) 

Man  kann  insbesondere  z.  B.  R'  oder  Q'  in  die  Schnitt- 
punkte der  Parallelen  zur  Axe  o;  aus  M'  mit  r'  respective  q 
legen  und  erhält  dann  für  die  g{  (Fig.  18)  oder  g  zur  Axe  x 
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parallele  Gerade;  im  ersten  Falle  auch  für  die  g{'  Parallelen 
zur  Spur  ^2  der  Schnittebene. 

Ist  g  eine  Tangente  von  Z,  so  wird  g^  die  entsprechende 
Tangente  der  Schnittcurve  Z, ;  ihre  Projectionen  sind  die  zu- 
gehörigen Tangenten  der  Curven  Z',  Z"  und  resp.  Z,',  Z,". 

Wenn  die  Leitcurve  Z  die  Gegenaxe  r  ihres  Systems 
schneidet,  so  liegen  die  entsprechenden  zu  diesen  Punkten  im 
System  der  Schnittcurve  unendlich  fern;  sie  sind  nämlich  die 
Richtungen  der  nach  jenen  Punkten  der  Gegenaxe  r  gehenden 
Strahlen  aus  dem  Collineationscentrum.  Die  Schnittcurve 
hat  also  so  vieleunendliche  Aeste(Fig.l9);  alsSchnitt- 
punkte  von  der  Leitcurve  Z  mit  der  Gegenaxe  ihrer 
Ebene  gebildet  vtrerden^  und  zwar  in  den  Richtungen 
der  zu  diesenPunktengehorigen  Kegel-Erzeugenden. 
Den  Tangenten  der  Leitcurve  in  jenen  Schnittpunkten  ent- 
sprechen die  Asymptoten  der  Schnittcurve.  Jene  Er- 
zeugenden des  Kegels  sind  die  zur  Schnittebene  parallelen,  d.  i. 
in  einer  Parallelebene  zu  ihr  durch  die  Spitze  gelegenen;  diese, 
die  Asymptoten,  sind  die  Durchschnittslinien  der  Schnittebene 
mit  den  Tangentialebenen,  welche  den  Eegel  längs  jener  Er- 
zeugenden berühren. 

Dass  die  Parallelprojectionen  von  GoUineationsaxe  und  Cen- 
trum und  die  der  Gegenaxen,  also  dass  M'  und  s' y  q'  und  r'; 
ebenso  M"  s",  g"  r"  dieselben  Mitten  haben,  ist  einfach  die 
Folge  ihrer  räumlichen  Lage  in  den  vier  Kanten  eines  parallel- 
epipedischen  Mantels.  Natürlich  gilt  dies  auch  für  die  schiefe 
und  orthogonale  Axonometrie. 

In  centralprojectivischer  Darstellung  erscheinen  die  Asymp- 
toten als  gewöhnliche  Tangenten  des  Schnittes  in  den  Punkten, 
die  der  Fluchtlinie  der  Ebene  und  der  Fluchtcurve  des  Kegels 
gemein  sind.  Wir  nennen  sie  die  Bilder  der  Asymptoten. 
Von  den  Asymptoten  des  Bildes  handeln  wir  in  §  6. 

1)  Man  construiere  für  einen  durch  Spitze  M  und  ebene  Leit- 
curve Z  bestimmten  Kegel  die  erste  Spur  S^.  Die  Figuren  18, 
19  zeigen  das  Verfahren  für  den  umgekehrten  Fall,  wo  die  erste 
Spur  gegeben  und  der  Schnitt  mit  der  Ebene  von  den  Spuren  s^ 
und  ^2  gesucht  ist.  Die  Spur  5j*  ist  in  beiden  Fällen  als  Kreis 
gewählt,  der  Schnitt  imd  daher  auch  jede  seiner  Parallelprojec- 
tionen im  eraten  Falle  elliptisch,  im  zweiten  hyperbolisch.  Die 
GoUineationsaxe  fällt  in  der  horizontalen  Projection  in  die  erste 
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Spur  der  Ebene,  in  der  verticalen  in  die  Axe  x]  von  den  Gegen- 
axen  q  und  r  hat  diese  ihre  verticale  Projection  in  der  Axe  x 
und  jene  zu  ihr  parallel  durch  Jif'\  Es  sind  Linien  ff  von  den  Ho- 
rizontalprojectionen  ff'  benutzt,  deren  entsprechende  ff^  ihre  Hori- 
zontalprojectionen  parallel  x  und  ihre  Yerticalprojectionen  parallel 
^2  haben;  desshalb  convergieren  die  ff'  in  demjenigen  Puncto  von 
r',  wo  die  Parallele  zu  x  durch  M'  sie  schneidet.  Ihre  Schnitt- 
punkte mit  der  Collineationsaxe  yon  den  Horizontalprojectionen  s^ 

Piff.  18. 


in  ^1  und  den  Yerticalprojectionen  S^'  in  x  bestimmen  die  ffi  und 
ff^'  und  die  Projectionen  der  den  Schnittpunkten  von  S|*  mit  den 
ff  zukommenden  Collineationsstrahlen  die  Projectionen  der  ent- 
sprechenden Punkte  der  Querschnittscurve.  Von  ihren  zugehörigen 
Tangenten  t^',  t/'  sind  auch  einige  aus  den  entsprechenden  /  be- 
stimmt —  die  f  liegen  in  x.  In  Fig.  19  sieht  man  die  einfache 
Construction  der  Asymptoten  der  Schnittcurve  aus  den  Tangenten 
von  S^^,  welche  ihre  Berührungspunkte  in  r  haben;  die  Projec- 
tionen von  diesen  Berührungspuncten  liefern  mit  Af'  resp.  3f"  ver- 
bunden die  Parallelstrahlen  zu  den  entsprechenden  Projectionen  der 
Asymptoten,  welche  selbst  durch  die  Projectionen  der  Punkte  gehen, 
wo  jene  Tangenten  die  Collineationsaxe  5^  (Verticalprojection  in  x) 
treffen. 

2)  Man  construiere  den  Schnitt  eines  durch  Spitze  und  Spur 
bestimmten  Kegels  mit  einer  orthogonal  projicierenden  Ebene.  Die 
eine  Projection  desselben  ist  die  schiefe  Spur  der  projicierenden  Ebene. 

3)  Man  construiere  die  zweite  Spur  Äj*  eines  durch  die  Pro- 
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jectionen  der  Spitze  M' ,  M"  nnd  seine  erste  Spur  bestimmten  Eegels 
und  interpretiere  die  Constrnction  im  Sinne  der  collinearen  Beziehung. 


Die  Fig.  20   giebt   die   Ausführung.    Von    den  Projectionen    der 
Gegenaxen  fallen  q' ,  r"  In  die  Aze  x,  iudess  r'  und  g"  ihr  pa- 


rallel durch  X'  und  M"  gehen;   die  Collineationsaxe  s  ist  in   x. 
Ans  ff'  (Vertricalprojection  ff"  in  x)  ist  mittelst  S  und  R',  R"  die 
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Verücalprojection  g(*  der  entsprechenden  Geraden  und  aus  den  in 
X  liegenden  Verticalprojectionen  der  Schnitte  A\  B'  von  jener  mit 
S,*  sind  mittelst  der  Collineationsstrahlen  aus  M"  die  zugehörigen 
Punkte  A^\  B('  erhalten.  Man  zeige  die  Identität  des  Verfahrens 
mit  dem  der  Bestimmung  der  verticalen  Durchstosspunkte  der  Er- 
zeugenden.   (§  3,  1.) 

4)  Es  soll  ebenso  der  Schnitt  der  Halbierungsebene  H:^'  mit 
dem  Kegel  M^  Sj*  verzeichnet  werden.  Die  CoUineationsaxe  ist 
in  x^  ebenso  die  Projection  r"  der  Gegenaxe  r;  q"  geht  durch 
M"  parallel  zu  x  und  fällt  mit  q'  zusammen  (vergl.  I^  §  49;  5)^ 
r'  geht  parallel  zu  x  ebensoweit  unter  M*  wie  x  unter  M'\  Die 
Frojectionen  g^*"  fallen  zusammen  und  ebenso  die  der  Punkte  und 
Tangenten  der  QuerschnittscuiTe ;  die  ersten  sind  die  Schnittpunkte 
der  zusammengehörigen  Projectionen  der  Eegelerzeugenden,  die  letzten 
die  Affinitätsaxen  hx''^'  der  zugehörigen  Tangentialebenen. 

5)  Wie  gestaltet  sich  die  Construction  der  Projectionen  der 
Schnittcurve  mit  einer  beliebigen  Ebene  E,  wenn  der  Kegel  durch 
die  Projectionen  der  Spitze  M\  M" ,  die  beiden  ersten  Spuren  der 
Ebene  L  und  die  Projection  L"  der  Leitcurve  L  gegeben  ist? 

Man  verzeichnet  zuerst  die  Schnittlinie  s  der  Ebenen  L  und  E 
in  beiden  Projectionen^  zieht  sodann  zu  ihr  die  Parallele  5*  durch 
M  und  bestimmt  die  beiden  ersten  Durchstosspunkte  derselben,  um 
durch  sie  den  gleichnamigen  Spuren  von  E  und  resp.  L  parallel 
die  Spuren  von  E  ^  und  L*  zu  legen.  Man  erhält  in  ihren  Schnitt- 
punkten mit  den  gleichnamigen  Spuren  von  Ii  und  E  resp.  die 
Durchstosspunkte  der  Gegenaxen  r  und  q  und  damit  die  Projec- 
tionen derselben.  Natürlich  genügt  die  Benutzung  einer  dieser 
Gegenaxen  zur  Construction.  Benutzt  man  r,  so  hat  man  für  jede 
in  Ii  gezogene  Gerade  /  den  Gegenpunkt  ^  in  r  und  erhält  die 
entsprechende  Gerade  e  in  der  Schnittebene  E  als  Parallele  zur 
Geraden  MR  durch  den  Schnittpunkt  S  von  /  mit  der  CoUinea- 
tionsaxe; muss  man  q  benutzen ;  so  liefert  zu  jedem  /  in  Ii  die 
durch  M  gehende  Parallele  in  q  den  Gegenpunkt  Q  der  entsprechen- 
den Geraden  e  und  diese  ist  somit  die  Verbindungslinie  desselben 
mit  5.  Aus  den  Schnittpunkten  von  /  mit  der  Leitcurve  Ii  er- 
geben sich  durch  die  zugehörigen  Strahlen  aus  dem  Centrum  M  die 
entsprechenden  Punkte  von  e  in  der  Schnittcurve  und  aus  den 
Tangenten  der  Leitcurve  in  jenen  die  Tangenten  der  Schnittcurve 
in  diesen.  Die  Schnittpunkte  der  Leitcurve  mit  r  und  ihre 
Tangenten  liefern  die  unendlichen  Aeste  und  Asymptoten  der 
Schnittcurve;  den  eventuellen  unendlichen  Aesten  und  Asymptoten 
der  Leitcurve  entsprechen  die  Punkte  der  Schnittcurve  in  q  und 
ihre  Tangenten. 

6)  Eine  Kegelfläche  ist  durch  die  Projectionen  der  Spitze  und 
der  in  der  Halbierungsebene  H^^'  gelegenen  Leitcurve  L  bestimmt ; 
man  soll  ihren  Schnitt  mit  einer  Ebene  E  construieren. 


^ 
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Die  Collineationsaxe  5  ist  die  AffinitäUaxe  A,'  der  Ebene  E 
und  hat  also  zusammen  fall  ende  erste  und  zweite  Projection;  ebenso 
die  Oegenaxe  r  für  E*.  Die  Geraden  /  haben  zuaanimenf allen  de 
erste  und  zweite  Projection  und  ebenso  ihre  Schnittpunkte  mit  der 
LeitcuTve  und  die  zn gehörigen  Tangenten  derselben. 

7)  Die  Construction  des  Querschnittes  der  KegelflHche  M,  Ii 
mit  E  in  axouome  tri  scher  Darstellung  zeigt  Fig.  21.  Man  hat  das 
Aienkreuz  JV  .  XVZ,  das  Spurendreieck  (oder  zwei  Spuren  Sj^,  Sj^) 
der  Leitcur venebene  und  das  axono metrische  Bild  L  der  Leitcurve 
oder  seine  Bestimmungselemente;  femer  das  axonometrische  Bild  M 


nnd  die  axonometrische  Uorizontalprojection  M'  des  Mittelpunktes 

{MJU'  parallel  JVZ)  sowie  das  Spurendreieck  der  Schnittebene  E. 
Die  Perspectiv- Axe  der  beiden  Spure  ndreiecke  der  Leitcur  venebene 
und  der  Schnittebene  ist  die  Collineationsaxe  5  und  man  verzeichnet 
von  ihr  zugleich  etwa  den  axonometrischen  Grundriss  s';  mittelst 
der  Parallelen  /,  l'  zu  beiden  durch  M,  M'  resp.  und  ihrer  Dureh- 
stosspunkte  erhalt  man  die  zu  jenen  fUr  N  als  Gentmm  fihnlicben 
und  ähnlich  gelegenen  Spurendreiecke  von  L*  und  E*  und  nun 
als  Perspectivaien  der  Spurendreiecke  von  L  und  E* ,  resp.  von  V 
nnd  E  die  Gegenaxen  r  und  q* ,  deren  axonometrische  Grundrisse 
wieder  hinzugefügt  werden  können  und  von  denen  natürlich  wie- 
derum eine  zur  Construction  genOgt.    Aus  /,  /'  und  den  zugehörigen 

Fiedler,  dant«Ueuda  accilnatii«.   II.   S.  Asfl.  3 
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Punkten  der  Leitcurve  nebst  ihren  Tangenten  erhält  man  wie  vorher 
mittels  iS  und  B  oder  Q  die  entsprechende  Gerade  e,  e  mit  den 
Punkten  der  Schnittcurve  und  ihren  Tangenten.  Die  Punkte  U^ ,  ü^ 
der  Leitcurve  in  r  und  die  zugehörigen  Tangenten  Vü^^  ^^t. 
liefern  die  unendlichen  Aeste  und  die  Asymptoten  der  Schnittcurve 
(die  sich  in  der  Figur  in  N  schneiden) ,  und  den  unendlichen  Aesten 
imd  den  (sich  in  0  schneidenden)  Asymptoten  der  Leitcurve  ent- 
sprechen die  Punkte  T^ ,  T2  der  Schnittcurve  in  q  und  deren  Tan- 
genten T^S,  T2S,     Beide  Hyperbeln  sind  damit  bestimmt. 

8)  Man  zeichne  den  Querschnitt  des  Kegels  3f^  L  mit  der 
durch  den  Punkt  A^  A'  gehenden  Bildebene  der  orthogonalen  Axono- 
metrie —  ohne  v^esentliche  Veränderung  die  vorige  Construction, 
bei  der  man  die  Schnittebene  E  als  eine  Bildebene  schiefer  Axono- 
metrie denken  kann.  (Vergl.  I,  §  61.) 

Als  Specialfälle  erhält  man  leicht  die  Querschnitte  mit  den 
Coordinatenebenen  oder  mit  Parallelebenen  zu  diesen. 

9)  Man  zeige,  wie  die  Construction  der  Collineationsaxe  und  der 
Gegenaxen  sich  gestaltet,  wenn  die  Schnittebene  durch  eine  Gerade 
und  einen  Punkt  ausserhalb  derselben  etc.  bestimmt  ist. 

10)  Man  construiere  für  einen  durch  seinen  Normalschnitt  be- 
stimmten Cylinder  die  zweite  Spur. 

Die  Yerticalspur  der  Ebene  des  Normalschnittes  ist  die  Axe 
der  Affinität  s  zwischen  der  Leitcurve  und  der  Querschnittscurve^ 
und  die  Affinität  wird  durch  ein  Paar  entsprechender  Punkte  oder 
Geraden  vollends  bestimmt ;  ein  solches  Paar  erhält  man,  wenn  man 
zu  einem  Punkte  oder  einer  Tangente  der  Normalschnitt-Leitcurve 
den  entsprechenden  Punkt  resp.  die  Tangente  der  Yerticalspur  con- 
struiert,  nämlich  als  verticalen  Durchstosspunkt  der  von  jenem  aus- 
gehenden Mantellinie  resp.  als  Yerticalspur  der  durch  jene  bestimmten 
Tangentialebene  des  Cylinders.  Man  sieht,  dass  mit  dem  einen  auch 
das  andere  vollzogen  wird. 

Natürlich  kann  man  auch  die  Collineationen  der  Eegelquer- 
schnitte  durch  solche  entsprechende  Elementenpaare  bestimmen 
(vergl.  I,  §  19);  wir  wissen  aber,  welche  Yorzüge  für  die  Construc- 
tion die  Gegenaxen  als  diejenigen  Paare  entsprechender  Geraden  be- 
sitzen, wo  je  die  eine  die  unendlich  ferne  Gerade  ihrer  Ebene  ist 

1 1)  Man  construiere  die  Projectionen  für  den  Normalschnitt  eines 
durch  eine  Spur  und  die  Richtung  der  Erzeugenden  bestimmten 
Cylinders. 

12)  Welche  Bedingung  muss  die  Schnittebene  erfüllen,  damit 
sie  eine  gegebene  Kegelfläche  in  einer  Curve  schneidet ,  die  einen 
parabolischen  Ast  besitzt?  Rann  dieser  in  einer  bestimmten  Rich- 
tung der  ersten  oder  zweiten  Projectionsebene  liegen? 

13)  Der  Satz,  dass  ähnliche  und  ähnlich  gelegene  Curven  gleiche 
Asymptotenrichtungen  besitzen,  ist  ans  dem  Entwickelten  zu  erläutern. 
(Yergl  I,  §  33,  17.) 
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14)  Man  aoll  den  Querachnitt  der  Ebene  B  mit  dem  Kegel  M,  L 
in  der  allgemeinen  schiefen  Parallelprojection  construieren.  Gegeben 
Bei  (Fig.  22)  die  Fixlinie  li  mit  den  übrigen  Daten  der  Projection, 
nSmlich  dem  bei  f,  rechtwinkligen  Dreiecke  ü,  V'  {V\  aus  dem  mit 
^iWo^ '^1(^)1  und  ff,  0  normal  zu  U  sich  das  Dreieck  £/,ö{J/)o 
ergiebt;  also  mit  den  Dreiecken,  in  denen  die  Neigungswinkel  ^  des 
projicierenden  Strahls  und  u  der  Fixebene  zur  Bildebene  enthalten 
sind  (I,  p.  343).  Dann  ist  die  Ebene  L  wie  die  Ebene  E  durch  je  die 


Spur  s  und  dos  Bild  der  Pixiinie  u'  bestimmt  nnd  der  Mittelpunkt 
^  wird  durch  sein  Bild  in  einer  Geraden  SU'  gegeben.  Wir  ver- 
zeichnen das  Bild  der  Schnittlinie  s'  der  Ebenen  E  und  Ii  und  die 
zu  ihr  Parallele  t  durch  M  —  etwa  mittelst  der  Hilfslinie  von  M 
nach  dem  Durchstosspunkte  von  s,  wie  in  der  Figur  geschehen  ist. 
Durch  t  legen  wir  die  Parallelebenen  E*  und  Ii*  zu  E  und  !■  nnd 
bestimmen  ihre  Schnittlinien  mit  Ii  resp,  E,  die  Gegenaien  r  und 
q,  damit  aber  oder  vielmehr  mit  einer  der  Gegenaxen  das  Bild 
der  Schnittcurve  wie  früher. 

Wir  bemerken,  dass  ausser  U  die  Data  der  Projection  zur 
Constractiou  des  Bildes  der  .Schnittcurve  nicht  gebraucht  worden 
sind.  Die  Figur  erlaubt,  wenn  wir  diese  Data  als  unbestimmt  an- 
sehen, verschiedene  Interpretationen;  mit  der  Angabe  des  Wiukels 
<D  allein  kann  sie  als  Orthogonalprojection  angesehen  werden;  mau 
kann  die  Katheten  Oü^  und  U^V  in  einer  Geraden  annehmen, 
sodass  die  Projectionsrichtung  der  Normalstellung  von  U  angehört; 
man  kann  sie  insbesondere  senkrecht  zur  Halbiernngsebene  des 
Winkels  u  voraussetzen,  sodass  die  Bilder  der  Figuren  in  der  Fi s- 
ebene  diesen  Figuren  selbst  congruent  sind.  (Vergl.  I,  §  54,  7  und 
p.  345,  316  f.)    Erst  bei  der  Beantwortung  von  Fragen,  welche  auf 
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wahre  Grössen   gerichtet  sind,   wird  es  nöthig,   diese  Data  festzu- 
setzen. 

6.  Wir  untersuchen  noch  die  Aufgaben  des  vorigen  Ar- 
tikels in  centralprojectivischer  Darstellung,  weil  wir  erst  damit 
die  völlig  freie  Auffassung  der  entwickelten  Methode  erhalten. 
Diese  Methode  giebt  uns  zwei  Paare  paralleler  Ebenen  E,  E* 
und  L;  L^  mit  den  parallelen  Geraden  EL  oder  ^,  LE*  oder 
r  und  EL*  oder  g,  un4  E*L*  oder  t,  in  welcher  letzten  der 
Kegelmittelpunkt' if  sich  befindet.  Jede  durch  ilf  gehende  Ebene 
schneidet  den  parallelepipedischen  Mantel  (Fig.  23)^  den  unsere 
Ebenen  bilden^  in  einem  Parallelogramm,  dessen  in  E  und  L 
liegende  Seiten  SQ  und  SB  entsprechende  Gerade  e  und  /  der 
Schnittebene  und  der  Leitcurvenebene  im  Sinne  der  Construction 
sind;  so  entsprechen  für  die  Lagen  von  E*  und  L*  die  Gerade  r 
der  Leitcurvenebene  und  die  Gerade  q  der  Schnittebene  der  un- 

Fig.  8S. 


c. 


endlich  fernen  Geraden  der  Schnittebene  resp.  der  Leitcurven- 
ebene, und  so  entspricht  s  sich  selbst.  Denken  wir  diesen  pa- 
rallelepipedischen Mantel  von  einem  Centrum  C  aus  auf  eine 
Ebene  projiciert,  so  werden  seine  Ebenen  in  Paaren  EE*,  LL* 
parallele  Spuren  und  einerlei  Fluchtlinien  haben  und  die  Ge- 
raden s^  r,  q  und  t  mit  M  erscheinen  als  Gerade  mit  einerlei 
Fluchtpunkt;  deren  Durchstosspunkte  die  Ecken  eines  Parallelo- 
gramms sind.  Die  centrische  CoUineation  unserer  Construction 
ist  bestimmt  durch  die  Axe  s'  und  das  Centrum  M\  sowie  durch  r' 
und  die  Fluchtlinie,  q'2  oder  qs  der  Schnittebene  oder  durch  q'  und 
die  Fluchtlinie  q\  oder  qi  der  Leitcurvenebene  als  ein  Paar  ent- 
sprechender Geraden.    Und  wie  früher  entsprechen  den  Schnitt- 
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punkten  der  Leitcurve  mit  r  und  ihren  Tangenten  in  diesen  die  un- 
endlichen Aeste  und  Asymptoten  der  Sehnittcurve  —  aber  jene  er- 
scheinen als  Punkte  in  der  Fluchtlinie  q^  der  Schnittebene  d.  h. 
als  Punkte  im  Endlichen  der  Tafel  und  diese  als  ihre  Tangenten; 
und  es  entsprechen  den  unendlichen  Aesten  der  Leitcurve,  d.  h. 
den  Schnittpunkten  ihrer  Bilder  mit  der  Fluchtlinie  q'i,  oder 
q^  und  deren  Tangenten  die  Punkte  der  Querschnittscurve  in 
q'  und  deren  Tangenten. 

Zu  einer  Geraden  vom  Bilde  /'  in  der  Leitcur venebene  erhält 
man  daher  das  Bild  e  der  entsprechenden  Geraden  in  der  Schnitt- 

Fl^.  24. 


ebene ,  indem  man  ihren  Schnittpunkt  S'  mit  der  Collineations- 
axe  s  mit  demjenigen  Puncte  von  q^  verbindet,  der  mit  dem 
Punkte  R'  von  /'  d.  h.  mit  {l\  r')  in  einer  durch  M*  gehenden 
Geraden  liegt  (Fig.  24,  B^^)\  und  ebenso,  indem  man  ihr  S' 
mit  dem  Punkte  Q\  (Fig.  24)  von  q'  verbindet,  der  mit  dem 
Schnittpunkte  Q\^  von  /'  mit  q  ^  in  einer  Geraden  durch  M* 
liegt.  Ist  -wie  in  Fig.  24  die  Gerade  /'  eine  Tangente  des 
Leitcurvenbildes  V  vom  Berührungspunkt  ^',  so  berührt  e'  das 
Bild  der  Querschnittcurve  in  dem  Punkte  A(  des  durch  Ä  gehen- 
den CoUineationsstrahles  IM' A\  Auch  die  zweite  Tangente  des 
Leitcurvenbildes  aus  R'  also  mit  demselben  R^^  ist  eingetragen; 
ihr  Schnitt  mit  q^  liefert  ihr  Q\  und  diese  liegt  mit  R^^  '^^^ 
S  in  ihrer  entsprechenden  Geraden. 
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Man  hat  (vergl.  Fig.  23)  mit  der  vorigen  Construction  in 
der  That  die  Gerade  e  aus  dem  zugehörigen  /  als  die  durch  das 
S  von  /  gehende  Parallele   zum  GoUineationsstrahl  MR  ihres 
Gegenpunktes  R  und  respective  als  die  Verbindungslinie  des 
S  von  /  mit  dem  Gegenpunkt  Q  des  zu  /  parallelen  Collinea- 
tionsstrahles  MQ  construiert.    Ist  insbesondere  /'  in  unendlicher 
Ferne,  so  wird  S'  zur  Richtung  der  CoUineationsaxe  und  (/',  r') 
zur  Sichtung  von  r    und  man  erhält  das  Bild  der  zur  unendlich 
fernen  Geraden  der  Leitcurvenebene  entsprechenden  Geraden 
der  Schnittebene,  indem  man  durch  den  Schnittpunkt  des  zu  r 
parallelen  CoUineationsstrahles  mit  qe  eine  Parallele  zu  s'  zieht. 
Und   dieselbe  geht  auch  durch  denjenigen  Punkt  von  q' ,  wo 
dieses  von  dem  zu  q£  parallelen  GoUineationsstrahl  geschnitten 
wird.    Ebenso  erhält  man  das  Bild  der  zur  unendlich  fernen 
Geraden  der  Schnittebene  entsprechenden  Geraden  der  Leit- 
curvenebene, indem  man  durch  den  Schnittpunkt  von  q^  mit 
dem  zu  q'  parallelen  GoUineationsstrahl  die  Parallele  zu  s'  zieht; 
dieselbe  geht  auch  durch  denjenigen  Punkt  von  r' j  welcher  in 
dem   zu  qs  parallelen  GoUineationsstrahl  enthalten  ist.    Man 
erkennt  leicht  die  Bedeutung  der  so  gefundenen  Geraden ;  als 
der  Gegenaxen  r  und  q  der  centrischen  GoUineation  vom  Cen- 
trum M'  und  der  Axe  5',  in  welcher  das  Bild  L'  der  Leitcurve 
und  das  Bild  E'  der  Querschnittscurve    zu  einander  stehen. 
Wir  wollen  sie  als  die  parallelen  Gegenaxen  der  Quer- 
schnittsconstruction  von  den  in  Q'  oder  (g/,  Qe)  mit  s  con- 
vergierenden  Gegenaxen  q\r'  unterscheiden  und  ihnen  den 
Index  V  beilegen  —  aus  einem  Grunde ,  der  sofort  ersichtlich 
gemacht  werden  wird.    Aus  ihrer  Entstehung  erhellt  ihre  Be- 
deutung für  den  Gonstructeur.    Die  Gegenaxe  r/  enthält  die- 
jenigen Punkte  des  Leitcurvenbildes ,   deren  entsprechende  in 
der  Scbnittcurve  unendlich  ferne  Bilder  haben;  den  Tangenten 
von  Z'  in  jenen  Punkten  entsprechen  die  Asymptoten  des  Bildes 
der  Querschnittscurve.    Und  die  Gegenaxe  q^  enthält  diejenigen 
Punkte  des  Schnittcurvenbildes,  deren  entsprechende  in  der  Leit- 
curve unendUch  ferne  Bilder  haben  und  den  Tangenten  von  E' 
in  jenen  Punkten  entsprechen  die  Asymptoten  des  Leitcurven- 
bUdes.    Zieht  man  also  zu  den  eventuellen  Asymptoten  des  Leit- 
curvenbildes die  Parallelen  durch  M'  bis  q^'  und  verbindet  die 
Schnittpunkte  mit  den  Schnittpunkten  jener  Asymptoten  mit  s\ 
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so  hat  man  die  Punkte  in  q^  und  die  zugehörigen  Tangenten  des 
Bildes  der  Querschnittscurve;  und  zeichnet  man  in  den  even- 
tuellen Schnittpunkten  des  Leitcurvenbildes  mit  r/  dessen  Tan- 
genten und  zu  den  Gollineationsstrahlen  von  jenen  die  Paral- 
lelen durch  die  Schnittpunkte  der  entsprechenden  Tangenten 
mit  5'y  so  hat  man  die  Asymptoten  des  Querschnittsbildes  ge- 
funden. Während  also  die  convergenten  Gegenaxen^'  und  r 
die  Bestimmung  der  unendlich  fernen  Punkte  beider  in 
Bede  stehender  Gurven  selbst  vermitteln,  erhalten  wir 
mittelst  der  parallelen  Gegenaxen  qi  und  r/  die  directe  Be- 
stimmung der  unendlich  fernen  Punkte  der  Bilder  un- 
serer Curven.  Da  für  alle  Parallelprojectionen  die  Bilder  der 
unendlich  fernen  Punkte  und  der  Asymptoten  der  Curve  zugleich 
die  unendlich  fernen  Punkte  und  Asymptoten  des  Bildes  der 
Curve  sind;  so  föUt  diese  Unterscheidung  zwischen  parallelen 
und  conyergenten  Gegenaxen  für  Parallelprojectionen  weg;  wie 
auch  aus  dem  andern  Gruude  in  Betracht  der  auf  Fig.  23  be- 
züglichen oben  gegebenen  Entwickelungen,  weil  die  Parallel- 
projectionen paralleler  Geraden  wie  q^r^s  stets  wieder  parallele 
Gerade  sind  und  somit  convergente  Gegenaxen  gar  nicht  auf- 
treten. Wir  werden  diesen  Unterschied  sogleich  noch  directer 
beleuchten.  Vorher  noch  die  Bemerkung,  dass  in  Fig.  24  nur 
die  convergenten  Gegenaxen  i^  und  r  ,  aber  nicht  die  parallelen 
Gegenaxen  q^  und  r/  eingezeichnet  sind;  man  kann  dieselben 
nach  den  vorigen  Entwickelungen  eintragen  und  auch  die  fol- 
gende Untersuchung  zur  Eintragung  benutzen  —  sie  gehen 
parallel  zu  /  unten  links  und  oben  rechts  durch  die  Figur  und 
in  Bezug  auf  sie  ist  natürlich  die  Begel  erfüllt,  dass  die  Mitte 
zwischen  den  Gegenaxen  auf  einem  Strahl  durch  das  Centrum 
auch  die  Mitte  zwischen  Centrum  und  CoUineationsaxe  auf 
diesem  Strahle  ist.  Diese  Eintragung  macht  dann  ersichtlich, 
warum  dem  im  Endlichen  geschlossenen  Bilde  der  Leitcurve  L' 
in  Fig.  24  auch  ein  im  Endlichen  geschlossenes  Bild  der  Quer- 
schnittscurve E'  entsprechen  musste;  dass  beide  Curven  selbst 
ebenfalls  im  Endlichen  geschlossen  sind,  erhellt  schon  aus  der 
Lage  ihrer  Bilder  zu  den  Fluchtlinien  q£  und  qs  ihrer  Ebenen. 
Die  Lage  derselben  zu  den  Spuren  macht  ersichtlich,  dass  L 
ganz  hinter  der  Tafel  liegt,  E  nur  zum  grössten  Theile.  In 
Hinsicht  der  ersten  Hauptbetrachtung  haben  wir  die  allge- 


40         n.    Curven  und  Flächen:  A)  Entwickelbare  Flächen.    6. 

meine  Regel  begründet:  Jeuachdem  das  Bild  der  Leitcurve  V 
a)  beide  Gegenaxen  /  und  r/  nicht  schneidet,  oder  b)  nur  r 
schneidet,  oder  c)  nur  r/  schneidet,  oder  endlich  d)  sowohl  r 
als  r/  schneidet,  hat  a)  die  Schnittcurye  selbst  wie  auch  ihr 
Bild  keine  unendlichen  Aeste,  hat  b)  die  Schnittcurye  unend- 
liche Äeste,  jedoch  nicht  ihr  Bild,  hat  c)  nicht  die  Schnitt- 
curve  wohl  aber  ihr  Bild  und  hat  d)  sowohl  die  Schnittcurve 
selbst  als  auch  ihr  Bild  unendliche  Aeste  —  immer  in  der  An- 
zahl jener  Schnittpunkte  von  U  mit  den  bezeichneten  Gegen- 
axen. So  oft  sich  zwei  der  Schnittpunkte  in  eine  Berührung 
vereinigen,  so  oft  tritt  an  Stelle  von  zwei  gewöhnlichen  un- 
endlichen Aesten  ein  parabolischer  Ast  in  der  Schnittcurve  resp. 
in  ihrem  Bilde,  jenachdem  es  in  der  Gegenaxe  r  oder  in  der 
Gegenaxe  r/  geschah.  (Man  vergl.  die  Beispiele  1 — 5  unten.) 
Wir  kommen  nun  zu  der  vorgesetzten  zweiten  Betrachtung 
der  Hauptfrage  der  centralprojectivischen  Darstellung  der  Kegel- 
querschnitte. Die  unendlichen  Aeste  des  Querschnittes  selbst 
hängen  oflFenbar  weder  von  der  Bildebene  noch  vom  Projections- 
centrum,  sondern  nur  von  der  Lage  der  Querschnittsebene  gegen 
den  Kegel  ab ;  wenn  die  durch  den  Kegelraittelpunkt  M  gelegte 
Parallelebene  E*  zur  Schnittebene  E  den  Kegel  in  reellen  Man- 
tellinien und  somit  ihre  Schnittlinie  r  in  Ii  die  Leitcurve  L  in 
reellen  Punkten  trifft,  so  entspringen  ebenso  viele  reelle  unend- 
liche Aeste  der  Schnittcurve,  welche  in  jeder  Darstellung  an- 
zugeben sind,  aber  nur  in  Parallelprojectionen  immer  als  un- 
endliche Aeste  der  Projection  der  Curve  erscheinen.  Für  ein 
im  Endlichen  gelegenes  Projectionscentrum  aber  erscheinen  nur 
alle  diejenigen  Punkte,  Geraden  und  Curven  in  der  unendlich 
fernen  Geraden  der  Bildebene  projiciert,  welche  in  der  zu  ihr 
parallelen  projicierenden  Ebene  liegen,  die  wir  die  Ver- 
schwind ungsebene  nennen  (I,  §  2);  die  unendlich  fer- 
nen Punkte  des  Bildes  einer  Curve  —  übrigens  gleichviel  ob 
einer  ebenen  oder  einer  doppelt  gekrümmten  —  sind  also  die 
Bilder  ihrer  Schnittpunkte  mit  der  Verschwindungsebene  und  die 
zugehörigen  Asymptoten  die  Bilder  ihrer  Tangenten  in  jenen 
Schnittpunkten.  Ist  die  Curve  eine  ebene,  so  sind  es  die  Bilder 
ihrer  Schnittpunkte  mit  der  Verschwindungslinie  ihrer  Ebene. 
Damit  kehren  wir  zu  der  schon  im  Vorigen  benutzten  An- 
schauungsfigur 23  zurück.    Wir  denken  durch  das  Projections- 
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centrum  C  die  Parallelebeue  zur  Bildebene  und  das  Parallelo- 
gramm, in  welchem  sie  den  parallelepipediscben  Mantel  aus  den 
Ebenenpaaren  Ii,  Ii'*'  und  E,  E*  schneidet,  das  Parallelogramm 
also  von  den  Gegenseitenpaaren  vl^  Vi*  und  ve,  ve*j  d.  h.  aus 
den  Yerschwiudungslinien  jener  Ebenen.  Die  vom  Kegelmittel- 
punkt M  nach  den  Verscbwindungslinien  ve  und  resp.  vi  gehen- 
den Ebenen  schneiden  aus  L  und  resp.  E  die  Geraden  F«  V* 
und  F,  V^  heraus,  welche  jenen  entsprechen,  d.  h.  die  vorher 
auf  anderem  Wege  erhaltenen  und  als  parallele  Gegenaxen  be- 
nannten, jedoch  schon  mit  dem  Index  v  als  r«  und  q^  bezeich- 
neten Geraden.  Wir  erhalten  sie  nach  der  eben  gemachten  Ent- 
wickelung  wieder,  indem  wir  durch  den  Eegelmittelpunkt  M 
diejenigen  Ebenen  legen,  welche  mit  den  Ebenen  E  und  L  resp. 
dieselbe  Verschwindungslinie  Ve^  Vl  haben,  und  ihre  Schnitt- 
linien mit  L  resp.  E  bestimmen;  diese  sind  r^  resp.  q^.  Die 
Durchschnittslinie  jener  Ebenen  E^  und  L,  ist  die  Gerade  M  F«, 
d.  h.  die  Gerade  vom  Kegelmittelpunkt  nach  dem  Verschwiu- 
dungspunkt  der  Collineationsaxe  s  oder  (E,  L),  d.  h.  diejenige  Ge- 
rade ti,  durch  M  und  in  der  Ebene  Ms,  deren  Bild -zu  dem  von  s 
parallel  ist.  Die  Spuren  der  Ebenen  E^  und  L^  sind  die  durch 
ihren  Durchstosspunkt  gehenden  Parallelen  zu  den  resp.  Spuren 
von  E  und  L  und  die  Fluchtlinien  derselben  Ebenen  die  Pa- 
rallelen derselben  Geraden  durch  ihren  Fluchtpunkt.  Die  Schnitt- 
punkte der  Fluchtlinien  von  E^  und  L»  mit  den  resp.  Flucht- 
linien von  L  und  E  sind  dieselben  Punkte,  die  wir  schon  durch 
die  erste  Untersuchung  erhielten;  die  Durchschnittspunkte  der 
Spuren  von  E^  und  L«  mit  den  resp.  Spuren  von  L  und  E  liefern 
uns  je  einen  dritten  Punkt  der  Geraden  r/,  q^  ,  die  als  parallel 
zu  s  immer  durch  einen  der  drei  schon  völlig  bestimmt  sind. 
Wir  haben  damit  die  Construction  erhalten,  welche  in  Fig.  25 
unter  Copie  der  Disposition  von  Fig.  24  gegeben  ist.  Aus  den 
Spuren  und  Fluchtlinien  von  L  und  E  ergiebt  sich  zuerst  die 
Collineationsaxe  s]  die  Parallele  i  z\x  s  durch  M  liefert  als 
Parallelen  zu  sl  und  Se  resp.  durch  ihren  Durchstosspunkt  S^ 
die  Spuren  von  L*  und  E*  und  in  ihren  Schnittpunkten  mit 
Se  resp.  Sl  die  Durchstosspunkte  der  convergenten  Gegenaxen 
q  und  r.  In  der  durch  s  und  jene  Parallele  bestimmten  Ebene 
Ms  erhält  man  dann  das  Bild,  den  Durchstoss-  und  den  Flucht- 
punkt der  Geraden  /„  durch  M,  die  mit  s  denselben  Verschwin- 
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dangspunkt  hat  und  durch  sie  die  Ebenen  E«  und  Lp  und  in 
ihren  Schnittlinien  mit  L  resp.  E  die  parallelen  Gegenaxen  r^ 
und  q^.  Wir  wissen,  für  welche  Zwecke  jene  und  für  welche 
diese  vorzugsweise  zu  benutzen  sind  und  dass  weder  die  einen 
noch  die  andern  entbehrt  werden  können.  Für  die  Construction 
der  weder  unendlich  fernen  noch  in  unendlicher  Ferne  abge- 
bildeten Punkte  der  Querschnittscurve  wird  man  sich  wohl  ge- 
rade der  parallelen  Gegenaxen  am  liebsten  bedienen ,  weil  S' 
und  M\  Q^  und  R^  für  zwei  entsprechende  Gerade  /  und  e  die 
Gegeneckenpaare  eines  Parallelogramms  sind,  wie  in  der  Cen- 
tralprojection  ebener  Systeme.  In  der  Figur  ist  für  das  kreis- 
förmige Bild  V  einer  hyperbolischen  Leitcurve  das  hyperbolische 
Bild  der  hyperbolischen  Querschnittscurve  E*  bestimmt;  man 
hat  mittelst  der  parallelen  Gegenaxen  die  Asymptoten  des  Bildes 
aus  den  unendlich  fernen  Bildern  T/,  V^  der  entsprechenden 
Punkte  zu  w^^w^  von  Z'  in  r/  construiert;  ebenso  zu  den 
Schnitten  U(^  ü^  mit  r  die  entsprechenden  J/,  T^  und  zu  den 
Fluchtpunkten  Z/,  L^  die  entsprechenden  K^\  K^  nebst  ihren 
Tangenten;  endlich  zur  Tangente  von  Z'  in  ^'  die  entsprechende 
von  E'  in  A'  sowohl  mit  Hilfe  der  parallelen  als  der  conver- 
genten  Gegenaxen. 

Für  Ausführung  zahlreicher  Einzelheiten  darf  auf  die  Bei- 
spiele verwiesen  werden.  Die  allgemeine  Centralprojection  be- 
dingt keine  neuen  Ausführungen ;  alle  geforderten  Bestimmungen 
sind  auch  in  ihr  leicht  auszuführen.  Die  Specialfälle  vom  Schnitt 
des  Gylinders,  vom  Parallelismus  der  Ebenen  L  und  E,  etc. 
werden  in  den  Beispielen  besprochen.  Als  Summe  der  Ergeb- 
nisse kann  ausgesprochen  werden,  dass  die  Lehre  von  den 
Kegelschnitten  die  Theorie  der  centrischen  GoUineation  ebener 
Systeme  mit  allen  ihren  Specialfällen  wiedergiebt,  die  wir  so 
viel  elementarer  und  doch  wie  man  sieht  auf  gleicher  An- 
schauungs-Grundlage direct  aus  der  Centralprojection  erhielten. 

1)  Die  Strahlen  des  Büschels  in  der  Leitcurvenebene,  welches 
den  Schnittpunkt  der  Gegenaxen  r  und  r/  zum  Scheitel  hat,  haben 
zu  ihren  entsprechenden  in  der  Schnittebene  Parallelen  zur  Spur 
derselben,  welche  also  durch  den  Schnittpunkt  von  jenen  mit  der 
Collineationsaxe  allein  bestimmt  sind,  und  umgekehrt  entsprechen 
den  zur  Bildebene  parallelen  Geraden  der  Schnittebene  die  durch 
den  Punkt  (r',  r/)  gehenden  Geraden  der  Leiicurvenebene,  die 
sich   mit   ihnen    in   der   Collineationsaxe    schneiden.     Ebenso  eut- 
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sprechen  den  Strahlen  des  Büschels  um  {q\  q^)  in  der  Schnitt- 
ebene  die  Spurparallelen  der  Leitcorvenebene ,  die  sich  mit  ihnen 
in  der  CoUineationsaxe  schneiden^  und  umgekehrt.  In  der  Praxis  der 
Constractionen  ist  die  Verwendung  dieser  Systeme  von  Vortheil. 

2)  Wenn  das  Bild  i'  der  Leitcurve  den  Punkt  (r',  r/)  ent- 
hält^ so  hat  sie  selbst  einen  hier  projicierten  unendlichen  Ast  und 
das  Bild  der  Schnittcurve  hat  einen  solchen  in  der  Eichtung  der 
von  M'  nach  jenem  Punkte  gehenden  Geraden,  dessen  Asymptote 
als  Spurparallele  von  E  durch  den  Schnittpunkt  der  zugehörigen 
Tangente  von  L'  mit  der  CoUineationsaxe  bestimmt  ist. 

Fig.  25. 


Hat  das  Bild  der  Leitcurve  eine  Spurparallele  von  L  zur 
Asymptote,  so  geht  das  Bild  der  Schnittcurve  durch  den  Punkt 
{q'}  Qv)  ^^^  derjenigen  Geraden  als  Tangente,  welche  sich  mit  der 
Asymptote  in  der  CoUineationsaxe  begegnet. 

3)  Wenn  das  Bild  der  Leitcurve  in  (r',  r/)  die  Gegenaxe  r»' 
berührt^  so  hat  das  Bild  der  Schnittcurve  einen  parabolischen  Ast 
in  der  Bichtung  der  Spurparallelen  von  E.  Ist  die  Leitcurve  ein 
Kegelschnitt,  so  ist  das  Bild  der  Schnittcurve  eine  Parabel^  wäh- 
rend die  Schnittcurve  selbst  eine  Hyperbel  ist. 

4)  Ist  das  Bild  der  Leitcurve  ein  von  den  drei  Geraden  r,  r/ 
und  Ql  berührter  Kegelschnitt,  also  die  Leitcurve  selbst  (wegen  qi) 
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eine  Parabel;  so  wird  die  Schnittcurve  gleichfalls  eine  Parabel 
(wegen  r)  und  auch  ihr  Bild  ist  eine  solche  (wegen  r/).  Werden 
also  nur  r  und  r/  von  L'  berührt,  so  finden  die  beiden  letzten 
Besonderheiten  allein  statt.  Liegen  insbesondere  die  Berührungs- 
punkte von  L'  mit  r  und  r/  auf  einer  durch  M'  gehenden  Ge- 
raden, so  giebt  diese  sowohl  die  Lage  des  parabolischen  Astes  der 
Schnittcurve  selbst  wie  auch  die  von  dem  ihres  Bildes  an.  Es  giebt 
nur  zwei  Kreise  L'j  für  welche  dies  stattfindet;  man  bestimme  sie 
und  erörtere  den  Charakter  der  Querschnitte  für  die  Kreise  als  Z', 
die  mit  ihnen  den  Punkt  {r,  r/)  zum  gemeinsamen  Aehnlichkeits- 
punkte  haben. 

5)  Man  disponiere  bei  gegebenen  M^  L  und  E  das  Bild  L'  der 
Leitcurve  zweiten  Grades  so,  dass  die  Schnittcurve  als  Hyperbel 
von  gegebenen  Asymptoten  erscheint  ^  während  sie  eine  Parabel  ist. 

6)  Man  soll  das  Bild  der  Leitcurve  als  Kreis  so  disponieren, 
dass  das  Bild  der  Schnittcurve  wieder  ein  Kreis  ist;  und  die  Ge- 
sammheit  der  Lösungen  dieser  Aufgabe  charakterisieren. 

7)  Wenn  der  Kegelmittelpunkt  M  in  der  Bildebene  liegt,  so 
ist  er  zugleich  der  Durchstosspunkt  der  durch  ihn  gehenden  Paral- 
lelen zu  s  und  derjenige  der  Geraden  durch  M  j  die  mit  s  den- 
selben Verschwind ungspunkt  hat;  er  liefert  zugleich  die  convergenten 
und  die  parallelen  Gegenaxen  durch  die  von  ihm  ausgehenden  Pa- 
rallelen zu  den  Spuren  von  L  und  E.  Die  Schnittpunkte  {r\  r/) 
und  {q\  ^/)  liegen  in  Sj,  resp.  Se* 

8)  Ist  der  Kegelmittelpunkt  in  der  Yers'chwindungsebene  also 
sein  Bild  im  Unendlichen  gelegen  und  als  Richtung  M'  einer  Ge- 
raden Sff  gegeben,  so  fallen  die  Ebenen  Mve  und  Mv^  mit  der 
Yerschwindungsebene  zusammen ,  r^  wird  identisch  mit  Vl  und  q^, 
mit  Ve  (Pig-  23)  und  ihre  Bilder,  also  die  parallelen  Gegenaxen 
r/  und  qf,\  liegen  unendlich  fem.  Das  Bild  der  Querschnittscurve 
ist  affin  zum  Bilde  der  Leitcurve  in  Uebereinstimmung  mit  dem 
allgemeinen  Gesetze;  diese  Affinität  ist  durch  die  Richtung  M\ 
ihre  Axe  s  und  die  convergenten  Gegenaxen  q'j  r'  als  zwei  Gerade 
bestimmt;  deren  entsprechende  ^/  und  qs   bekannt  sind. 

9)  Ist  der  Kegelmittelpunkt  M  unendlich  entfernt,  also  der 
Fluchtpunkt  der  Mantellinien  (somit  der  Kegel  ein  Cylinder),  so 
liegt  die  zur  CoUineationsaxe  s  parallele  Gerade  unendlich  fern  und 
somit  auch  ihr  Durchstosspunkt  (während  die  Gerade  von  M'  nach 
{Sl  ^  Qe)  die  Spur  ihrer  projicierenden  Ebene  ist)  also  auch  die 
durch  denselben  gehenden  Spuren  von  E*  und  L*  oder  auch  die 
Durchstosspunkte  von  r'  und  q'  unendlich  fem;  es  fällt  somit  r' 
in  q^  und  q  in  q£  oder  die  Fluchtlinien  der  beiden  Ebenen  sind 
entsprechende  Gerade  und  zwischen  den  beiden  Curven  L'  und  E 
besteht  Affinität;  die  unendlich  fernen  Punkte  und  die  Asymptoten 
der  einen  entsprechen  den  unendlich  fernen  Punkten  und  Asymptoten 
der  anderen  —  nämlich  den  Punkten  von  Z'  in  qi   und  ihren  Tan- 
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genten  die  Punkte  von  E'  in  qE  und  ihre  Tangenten.  Diese  Affi- 
nität erscheint  aber  als  eine  centrische  Collineation  der  Bilder  V 
und  E\  Man  erhält  in  der  That  die  parallelen  Gegenaxen  sofort: 
Man  zieht  durch  M'  Parallelen  zu  St  und  Se  bis  zum  Schnitt  mit 
qE  resp.  q^  und  durch  diese  Schnittpunkte  q^  resp.  r^  parallel  zu 
s' ,  Dass  hiernach^/  und  qs  einander  entsprechen,  ist  evident. 
Welche  Modification  tritt  ein,  wenn  der  Cylinder  zur  Tafel  parallel, 
also  das  Bild  von  M  auch  unendlich  fem  ist? 

10)  Man  zeige  ^  welche  Modificationen  in  der  Construction  an 
zubringen  waren ,  falls  das  Bild  von  M  der  Schnittpunkt  seiner  be- 
stimmenden Geraden  mit  dem  Bilde  der  CoUineationsaxe  wäre. 

11)  Wenn  die  Ebenen  £  und  L  einander  parallel  sind  (Fig. 
26),  so  wird  die  Collineationsaxe  s'  zu  ihrer  gemeinsamen  Flücht- 
ig. 26. 


linie  ^LE  und  auch  die  convergenten  Gegenaxen  q  und  r  des  Sy- 
stems haben  ihre  Bilder  in  dieser  Geraden;  zwischen  der  Leitcurve 
und  der  Schnittcurve  besteht  Aehnlichkeit  und  ähnliche  Lage  mit 
M  als  Aehnlichkeitspunkt.  (Vergl.  I,  §  22<^.)  Aber  diese  Aehn- 
lichkeit erscheint  als  centrische  Collineation  mit  M'  als  Centrum 
und  mit  q  le  als  Axe  s\  und  ihre  parallelen  Gegenaxen  bleiben  zu 
bestimmen.  Man  hat  zunächst  die  durch  M  nach  den  Yerschwin- 
dungslinien  von  E  und  L  gehenden  Ebenen  anzugeben  und  dann 
ihre  Schnittlinien  mit  L  resp.  E  zu  projicieren.  Wir  denken  dazu 
durch  M  eine  zur  Leitcurven-  und  Schnitt-Ebene  parallele  Gerade 
SQ'  gezogen  und  legen  durch  dieselbe  irgend  eine  Hilfsebene  sq\ 
ziehen  wir  in  ihr  zum  Bilde  ihrer  Schnittlinie  mit  L  durch  M'  die 
Parallele,  so  gehört  ihr  Durch stosspunkt  zur  Spur  von  Lp  und  ihr 
Fluchtpunkt  zur  Fluchtlinie  derselben  Ebene ;  zugleich  ist  jene  das 
Bild  der  Schnittlinie  dieser  Hilfsebene  mit  L^  und  wenn  wir  noch 
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das  ihrer  Schnittlinie  mit  E  zeichnen,  so  liefern  diese  beiden  durch 
ihren  Schnitt  einen  Punkt  von  q^  und  bestimmen  dasselbe.  Wir 
ziehen  sodann  in  derselben  Hilfsebene  zum  Bilde  ihrer  Schnittlinie 
mit  E  die  Parallele  durch  M'  und  erhalten  durch  den  Dnrchstoss- 
punkt  derselben  die  Spur  und  durch  ihren  Fluchtpunkt  die  Flucht- 
linie von  E«, ;  die  Bilder  der  Schnittlinien  dieser  Hilfsebene  mit  den 
Ebenen  E«.  und  L«  liefern  einen  Punkt  von  r/  als  ihren  Schnitt 
und  bestimmen  dasselbe.  Man  mag  die  Modificationen  erörtern, 
welche  diese  Qnerschnittsconstruction  erfährt,  wenn  eine  der  Speciali- 
täten  der  vorhergehenden  Beispiele  mit  ihr  verbunden  ist.  Die 
Figur  enthält  sämmtliche  bezeichnete  Geraden ;  es  ist  evident,  dass 
man  nur  q^  und  r/  gebraucht.  Von  den  drei  benutzten  Geraden 
ist  die  eine  mittelst  r«' ,  die  zweite  mittelst  q^  und  die  dritte  auf 
Grund  dessen  mit  q'  behandelt. 

12)  Wenn  die  Ebenen  Ii  und  E  die  nämliche  Yerschwindungs- 
linie  haben,  so  ist  das  unendlich  ferne  Bild  derselben  die  Colli- 
neationsaxe  s' \  die  Bilder  der  parallelen  Gegenaxen  ^/,  r/  fallen 
gleichfalls  in  Unendliche  und  die  Beziehung  zwischen  dem  Bilde 
der  Leitcurve  und  dem  der  Schnittcurve  ist  Aehnlichkeit  mit  ähn- 
licher Lage  für  M'  als  Centrum.  Man  erörtere  die  Bestimmung 
der  convergenten  (natürlich  hier  auch  parallel  erscheinenden)  Gegen- 
axen und  die  Construction  der  Aehnlichkeit  aus  einer  derselben  und 
ihrer  entsprechenden  Geraden.  Welche  Modification  tritt  ein,  wenn 
der  Mittelpunkt  der  Kegelfläche  gleichfalls  in  der  Yerschwindungs- 
ebene  liegt?  (Vergl.  oben  Beisp.  8.) 

13)  Wenn  die  Ebene  E  die  Bildebene  ist  oder  die  Bestim- 
mung der  Spur  der  Kegelfläche  aus  einer  beliebigen  ebenen  Leit- 
curve L  verlangt  wird^  so  fallen  die  Ebenen  E*  und  E,  zusammen 
und  somit  auch  r  und  r^\  man  soll  die  Durchführung  der  Con- 
structionen  discutieren.  Ebenso  für  L  in  der  Bildebene  oder  die 
Leitcurve  als  Spur  die  Bestimmung  des  Querschnittes  mit  einer 
beliebigen  Ebene.    (Vergl.  den  folgenden  Art.) 

14)  Im  Falle  der  allgemeinen  Centralprojection  kann  noch  die 
Lage  des  Kegelmittelpunktes  oder  einer  der  Ebenen  L,  E  in  der 
Fixebene  vorausgesetzt  und  die  Construction  dadurch  specialisiert 
werden;  die  Erörterung  derselben  ist  eine  nützliche  Uebung. 

15)  Man  hat  gesehen,  dass  der  Distanzkreis  bei  den  Con- 
structionen  des  Querschnittbildes  nicht  gebraucht  wird,  sodass  eine 
und  dieselbe  Ausführung  für  jeden  willkürlichen  Kreis  der  Tafel 
als  Distanzkreis  räumlich  interpretiert  werden  kann.  Welches  ist 
ihr  Zusammenhang  für  zwei  willkürlich  gewählte  Kreise  als  Distanz- 
kreise? 

7.  Auch  die  direete  Bestimmung  der  wahren  Ge- 
stalt der  ebenen  Schnittcurve  einer  Kegelfläche, 
welche  durch  Spitze  und  ebene  Leitcurve  insbesondere  Spur 
gegeben  ist,  ergiebt  sich  aus  dem  Vorigen. 
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Denn  wenn  zwei  ebene  Systeme  für  ein  Centrum  M  in 
perspectivischer  Collineation  sind,  so  bleiben  sie  perspectivisch 
collinear  auch  bei  der  Drehung  der  einen  Ebene  um  die  Durch- 
schnittslinie von  beiden  und  beim  Zusammenfallen  beider 
Ebenen;  die  Umlegung  des  Centrums  mit  der  zur  gedrehten 
Ebene  Parallelen  aus  ihm  in  die  andere  Ebene  ist  das  Centrum 
der  perspectivischen  Collineation  der  vereinigten  Systeme.  Die 
Gegenaxe  im  Systeme  der  festen  Ebene ''bleibt  unverändert^ 
die  Umlegung  der  Geraden,  mu  welcher  die  Parallelebene  aus 
dem  Centrum  zur  festen  Ebene  die  zu  drehende  Ebene  schneidet, 
ist  die  Gegenaxe  im  System  der  letztern.    In  Fig.  27  ist  die 

Fig.  27. 


Construction  nach  der  Methode  der  „Geometrie  descriptive"  für 
einen  Kegel  von  gegebener  Horizontalspur  ausgeführt,  zu  g  ist 
(^,),  zu  i  ebenso  (/,)  gefunden.  Man  hat  die  Horizontalspur  r 
der  Parallelebene  zur  Schnittebene  (5j ,  s^  durch  den  Kegel- 
mittelpunkt M  und  die  Umlegung  (i/)  von  M  mit. dieser  Ebene 
Mr  in  die  horizontale  Projectionsebene  eingezeichnet.  Die 
wahre  Gestalt  der  Querschnittfigur  ist  die  zur  Spur  central- 
coUineare  Curve  für  (J/)  als  Centrum,  die  Spur  Sj  als  Axe  und 
die  Gerade  r  als  Gegenaxe  der  Collineation.  Ist  also  g  eine 
Gerade  im  System  der  Spur  mit  dem  Durchstosspunkt  S^  und 
dem  Gegenpunkt  K^  so  ist  die  Parallele  (^,)  zu  (if/)  K  durch 
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/Sj  die  entsprechende  Gerade  im  umgelegten  System  der  Scfanitt- 
curve,  u.  s.  w.  Natürlich  kann  auch  die  Gegenaxe  (q)  benutzt 
werden,  die  ümlegung  von  q  mit  der  Schnittebene.  Man  kann 
also  direct  durch  die  Beziehungen  der  perspectivischen  Colli- 
neation  die  Umlegung  der  Schnittcurve  einer  Ebene  mit  der 
Kegelfläche  in  die  Ebene  ihrer  Leitcurve  construieren  —  direct, 
d.  h.  ohne  vorhergehende  Construction  der  Projectionen  der 
Schnittcurve;  somit  im  Falle  der  in  einer  Projectionsebene  ge- 
legenen Leitcurve  oder  in  der  zu  einer  solchen  parallelen  die 
wahre  Gestalt  der  Schnittcurve,  ohne  vorher  die  Pro- 
jectionen derselben  ermitteln  zu  müssen.  Im  andern 
Falle  wird  aus  jener  Umlegung  in  die  Ebene  der  Leitcurve  nach 
bekannten  Methoden  auch  zur  wahren  Gestalt  überzugehen  sein. 
Wenn  in  der  allgemeinen  Parallelprojection  die  Data  vollstän- 
dig gegeben  sind,  also  ausser  der  Fixlinie  u  noch  ein  Dreieck 
U^  ü'{U)y  (vergl.  §  5,  14),    und   der  Kegel   durch  seine  Spur 

j,jg  2g  L  in  der  Bildebene  und 

seine  Spitze  if  in  5^'  ge- 
geben ist,  so  wird  man 
die  wahre  Gestalt  {E)  sei- 
nes Querschnittes  mit  der 
Ebene  £  {s u)  erhalten,  in- 
dem man  durch  M  die  zu 
ihr  parallele  Ebene  ^* 
i^  von  der  Spur  r  construiert 
und  den  Mittelpunkt  M 
mit  ihr  in  die  Bildebene 
umlegt.  Die  Curve  {E) 
ist  die  centrisch  collineare 
zu  L  für  {M^  als  Centrum, 
s  als  Äxe  und  r  als  Gegen- 
axe im  System  von  L,  Die  Fig.  28  zeigt  die  Bestimmung  von 
r  und  die  der  Umlegung  {M)\  die  Collinearfigur  einer  Curve  L 
nochmals  zu  zeichnen  schien  überflüssig.  Die  Data  der  Projection 
sind  u  und  ü'  U^  mit  dem  Winkel  t/;.  Der  Mittelpunkt  des  Kegels 
ist  auf  einer  Geraden  gegeben,  die  ihren  Durchstosspunkt  in 
der  Spur  der  Schnittebene  hat;  durch  ihr  ü'  erhält  man  sofort 
die  Parallelebene  E*  und  r. 

Das  Bestimmungsdreieck  ist  dann  zunächst  für  den  Fix- 
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Fig.  29. 


punkt  der  Geraden  vi  gezeichnet  (Aehnlichkeitspunkt  A  in  u) 
und  hieraus  für  den  Mittelpunkt  M'  (Aehnlichkeitspunkt  im 
Durchstosspunkt  der  Geraden  auf  r).  Der  Punkt  M^  ist  die 
Orthogonalprojection  von  M  auf  die  Tafel  und  M^{M^^  seine 
Hohe  über  ihr;  daher  ist  {M)  die  Umlegung  von  M  mit  der 
Ebene  Mr  und  u  zugleich  der  Neigungswinkel  von  E  gegen 
die  Tafel.  Diese  Betrachtungen  gelten  ebenso  für  die  centrale 
wie  für  die  Parallelprojection. 

Wir  müssen  den  Ort  des  Projectionscentrums  fixieren,  also 
den  Distanzkreis  J)  angeben;  ist  dann  L  die  Leitcurve  in  der 
Tafel,  (^i,  q£)  die  Schnittebene  und  M'  das  Bild  des  Kegel- 
mittelpunktes  etwa  in 
einer  zur  Schnittebene 
parallelen  Geraden  SQ\ 
so  haben  wir  die  Parallel- 
ebene E*  zu  E  durch  M 
zu  bestimmen  und  mit  ihr 
M  umzulegen.  Die  Spur 
von  E*;  die  durch  S 
gehende  Parallele  zur  Spur 
von  E ,  ist  die  Gegenaxe 
r  der  GoUineation ,  die 
Spur  von  E  ihre  Axe,  und  wir  bestimmen  in  gewohnter  Weise 
(vergl.  I;  §  11)  aus  dem  Mittelpunkte  C^  des  Distanzkreises 
den  Hauptfluchtpunkt  H  der  Ebene  E*;  das  Collineations- 
centrum  (£  derselben,  damit  die  Umlegung  der  Geraden  SQ' 
und  das  Collineationscentrum  [M)  der  Querschnittsbestimmung 
in  ihr  auf  dem  Strahl  M'^,  Diese  Construction  der  wahren 
Gestalt  des  hyperbolischen  Querschnittes  bei  kreisförmiger  Leit- 
curve giebt  Fig.  29;  die  Asymptoten  und  die  eine  zur  Tafel 
parallele  Tangente  sind  eingetragen. 

Die  für  Cylinderflächen  nothige  Modification  ergiebt  sich 
daraus,  dass  auch  zwei  perspectivisch  affine  ebene  Systeme  ihren 
Charakter  beibehalten,  wenn  man  das  eine  um  die  Schnittlinie 
ihrer  Ebenen  bis  zum  Zusammenfallen  der  letzteren  dreht,  und 
dass  femer  zwei  affine  Systeme  in  perspectivischer  Lage  durch 
das  eine  von  ihnen,  ihre  Axe  und  ein  Paar  von  entsprechenden 
Punkten  der  Geraden  bestimmt  sind.     (Yergl.  I;  §  22.) 

1)  Für    die    zur  Leitcurvenebene    in  einer  Projeetionsebene 

Fiedler,  dAitteUende  Geometrie.  II.  8  Aufl.  4 
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parallele  Schnittcurve  erhält  man  die  wahre  Gestalt  in  der  gleich- 
namigen Parallelprojection;  im  Falle  der  Centralprojection  ist  ^j 
das  Collineaiionscentrum  der  ümlegung  von  E*  und  der  Fusspunkt 
der  Tafelnormale  aus  M  die  ümlegung  (^),  der  Aehnlichkeits- 
punkt  zwischen  der  Leitcurve  und  der  Umlegung  des  Querschnittes. 
Da  die  Ebene  selbst  als  durch  einen  Punkt  S'  in  einer  bestimmten 
Geraden  —  nehmen  wir  an  in  der  Bestimmungslinie  SQ'  von  M  — 
bestimmt  zu  denken  ist  (vergl.  I,  §  8),  so  liefert  die  Tafel- 
normale durch  S*  mittelst  ihres  Fusspunktes  den  Punkt  (5),  der 
in  dieser  Aehnlichkeit  dem  Durchstosspunkt  S  entspricht,  und  voll- 
endet damit  die  Bestimmung.    (Vergl.  §  6^  11  u.  12.) 

2)  Man  soll  die  Modificationen  erörtern^  welche  in  andern  Spe- 
cialfällen der  Beisp.  des  §  6  eintreten ,  auf  die  die  Annahme  von 
L  als  Bildebene  zulässig  sich  erstrecken  lässt. 

3)  Wenn  für  orthogonal  axonometrische  Darstellung  die  Leit- 
curve in  einer  Bildebene  der  Axonometrie  liegt,  so  geschieht  die 
ümlegung  des  Querschnittes  mit  einer  beliebigen  Ebene  direct  durch 
ümlegung  von  M  mit  B*  nach  dem  Verfahren  des  §  60,  8  f.  in  I. 
Man  vollziehe  sie  insbesondere  für  den  Schnitt  mit  einer  der  drei 
Coordinatenebenen. 

4)  Man  verzeichne  die  wahre  Gestalt  desjenigen  Schnittes  einer 
Eegelfläche,  dessen  Ebene  durch  einen  gegebenen  Punkt  derselben 
normal  zu  ihrer  entsprechenden  Erzeugenden  gelegt  wird. 

5)  Man  bestimme  die  Verticalspur  eines  Kegels  von  gegebenem 
Mittelpunkt  M^  dessen  Schnitt  mit  einer  gegebenen  Ebene  ein  Kreis 
von  gegebener  Lage  und  Grösse  ist.  (Aus  der  ümlegung  in  die 
Ebene  xz,^ 

6)  Die  wahre  Gestalt  des  Normalschnittes  einer  Gylinderfiäche 
von  gegebener  Spur  und  Richtung  der  Erzeugenden  soll  construiert 
werden. 

Als  orthogonalaffin  zur  Spur  mit  der  gleichnamigen  Spur  der 
Normalschnittebene  als  Axe  erhalten  wir  sie  sowohl  in  orthogonaler 
Parallelprojection  als  in  Centralprojection  durch  Angabe  des  ent- 
sprechenden zu  einem  Punkte  der  Spur,  also  der  ümlegung  des 
Schnittpunktes  einer  Mantellinie  von  gegebenem  Durchstosspunkt 
in  und  mit  der  Normalschnittebene.  Ln  Fall  der  „Ge6m6trie  de- 
scriptive^'  kann  diese  ümlegung  mit  Vortheil  in  Form  einer  Trans- 
formation des  Projectionssystems  vollzogen  werden,  die  die  Normal- 
schnittebene zur  Projectionsebene  macht.  (Vergl.  §  10,  6.) 

8.  Der  gerade  Kreiskegel  oder  Rotationskegel,  den 
wir  schon  im  ersten  Bande  unter  den  elementaren  Formen  mit  be- 
trachteten, hat  die  gerade  Linie  von  seiner  Spitze  M  nach  den 
Mittelpunkten  seiner  kreisförmigen  Schnitte  oder  die  Normale 
der  Ebenen  derselben  zur  Hauptaxe  (vergl.  I,  §  33,  13)  und 
besitzt  in  Folge  seiner  Entstehung  die  besonderen  Eigenschaften : 
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1)  Alle  seine  Erzeugenden  sind  gegen  die  Axe 
gleich  geneigt,  unter  demselben  Winkel,  den  auch 
alle  seineTangentialebenen  mit  ihr  bilden;  derComple- 
mentwinkel  dieses  Letzteren  ist  der  Neigungswinkel  der  sämmt- 
lichen  Erzeugenden  und  Tangentialebenen  gegen  die  zu  einan- 
der parallelen  und  zur  Axe  normalen  Ebenen  der  Ereis- 
schnitte. 

2)  Alle  Erzeugenden  des  Kotationskegels  haben 
zwischen  zwei  zur  Axe  normalen  Querschnitten 
desselben  gleiche  Länge;  insbesondere  sind  die  Strecken 
aller  Erzeugenden  zwischen  der  Spitze  und  einem  Ereisschnitt 
gleich  lang.  Alle  Tangentialebenen  des  Rotations- 
kegels haben  zwischen  zwei  Normalebenen  zu  seiner 
Axe  gleiche  Breite.    (Vergl.  I,  §§  1  bis  4.) 

Diese  Eigenschaften  finden  hier  —  sie  sind  für  manche  ele- 
mentare Probleme  (vergl.  I,  §  10,  7  bis  9.  §.  54,  16  bis  18) 
bereits  zur  Anwendung  gekommen,  oder  lassen  sich  doch  für 
solche  (I  §  54,  24,  26)  benutzen  —  Verwendung  zur  Lösung  fol- 
gender Aufgaben: 

a)Construiere  diejenigen  Erzeugenden  eines  beliebigen 
durch  die  Spitze  M  und  eine  ebene  Leitcurve  Z,  insbesondere 
eine  Spur,  gegebenen  Eegels, 

1)  welche  mit  der  Ebene  der  Leitcurve  einen 
gegebenen  Winkel  ^  machen; 

2)  welche  zwischen  Spitze  und  Leitcurvenebene 
eine  vorgeschriebene  Länge  l  haben. 

Die  gesuchten  Erzeugenden  sind  diejenigen,  welche  der 
gegebene  Eegel  mit  einem  Botationskegel  von  derselben  Spitze 
M  gemein  hat,  dessen  Axe  die  Normale  MN  der  Leitcurven- 
ebene ist  und  dessen  Basiskreishalbmesser  sich  im  Falle  1)  aus 
der  Eathete  M N  und  dem  Winkel  ^  als  ihrem  Gegenwinkel 
als  zweite  Eathete  eines  rechtwinkligen  Dreiecks  bestimmt; 
während  er  im  Falle  2)  aus  der  Eathete  MN  und  der  ge- 
gebenen Länge  /  als  Hypotenuse  ebenfalls  als  zweite  Eathete 
gefunden  wird.  Die  dem  Ereise  K  und  der  Leitcurve  L  ge- 
meinschaftlichen Punkte  sind  in  jedem  Falle  die  Fusspunkte 
der  gesuchten  Erzeugenden  in  der  Leitcurvenebene,  und  be- 
stimmen sie. 

b)  Construiere  diejenigen  Tangentialebenen  eines  durch 

4* 
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Spitze  M  und  ebene  Leitcurve  Z  (insbesondere  Spur)  gegebenen 
Kegels; 

1)  welche  mit  der  Ebene  der  Leitcurve  einen 
vorgeschriebenen  Winkel  u  machen; 

2)  welche  zwischen  Spitze  und  Leitcurvenebene 
eine  gegebene  Breite  h  besitzen.  Wenn  die  vermitteln- 
den Rotationskegel  wie  vorher  bestimmt  sind  (a  statt  /3  bei  1), 
so  erhält  man  die  gesuchten  Tangentialebenen  durch  ihre 
Schnittlinien  mit  der  Leitcurvenebene,  welche  die  gemein- 
schaftlichen Tangenten  der  Leitcurve  L  mit  dem  Grundkreis 
K  des  Botationskegels  sind.  Die  Modificationen  dieser  Con- 
structionen  für  den  Fall;  wo  die  Neigung  gegen  eine  beliebige 
von  der  Leitcurvenebene  verschiedene  Ebene  oder  die  Länge 
respective  Breite  bis  zu  derselben  vorgeschrieben  ist,  ergeben 
sich  leicht. 

Von  den  allgemeinen  projectivischen  Eigenschaften  der 
Eegel  zweiten  Grades  betreffs  Polstrahlen  und  Polarebenen  er- 
wähnen wir  einige  Gonsequenzen.  Die  Polarebene  der  Axe  ist 
ihre  durch  die  Spitze  gehende  Normalebene  und  der  Polarstrahl 
jeder  die  Axe  enthaltenden  Ebene  ihre  durch  die  Spitze  gehende 
Normale  oder  die  Involution  harmonischer  Polarebenen  durch 
die  Axe  ist  eine  rechtwinklige ;  und  weil  dies  nur  fQr  die  Axe 
stattfindet:  Die  Axe  ist  die  Vereinigung  der  Focalstrahlen.  Die 
Polarebene  eines  Strahles  durch  die  Spitze  ist  normal  zu  der 
Ebene,  die  ihn  mit  der  Axe  des  Kegels  verbindet,  etc.  Wir 
wollen  auch  als  für  alle  Kegel  zweiten  Grades  gültig  bemerken, 
dass  die  Polarebene  eines  Strahles  durch,  die  Spitze  als 
Polarebene  jedes  Punktes  in  diesem  Strahl  bezeichnet 
werden  kann,  weil  sie  offenbar  der  Ort  aller  der  Punkte  ist, 
welche  von  jenem  auf  den  durch  ihn  gehenden  Strahlen  durch 
den  Kegel  (nämlich  ihre  Schnittpunkte  mit  ihm)  harmonisch 
getrennt  werden.  (YergL  I,  p.  231.)  In  diesem  Sinne  ist 
die  Polarebene  der  Spitze  absolut  unbestimmt,  da  auf 
jedem  durch  sie  gehenden  Strahl  jeder  beliebige  Punkt  als  der 
vierte  harmonische  zu  ihr  in  Bezug  auf  seine  mit  ihr  zusam- 
menfallenden Schnittpunkte  mit  dem  Kegel  erscheint.  So  wie 
für  alle  Punkte  des  Mantels  die  zugehörigen  Tangentialebenen 
als  ihre  Polarebenen  zu  betrachten  sind  und  umgekehrt,  so  sind 
auch  alle  durch  die  Spitze  selbst  gehenden  Ebenen  unter  den 
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Polarebenen  derselben  insbesondere  als  Tangentialebenen  des 
Kegels  zu  betrachten  —  nicht  bloss  die^  welche  zwei  zusam- 
menfallendc;  sondern  ebenso  die,  welche  zwei  verschiedene  reelle 
und  die,  welche  zwei  conjugiert  imaginäre  Mantellinien  ent- 
halten. (Vergl.  §  20.) 

Für  den  geraden  Ereiscjlinder  sind  die  Erzeugenden 
und  Tangentialebenen  zur  Ebene  jedes  Ejreisschnittes  normal 
und  zwischen  je  zwei  Ereisschnitten  von  gleicher  Länge  re- 
spective  Breite.  Für  die  vorigen  Gonstructionen  kommt  er  in 
der  Grenzform  der  geraden  Linie  oder  des  Ebenenbüschels  um 
die  Normale  der  Ebene  als  unendlich  dünner  Botationscylinder 
zur  Anwendung;  man  erkennt,  ob  der  gegebene  Eegel  eine 
Erzeugende  hat^  die  zu  einer  gegebenen  Ebene  normal  ist; 
man  findet  die  zu  ihr  normalen  Tangentialebenen  der  Eegel- 
fläche,  oder  die  von  der  geringsten  Länge  respective  Breite 
zwischen  jener  und  der  Spitze. 

1)  Beim  gleichseitigen  Rotationskegel  ist  ß  =  45^;  die  Länge 
der  Mantellinien  zwischen  zwei  Normalscbnitten  (und  die  Breite  der 
Tangentialebene  zwischen  ihnen)  also  gleich  der  Hjpothenuse  eines 
rechtwinklig-gleichseitigen  Dreiecks  aus  der  Radialdistanz  zwischen 
den  Ovthogonalprojectionen  derselben  auf  eine  zur  Axe  normale 
Ebene  als  Kathete;  der  Abstand  der  Normalschnitte  ist  dieser 
Radialdistanz  gleich. 

2)  Man  soll  durch  den  Punkt  P  diejenigen  Geraden  legen, 
welche  mit  der  horizontalen  Projectionsebene  den  Winkel  /?^  und 
mit  der  verticalen  den  Winkel  jSj  einschliessen  —  oder  auch  die, 
welche  bis  zu  ihrem  ersten  Durchstosspunkt  die  Länge  /^  und  bis 
zum  zweiten  die  Länge  /j  haben.  Die  Data  liefern  die  verticalen 
Umrisse  eines  Rotationskegcls  Py  ß^  und  die  horizontalen  eines 
zweiten  Rotationskegels  P,  ß2 ,  deren  gemeinsame  Mantellinien  die 
Aufgabe  lösen.  Durch  die  Betrachtung  der  Horizontalspur  des  ersten 
und  derjenigen  zur  Verticalebene  parallelen  Querschnitte  des  zweiten, 
die  auf  dessen  Mantellinien  dieselbe  Länge  /|  abschneiden,  erhält 
man  als  Schnitte  von  jener  mit  diesen  zwei  Paare  von  Punkten, 
welche  mit  P  die  gesuchten  Geraden  bestimmen. 

3)  Man  erläutere  die  Anwendung  derselben  Methode  auf  die 
Aufgaben  der  analogen  Bestimmungen  der  Geraden  durch  einen 
Punkt  und  Neigungen  oder  Längen  zu  zwei  beliebigen  Ebenen. 

4)  Die  Tangentialebene  des  geraden  Kreiskegels  ist 
normal  zu  der  Ebene,  welche  die  Berührungserzeugende 
mit  der  Axe  desselben  bestimmt;  oder  die  Erzeugenden  sind 
die  orthogonalen  Projectionen  der  Axe  auf  die  zugehörigen  Tangen- 
tialebenen.   Alle  Normalen  des  Rotationskegels  schneiden  die  Axe 
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unter  gleichen  Winkeln  und  die  nach  demselben  Punkte  der  Axe 
gehenden  sind  gleich  lang  und  haben  ihre  Fusspunkte  in  einem 
Ereisschnitt.  Sie  bilden  einen  Normalenkegel;  alle  Normalen- 
kegel -desselben  gegebenen  Botationskegels  sind  congruent  und  einer 
unter  ihnen  ist  mit  dem  gegebenen  concentrisch.  Der  gleichseitige 
Kotationskegel  ist  seinem  Normalenkegel  gleich. 

5)  Die  Construction  a)  der  Schnittpunkte  des  Botationskegels 
von  der  Spitze  M^  dem  Mittelpunkt  N  und  dem  Halbmesser  r  seines 
Ereisschnittes  K  mit  einer  Geraden  g  und  die  Construction  b)  der 
Tangentialebenen  eines   solchen  Kegels  durch  einen  Punct  P  kann 

Flg.  80. 


—  vergl.  §  3,  c)  und  §  3;  e) ;  dann  auch  I,  §  60,  12  —  insofern 
modificiert  werden,  als  man  im  Falle  a)  die  Schnittlinie  g"^  der 
Ebene  Mg  mit  der  Ebene  des  Ereises  K  in  eine  Farallelebene  zur 
ersten  Projectionsebene  durch  die  Spitze  M  z.  B.  umlegt  und  dort 
ihre  Schnittpunkte  mit  dem  Ereis  bestimmt,  die  dann  wieder  auf- 
gerichtet die  Eegelerzeugenden  der  Schnittpunkte  geben;  und  als 
man  im  Falle  b)  den  Schnittpunkt  P*  der  Geraden  MP  mit  jener 
Ebene  des  Kreises  K  in  eine  solche  Parallelebene  durch  den  Mittel- 
punkt iV  umlegt  und  dort  seine  Tangenten  mit  dem  besagten  Ereise 
bestimmt,  die  dann  wieder  aufgerichtet  die  Spuren  der  Tangential- 
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ebenen  in  der  Ereisebene   und  die  entsprechenden  Berührungser- 
zengenden  liefern. 

6)  Eine  besonders  wichtige  Specialform  der  Aufgabe  5^)  ist 
die  Construction  der  Umrisse  eines  Botationskegels:  Der 
Punkt  P  ist  das  Centrum  der  Projection ;  insbesondere  im  Falle  der 
„Geömötrie  descriptive"  ist  er  für  den  Umriss  in  der  ersten  Pro- 
jection die  Richtung  der  Axe  OZ^  für  den  in  der  zweiten  die  Rich- 
tung von  OJT,  in  der  dritten  die  von  OX, 

Diese  Aufgabe  wird  daher  für  Orthogonalprojection 
wie  folgt  behandelt  (Fig.  30).  Zur  Bestimmung  des  ersten-  Um- 
risses führt  man  eine  zur  Axe  MN  parallele  oder  sie  enthaltende 
zweite  Projectionsebene  ein,  bestimmt  in  yM'\  jiV"  die  neuen  Ver- 
ticalprojectionen  des  Scheitels  und  Grundkreismittelpunktes  und  legt 
durch  aN"  die  zu  ^M"  ^N"  normale  Ebene  des  Grundkreises  K^  die 
in  }/>'  die  erste  projicierende  Linie  von  M  schneidet.  Die  Tan- 
genten von  hier  an  den  Grundkreis  K  bestimmen  in  diesem  als  ihre 
Berührungspunkte  A  ^  B  die  Punkte  der  Eegelerzeugenden ,  deren 
erste  Projectionen  A\  B'  die  gesuchten  Umrisslinien  bilden.  Die 
zweiten  Projectionen  Ä\  B"  dieser  Punkte  begrenzen  eine  zur  Axe 
OX  parallele  Sehne  in  der  Ellipse,  welche  die  zweite  Projection 
des  Grundkreises  ist. 

In  analoger  Weise  bestimmt  man  den  zweiten  Umriss  des 
Kegels  und  damit  die  Endpunkte  (7,  D  einer  zur  Axe  OX  parallelen 
Sehne  der  ersten  Projection  seines  Grundkreises. 

Wie  kann  man  aus  der  Construction  des  ersten  Umrisses  in 
6^)  den  zweiten  Umriss  der  Eegelfläche  ableiten? 

7)  In  Centralprojection,  wo  als  gegeben  vorausgesetzt 
wird  (Pig.  31)  die  Axe  des  Kegels  durch  ihren  Durchstosspunkt  S 
und  ihren  Fluchtpunkt  Q\  die  Bilder  M\  N'  der  Spitze  und  des 
Leitkreismittelpunktes  in  ihr  und  der  Halbmesser  r  des  Leitkreises 
oder  das  Bild  r'  desjenigen  Halbmessers  NE  =  NF  desselben,  wel- 
cher zur  Bildebene  also  auch  zur  Fluchtlinie  q'  der  zur  Axe  nor- 
malen Ebenen  parallel  ist,  verfährt  man  in  folgender  Weise.  Man 
bestimmt  den  Schnittpunkt  B  der  projicierenden  Linie  von  M  mit 
der  Basisebene  des  Kegels  und  legt  ihn  sammt  dem  Grundkreise  J^ 
in  die  durch  den  Mittelpunkt  des  letzteren  gehende  Parallelebene 
zur  Tafel  um ,  verzeichnet  dort  die  Tangenten  von  (B)  an  (IT)  und 
führt  ihre  Berührungspunkte  (A),  {B)  in  die  Basisebene  nach  A' 
und  B'  zurück.  Sie  bestimmen  die  Bilder  A'M\  B' M'  der  Um- 
risserzeugenden. 

8)  Jede  zur  Ebene  von  K  parallele  Ebene,  also  auch  die  proji- 
cierende Parallelebene  desselben  Cq\  Ifisst  sich  zu  demselben  Zwecke 
verwenden;  an  die  Stelle  des  Kreises  K  tritt  dann  der  dieser  Ebene 
angehörige  Kreisschnitt  des  Kegels. 

Wir  wollen  dies  näher  erläutern,  weil  es  in  der  Figur  nicht 
ausgeführt  ist  und  zu  einigen   weiteren  nützlichen  Bemerkungen 
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Anlass  bietet.  Wenn  man  den  Strahl  Q'S  bis  zur  Fluchtlinie  q' 
der  Normalebene  verlängert,  so  hat  man  das  Bild  des  Mittelpunktes 
N*  für  diesen  Kreisschnitt  angegeben  und  erhält  seine  ümlegung 
(N*)  mit  der  projicierenden  Noimalebene  als  Schnitt  des  Perpen- 
dikels von  S  auf  q'  mit  der  von  ihrem  Collineationscentrum  ($,  nach 
jy«'  gehenden  Geraden.  Zugleich  aeben  die  Mantellinien  M'  E'  und 
M'F'  durch  ihre  Schnitte  mit  q  die  Bilder  der  Endpunkte  des 
entsprechenden  Kreisdurchmessers  E*'  und  F*'  und  diese  durch 
Verbindung  mit  6  auf  der  durch  (iV*)  gezogenen  Parallelen  zu  q' 
als  d^r  ümlegung  dieses  Durchmessers,  dieümlegungen(iE*)  imd(^*) 
der  Endpunkte  und  damit  die  bezügliche  Umlegung  des  Kreises  (AT*) 
selbst.  Wir  ziehen  nun  von  6  aus  an  ihn  die  Tangenten  mit  den 
Berührungspunkten  {A*)  und  {B*)f  deren  Bilder  A*'  und  B*' 
natürlich  im  Schnitt  der  Tangenten  mit  q'  erhalten  werden  und 
haben  damit  in  den  Geraden  M' A*' y  M'B*'  die  Umrisserzeugenden 
des  Kegels.  Zur  Bestimmung  ihrer  Berührungspunkte  A'  und  B' 
kann  jetzt  die  Bemerkung  dienen,  dass  die  Yerbindungsebene  der 
Berührungserzeugenden  oder  (vergl.  I^  p.  231)  die  Polarebene 
des  Projectionscentrums  in  Bezug  auf  den  Rotationskegel  die  Ebene 
MEE*F*F  in  einer  Geraden  schneidet,  welche  die  ihr  in  den 
beiden  Kreisebenen  K  und  K*  ausgeschnittenen  parallelen  Durch- 
messer ^-F  und  E*F*  in  Punkten  B  und  B*  der  zugehörigen  beiden 
auch  zu  einander  parallelen  Berührungssehnen  AB  und  A*B*  treffen 
muss.  Ziehen  wir  also  die  Gerade  {A*){B*)  und  markieren  ihren 
Schnitt  (Ä*)  mit  dem  Durchmesser  der  Umlegung  (^*)  (/"*),  der 
in  Ä*'  auf  dem  Strahle  (S(Ä*)  in  q'  projiciert  ist,  so  liefert 
der  Strahl  M'B*'  durch  seinen  Schnitt  B'  mit  E' F'  einen  Punkt 
der  Berührungssehne  A' B' .  Und  wenn  man  im  Parallelstrahl  zur 
Umlegung  (^*)(^*)  auf  q  den  Fluchtpunkt  der  parallelen  Sehnen 
AB ^  A*B*  angiebt,  so  erhält  man  in  seiner  Verbindungslinie  mit 
B'  das  Bild  der  Berührungssehne  im  Kreise  K  und  damit  auf 
den  Umrissmantellinien  die  Berührungspunkte  A\  B'  derselben. 

Und  da  alle  diese  Sehnen  zu  der  Ebene  normal  sind,  welche 
das  Projectionscentrum  mit  der  Axe  des  Kegels  verbindet,  so  er- 
halten wir  überdies  diesen  Fluchtpunkt  direct  als  Fluchtpunkt  der 
Normalen  zur  projicierenden  Ebene  der  Axe  oder  als  Schnitt  von 
q  mit  der  vom  Hauptpunkte  C^  auf  das  Bild  der  Axe  gefüllten 
Senkrechten.  Er  ist  auch  der  Pol  des  Bildes  der  Axe  in  den  Bil- 
dern aller  Kreisschnitte.  Das  Bild  des  Parallelkreises  K  ist  durch 
^,  F'  und  die  Umrisserzeugehden  mit  ihren  Berührungspunkten 
vollkommen  bestimmt;  aber  man  erhält  leicht  andere  Elemente 
desselben.  Die  Tangenten  in  den  Durchmesserendpunkten  E\  F' 
gehen  nach  dem  Hauptfluchtpunkte  Q^  der  Ebene;  etc.  Wir  em- 
pfehlen die  Eintragung  dieser  Elemente  in  die  Fig.  31. 

9)  Wenn  man  in  den  Punkten  des  Kreises  K  vom  geraden 
Kegel  M^  N  ,r  auf  seinen  entsprechenden  Tangentialebenen  die  Nor- 
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malen  errichtet  (vgl.  Fig.  31),  so  schneiden  dieselben  die  Aze 
MN  in  demselben  Punkte  M*  und  sind  zwischen  ihr  und  dem  Kreise 
von  gleicher  Länge  /*,  wie  schon  oben  bemerkt.  Diejenigen  unter 
ihnen,  welche  zu  den  Tangentialebenen  der  ümrisskanten  gehören, 
sind  der  bezüglichen  Projectionsebene  parallel  und  erscheinen  in 
ihr  in  wahrer  LSnge  und  rechtwinklig  zu  den  bezüglichen  Pro- 
jectionen  der  Umrisskanten.  Bestimmt  man  also  in  5*)  in  der 
Hilfsprojection  den  Punkt  M*  und  die  Länge  /*  der  Erzeugenden 
des  Normalenkegels,  so  genügt  es  nun  zur  Bestimmung  des  ersten 
Umrisses,   rechtwinklige  Dreiecke  M' M^' A\   M' M*' B'  von  ge- 


^ 


Flff.  81. 


r 


gebener  Hypotenuse  MM*'  und  gegebener  Kathete  M*'A'^=^l* 
zu  construieren ;  mit  leicht  angebbaren  Veränderungen  für  den 
zweiten  Umriss.  Lässt  sich  aus  diesen  Bemerkungen  ein  Vortheil 
für  die  Centralprojection  ziehen? 

10)  Man  projiciere  den  Botationskegel  von  gegebener  Axe 
SO' ,  Bild  der  Spitze  M'  und  halbem  Winkel  an  der  Spitze  y 
durch  die  Punkte  und  Tangenten  seiner  Spur  und  Fluchtlinie. 
(Vorgl.  §  31.) 

9.  Für  die  Darstellung  des  ebenen  Querschnitts 

eines   geraden  Ereiskegels  denken  wir  die  Projections- 

ebenen  so  gewählt  oder  so  transformiert,  dass  die  eine  z.  B. 
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die  erste  normal  zu  seiner  Axe  und  die  andere  ^  sagen  wir 
die  zweite,  normal  zur  Schnittebene  liegt  —  was  immer  mög- 
lich ist.  Dieselbe  kann  stets  als  die  Axe  enthaltend  ange- 
nommen werden. 

Wir  wenden  sodann  zur  Construction  a)  der  ersten  Pro- 
jection  der  Schuittcurre  —  die  zweite  Projection  fallt  in  s^ 
zwischen  die  zweiten  Umrisslinien  der  Eegelfläche  —  die  Me- 
thode des  §  5  an,  wie  sie  in  der  Figur  32  durchgeführt  ist. 

Fig.  8S. 


Sie  giebt  den  Grundriss  der  hyperbolischen  Schuittcurre  für 
einen  Kegel,  dessen  Axe  in  der  Aufrissebene  liegt.  Die  Hori- 
zontalspur 5,  ist  die  Axe  und  die  Horizontalprojection  der 
Spitze  das  Centrum  der  CoUineation  zwischen  Grundkreis  und 
Querschnittprojection;  die  Parallelen,  die  man  durch  M''  zu  s^ 
und  zur  Axe  x  zieht,  bestimmen  die  Gegen axen  r'  und  q'  der- 
selben; aus  jener  erhält  man  sofort  die  Asymptoten. 

Die  Construction  b)  der  wahren  Gestalt  geschieht  nach 
§  7,  indem  man  für  die  nämliche  CoIIineationsaxe  und  Gegen- 
axe  r  im  System  des  Kreises  die  Umlegung  der  Spitze  M  mit 
der  sie  enthaltenden  Parallelebene  zur  Schnittebene  als  CoUi- 
neationscentrum  benutzt.    Sie  kann  natürlich  auch  durch  Um- 
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legung  der  durch  ihre  Projectionen  bestimmten  Schnittcurve 
in  eine  der  Parallelebenen  zu  denProjeetionsebenen  JTOF^  XOZ 
geschehen  y  welche  durch  ihre  respectiven  Axen  gehen. 

Die  Ausführung  der  wesentlichsten  entspringenden  geo- 
metrischen Ergebnisse  liefern  wir  in  den  Beispielen. 

1)  Man  charakterisiere  die  Lage  der  Hauptaxen  des  Kegelschnitts 
durch  die  gegebene  Lage  der  Schnittebene  und  der  Eegelfläche. 
Wie  erhSlt  man  die  Scheitelpunkte  und  Scheiteltangenten  der  ersten 
Projection  der  Schnittcurve  ?  . 

2)  Die  erste  Projection  der  Spitzel'  ist  ein  Brenn- 
punkt der  ersten  Projection  der  Schnittcurve,  als  Centrum 
der  Collineation  zwischen  diesem  Kegelschnitt  und  einem  aus  ihm 
beschriebenen  Kreise  (I,  §  36);  die  erste  Projection  der  Schnitt- 
linie zwischen  der  durch  M  gehenden  Parallelebene  zw  XOY  und 
der  Schnittebene;  d.  h.  die  Gegenaxe  q'  entspricht  ihm  als  Di- 
rectrix.  '  (Vergl.  Fig.  32.)  Man  sieht  leicht,  dass  die  Parallelen 
zu  den  verticalen  ümrisslinien  des  Kegels  durch  Ä"  und  B"  sich 
in  einem  Punkte  N"  schneiden ,  der  lothrecht  über  dem  zweiten 
Brennpunkte  N"  in  der  Horizontalprojection  liegt.  (Yergl.  I, 
§  36  a.) 

3)  Man  bestimme  fCLr  die  wahre  Gestalt  der  Schnittcurve  die 
Scheitel  and  die  Axen. 

4)  Die  Brennpunkte  G,  H  der  wahren  Gestalt  er- 
geben sich  als  die  Berührungspunkte  der  Schnittebene 
mit  denjenigen  Kugeln,  welche  zugleich  den  Rotations- 
kegel  selbst  nach  einem  Kreisschnitt  berühren*). 

In  der  That  gelten  fdr  diese  Punkte  ß  und  H  die  bekannten 
Eigenschaften  der  Brennpunkte  (I,  §  36).  Man  hat  für  einen  be- 
liebigen Punkt  P  des  elliptischen  Schnittes  (Fig.  33)  die  Kegelerzeu- 
gende zwischen  den  Berührungskreisen  der  vorbezeichneten  Kugeln 

NO  =  I^P+PO  =  GP+PH^CE=  J)F; 
aber  CE  =  CA  +  AE  =  AG  +  Aä  =  2AG  +  GH  ^ 

DF^  DB+BF^BG-{-BFI=2BG+  GH, 

somit    b)  AH=^GB  und  GP+ PH '^  AB.   (J,  §  36,85§(36a).) 

Femer  ist  für  IT  und  L  als  die  Schnittpunkte  der  Ellipsen- 
tangente  in  P  mit  den  Tangenten  der  bezeichneten  Kreise  in  N 


*)  Diese  und  die  folgenden  Eigenschaften  entspringen  aus  dem  Cha- 
racter  des  geraden  Kreiskegels  als  einer  Rotationsfläche,  sollen  aber  nicht 
bis  zur  allgemeinen  Behandlung  der  Rotationsflächen  verschoben  werden. 
Man  vergleiche  jedoch  das  dort  Entwickelte  besonders  auch  fflr  die  Con- 
etruction  des  ebenen  Querschnitts  und  discutiere  den  Werth  desselben  für 
diesen  Zweck. 
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und  0  oder  der  Tangentialebene  des  Kegels  längs  MP  mit  den 
Ebenen  der  Ellipse  und  je  eines  dieser  Kreise  respective 

A  I^PK^tiGPKs  A  OPL^ts^HPL-,  ANPKro  AOPL, 

also  b)     LGPK=  L^PK=LOPL  =  LLPH.    (I,  §  36,  7.) 

Auch  nebenbei  LPGK=  LP  HL  =  90».     (Vergl.  I,  §  36,  6.) 

Und  zieht  man  von  M  die  Parallele  zur  Axe  ABj  welche  die 
Ebenen  der  Kreise  CBN  und  EFO  in  5  und  7  respective  schneidet, 
so  wie  von  P  die  Parallele  PQR  zn  AB  bis  zum  Schnitt  mit  den- 
selben Ebenen  in  Q  und  R  respective ,  so  hat  man 

AMSN(-o  APO^\  AMTOc^  APRO-, 
also  MS.  MN=PQ\PN^PQiPG', 

MT :  MO  =^  PR  :  PO  =  PR :  PH, 
d.  h.  c)    PO:PG  =PR:PH=  const.  (I,  §  36.) 

und  zwar  für  die  Ellipse  >  1 ,  für  die  Hyperbel  <  1  und  für  die 
Parabel  =»  1.  Die  Geraden  KQ,  LR  sind  die  Directrixen  des 
Kegelschnitts. 

5)  Man  übertrage  die  vorstehende  Entwickelung  auf  den  Quer- 
schnitt des  Botationscylinders. 

6)  Man  erläutere  die  Modificationen  der  Entwickelung  und  der 
entsprechenden  Figur  für   den  Fall   des  hyperbolischen  Schnittes. 

7)  Man  entwickele  die  vorigen  Eigenschaften  für  den  Grenzfall 
der  Parabel  und  erläutere  ihre  constructive  Benutzung.  Die  andere 
auf  die  Horizontalprojection  bezügliche  Ableitung  dieser  Eigen- 
schaften in  I;  §  (36)  ist  mit  Nutzen  zu  vergleichen. 

8)  Man  zeige,  dass  die  Gerade  M" G"  (Fig.  33)  den  Punkt 
H*"  enthält,  welcher  Ü"  auf  seinem  Kreise  diametr^  gegenüber- 
liegt; ebenso  M" R"  den  analogen  Punkt  ö*".  (Aus  der  Aehn- 
lichkeit  der  Kreise  für  M"  als  Aehnlichkeitspunkt.)  Dies  giebt, 
weil  der  Kegelschnitt  als  Umriss  einer  dieser  Kugeln  aus  dem  Cen- 
trum M  auf  seine  Ebene  anzusehen  ist,  den  Satz:  Die  Brenn- 
punkte vom  ümriss  einer  Kugel  sind  die  gleichgebildeten  Pro- 
jectionen  der  Endpunkte  ihres  zur  Bildebene  senkrechten  Durch- 
messers. 

9)  Man  beweise  den  Satz:  Die  Scheitel  aller  der  geraden 
Kreiskegel,  aus  welchen  ein  gegebener  Kegelschnitt 
geschnitten  werdenkann^  liegenineinemzweitenKegel- 
schnitt,  welcher  die  Brennpunkte  des  ersten  zu  Schei- 
teln und  die  Scheitel  desselben  zu  Brennpunkten  hat 
und  dessen  Ebene  zur  Ebene  des  ersten  normal  ist.  Für 
jeden  Punkt  des  zweiten  Kegelschnitts  als  Spitze  ist  die 
zugehörige  Tangente  desselben  die  Axe  des  Kreiskegels. 
Die  Beziehung  solcher  zwei  Kegelschnitte  ist  eine  gegenseitige.  Die 
Punkte  des  einen  haben  sämmtlich  die  Eigenschaften  der  Brenn- 
punkte des  andern;  man  kann  jeden  als  den  Focalkegeischnitt 
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des  andern  bezeichnen.    Jeder  Punkt  ausser  den  Kegelschnitten  be- 
stimmt mit  jedem  einen  allgemeinen  Kegel  zweiten  Grades. 

Fig.  33. 


Die  Figur  34  giebt  eine  Hyperbel  und  ihre  Focal-Ellipse  axo- 
nometrisch  so^  dass  die  Ebene  XOZ  durch  die  Ellipse,  die  Ebene 
XOY  durch  die  Hyperbel  begrenzt  erscheint. 


Fig.  34. 


10)  Durch  eine  gegebene  Ellipse  gehen  zwei  und  nur  zwei  ge* 
rade  Kreiscylinder  in  den  Asymptotenrichtungen  der  Focalhyperbel; 
durch  eine  Hyperbel  ist  kein  Kreiscylinder  möglich ;  für  die  Parabel 
degeneriert  derselbe  in  ihre  Ebene  und  die  unendlich  ferne. 

11)  Man  lege  durch  einen  gegebenen  Kegelschnitt  einen  geraden 


62  n.  Curven  nnd  Flächen:  A)  Entwickelbare  Flachen.  9. 

Ereiskegel  von  vorgeschriebenem  Winkel  an  der  Spitze  und  unter- 
suche die  Bedingungen  der  Lösbarkeit  dieser  Aufgabe. 

12)  Man  beweise  die  allgemeinen  Sätze:  Die  Punkte  des  ebenen 
Schnittes  von  einem  geraden  Ereiskegel  stehen  zu  den  Kreisen,  in 
welchen  zwei  demselben  eingeschriebene  Kugeln  die  Schnitt^bene 
schneiden,  in  der  Beziehung,,  dass  die  algebraische  Summe  der 
Längen  der  Tangenten,  die  von  ihnen  an  diese  Kreise  gehen,  con- 
stant  ist^  nämlich  gleich  der  Länge  der  Kegelerzeugenden  zwischen 
den  Berühruugskreisen  der  gedachten  Kugeln. 

Jene  Kreise  berühren  die  Schnittcurve  doppelt  in  den  Punkten 
der  Geraden,  in  welcher  die  Ebene  der  Schnittcurve  die  Ebenen 
der  Berührungskreise  schneidet;  etc.  Wir  haben  auch  diese  Eigen- 
schaften schon  in  einem  andern  Zusammenhange  berührt  in  Band  I, 
§  (36*)  und  werden  sie  weiterhin  noch  eingehender  erörtern. 

13)  Während  die  Punkte  des  gleichseitigen  Rotationskegels 
mit  zur  Tafel  normaler  Axe  cjklographisch  durch  die  Gesammt- 
heit  der  Kreise  dargestellt  werden,  die  seinen  Grundkreis,  das  Bild 
seiner  Spitze,  berühren,  werden  die  Punkte  eines  schiefwinkligen 
Botationskegels  mit  zur  Tafel  normaler  Axe  durch  das  System  der 
Kreise  repräsentiert,  welche  ihre  Mittelpunkte  in  den  Radien  seines 
Grundkreises  haben  und  die  zu  denselben  gehörigen  Tangenten 
desselben  unter  constantem  Winkel  6  schneiden  mit  cot  a  «»  cos  a, 
für  €t  als  den  Neigungswinkel  der  Kegelmantellinien  zur  Tafel. 
(Vergl.  I,  §  (7)  und  §  (36).)  Alle  Mantellinien  erscheinen 
als  gleiche  lineare  Kreisreihen  mit  gemeinsamem  Aehnlichkeits* 
punkt  im  jeweiligen  Durchstosspunkte  und  alle  diese  Reihen  haben 
einen  Kreis  gemein,  den  Bildkreis  der  Spitze.  Die  Gesammtheii 
der  Kreise  eines  solchen  Systems,  welche  eine  in  der  Tafel  liegende 
Gerade  unter  vorgeschriebenem  Winkel  (Tj  schneiden,  liefert  als 
Ort  ihrer  Mittelpunkte  einen  Kegelschnitt,  die  Orthogonalprojection 
des  Schnittes  des  Rotationskegels  mit  der  Ebene  von  jener  Spur 
und  dem  Neigungswinkel  or,  zur  Tafel  für  cot  a^  »«  cos  6^ . 

14)  Die  Punkte  eines  Kegels  vom  zweiten  Grade  (resp.  eines 
beliebigen  Kegels)  werden  cy klographisch  dargestellt  durch  das 
System  von  zweifach  unendlich  vielen  Kreisen,  das  sich  aus  den 
einfach  unendlich  vielen  linearen  Kreisreihen  seiner  Mantellinien 
zusammensetzt;  alle  diese  haben  einen  Kreis,  das  Bild  der  Spitze, 
gemein  und  ihre  Aehnlichkeitspunkte  bilden  die  Spurcurve  der 
Kegelfläche.  Der  ebene  Querschnitt  des  Kegels  wird  durch  die 
einfach  unendlich  vielen  Kreise  aus  dem  System  dargestellt,  welche 
eine  bestimmte  Gerade  —  seine  Spur  —  unter  festgesetztem  Winkel 
schneiden ;  jede  lineare  Reihe  liefert  einen  dieser  Kreise.  Zu  ihrer 
Construction  führt  am  besten  die  Centralprojection  aus  der  Spitze 
des  Kegels  als  Centrum  oder  mit  dem  Bildkreis  der  Spitze  als 
Distanzkreis.  Ein  Punkt  der  Spur  des  Kegels  ist  das  Bild  P'  des 
Durchschnittpunktes  seines  projicierenden  Strahles  mit  der  Schnitt- 
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ebene  sq\  also  auf  einer  durch  P'  gehenden  mit  Dnrchstosspunkt 
S  in  s  und  Fluchtpunkt  Q'  in  q'  versehenen  Geraden;  die  Paral- 
lele durch  S  zu  CiQ'  markiert  auf  (7,iP'  den  Pusspunkt  des  Per- 
pendikels zur  Tafel  aus  P  oder  den  Mittelpunkt  seines  Bildkreises. 
Und  wenn  man  einen  Punkt  des  Distanzkreises  mit  Q'  und  P' 
verbindet  und  die  letzte  Gerade  mit  der  Parallelen  der  ersten  durch 
S  schneidet^  so  hat  man  einen  Punkt  in  der  Peripherie  jenes  Bild- 
kreises und  damit  diesen  selbst  bestimmt. 

15)  Wir  haben  in  I,  §  (36*)  für  den  Querschnitt  des  gleich- 
seitigen Botationskegels  mit  zur  Tafel  normaler  Axe  die  Enve- 
loppe  der  Bil.dkreise  als  ein  Paar  von  Kreisen  erkannt  und  regen 
damit  hier  die  Frage  an  nach  der  Enveloppe  der  Bildkreise  ftlr 
den  Querschnitt  eines  schiefwinkligen  Botationskegels  und  sodann 
eines  Kegels  vom  zweiten  Grade  überhaupt. 

10.  Die  speciellen  Eigenschaften  des  geraden  Ereis- 
kegels  (§  8)  geben  der  Ent-  oder  Abwickelung  seiner 
Fläche  (§  2)  die  bequeme  Form  durch  die  Bemerkung,  dass  der 
Theil  des  Mantels,  welcher  zwischen  der  Spitze  M  und  einem 
Normalschnitt  E  zur  Äxe  liegt^  sich  in  einen  Kreissector  ver- 
v^ndelt,  dessen  Halbmesser  die  Länge  der  Kegelerzeugenden 
zwischen  M  und  IC  und  dessen  Bogenlänge  der  Umfang  von 
IC  ist;  und  der  Abwickelung  des  geraden  Kreiscylinders  ebenso 
durch  die  Bemerkung,  dass  der  Theil  seines  Mantels  zwischen 
zwei  beliebigen  Normalschnitten  IC^  und  1^2  sich  in  ein  Recht- 
eck verwandelt,  dessen  Hohe  die  Länge  der  Erzeugenden 
zwischen  E^  und  IC^  und  dessen  Breite  der  gemeinsame  Um- 
fang dieser  Kreise  ist.  Die  Abwickelung  einer  belie- 
bigen auf  der  Kegelfläche  gelegenen  Figur  wird  dann 
erhalten,  indem  man  in  hinreichend  kleinen  gleichen  Zwischen- 
räumen, gemessen  auf  einem  Kreisschnitt  des  Kegels,  Erzeu- 
gende zieht,  welche  diese  Figur  in  Punkten  -4, ,  A^-  -  ,\  B^ ,  . . . ; 
(7i ,  .. .  .  schneiden,  diese  Erzeugenden  in  der  Abwickelung  durch 
die  entsprechende  Gleichtheilung  des  zugehörigen  Bogens  ein- 
trägt und  auf  ihnen  die  wahren  Längen  MA^ ,  MA2  ^  •  •  • ;  MB^ , . . . 
abträgt. 

Auch  die  Tangenten  der  Abwickelung  der  Figur 
werden  leicht  bestimmt;  ist  i  die  Tangente  in  einem  Punkte 
P  derselben  in  ihrer  ursprünglichen  Lage  und  schneidet  sie 
die  Tangente  /^  des  Kreisschnittes  K  in  dem  auf  derselben 
Erzeugenden  mit  P  gelegenen  Punkte  Pq  im  Punkte  T,  so 
bleibt  bei  der  Abwickelung  das  bei  Pq  rechtwinklige  Dreieck 
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PPqT  sich  selbst  congruent  und  gelangt  in  die  Ebene  der 
Zeichnung.  Trägt  man  also  Pq  und  normal  zu  MP  die  Strecke 
Pq  T  ein,  so  ist  PT  die  Tangente  der  durch  die  Entwickelung 
transformierten  Curve  in  P. 

Für  die  Abwickelung  des  geraden  Kreiskegels 
My  K  und  seiner  Schnittcurve  mit  einer  Ebene  5],  $^ 
(Fig.  35)  wird    man  von  den  Endpunkten  A^^  Bq  der  nach 

Fig.  85. 


den  Scheiteln  A  und  B  des  Schnittes  gehenden  Erzeugenden 
aus  den  Kreis  £  in  eine  durch  vier  theilbare  entsprechend 
grosse  Zahl  gleicher  Bogen  theilen  und  die  in  den  zugehörigen 
Erzeugenden  gelegenen  Punkte  des  Schnittes  sammt  den  ent- 
sprechenden Tangenten  eintragen;  ersteres^  indem  man  die 
wahren  Längen  der  Erzeugenden  von  den  besagten  Punkten 
bis  zur  Spitze  durch  Drehung  derselben  bis  zum  Parallelismus 
mit  der  zur  Kegelaxe  JlfN  parallelen  Projectionsebene  bestimmt^ 
also  auf  einer  der  Umrisserzeugenden  in  der  Verticalprojection ; 
letzteres;  indem  man  die  Entfernungen  der  der  andern  Pro- 
jectionsebene angehörigen  Durchstosspunkte  der  Erzeugenden 
des  Berührungspunktes  und  der  bezüglichen  Tangente  des 
Schnittes  benutzt.  Von  der  Ausdehnung  dieser  Methoden  auf 
beliebige  Kegel  und  Cylinder  handeln  wir  in  den  letzten  Bei- 
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spielen.    Über  die  Bestimmung  der  Punkte  /  der  Abwickelung 
und  ihrer  Tangenten  giebt  der  folgende  Art.  Aufschluss. 

1)  Man  bestimme  die  Genauigkeit  der  Bectification  des 
Kreises  nach  folgendem  Verfahren:  Theile  den  Durchmesser  des 
Kreises  in  fünf  gleiche  Theile  und  bilde  ein  rechtwinkliges  Dreieck 
aus  den  Katheten  gleich  drei  und  sechs  solchen  Theilen  respective; 
sein  umfang  ist  dem  Kreisumfang  nahe  gleich.  Man  macht  hierbei 
einen  Fehler  von  nur  0,0002  des  Radius.  Die  andere  bekannte 
Begel:  Der  Umfang  ist  näh erungs weise  gleich  dem  dreifachen 
Durchmesser  vermehrt  um  *  den  fünften  Theil  der  Seite  des  ein- 
geschriebenen Quadrates  —  führt  auf  einen  Fehler  von  0,0003 
des  Radius. 

2)  Wenn  ein  Sector  die  Abwickelung  des  Mantels  einer  Kegel- 
fläche auf  der  einen  Seite  der  Spitze  M  bis  zu  einem  Kreisschnitt 
darstellt,  so  wird  die  gleichzeitige  Abwickelung  ihres  Mantels  auf 
der  andern  Seite  von  M  bis  zum  Kreisschnitt  vom  nämlichen  Halb- 
messer durch  den  Scheitelsector  von  gleichem  Radius  gegeben. 

3)  Die  Scheitelpunkte  A^  B  der  ebenen  Schnitte  des  geraden 
Kreiskegels  werden  durch  die  Abwickelung  Punkte  der  transfor- 
mierten Curve  von  der  Eigenschaft,  dass  die  Tangenten  der  letztem 
in  ihnen  zu  den  zugehörigen  Radien,  d.  i.  den  Abwickelungen  der 
entsprechenden  Kegelerzeugenden  normal  sind.  Die  Abwickelung 
eines  ebenen  Schnittes  ist  eine  in  Bezug  auf  die  Abwickelungen 
der  Erzeugenden  MA  und  MB  orthogonal  symmetrische  «Curve. 
(§  9j  ***•)  ISs  ist  eine  specielle  Folge  der  allgemeinen  Wahrheit, 
dass  die  auf  der  developpabeln  Fläche  gelegenen  Längen  und 
Winkel  durch  die  Entwicklung  derselben  ihre  Grössen  nicht  än- 
dern können. 

4)  Man  erläutere  die  Ent Wickelung  des  geraden  Kreiscjiinders 
mit  seinem  ebenen  Schnitte.  Dieselbe  geschieht  auf  Grund  der  Be- 
merkung, dass  das  Stück  des  Mantels  zwischen  zwei  Normal- 
schnitten sich  in  ein  Rechteck  abwickelt,  dessen  Basis  gleich  dem 
Dmfang  des  Normalscbnittes  und  dessen  Höhe  der  Abstand  zwischen 
beiden  ist.  Man  trägt  in  der  Basis  als  dem  abgewickelten  Normal- 
schnitte  die  Fusspunkte  P^  der  Erzeugenden  der  Punkte  P  des 
Querschnittes  ein^  damit  diese  Mantellinien,  und  durch  Abtragung 
der  betreffenden  Länge  P^P  die  Punkte  selbst*,  die  Länge  P^T 
in  der  Basis  abgetragen  bestimmt  die  zugehörige  Tangente  TP, 

5)  Man  verzeichne  die  Abwickelung  der  Asymptoten  eines  hyper- 
bolischen Schnittes  für  einen  geraden  Kreiskegel. 

6)  Man  erörtere  die  Gültigkeit  der  allgemeinen  Regeln  des 
Ab  Wickel  ungs  Verfahrens  für  beliebige  Cylinder  speciell  von  gegebe- 
nem Normalschnitt,  als  welcher  sich  bei  der  Entwickelung  des 
Mantels  in  eine  gerade  Linie  verwandelt.  Dies  ist  Folge  eines 
sogleich  zu  entwickelnden  allgemeinen  Gesetzes,  ergiebt  sich  aber 
auch    direct    aus   der  Anwendung  des   Princips   der  Abwickelung 

Fiedler,  dantcUende  Geometrie.  II.  3.  Aufl.  5 
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(§  2)  auf  die  zwischen  benachbarten  Erzeugenden  e^^  ßj ,  e^  \  »  • 
liegenden  Elementarstreifen  des  Cylindermantels ;  sind  E^/E^^E^, .. 
die  von  jenen  in  einem  bestimmten  Normalabschnitt  N  markierten 

Punkte,  so  sind  die  Winkel  {e^,  i^o^i)i  (^o^i»  <^i)^  (^n  ^1^2)^ 
etc.  sämmtlich  rechte  Winkel  und  die  Nebeneinanderlegung  der 
einzelnen  Streifen  bewirkt  die  Lage  aller  E^,  E^j  E^  •  .  .  in  einer 
zu  den  ^q,  ^j,  e^  •  .  •  normalen  Geraden  N.  Die  Abwickelung 
eines  beliebigen  Cylinders  von  gegebenem  Normalschnitt  mit  even- 
tuell auf  ihm  verzeichneten  Curven  geschieht  also  durch  Eintheilung 
und  Bectification  des  Normalschnittes,  Eintragung  der  Mantel- 
linien und  ihrer  Längen  EqPq^  ^i^t>  •  •  •  ^is  zu  den  Punkten 
der  Curve;  und  auch  die  Angabe  der  Tangenten  in  der  Abwickelung 
erfolgt  durch  Abtragung  der  Längen  E^Tq^  -^i ^1 »  ...  in  -^? 
welche  zwischen  dem  Durchs tosspunkt  der  Tangente  und  der  Mantel- 
linie des  Berührungspunktes  im  Normalschnitt  enthalten  sind. 

7)  Man  vollziehe  die  Abwickelung  des  Mantelstückes  von 
einem  Cylinder  mit  der  Erzeugenden  e\  e'\  welches  zwischen 
der  Horizontalspur  und  dem  durch  einen  gegebenen  Punkt  von  e 
geführten  Normalschnitt  gelegen  ist  —  unter  Anwendung  der  in 
§  7,  6  beschriebenen  Transformation. 

8)  Wenn  ein  beliebiger  Kegel  durch  seine  horizontale  Spur  Z 
und  die  beiden  ersten  Projectionen  seiner  Spitze  ßf  gegeben  ist^  so 
vollzieht  man  seine  Abwickelung  mit  aufgezeichneten  Curven  von 
d^n  Punkten  P  und  zugehörigen  Tangenten  /,  indem  man  die 
Spur  m  gleiche  Theile  EqE^^  -Ä^, JE^j,  ...  zerlegt,  deren  Länge 
klein  genug  ist^  um  überall  die  Sehne  für  den  Bogen  nehmen  zu 
dürfen,  und  die  Elementarstreifen  des  Kegelmantels  mittelst  der 
in  ihnen  liegenden  Dreiecke  ME^E^^  ME^E^j  •  .  .  neben  einander 
in  die  Tafel  legt.  Man  hat  also  die  wahren  Längen  der  Mantel- 
linien MEq^  MEiy  .  .  .  wie  im  Texte  zu  bestimmen  und  von  einer 
unter  ihnen  z.  B.  MEq  beginnend^  —  längs  welcher  wir  dann  den 
Kegelmantel  zerschnitten  denken  —  die  Dreiecke  MEqE^ ,  ME^ E^y 
.  .  •  aus  den  Längen  ihrer  drei  Seiten  aneinander  anzutragen ;  man 
erhält  die  Punkte  Pi  in  der  Abwickelung  in  ihren  zugehörigen 
Mantellinien  MEi  durch  Bestimmung  und  Abtragung  der  wahren 
Längen  MPi,  Dieselben  bilden  die  Abwickelung  der  aufgezeich- 
neten Curve  P^P^P^.  .  .,  ebenso  wie  die  Ei  die  der  Spur;  und 
aus  der  Tangente  der  letzteren  in  Ei  finden  wir  durch  Abtragen  der 
Länge  EiTi  zwischen  dem  Durchstosspunkte  der  Mantellinie  und 
dem  der  Tangente  der  aufgezeichneten  Curve  im  Punkte  Pi  die  zu- 
gehörige Tangente  in  der  Abwickelung. 

Die  Durchführung  dieser  Schritte  für  eine  Darstellung  in  Axo- 
nometrie oder  in  resp.  Centralprojection  ist  weitläufiger,  hat  aber 
keine  Schwierigkeit;  für  allgemeine  Parallelprojection  hat  sie  auch 
die  gleiche  praktische  Bequemlichkeit. 

11.    Durch  Umkehrung  der  vorigen  Constructionen  kann 
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man  von  einer  in  der  Abwickelung  des  Eegel-  oder 
Cylinder-Mantels  eingetragenen  Figur  zu  den  Pro- 
jeetionen  derselben  zurück  gehen,  sowohl  für  ihre 
Punkte  als  für  ihre  Tangenten. 

Es  ist  von  besonderem  Interesse ;  dabei  die  geraden 
Linien  der  Entwickelung  zu  verfolgen.  Die  Gerade  g 
zwischen  zwei  Punkten  A  und  B  der  Entwickelung  einer  deve- 
loppabeln  Fläche  ist  die  kürzeste  Linie  zwischen  diesen  zwei 
Punkten  und  macht  mit  jeder  Erzeugenden  derselben,  die  sie 
schneidet;  zwei  gleich  grosse,  jedoch  im  Falle  des  Kegels  von 
einer  zur  andern  sich  ändernde  Winkel;  so  auch  im  Falle  der 
allgemeinen  developpabeln  Flächen  des  §  2,  auf  die  die  jetzige 
Erörterung  direct  anwendbar  bleibt. 

Wenn  man  die  Ebene  mit  der  Linie  AB  wieder  in  die 
Form  der  developpabeln  Fläche  zurückführt,  so  verwandelt  sich 
die  Gerade  g  in  eine  Curve  auf  der  developpabeln  Fläche, 
welche  nach  der  Natur  des  Entwickelungsprocesses  unter  allen 
zwischen  A  und  B  auf  ihr  möglichen  Curven  die  kürzeste  sein 
muss,  und  deren  auf  einander  folgende  Elemente  mit  der  jedes^ 
maligen  durch  ihren  gemeinsamen  Endpunkt  gehenden  Er- 
zeugenden gleiche  Winkel  machen.  Die  so  entstehende  Curve 
heisst  die  geodätische  Linie  auf  der  Fläche  zwischen 
den  Punkten  A  und  B. 

Die  Schmiegungsebene  der  geodätischen  Linie 
in  einem  ihrer  Punkte,  d.  h.  die  Ebene  der  beiden 
von  diesem  ausgehenden  Elemente  derselben,  ist 
normal  zur  Tangentialebene  der  Fläche  in  diesem 
Punkte.  Denn  wenn  A^  B^  C  drei  auf  einander  folgende  Punkte 
der  Curve  sind  und  e  die  durch  B  gehende  Durchschnittslinie 
der  Tangentialebenen  der  Fläche  in  A  und  C^  d.  h.  die  ent- 
sprechende Erzeugende  der  Developpabeln  ist,  so  sind  A  B  und 
BC  nach  der  Eigenschaft  der  Qleichwinkligkeit  auf  einander 
folgende  Erzeugende  eines  geraden  Kreiskegels  von  der  Aze  e\ 
die  Ebene  ABC  ^.\l,  die  Schmiegungsebene  der  Curve  ist  eine 
Tangentialebene  dieses  Kegels  und  somit  nach  §  8,  i  normal 
zu  der  Ebene,  welche  die  entsprechende  Berührungserzeugende 
mit  seiner  Axe  bestimmt,  d.  h.  die  Ebene  ABC  ist  normal 
zu  Ebene  {AB^  e),  wie  es  der  Satz  behauptet. 

Wenn  zwei  gegebene  Punkte  A,  C  in  verschiedenen  Ebenen 

5* 
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mit  einem  Punkte  B  in  der  Schnittlinie  derselben  so  verbunden 
werden  sollen ,  dass  AB  -^  BC  den  kleinsten  Werth  bat,  so 
müssen  AB  und  BC  mit  der  Schnittlinie  gleiche  Winkel  ein- 
schliessen. 

In  Folge  der  allgemeinen  Gültigkeit  dieses  Satzes  werden 
die  späteren  Entwickelungen  zeigen,  dass  die  Erörterung  des 
Textes  für  jede  mögliche  krumme  Fläche  gilt  und  dass  also 
die  entwickelte  Eigenschaft  der  geodätischen  Linie  allgemein 
ist.  In  der  That  ist  die  geodätische  Linie  als  kürzeste  zwischen 
zwei  einander  hinreichend  nahen  Punkten  auf  einer  beliebigen 
Fläche  die  Lage  eines  zwischen  ihnen  auf  der  Fläche  ge- 
spannten vollkommen  biegsamen  Fadens;  in  jedem  Punkte  des- 
selben wirken  die  gleichgrossen  Endspannungen  in  den  Rich- 
tungen der  Nachbarelemente  und  die  in  der  Ebene  dieser 
letztern,  d.  h.  der  Scbmiegungsebene,  gelegene  Mittelkraft  der- 
selben muss,  als  von  der  Fläche  vollständig  aufgenommen,  in 
der  Normale  derselben  durch  ihren  Fusspunkt  wirken. 

Diese  Betrachtung  zeigt  nun  aber  weiter,  dass  in  jeder 
auf  einer  developpabeln  Fläche  gezeichneten  Curve  auf  einander 
folgende  Elementenpaare  AB^BC  vorkommen  können,  welche 
bei  der  Entwickelung  derselben  in  die  nämliche  gerade  Linie 
fallen,  d.  h.  welche  in  der  durch  Entwickelung  transformierten 
Curve  eine  Inflexionsstelle  bedingen,  während  sie  auf  der 
Developpabeln  Elemente  je  einer  geodätischen  Linie  sind. 
Daher  gilt  der  Satz:  Der  Punkt  B  einer  auf  der  deve* 
loppabeln  Fläche  gelegenen  Curve  verwandelt  sich 
dann  in  einen  Inflexionspunkt  der  transformierten 
Curve  in  der  Entwickelung,  wenn  die  Schmiegungs- 
ebene  der  Curve  in  B  normal  ist  zur  Tangential- 
ebene der  developpabeln  Fläche  in  B. 

Die  ebenen  Schnitte  von  Kegel-  und  Cylinderflächen  — 
als  die  einfachsten  bisher  hervorgetretenen  Curven  auf  deve- 
loppabeln Flächen  —  werden  in  der  Abwickelung  mit  diesen 
im  Allgemeinen  Inflexionen  zeigen,  nämlich  in  den  Transfor- 
mierten derjenigen  von  ihren  Punkten  und  Tangenten,  in  wel- 
chen die  Schnittebene  zur  bezüglichen  Tangentialebene  des 
Kegels  respective  Cylinders  normal  ist. 

Man  findet  dieselben  für  den  Kegel  (vergl.  Fig.  35) ,  indem 
man  von  seiner  Spitze  M  die  Normale  zur  Schnittebene  fallt, 
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uud  durch  diese  die  möglichen  Tangentialebenen  an  ihn  legt; 
ihre  Berührungserzeugenden  MJ^  und  sie  selbst  bestimmen  tadit 
der  Schnittebene  die  Punkte  /  und  Geraden  JT*y  welche  sich 
in  der  Abwickelung  in  die  Inflexionspunkte  und  zugehörigen 
Inflexionstangenten  der  Transformierten  verwandeln.  Sie  sind 
in  der  Fig.  35  in  die  Abwickelung  eingetragen  mittelst  der 
hoher  gelegenen  Horizontalebene,  fQr  welche  die  Yerticale  durch 
M'*  die  erste  Spur  der  Schnittebene  ist.  Für  den  Cylinder  be- 
stimmen die  Bichtung  seiner  Erzeugenden  und  die  der  Nor- 
malen zur  Schnittebene  die  Stellung  der  Tangentialebeneni 
welche  in  gleicher  Weise  die  Frage  beantworten., 

Die  Inflexionsstellen  sind  Punkte  von  unendlich  grossem 
Krümmungsradius  (§  l).  Die  Untersuchung  der  Grössen- Ver- 
änderung; welche  der  Krümmungsradius 
einer  Curve  A,  B,  C  .  .  .  im  Punkte  B 
durch  die  Entwickelung  der  Developpa- 
beln  erfahrt;  auf  der  sie  liegt,  muss  also 
auch  auf  sie  führen.  Da  die  Bogen- 
länge ABC  .  .  .  sich  nicht  ändert,  so 
sind  die  Krümmungsradien  indirect  pro- 
portional den  Winkeln  y  und  y',  welche 

die  aufeinander  folgenden  Elemente  AB,  BC  der  Curve  (Fig. 
36)  uud  die  ihrer  durch  Abwickelung  Transformierten  gleich- 
grossen  A' B\  B' C'  mit  einander  einschliessen.    Ist  dann 

LABC^a,  UAB,  e^)  ^  ß, ,  LiBC,  e,)^ß,, 
so  ist 

y  «=  «  —  a ,    y'  =  «  —  (ft  +  1^2) 
und  da  die  Kantenuynkel  a,  ß^y  ß^  einer  dreiseitigen  Ecke  an- 
gehören, die  an  der  Kante  AB  den  Flächen winkel  q>  hat,  —  den 
Neigungswinkel  der  Ebene  der  Curvenelemente  ABC,  welche 
in  B  zuülmmenstosseu;  mit  der  Tangentialebene  in  B,  —  so  ist: 

,.       cos  /?«  —  cos  a  cos  ßi 

cos  w  =  hm  • ^-~: -z ~ 

sin  et  sin  P| 

=  lim  .  —  cos  {y'  +  /3,)  4-  cos  y  cos  ß^ 

sin  y  sin  ß^^ 

y        cos  ^,  (cos  y  —  cos  y')  +  sin  y'  sin  /J, 

sin  y  sin  ß^ 

d.  h.;  weil  y  und  y'  zwei  sehr  kleine  Bögen  sind;  deren  Cosinus- 
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Differenz  die  Grenze  Null  hat^  während  ilire  Sinus  mit  ihnen 
selbst  gleich  werden^ 

y 

cos  00  =  -^. 

y 

Nach  der  indirecten  Proportionalität  dieser  Contingenz- 
winkel  zu  den  bezüglichen  Krümmungsradien  hat  man  den 
Satz:  Die  Krümmungsradien  einer  auf  irgend  einer 
developpabeln  Fläche  verzeichneten  Gurve  und  ihrer 
durch  Abwickelung  mit  jener  in  eine  Ebene  Trans- 
formierten in  entsprechenden  Punkten  verhalten 
sich  wie  der  Cosinus  des  Winkels  zwischen  der 
Schmiegungsebene  der  Curve  und  der  Tangential- 
ebene der  Developpabeln  zur  Einheit.  Für  g>  =  90^  wird 
daher  der  Krümmungsradius  der  Transformierten  unendlich  gross 
—  das  Gesetz  von  den  Inflexionspunkten  der  Transformierten. 
Für  9  e=s  0^  folgt  Gleichheit  der  entsprechenden  Krümmungs- 
radien, d.h.  wenn  eine  doppelt  gekrümmte  Curve  mit 
ihrer  Tangentenfläche  abgewickelt  wird^  so  bleiben 
ihre  Krümmungsradien  ungeändert.  Nur  die  Radien 
aller  Schmiegungskugeln  werden  unendlich  gross.    (Vgl.  §  2.) 

Unsere  Beweise  zeigen,  dass  die  gefundenen,  übrigens  auch 
für  die  Aufwickelung  gültigen  Gesetze  den  Fall  der  Kegel  und 
der  allgemeinen  developpabeln  Flächen  und  den  Fall  des  ebenen 
Querschnittes  und  der  beliebigen  aufgeschriebeneu  Curve  ganz 
in  gleicher  Weise  umfassen-,  es  bleibt  aber  zu  zeigen  übrig, 
wie  mau  in  diesen  Fällen  die  Gesetze  graphisch  zur  Losung 
der  Probleme  zu  verwerthen  hat.  Die  Bildung  des  ßichtungs- 
kegeis  (§  2)  erledigt  dies,  wie  wir  in  §  15  f.  sehen  werden.  Zur 
bessern  Vorbereitung  studieren  wir  vorher  eingehend  die  ein- 
fachste und  technisch  wichtigste  aller  doppelt  gekrümmten 
Curven.  '      ^ 

1)  Denken  wir  die  Tangentialebene  des  Kegels  längs  der  Er- 
zeugenden e  normal  zur  Scbnittäbene  und  zur  Projectionsebene  XOZ, 
die  Erzeugende  e  selbst  parallel  zur  Axe  OZ  gemacht,  so  dass  die 
Schnittebene  eine  zweite  projicierende  Ebene  wird,  und  sehen  wir 
die  Kegelfläcbe  als  eine  Pyramide  von  sehr  schmalen  Seitenflächen 
an,  deren  vorhergehende  und  nächstfolgende  in  g^  und  g^  die 
Ebene  der  Erzeugenden  e  schneiden  (Fig.  37),  so  gelangen  die 
Punkte  A  und  C,  die  in  -4"  und  (7"  projicierten  zu  D  nächstbe- 
nachbarten   Punkte    der   Schnittcurve ,    bei    der  Umlegung    dieser 
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NachbarflSchen  in  die  FlScbe  von  e  noch  (^4),  und  (fi)^  auf  ent- 
gegengesetzten Seiten  von  5,,  der  Tangente  der  Enlwickelang  — 
man  erb&ll  eine  Inflexion  mit  der  Tangente  Sj. 

2)  Man  zeige  die  Gültigkeit  dieser  Ableitung  ng.  $7. 
fDr  developpable  FlScben  im  Allgemeinen  und 

erörtere  die  Ausnabme,  welche  stattfindet,  wenn 
e  zu  «2  Qormal  ist. 

3)  Man  ertSrtere  die  Aniabl  und  die  Be- 
dingungen der  Realit&t  der  Infiexionen  fllr  die 
Abwickelungen  der  ebenen  (elliptischen,  paraboli- 
schen, hyperbolischen)  Schnitte  des  geraden  Ereis- 
kegels;  reap.  der  elliptischen  des  geraden  Kreis- 
cylindere. 

4)  Man  construiere  einen  ebenen  hyperbolischen  Schnitt  des 
geraden  Ereiskegels  und  seine  Abwickelung  für  zwei  reelle  Infleiionen 
der  letzteren. 

5)  Durch  eiqen  gegebenen  Punkt  ist  der  Schnitt  eines  gegebenen 
Kegels  so  zu  fUbren,  dass  diu  Abwickelung  desselben  in  zwei  be- 
stimmten Uantellinien  ihre  Inflexionen  bat. 

6)  Beim  gleichseitigen  Rotationskegel  lierem  alle  hyperbolischen 
Schnitte  getrennte  reelle,  die  parabolischen  im  Scheitel  vereinigte 
reelle  und  die  elliptischen  Schnitte  imaginäre  Inflexionen  in  der 
Abwickelung. 

7)  Die  Ent Wickelung  des  elliptischen  Schnittes  des  Rotations- 
cylinders  —  speciell  auch  die  des  zur  Axe  unter  45"  geneigten, 
die  Sinusoide  —  zeigt  zwei  Scheitelpunkte  A,  B,  deren  Tangenten 
zu  den  Erzeugenden  normal  sind ,  und  zwei  Inflcxionspunkte  /, ,  J^ 
mitten  zwischen  denselben.  Was  ergiebt  sich  fUr  die  Lage  der 
Inflexionstangenten  ?  Die  Abwickelungen  aller  solchen  Schnitt« 
sind  zu  einander  ai^n. 

8)  Können  in  den  Abwickelungen  der  ebenen  Schnitte  des 
Rotatjonskegels  Doppelpunkte  oder  insbesondere  RUckkehr- 
punkto  auftreten?     Welches  ist  ihre  Bedeutung? 

12.  Die  geodätische  Linie  auf  der  Fläche  des 
Rotationscylinders  nennt  mau  die  Schraubenlinie 
oder  Helix;  die  von  ihren  Tangenten  erzeugte  Fläche  ist 
die  developpable  Schraubenfläche. 

Als  wichtigste  Anwendung  des  Vorigen  und  als  erstes 
Beispiel  einer  gewundenen  Curve  und  allgemeinen  De?eIop- 
pabeln  verdient  sie  eingehende  Untersuchung. 

Sind  Ä,  B  (Fig.  38)  die  beiden  Punkte  der  Cjlinderfiäche 
oder  des  Scbraubencyliuders,  durch  welche  die  Schraubenlinie 
bestimmt  ist,  so  erlangt  man  ihre  Darstellung  in  Parallel- 
projection  auf  zwei  Ebenen,  von  denen  die  eine  zur  dylinder- 
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axe  oder  Schraubenax^  normal;  die  andere  zu  ihr  parallel  ist, 
wie  folgt:  Man  verzeichnet  in  einem  Parallelstreifen  von  der 
Breite  CD  gleich  dem  Umfang  27tr  des  Normalschnittes  K  vom 
Cylinder  (vergl.  §  10;  i)  die  Abwickelung  seines  Mantels  unter 
Eintragung  der  Punkte  A  und  B  und  zieht  die  gerade  Ver- 
bindungslinie derselben.  Man  theilt  diese  letztere  in  eine  ge- 
nügend grosse  Anzahl  gleicher  Theile,  zieht  durch  die  Theil- 
punkte  die  Erzeugenden  des  Cylinders  bis  zum  Normalschnitt 
K,  trägt  die  Fusspunkte  derselben  in  die  erste  Projection  von 
A'  nach  B'  hin  ein  und  bestimmt  die  zweiten  Projection en  der 
bezüglichen  Punkte    der  Schraubenlinie   in  den  Perpendikeln 

Flg.  88. 
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aus  den  ersten  zur  Axe  OX  durch  Eintragen  der  aus  der  Ab- 
wickelung ersichtlichen  Höhen  derselben  über  dem  Normal- 
schnitt von  dieser  Axe  aus  oder  von  der  ihr  Parallelen,  welche 
die  zweite  Projection  des  Normalschnittes  darstellt.  Das  Stück 
der  Schraubenlinie,  welches  zwischen  den  auf  einander  folgen- 
den Punkten  derselben  Cylinder -Erzeugenden  in  ihr  gelegen 
ist;  also  (7,  Z>j  für  die  durch  AB  gehende,  heisst  ein  Umgang 
derselben;  oder  ein  Schraubengang.  Die  Differenz  der  in 
der  Erzeugenden  gemessenen  Abstände  dieser  Punkte  vom 
Normalschnitt,  also  DqD^  =  CqC^  ist  die  Ganghöhe  h  der 
Schraubenlinie.  Den  Winkel  D^C^D^^^  ß^  das  Gomplement  des 
von  der  Schraubenlinie  mit  der  Cylinder -Erzeugenden  einge- 
schlossenen Winkels;  nennen  wir  die  Neigung  der  Schrauben- 
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linie.  Der  Gruudkreisradins  r,  die  Ganghöhe  h  und  die  Nei- 
gung ß  sind  also  in  der  Relation  verbunden  2rn  ,  tan  ß  '=^  h. 
Die  äquidistanten  Parallelen  C^D^,  CqVq^  ...  repräsentieren 
die  einander  folgenden  Schraubengänge  in  der  Abwickelung. 

Schraubenlinien  von  gleichem  Radius  und  gleicher  Gang- 
höhe sind  noch  nicht  nothwendig  congruent,  sondern  sie  kön- 
nen sich  noch  durch  den  Drehungssinn  unterscheiden; 
man  erhält  in  Fig.  38  die  zweite  Schraubenlinie;  wenn  man 
statt  der  Geraden  CqDq,  C\D^y  ^2^2;  ^3^3»  •  •  •  ^i®  andern 
offenbar  gleichgeneigten  Geraden  />o^2>  A^S)  •  •  •  aufwickelt. 
Sieht  man  von  demselben  Punkte  der  Aze  aus  gegen  denselben 
Normalschnitt  des  Schraubencylinders  hin,  so  steigt  die  eine 
der  beiden  Schraubenlinien  im  Sinne  des  Uhrzeigers  drehend 
gegen  den  Beschauer  an,  während  die  andere  es  im  entgegen- 
gesetzten Sinne  thut.  Man  kann  sie  als  rechtsgängig  und 
linksgängig  oder  rechts  und  links  gewunden  unterscheiden. 

Die  aufeinander  folgenden  Gänge  der  Schraubenlinie  sind 
einander  congruent,  weil  sie  es  nicht  nur  in  der  Abwickelung 
sind,  sondern  weil  sie  auch  beim  Vorgang  der  Aufwickelung 
ganz  den  gleichen  Yerbiegungen  unterliegen;  und  da  mau  jeden 
beliebigen  Punkt  derselben  als  Anfangspunkt  eines  Ganges  be- 
trachten kann,  so  sind  überhaupt  gleichlange  Stücke  der 
Schraubenlinie  einander  congruent;  oder  die  Schrau- 
benlinie ist  in  sich  selbst  verschiebbar,  und  eine 
Schraubenlinie  ist  in  der  andern  verschiebbar,  wenn  sie  mit 
ihr  den  Radius,  die  Ganghöhe  und  den  Drehungssinn  gemein 
hat.  Sie  theilt  diese  Eigenschaft  nur  mit  der  Geraden  und 
dem  Kreise  in  der  Art,  dass  bei  Geraden  die  Yerschiebbarkeit 
der  einen  in  der  andern  stets,  bei  Kreisen  bei  Gleichheit  des 
Radius  stattfindet.  In  der  That  kann  der  Kreis  als  Schrauben- 
linie von  gleichem  Radius  aber  der  Ganghöhe  Null  angesehen 
werden;  mit  verschwindender  Ganghöhe  fällt  der  Unterschied 
des  Sinnes  weg,  den  wir  daher  einem  Kreise  willkürlich  bei- 
legen können.  (Vergl.  I,  §  7.)  Die  Schraubenlinie  be- 
sitzt daher  auch  keine  der  in  §  2  als  natürliche  Folgen 
der  erzeugenden  Bewegung  betrachteten  stationären  Ele- 
mente —  also  weder  stationäre  Punkte,  noch  Tangenten^  noch 
Schmiegungsebenen ,  noch  die  aus  deren  Vereinigung  hervor- 
gehenden. 
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1)  Wenn  ein  Punkt  sich  auf  einem  Kreise  gleichförmig  und 
immer  in  demselben  Sinne  dreht,  während  dieser  selbst  bei  un- 
veränderter Stellung  seiner  Ebene  sich  gleichförmig  so  bewegt, 
dass  sein  Mittelpunkt  eine  zu  dieser  Ebene  normale  Gerade  durch- 
läuft, so  beschreibt  der  Punkt  eine  Schraubenlinie  oder  Helix. 

2)  Die  schrägen  Parallelprojectionen  (Schlagschatten  für  Sonnen- 
licht) der  Schraubenlinie  auf  die  Ebene  des  Grundkreises  K  sind, 
wie  weiterhin  genauer  begründet  wird  (vergl.  §  22)  Cycloiden 
und  zwar  gemeine,  verlängerte  oder  verkürzte  Cycloiden,  jenach- 
dem  die  projicierenden  Geraden  zur  Grundkreisebene  gleiche  oder 
grössere  oder  kleinere  Neigung  haben  als  die  Schraubenlinie  selbst. 

3)  Man  erläutere  an  der  orthogonal- axonometrischen  Darstellung 
in  Tafel  I,  §  13,  2  die  Form  der  Schraubenlinien  S  und  D,  von 
denen  die  eine  Inflexionen,  die  andere  Doppelpunkte  zeigt.  Beide 
haben  gleiche  Ganghöhe  und  verschiedene  Grundkreisradien.  Für 
eine  zwischen  den  Grössen  der  letzteren  liegende  Grösse  des  Grund- 
kreisradius  würde  das  Bild  der  Schraubenlinie  von  derselben  Gang- 
höhe Rückkehrpunkte  zeigen.    Wie  wäre  diese  Grösse  zu  ermitteln  ? 

4)  Alle  Parallelprojectionen  der  Schraubenlinie  —  orthogonale 
und  schräge  auf  beliebige  Ebenen  —  sind  affine  Figuren  von  Cy- 
cloiden. Was  für  eine  ist  der  Aufriss  insbesondere?  Speciell  für 
h  «=  2n;r. 

5]  Die  zweite  Projection  der  Schraubenlinie  besitzt  Inflexionen 
in  allen  den  Punkten,  welche  in  der  zweiten  Projection  ihrer  Axe 
liegen;  die  zugehörigen  Inflexionstangenten  haben  die  Neigung  ^ 
gegen  die  Axe  OX.     (Art.  11,  1;  Fig.  37.) 

6)  Die  Schmiegungsebene  der  Schraubenlinie  in  jedem 
ihrer  Punkte  ist  normal  zur  Tangentialebene  des  Cylinders  in  diesem 
Punkte. 

7)  Der  Krümmungskreis  und  die  Schmiegungskugel 
der  Schraubenlinie  haben  für  alle  Punkte  derselben  die  nämliche 
und  ein  und  dieselbe  Länge  des  Radius.  Dies  ist  eine  nothwendige 
Folge  der  ünveränderlichkeit  des  Krümmungsradius  und  soll  durch 
die  Betrachtung  der  Krümmungskreise  123  und  234  in  zwei  benach- 
barten Schmiegungsebenen  als  Querschnitte  der  Schmiegungskugel 
12  34  bewiesen  werden. 

8)  Der  Krümmungsradius^  für  einen  Punkt  der  Schrauben- 
linie föllt  in  die  durch  ihn  gehende  Normale  zur  Axe  des  Schrauben- 
cy linders ;  die  Krümmungsmittelpunkte  der  Schraubenlinie 
bilden  somit  eine  zweite  Schraubenlinie  vom  nämlichen  Sinn,  von 
derselben  Ganghöhe  und  gleich  hoch  gelegenem  Anfangspimkt,  auf 
einem  Cylinder  von  der  nämlichen  Axe  und  dem  Grundkreishalb- 
messer (^  —  r). 

13.  Legt  man  durch  einen  Punkt  Ä  der  Schraubenlinie  in 

der  Abwickelung  den  Normalschnitt  K  des  Schraubencylinders 

und   zieht  durch  den    beliebigen  Punkt  B  derselben  die  Er- 
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zeugende,  bis  sie  in  Bq  den  Normalscbnitt  schneidet,  so  ist  nach 
§§  10,  12  die  Länge  ABq,  d.  i.  die  entsprechende  Bogenlänge 
des  Grandkreises,  zur  Bestimmung  der  Projection  der  Schrau- 
benlinien-Tangente in  B  zu  gebrauchen:  Man  zieht  in  Bq  die 
Tangente  des  Grundkreises  und  trägt  auf  ihr  die  wahre  Länge 
des  Bogens  BqA  in  BqS^  ab;  dann  isiS^  der  Dnrchstosspunkt 
der  fraglichen  Tangente  in  der  Ebene  des  Grundkreises. 

Man  erhält  somit  den  Ort  der  Durchstosspunkte  der  auf- 
einander folgenden  Tangenten  der  Schraubenlinie  in  der  Grund- 
kreisebene oder  in  der  Normalschnittebene  des  Schrauben- 
cylinders  durch  den  Punkt  A  derselben,  indem  man  in  den 
entsprechenden  Punkten  Bq  des  Grundkreises  die  Tangenten 
dieses  letzteren  zieht  und  auf  dieselben  von  Bq  aus  die  jedes- 
malige Bogenlänge  des  Grundkreises  von  Bq  bis  A  abträgt. 
Dieser  Ort  ist  somit  die  Evolvente  des  Grundkreises  K 


Fig.  sa. 


für  den  Anfangspunkt  A  (Fig.  39),  und  zwar  entspricht 
▼on  den  beiden  Evolventen  desselben,  mit  diesem  Anfangs- 


76  11-  Curven  und  Flächen:  A)  Entwickelbare  Flächen.  13. 

punkt  die  eine  dem  von  Ä  aus  aufsteigenden,  die  andere 
dem  von  A  aus  absteigenden  Theil  der  Schraubenlinie. 

Jedem  Schraubengang  entspricht  ein  Umgang  der  Kreis- 
evolvente  oder  die  einmalige  Abwickelung  des  Kreisumfanges 
auf  der  Tangente.  Wir  sagen:  Die  Spur  der  developpa- 
beln  Fläche  der  Schraubenlinie  in  der  Ebene  des 
Grundkreises  ist  von  den  Evolventen  desselben  für 
den  in  ihm  gelegenen  Punkt  der  Schraubenlinie  als 
Anfangspunkt  gebildet. 

Zeichnet  man  also  für  den  in  der  ersten  Projectionsebene 
gelegenen  Punkt  Ä  der  Schraubenlinie  die  beiden  Evolventen  des 
GrundkreiseS;  so  sind  dieselben  die  oben  bezeichneten  Spuren  der 
developpabeln  Schraubenfläche  in  dieser  Projectionsebene;  sie 
sind  aber  zugleich  die  ersten  Projectionen  ihrer  Spuren  in 
allen  den  zu  ^OF  parallelen  Ebenen^  welche  durch  die  Punkte 
der  Schraubenlinie  in  der  von  Ä  ausgehenden  Cylinder- Er- 
zeugenden gelegt  sind  —  und  zwar  immer  mit  der  nämlichen 
Beziehung  wie  vorher  zu  dem  von  da  aus  auf-  und  resp.  ab- 
steigenden Gange.  Und  thut  man  dasselbe  für  irgend  einen 
andern  Punkt  der  Schraubenlinie  im  zugehörigen  Normal- 
schnitt, so  sind  die  neuen  Evolventen  desselben  durch  die  näm- 
liche Verschiebung  und  Drehung  längs  der  Axe  und  um  sie 
aus  den  alten  entstanden,  durch  welche  der  betrachtete  Punkt 
aus  dem  Anfangspunkte  hervorgegangen  ist.  Trägt  man  also 
constantes  B'  S^  (^^S*  39)  in  der  Tangente  des  Grundkreises 
vom  Berührungspunkte  in  bestimmtem  Sinne  und  constantes 
B'* Bq'  in  der  Verticalprojection  der  Erzeugenden  auf,  so  erhält 
man  in  der  durch  B^'  gehenden  Horizontalebene  den  Durch- 
stosspunkt  ^s^'  der  Tangente  in  der  Yerticalen  durch  S^. 
Man  sieht)  dass  hierbei  mit  einer  beliebigen  Tangenten  länge 
operiert  werden  kann,  wenn  sie  nur  gross  genug  ist,  um  die 
lÄge  der  Verticalprojection  der  Tangente  durch  5j"-^"  gut  zu 
bestimmen. 

Mit  Hilfe  dieser  Bemerkungen  verzeichnet  man  alle  Tan- 
genten der  Schraubenlinie  mit  gleicher  Genauigkeit.  Aber 
auch  so:  Ist  die  erste  Projection  e*  einer  solchen  gegeben,  so 
ist  von  den  beiden  ihrem  Berührungspunkte  zunächstliegenden 
rechtwinkligen  Schnitten  derselben  mit  den  beiden  Evolventen 
am  Anfangspunkt  und  Endpunkt  des  Ganges  der  eine  Sy^  ihr 
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Durchstosspunkt  in  der  Ebene  des  Grundkreises  und  der  ersten 
Projection  selbst^  der  audere  Si*  die  Horizontalprojection  ihres 
Durchstosspunktes  in  der  um  die  Ganghöhe  über  ihr  gelegenen 
Parallelebene;  man  hat  also  die  Construction  in  Fig.  39  aus 
e\   B'  mit  Ä,  und  Ä,*  von  e"  und  B'\ 

Die  beiden  entgegengesetzten  Evolventen  E,  E*  des  Grund- 
kreises K  aus  dem  Anfangspunkte,  als  die  Spuren  des  aufsteigen- 
den und  des  absteigenden  Ganges  jeder  zugehörigen  Schrauben- 
linie, schneiden  einander  einmal  bei  jedem  Umgang  in  dem 
Durchmesser  des  Anfangspunktes  —  also  in  D  zuerst  (Tafel  I) ; 
jeder  dieser  Punkte  ist  der  gemeinsame  Durchstosspunkt  von 
zwei  Tangenten  ij  I*  der  Schraubenlinie  S,  von  denen  die  eine 
zum  absteigenden,  die  andere  zum  aufsteigenden  Gange  gehört. 
Mit  der  Verschiebung  der  Grundkreisebene  wird  der  Anfangs- 
punkt und  mit  ihm  diese  Schnittpunkte  Z>,,  D^^  D^y  .  •  .  nach 
demselben  Gesetz  der  Schraubung  bewegt  um  dieselbe  Axe 
und  im  nämlichen  Sinne;  sie  beschreiben  Schraubenlinien  D 
von  derselben  Ganghöhe  wie  jener.  Mit  andern  Worten:  Die 
developpable  Schraubenfläche  durchschneidet  sich 
selbst  in  Schraubenlinien  von  gleicher  Ganghöhe 
und  Axe  mit  der  gegebenen,  aber  von  wachsenden 
Grundkreishalbmessern,  indem  sie  den  ganzen  Raum 
in  vierkantige  Schraubenröhren  theilt,  deren  Sei- 
tenflächen Theile  der  developpablen  Schrauben- 
fläche und  deren  Kanten  Doppelcnrven  sind.  Die 
Figur  zeigt  eine  der  Doppelcnrven  in  axonometrischer  Pro- 
jection, nämlich  die  erste  mit  dem  Grundkreis  Kd»  Man  wird 
darin  ihre  Construction  vollständig  erkennen.  Wir  bemerken, 
dass  die  Selbstdurchdringung  einer  allgemeinen  developpabeln 
Fläche  im  Grunde  selbstverständlich  ist;  ferner,  dafs  die  Ebenen, 
welche  durch  die  Paare  sich  schneidender  Tangenten  bestimmt 
werden,  offenbar  eine  neue  developpable  Fläche  bilden  müssen, 
die  wir  als  eine  doppelt  berührende  oder  doppelt  umge- 
schriebene Developpable  der  Curve  bezeichnen  dürfen. 
Wir  werden  später  sehen,  dass  es  nur  eine  algebraische  Deve- 
loppable giebt,  die  keine  Selbstdurchdringung  und  daher  auch 
keine  doppelt  berührende  Developpable  besitzt,  die  Tangen  t en- 
fläche  der  einfachsten  algebraischen  doppelt  gekrümmten 
Curve,  der  Räumen rve  dritter  Ordnung.     (Vergl.  §  20.) 
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1)  Für  ÄOF  als  Horizontalebene  (Fig.  39)  ist  die  Tangente  e 
der  Schraubenlinie  in  jedem  ihrer  Punkte  die  Falllinie  der  zuge- 
hörigen Schmiegungscbene  ^ | ,  $2  derselben ;  alle  Schmiegnngsebenen 
der  Schraubenlinie  sind  gleich  geneigt  gegen  die  Ebene  des  Grund- 
kreises und  gegen  die  Axe  des  Schraubencylinders.  Die  developpable 
Schraubenfläche  ist  eine  deyeloppable  Fläche  von  gleichem 
Fallen. 

2)  Wenn  man  auf  allen  Tangenten  der  Schraubenlinie  von  den 
Berührungspunkten  aus  gleiche  Stücke  nach  derselben  Seite  (auf- 
wärts oder  abwärts)  abträgt,  so  bilden  die  Endpunkte  derselben 
eine  neue  Schraubenlinie,  welche  auf  einem  Kreiscylinder  von  der- 
selben Axe  liegt.  Concentrische  Kreise  aus  dem  Fusspunkt  der  Axe 
in  der  zu  ihr  normalen  Projectionsebene  sind  die  gleichnamigen  Pro- 
jectionen  doppelt  so  vieler  Schraubenlinien  von  einerlei  Ganghöhe 
und  auf  derselben  developpablen  Fläche  —  der  Tangentenfläche 
der  ursprünglichen.  Für  den  Grundkreis  fallen  die  beiden  Schrau- 
benlinien in  die  gegebene,   die  vom  kleinsten  Radius,   zusammen. 

8)  Und  umgekehrt:  Zwei  Schraubenlinien  von  gleichem  Sinn, 
gleicher  Ganghöhe  A  und  einerlei  Axe,  die  durch  ihre  Ajifangspunkte 
A^ ,  ^2  ^^^  Grundkreise  A'j ,  1^2  1^  ÄOF  gegeben  sind,  bestimmen 
eine  developpable  Schraubenfläche;  auf  der  sie  liegen.  Man  ermittle 
die  Schraubenlinie  ICj  de- 
ren Tangentenfläche  diese  ^^'  *°' 
letztere  ist.  Die  Figur 
40  zeigt  die  Constrnction. 

Aus  dem  Schnitt- 
punkte S^  der  Evolventen 
der  Kreise  JUC^  und  iT^ 
mit  den  Anfangspunkten 
A^  und  A2  sind  diejeni- 
gen Tangenten  S^  B  und 
S^C  an  diese  Kreise  ge- 
zogen, welche  die  Tan- 
genten der  beiden  Schrau- 
benlinien darstellen,  die 
sich  in  S^  begegnen.  Die 
Verbindungslinie  ihrer  Berührungspunkte  muss  eine  Tangente  der 
Schraubenlinie  sein,  auf  deren  Tangentenfiäche  die  beiden  betrach- 
teten Curven  liegen.  K  ist  ihr  Grandkreis  und  A  der  zur  Tangente 
BC  gehörige  Punkt  in  ihr. 

4)  Man  zeige,  dass  zwei  Curven  in  verschiedenen  Ebe- 
nen und  zwei  Baumcurven  überhaupt  eine  developpable 
Fläche  bestimmen,  auf  der  sie  liegen.  Wir  denken  im  Falle 
der  beiden  Baumcurven  die  von  den  Tangenten  derselben  ge- 
bildeten entwickelbaren  Flächen  und  ihre  Durch dringungscurve;  sei  S 
ein  Punkt  derselben,   in   welchem  sich  die  Tangenten  der  Punkte 
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A  und  B  der  ersten  und  zweiten  Curve  respective  schneiden; 
dann  ist  AB  eine  Erzeugende  und  ABS  die  entsprechende  Scbmie- 
gnngsebene  der  gesuchten  entwickelbaren  Fläche.  Lassen  wir  S 
die  bezeichnete  Durchdringungscurve  durchlaufen,  so  erhalten  wit 
alle  ihre  Erzeugenden  und  Schmiegungsebenen.  Wenn  die  Durch- 
dringungscurve von  der  einen  Baumcurve  in  einem  Punkte  ge- 
schnitten wird,  so  ist  der  Berührungspunkt  der  zugehörigen  Tan- 
gente der  andern  Curve  ein  Punkt  der  gesuchten  developpabeln 
Fläche,  in  welchem  sich  drei  auf  einander  folgende  Schmiegungs- 
ebenen  schneiden  oder  ein  Punkt  der  zugehörigen  Baumcurve. 
Im  Falle  der  vorigen  Aufgabe  genügt  ein  Punkt  der  Durchdringung 
zur  Bestimmung.  Für  ebene  Curven  ist  der  Ort  von  S  die 
Durchschnittslinie  ihrer  Ebenen;  man  erörtere  die  Mehrdeutigkeit 
der  Bestimmung,  welche  in  diesem  Falle  eintritt  und  zeige,  dass 
die  Schnittpunkte  der  einen  Curve  mit  der  Durchschnittslinie  der 
Ebenen  von  beiden,  als  Berührungspunkte  ihrer  Tangenten  an  die 
andere,  Punkte  der  zur  entstehenden  Developpabeln  gehörigen 
Raumcurve  liefern  und  zugleich  Endstellen  desjenigen  Theiles  der 
zweiten  Curve  bezeichnen,  die  auf  dem  reellen  Theile  der  ent- 
stehenden developpabeln  Fläche  liegt.  (Vergl.  weiterhin  die  Un- 
terscheidung parasitischer  Theile  in  den  Directrixcurven  wind- 
schiefer Begelflächen.) 

5)  Man  bestimme  einen  Punkt  der  developpabeln  Scb  rauben- 
fläche und  die  zugehörige  Tangentialebene  derselben  aus  seiner 
gegebenen  Projection  auf  der  zur  Axe  der  Schraube  normalen  Ebene 
mittelst  der  zugehörigen  Tangente  der  Schraubenlinie  und  der  Tan- 
gente der  Evolvente  in  ihrem  Durchstosspunkte. 

6)  Die  Tangente  der  Kreisevolvente  in  jedem  ihrer  Punkte 
ist  normal  zu  der  einen  von  demselben  ausgehenden  Tangenten  des 
Schraubenkreises  —  als  Spur  derjenigen  Schmiegungsebene  der 
Schraubenlinie  in  der  Grundkreisebene,  welche  die  Developpable 
längs  der  Erzeugenden  berührt,  von  der  jene  Tangente  die  erste 
Projection  ist. 

Setzt  man  /3  «a  45^,  so  ist  der  abgewickelte  Orundkreisbogen 
immer  der  Höhe  des  Punktes  der  Schraubenlinie  gleich  und  die 
Spurevolvente  ist  die  Enveloppe  der  Bildkreise  der  Schraubenlinie 
im  Sinne  der  „Cyklographie^'  (I,  §  (36)  f.);  die  Mantellinien  der 
Developpabeln  sind  durch  die  Systeme  sich  in  ihren  Punkten  be- 
rührender Kreise  dargestellt;  etc. 

Betrachtet  man  die  zwei  Evolventen  desselben  Kreises  vom 
nämlichen  Anfangspunkt  (Fig.  39  und  Tafel  I,  U)  und  den  con- 
centrischen  Kreis  zu  jenem  durch  einen  ihrer  Schnittpunkte  {Kd 
resp.  D'),  so  sind  die  beiden  Tangenten  des  Grundkreises  aus 
einem  Punkte  des  letzteren  die  Projectionen  der  Tangenten  der 
Schraubenlinie  aus  den  bezüglichen  Punkten  der  Doppelcurve  D; 
ihre  Schnittpunkte  mit  den  Evolventenbögen,  auf  denen  sie  resp. 
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rechtwinklig  stehen,  sind  die  entsprechenden  Durchstosspunkte ; 
und  da  jene  Tangenten  von  der  Doppeleurve  bis  zu  ihren  Durch* 
stosspunkten  und  ebenso  die  bezüglichen  Projectionen  gleich  lang 
sein  müssen,  so  ist  D'  der  Ort  der  Centra  doppelt  berührender 
Kreise  für  die  aus  beiden  Evolventen  £,  E*  zusammengesetzte  Curve. 

7)  Man  construiere  aus  Ganghöhe  und  Grundkreishalbmeflser 
die  Projectionen  einer  Schraubenlinie  mittelst  ihrer  Tangenten  und 
bestimme  nachher  auf  denselben  die  zugehörigen  Berührungspunkte. 

8)  Man  zeichne  die  axonometrische  Darstellung  der  Schrauben- 
linie und  ihrer  Tangentenfläche  für  zwei  Gfinge  zwischen  den  Nor- 
malschnitten der  Endpunkte.     (Vergl.  Tafel  I.) 

9)  Der  Grundkreis,  die  Spurevolvente  des  aufsteigenden  Ganges 
und  die  Ganghöhe  bestimmen  die  Schraubenlinie  und  ihre  Tangen- 
tenfläche, und  stellen  sie  dar,  wenn  man  ihre  Spurebene  als  Tafel 
der  allgemeinen  Orthogonalprojection  mit  der  zur  Tafel  parallelen 
Fizebene  im  Abstand  h  ansieht.     (Grundriss  und  Cote.) 

10)  In  welcher  Weise  kann  die  Existenz  dieser  Doppeleurve 
D  zur  genauen  Zeichnung  der  Schraubenlinie  und  ihrer  develop- 
pabeln  Fläche  benutzt  werden?  Wir  wollen  die  bequeme  und 
genaue  Construction  erklären.  Aus  dem  Grundkreis  A\  dem  An- 
fangspunkt A  in  demselben  und  der  Ganghöhe  h  nebst  Kenntniss 
des  Sinnes  ist  mit  der  Schraubenlinie  selbst  auch  das  System  ihrer 
Doppelcurven  bestimmt  und  wir  erhalten  die  Projectionen  der  ersten, 
D,  als  von  gleichem  Sinne  und  derselben  Ganghöhe  mit  der  ge- 
gebenen aus  der  Kenntniss  ihres  Anfangspunktes  I ;  dieser  ist  aber 
der  erste  Schnittpunkt  der  Evolventen  von  K  m  A  ^  oder  der  erste 
Schnittpunkt  derselben  mit  dem  Durchmesser  von  A,  Wir  ver- 
zeichnen nun  den  Grundkreis  Ka  oder  D/  und  theilen  ihn  von  I' 
aus  ein,  etwa  in  zwölf  gleiche  Theile  mit  den  Theilpunkten  II',  HI', 
. . .  Xn',  Xm'  bei  I',  Xrv'  in  11\  etc.  Tragen  wir  in  der  Axe  x  den 
Umfang  2nr  von  K  ab  und  in  seinem  Endpunkte  rechtwinklig  dazu 
die  Höhe  h  ab,  so  liefert  die  Eintheilung  der  letzteren  in  zwölf  gleiche 
Theile  uns  die  Höhen  über  o;,  in  welchen  die  Verticalprojectionen 
der  Punkte  II,  m,  .  .  .  XIII,  etc.  der  Doppeleurve  D  liegen 
und  damit  die  Verticalprojection  dieser  Curve.  Wir  bestimmen 
jetzt  die  von  I'  aus  an  K  gehenden  Tangenten,  ihre  Länge  und 
ihre  Berührungspunkte,  die  als  l'  und  —  1'  bezeichnet  werden 
mögen;  die  mit  jener  Länge  als  Radius  von  n\  m',  ...  be- 
schriebenen Kreise  schneiden  aus  K  die  Punkte  2',  —  2';  3',  —  3'; 
etc.  aus,  und  wir  haben  damit  die  Horizontalprojectionen  der 
Punktepaare  der  Schraubenlinie  K  bestimmt,  deren  Tangenten  sich 
in  I,  n,  ...  durchschneiden  und  von  denen  der  eine  immer  um 
dieselbe  Höhe  A|  über  dem  Schnittpunkte  liegt,  wie  der  andere 
unter  ihm ,  so  dass  sich  ihre  Verticalprojectionen  sämmtlich  durch 
Benutzung  dieser  nämlichen  Länge  h^  bestimmen  lassen.  Wir  er* 
halten  aber  diese  Höhe  h^  aus  -dem  vorher  aus  den  Katheten  2itr 


OrÜiogonalprojection»  Schraubenlinie  bei  schräger  Axe.  13.         81 

und  h  gebildeten  rechtwinkligen  Dreieck  mit  dem  an  x  anliegen- 
den Neigungswinkel  ß  der  Schraubenlinie,  indem  wir  die  Länge  der 
Tangente  von  1'  tm  K  vom  Scheitel  von  ß  aus  in  x  abtragen,  als 
die  seinem  Endpunkte  als  Bechtwinkelecke  entsprechende  zweite 
Kathete.  Schneiden  wir  dann  das  durch  3'  resp,  —  3'  zur  Axe  o; 
geflillte  Perpendikel  durch  die  ihr  Parallele  aus  IH''  und  tragen 
in  jenem  nach  oben  und  in  diesem  nach  unten  h^  ab;  so  sind  die 
erhaltenen  Endpunkte  3 "  und  —  3 "  resp.  die  bezüglichen  Punkte 
und  die  von  ihnen  nach  m'  gehenden  Geraden  die  zugehörigen 
Tangenten  der  Verticalprojection  der  Schraubenlinie.  Man  sieht, 
dass  sie  nach  Eintheilung  des  Kreises  D' mittelst  zweier  fester 
Zirkelöffnungen  vollständig  construiert  wird. 

11)  Da  die  Tangenten  in  Punkten  der  Schraubenlinie,  welche 
derselben  Erzeugenden  des  Cjlinders  angehören,  parallel  sind,  so 
besitzt  die  developpable  Schraubeniläche  überdiess  einen  vielfachen 
Kreis  im  Unendlichen;  die  Richtung  der  Axe  ist  sein  Mittel- 
punkt. 

12)  Man  erörtere  die  orthogonal-projectivische  Darstellung  einer 
Schraubenlinie  von  gegebenem  Anfangspunkt  A  bei  gegebener  Gang- 
höhe h  und  für  eine  durch  ihre  Projectionen  bestimmte  schräge  Axe 
derselben.    (Fig.  41,  p.  83.) 

Wir  wollen  annehmen,  eine  Schraubenlinie  sei  durch  den  An- 
fangspunkt A^  den  Drehungssinn,  die  Ganghöhe  h  und  die  Axe  a 
bestimmt,  von  der  letzteren  aber  die  Orthogonalprojection  a  auf  die 
Tafel,  ihr  Dnrchstosspunkt  S^  und  ihr  Neigungswinkel  ß^  mit  der- 
selben gegeben.  (Wir  können  diese  Data  als  Data  einer  descriptiv- 
geometrischen  Behandlung  oder  als  solche  für  die  Orthogonalpro- 
jection mit  einem  Bilde  voraussetzen,  ohne  dass  die  folgende  Ent- 
wickelung  irgend  welche  Modificationen  erfordert.)  Wir  nehmen 
a  als  Axe  ^x  und  verzeichnen  ^A^'  und  ^a";  legen  wir  dann  ^x 
normal  zu  ^a"  durch  ^A'\  so  wird  j^'  der  Fusspunkt  in  jö"  und 
der  von  da  aus  durch  2^^'  beschriebene  Kreis  »^k  der  Grundkreis 
der  Schraubenlinie  und  wir  erhalten  ihre  Evolvente  in  der  Pro- 
jection  ^A\D\  sowie  ihre  Projection  jS"  (die  nicht  eingezeichnet 
ist)  und  haben  nur  die  Rücktransformation  auf  die  ursprüngliche 
Ebene  zu  vollziehen,  um  die  gewünschte  Horizontalprojection  zu 
erhalten.  Man  macht  dabei  die  Wahrnehmung,  dass  diese  im  All- 
gemeinen in  zwei  Formen  auftritt;  nämlich  entweder  wie  die  Pro- 
jection ^"  mit  zwei  Iniiexionen  in  jedem  Gange,  nur  dass  diese 
nicht  wie  dort  in  gleichen  Entfernungen  in  demselben  Gange  und 
von  Gang  zu  Gang  oder  nicht  in  der  bezüglichen  Projection  der 
Axe  gelegen  sind  (so  auch  in  Figur  41);  oder  mit  zwei  Knoten- 
punkten in  jedem  Gange  —  also  in  üebereinstimmung  mit  dem 
schon  in  §  12,  4  Bemerkten  als  affine  Figur  einer  verkürzten  resp. 
einer  verlängerten  Cjkloide.  Es  ist  evident,  dass  die  Angabe  der 
Inflexionspunkte  1  und  J  und  ihrer  Tangenten  im  ersten  Falle  für 

Fiedler,  darateUende  Oeometrie.    II.    3.  Aufl.  Q 
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die  graphische  Ausführung  das  Werthvollste  ist  und  wir  werden  in 
§  14  sehen,  wie  einfach  dieselben  zu  bestimmen  sind.  Dort  ist 
die  Fig.  41  weiter  besprochen.    • 

13)  Man  bestimme  in  der  axono metrischen  Darstellung  von 
Tafel  I  die  Mantellinien  des  Schraubencylinders,  welche  die  Inflexions- 
stellen  des  axonometrischen  Bildes  der  Schraubenlinie  enthalten 
und  die  zugehörigen  Inflexionstangenten.  Da  die  Inflexionen  die 
Bilder  der  Curvenpunkte  sind,  deren  Schmiegungsebenen  zur  Bild- 
ebene normal  stehen  und  ihre  Tangenten  die  Spuren  dieser  Schmie- 
gungsebenen; und  da  jede  Schmiegungsebene  zwei  benachbarte  Tan- 
genten der  Schraubenlinie  enthält,  deren  Bilder  in  unserem  Falle 
in  eine  Gerade  fallen,  und  deren  Schnittpunkte  mit  den  Doppel- 
curven  sowohl  als  deren  Durchstosspunkte  in  der  Orundkreis- 
evolvente  zusammenfallen  müssen ,  so  haben  wir  zunächst  den  nach 
diesen  seinen  Gründen  offenbar  für  alle  Projectionen  gültigen  Satz: 
Die  Inflexionstangenten  des  Bildes  der  Schraubenlinie 
sind  auch  Tangenten  und  zwar,  wie  leicht  ersichtlich 
wird,  Doppeltangenten  der  gleichnamigen  Bilder  aller 
ihrer  Doppelcurven  und  (einfache)  von  der  ihrer  Spur- 
evolvente.  Man  erhält  hiernach  zuerst  die  Inflexionstangenten 
des  Bildes  aus  der  Kenntniss  der  gleichnamigen  Projectionen  einer 
Doppelcurve  resp.  der  Spurevolvente;  aus  ihren  Berührungsstellen 
mit  der  Doppelcurve  und  der  Spurevolvente  die  Tangente  des 
Kreises  K^  welche  die  Spur  der  zugehörigen  Cjlindertangential- 
ebene  in  seiner  Ebene  ist  und  als  ihren  Berührungspunkt  den 
Fusspunkt  der  Mantellinie  des  Cylinders  s^  welche  den  zugehörigen 
Inflexionspunkt  enthält.  (Der  Berührungspunkt  an  K  wird  natür- 
lich durch  Affinität  mit  dem  Kreise  streng  bestimmt:  Man  mag 
dies  in  der  Figur  der  Tafel  I  eintragen;  ebenso  in  der  descriptiv- 
geometrischen  Ausführung  von  Tafel  II  —  mit  welcher  Modifi- 
cation  betreffs  der  Spurevolvente?) 

14)  Nach  dem  Vorigen  ist  jede  Schmiegungsebene  der  be- 
trachteten Schraubenlinie  —  denn  bei  der  willkürlichen  Wahl  der 
Bildebene  kann  jede  als  zu  dieser  normal  gedacht  werden  —  eine 
Doppeltangentialebene  einer  beliebigen  Doppelcurve,  nämlich  eine 
Ebene,  welche  zwei  Tangenten  derselben  enthält;  oder  die  Schmie- 
gungsebene der  Originalcurve  bleibt  bei  ihrer  Schraubung  nach 
derselben  Doppelberührungsebene  ihrer  Doppelcurven;  so  dass  die 
zugehörigen  Tangentenpaare  der  letzteren  wiederum  gleichzeitig 
deren  Doppelcurven  erzeugen.  Und  jede  Ebene,  welche  eine  Schrau- 
benlinie beständig  doppelt  berührt,  erzeugt  als  Ort  des  Schnitt- 
punktes der  zugehörigen  beiden  Tangenten  eine  Doppelcurve  und 
als  Enveloppe  eine  neue  Schraubenlinie  und  ihre  developpable  Fläche, 
für  welche  jene  eine  Doppelcurve  ist  und  die  ihrerseits  wieder  ein 
System  von  Doppelcurven  hat.  Jede  Schraubenlinie  giebt  in  dieser 
Art  zu  unendlich  vielen  neuen  Anlass,   weil  eine  Ebene,  die  den 
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ersten  Oang  von  jener  berührt,  zugleich  entweder  ihren  zweiten,  • 
oder  ihren  dritten,  vierten  etc.  Gang  berühren  kann. 

15)  Welchen  Orenzlagen  näbein  sich  die  vorher  hervorgetrete- 
nen unendlich  vielen  doppelt  berührenden  doveloppabeln  Schrauben- 
fifichen  und  ihre  zugehörigen  Schraubenlinien? 

IG)  Die  Tangentialebenen  des  Scbraubencyhnders  sind  vielfache 
Tangentialebenen  aller  auf  ihm  verzeichneten  Schraubenlinien;  somit 
sind  aach  die  Beruh rungalinien  seiner  UmriEatangentialebenen  viel- 
fache Tangenten  ihres  Bildes  in  jederlei  Art  von  Projection. 

Fig.  41. 


17)  Wenn  das  Projectionseentrum  in  einer  doppelt  berühren- 
den Ebene  der  Schraubenlinie  liegt,  so  erscheint  ihre  Spur  als  eine 
Doppel  tan  gente  des  zugehörigen  Bildes,  deren  Berührungspunkte 
die  zugehörigen  Projectionen  der  Berührungspunkte  der  Ebene  mit 
der  Curve  sind.  Liegt  das  Projectionseentrum  in  einer  der  ent- 
sprechenden Tangenten  der  Curve  (gleichviel  ob  im  Endlichen  oder 
unendlich  fem),  so  wird  der  betreffende  Funkt  des  Bildes  zum 
ROckkehrpunkt  mit  derselben  noch  andern-Srts  berührenden  Tan- 
gente; liegt  es  aber  im  Schnittpunkt  beider  Tangenten,  eo  hat 
das  Bild  entsprechend  zwei  Bück  kehrpunkte  mit  einerlei  Tangente. 
Alles  dies  gilt  für  beliebige  Curven  und  eine  ihrer  doppelt  be- 
rührenden Ebenen. 

Wenn    das  Projectionseentrum    in  der  Schnittlinie  von   zwei 
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doppeltberührenden  Ebenen  oder  im  Schnittpunkt  von  drei  solchen 
liegt,  welche  Specialitäten  zeigt  das  zugehörige  Bild  der  Schrau- 
benlinie resp.  der  beliebigen  betrachteten  Curve?  Welche  beson- 
deren Lagen  in  der  Schnittlinie  von  zwei  doppeltberQhrenden  Ebe- 
nen sind  hervorzuheben  und  wodurch  charakterisiren  sich  ihre 
Bilder? 

18)  Alle  Schraubenlinien  von  der  nämlichen  Axe  und  dem- 
selben Anfangspunkt  aber  von  verschiedener  Ganghöhe  besitzen  in 
der  Normalschnittebene  durch  diesen  dieselben  Spurevolventen  und 
dieselben  Anfangspunkte  ihrer  verschiedenen  Doppelcurven.  Welche 
Unterschiede  zeigen  sich  bei  Gleichheit  oder  Gegensatz  ihres 
Drehungssinnes  ? 

14.  Wenn  man  (vgl.  §  2)  durch  einen  beliebigen  Punkt 
des  Raumes  M  zu  allen  Erzeugenden  €i  einer  developpabeln 
Fläche  Parallellinien  e?^  und  zu  allen  Tangentialebenen  Ej  der- 
selben Parallelebenen  Et*  legt,  so  sind  jene  die  Erzeugenden 
desselben  Kegels ,  den  diese  umhüllen,  weil  den  aufeinander 
folgenden  Erzeugenden  e, ,  e.^  der  developpabeln  Fläche  in  ihrer 
Tangentialebene  die  aufeinander  folgenden  parallelen  Erzeu- 
genden ^1*,  ^2*  uJid  ^^^  zu  jener  parallele  Ebene  entsprechen. 

Wir  nennen  diesen  Kegel  den  Richtungskegel  der 
developpabelen  Fläche.  Für  die  developpabele  Schrauben- 
fläche sehen  wir  aus  §  2,  9,  dass  er  weder  Inflexionstangential- 
ebene  noch  Rückkehrerzeugende  besitzen  kann,  und  aus  der 
gleichen  Neigung  ^  aller  ihrer  Mantellinien  gegen  die  Normal- 
schuittebene  des  Schraubencjlinders  erhellt  sofort,  dass  er  ein 
Rotationskegel  von  verticaler  Axe  ist,  mit  dem  Winkel  (90®  —  /3) 
als  halben  Winkel  an  der  Spitze;  seine  zweiten  Umrisse  sind 
also  den  Inflexionstangenten  der  Verticalprojection  der  Schrauben- 
linie in  der  descriptiv-geometrischen  Darstellung  Fig.  38  f.  parallel. 

Mit  Hilfe  dieses  Kegels  lost  man  folgende  Aufgaben: 

a)  Man  construiert  die  Schmiegungsebenen  der 
Schraubenlinie  durch  einen  Punkt  Pim  Räume  (Fig. 42) 
—  indem  man  die  gemeinschaftlichen  Tangentialebenen  des 
Parallelkegels  aus  P  zum  Richtangskegel  mit  der  developpabeln 
Schraubenfläche  bestimmt;  ihre  ersten  Spuren  sind  diejenigen 
gemeinsamen  Tangenten  der  kreisförmigen  ersten  Spur  des 
Kegels  und  der  der  Schraubenfiäche,  für  welche  diese  Gurven 
auf  derselben  Seite  liegen.  Die  zugehörigen  Erzeugenden 
e, ,  ^2  der  developpabeln  Flüche  und  die  entsprechenden  Pankte 
der  Schraubenlinie  sind  damit  bestimmt. 
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Ist  P  das  Projectionscentrum,  so  ist  eine  durch  P  gehende 
Scbmiegungsebene  der  Schraubenlinie,  weil  sie  zwei  aufeinan- 
der folgende  Tangenten  derselben  enthält^  eine  stationäre  Tan- 
gentialebene ihres  projicierenden  Kegels,  die  Spur  derselben 
in  der '  Bildebene  also  eine  Inäexionstangente  ihres  Bildes. 
(Vgl.  §  13,  13  f.)  Diese  Inflexionstaugenten  sind  offenbar  zu- 
gleich Umrisslinien  des  Bildes  der  entwickelbaren 
Fläche  der  Schraubenlinie  (siehe  die  axonometrische  Dar- 
stellung auf  Tafel  I);  sie  sind  nicht  nothw^ndig  vorhanden, 
und  zwar  in  Parallelprojection  nicht,  weil  nicht  mit  jeder  Rich- 
tung Tangentialebenen  an  einen  gegebenen  Kegel  gehen;  bei 

Fig.  42. 


centraler  Projection  aber  .werden  die  verschiedenen  Gänge  das 
eine  und  das  andere  Verhalten  zeigen,  nämlich  die  dem  Äuge 
nächsten  können  Umrisse  also  luflexionen  haben,  indess  bei 
den  vom  Auge  entfernteren  Doppelpunkte  auftreten. 

Ist  P  ein  leuchtender  Punkt,  so  hat  die  developpable  Fläche 
im  ersten  Falle  eine  Schattengrenze,  die  Mautellinien  der  durch 
P  gehenden  Schmiegungsebenen ,  welche  beleuchtete  von  un- 
beleuchteten Theilen  derselben  trennen;  andernfalls  besässe  sie 
eine  solche  Grenze  nicht,  was  offenbar  für  diejenigen  Flächen- 
theile  gelten  wird,  die  vom  Punkte  P  aus  betrachtet  concav 
erscheinen;  die  gewonnene  Anschauung  von  der  Zerschneidung 
des  Gesammtraumes  in  Schraubenrohren  legt  klar^  dass  für  ein 
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P  im  endlichen  Kaume  immer  beides  für  verschiedene  Gänge 
stattfinden  muss;  für  ein  unendlich  fernes  P  formulieren  wir 
die  Losung  speciell  in  der  folgenden  Frage. 

b)  Man  construiert  die  zu  einer  Geraden^  paral- 
lelen Schmiegungsebenen^  indem  man  diejenigen  Tangen- 
tialebenen der  developpabeln  Schraubenfläche  bestimmt,  welche 
zu  den  Tangentialebenen  des  Richtungskegels  parallel  sind, 
die  die  Richtung  der  Geraden  g  enthalten.  (§  3,  e.  10  f.)  Vergl. 
unter  den  Beispielen. 

c)  Man  construiert  die  zu  einer  Ebene  paral- 
lelen Tangenten  der  Schraubenlinie  —  indem  man  die- 
jenigen Erzeugenden  des  Richtungskegels  aufsucht,  welche  der 
Parallelen  dieser  Ebene  durch  seine  Spitze  angehören;  die  ge- 
suchten Geraden  sind  die  zu  ihnen  parallelen  Erzeugenden  der 
developpabeln  Schraubenfläche. 

Selbstverständlich  kann  der  Richtungskegel  einer  deve- 
loppabeln Fläche  als  Bestimmungsstück  derselben  dienen. 
Aus  einer  auf  ihr  gelegenen  Gurve  und  aus  ihrem  Richtungs- 
kegel ist  eine  Fläche  bestimmt  —  denn  dieser  giebt  ihren  un- 
endlich fernen  Querschnitt;  man  wird  ihre  Construction  nach 
§  13,  4  discutieren.  Ist  der  Richtungskegel  ein  Rotations- 
kegely  so  entsteht  die  Developpable  gleichen  Fallens 
gegen  die  zu  seiner  Äxe  normalen  Ebenen,  welche  durch  die  ge- 
gebene Curve  geht.    (Vergl.  §  13,  i.) 

1)  Man  bestimme  diejenigen  Schmiegungsebenen  einer  gegebe- 
nen Schraubenlinie,  welche  der  Halbierungsaxe  1^  parallel  sind. 
(Vergl.  I,  §  46,  4.)  Sie  liefern  die  Inflexionsstellen  für  die 
isometrische  Projection  der  Schraubenlinie,  beim  Parallelismus  ihrer 
Axe  mit  der  doordinatenaxe  z. 

2)  Man  construiere  die  zur  Ebene  U^'  parallelen  Tangenten  einer 
gegebenen  Schraubenlinie,  d.  h.  diejenigen^  deren  erste  und  zweite 
Projectionen  zu  einander  parallel  sind. 

3)  Man  construiere  diejenigen  Tangenten  einer  Schraubenlinie 
mit  zu  OZ  paralleler  Axe,  welche  zur  zweiten  Projectionsebene  unter 
30^  geneigt  sind  und  erörtere  die  Bedingung  ihrer  Existenz. 

4)  Man  bestimme  diejenigen  Schmiegungsebenen  der  Schrauben- 
linie, welche  zu  einer  gegebenen  Ebene  normal  sind,  indem  man 
die  Tangentialebenen  des  Richtungskegels  durch  die  von  seinem 
Mittelpunkte  ausgehende  Normale  dieser  Ebene  bestimmt  (als  ihre 
Parallelen). 

5)  Wenn  ein  Punkt  der  Baumcurve  als  Scheitel  für  den  Rieh- 
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tungskegel  ihrer  Developpabeln  genommen  wird,  so  berührt  diese 
den  Kegel  längs  einer  Erzeugenden  nach  der  zweiten  Ordnung, 
d.  h.  die  Spur  der  Developpabeln  und  des  Kegels  in  jeder  die 
Spitze  nicht  enthaltenden  Ebene  berühren  sich  dreipunktig  oder 
osculieren  sich  im  Durchstosspunkt  jener  Erzeugenden. 

6)  Wie  würde  man  fUr  zwei  developpable  Flächen  im  Allge- 
meüien  die  Gruppen  paralleler  Schmiegungsebenen,  respecüve  paral- 
leler Erzeugenden  bestimmen? 

Man  bildet  für  den  nämlichen  Punkt  des  Baumes  als  Mittel- 
punkt den  Bichtungskegel  der  ersten  und  den  der  zweiten  deve- 
loppabeln Fläche,  graphisch  natürlich  durch  Angabe  ihrer  Spuren  in 
der  Zeichnungsebene;  parallel  ihren  gemeinsamen  Mantellinien  sind 
die  parallelen  Erzeugenden  und  parallel  ihren  gemeinsamen  Tangen- 
tialebenen die  parallelen  Schmiegungsebenen  beider  Developpabeln. 

7)  Wenn  das  Bild  der  Schraubenlinie  in  axonometrischer  Pro- 
jection  Infiexionstangenten  hat,  so  sind  dieselben  nicht  nur  Tangen- 
ten ihrer  Spurevolvente  und  Doppeltangenten  der  axonometrischen 
Bilder  ihrer  Doppelcurven  (§  13,  13 f.),  sondern  auch  Tangenten 
jedes  anderen  ebenen  Querschnittes  der  Fläche.  Sie  sind  parallel 
den  ümrisskanten  des  Bichtungskegels  (siehe  Tafel  II)  und  ihre  Be- 
rührungspunkte mit  der  Doppelcurve  D  liegen  in  derselben  Verti- 
calen  mit  demjenigen  Punkte  ihres  Grundkreises  K^t  welchen  die 
dem  Berührungspunkt  an  der  Evolvente  und  der  Cylinderseite  des 
Inflexionspunktes  entsprechende  Tangente  des  Kreises  K  enthält. 
(Siehe  Tafel  I.) 

8)  Man  erläutere  die  Aufgaben  a);  b)  als  die  Aufgabe  der  Be- 
stimmung der  Schlagschattengrenzen  der  developpabeln  Schrauben- 
fläche. 

9)  Die  Beleuchtungs Verhältnisse  der  developpabeln  Schrauben- 
fläche d.  h.  die  Lichtvertheilung  auf  ihr  für  parallele  Lichtstrahlen 
sind  durch  die  des  geraden  Kreiskegels  völlig  bestimmt^  der  ihr 
Bichtungskegel  ist;  ebenso  die  jeder  developpablen  Fläche  durch 
die  ihres  Bichtungskegels. 

10)  Man  soll  die  Inflexions-Punkte  und  -Tangeiften  in  der  Ortho- 
gonalprojection  einer  Schraubenlinie  bestimmen,  wenn  wie  in  §  13, 12 
die  Axe  derselben  schräg  zur  Projectionsebene  liegt.  Weil  sie  die 
Punkte  der  Schraubenlinie  sind^  deren  Schmiegungsebenen  die  Bich- 
tung  der  projicierenden  Linien  p  enthalten^  so  hat  man  in  den  a.  a.  0. 
erörterten  beiden  Transformationen  diese  Bichtung  also  etwa  die 
projicierende  Linie  AB  (Fig. 41)  des  Anfangspunktes  A  mitzunehmen 
—  so  dass  also  B  der  Fusspunkt  der  Normale  von  A  auf  die  Pro- 
jectionsebene ist  So  erhält  man  ^A*'  ^B"  und  ^Ä  ^ ,  Man  zeichnet 
nun  über  dem  Grundkreis  ^K'  den  Bichtungskegel  der  Schrauben- 
linie, zieht  durch  seine  Spitze  die  Parallele  p*  zu  {^^Ä\B'\  ^A\B*^ 
und  bestinunt  die  durch  sie  gehenden  Tangentialebenen  des  Kegels 
und  ihre  Berührungserzeugenden,   sodann   die  zu   ihnen  parallelen 
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Tangentialebenen  IDE  und  JPG  (diese  ist  in  der  Figur)  und  Be- 
rührungsniantellinien  1 D,  JF  der  developpabeln  Schraubenfläche  und 
die  entsprechenden  Punkte  /,  /  der  Schraubenlinie,  um  die  beiden 
letzteren  durch  j/',  \I\  J'  etc.  und  ^D\  ^D'\  D'  oder  j^'j  \F'\  F' 
in  die  ursprüngliche  Projection  zurück  zu  transformieren :  Die  Trans  - 
formierten  sind  die  Inflexionspunkte  7',  J*  und  Tangenten  1'  D\  J' F' 
der  betrachteten  Projection  der  Schraubenlinie;  denn  dass  die  Rück- 
transformation der  I3erührungsmantellinien  durch  die  ihres  Fuss- 
punktes  in  der  Spurevolvente  ^A'  ^C  ^D'  ^F'  und  die  ihres  Be- 
rührungspunktes an  der  Schraubenlinie  erfolgen  muss,  bedarf  kaum 
der  Erwähnung;  nur  dass  die  Inflexionstangenten  in  D'  resp.  F' 
die  Spurevolvente  berühren,  sei  erinnert,  woraus  erhellt,  dass  auch 
mittelst  ^E\E"  in  E'  auf  a  ein  Punkt  der  Infiexionstangente  in 
r  gefunden  wird. 

Da  nun  durch  p*  entweder  zwei  reelle  oder  zwei  zusammen- 
fallende oder  zwei  nicht  reelle  Tangentialebenen  an  den  Bichtungs- 
kegel  gehen,  jenachdem  diese  Gerade  ausserhalb,  auf  oder  inner- 
halb demselben  liegt,  so  folgt,  dass  die  Orthogonalprojection  eines 
Ganges  im  Allgemeinen  zwei  Inflexionsstellen  darbietet,  die  jedoch 
—  wie  wir  gesehen  haben  —  zur  Spitze  zusammenrücken  können, 
wenn  die  Bichtung  der  Projicierenden  die  einer  Mantellinio  des 
Bichtungskegels  oder  der  Tangentenfläche  ist.  Diess  gilt  auch  für 
Centralprojection  —  die  Centi'alprojection  der  Schraubenlinie  hat 
eine  Spitze,  wenn  das  Centrum  auf  einer  ihrer  Tangenten  liegt,  im 
Bilde  des  Berührungspunktes  derselben. 

11)  Man  stelle  eine  Schraubenlinie  axonomctrisch  so  dar,  dass 
die  beiden  Inflexionen  eines  Ganges  sich  in  einen  stationären  Punkt 
vereinigen  und  zeige,  dass  die  entsprechende  Tangente  dem  zur  Bich- 
tung der  Axe  z  conjugierten  Durchmesser  der  Grundkreis-Ellipse 
parallel  ist ,  und  dass  der  stationäre  Punkt  und  seine  Tangente  Be- 
rührungspunkt und  gemeinsame  Tangente  fUr  die  Bilder  zweier  Aeste 
jeder  Doppelcurve  sind. 

12)  Von  zwei  Schraubenlinien  sind  die  Axen  respective  parallel 
zu  z  und  y,  dazu  sind  die  Grundkreisradien  und  Ganghöhen  sowie 
der  Anfangspunkt  der  einen  gegeben;  man  soll  den  Anfangspunkt 
der  andern  und  die  Lage  des  projicierenden  Strahls  (oder  des  Son- 
nenstrahls) so  bestimmen,  dass  die  Bilder  (oder  Schlagschatten) 
beider  Curven  auf  die  Ebene  xtj  oder  xz  in  einem  gemeinsamen 
Punkte  Inflexion  nach  derselben  Tangente  haben.  Unter  welcher 
Bedingung  ist  die  Lösung  möglich? 

13)  Wenn  von  einer  Schraubenlinie  der  Anfangspunkt  A^  der 
Winkel  ß  und  der  Radius  r  gegeben  ist,  so  soll  man  die  (vier) 
Lagen  der  Axe  a  bestimmen,  für  welche  beide  Projectionen  der 
Schraubenlinie  Spitzen  haben.  Dieselben  und  ihre  Tangenten  sind 
zu  construieren. 

Von  den  Axen  liegen  zwei  parallel  zu  H«,  die  zwei  anderen 
parallel  zu  Hx'. 
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14)  Die  Centralprojection  einer  Schraubenlinie  erhält  zwei 
Spitzen  für  jedes  Auge,  das  in  einer  ihrer  Doppelcurven  liegt. 

15)  Man  löse  die  Aufgaben  1 — 3  für  eine  beliebige  durch  Pro- 
jection  bestimmte  Raumcurve  und  prüfe  die  Ueber tragbarkeit  der 
Resultate  anderer  Beispiele  wie  7)  auf  dieselbe. 

15.  Einen  ebenen  Querschnitt  der  developpabeln 
Schraubenfläche  construiert  mau  als  den  Ort  der  Durch- 
schnittspunkte der  Tangenten  der  Schraubenlinie  und  als  die 
Enveloppe  der  Durchschnittslinien  der  Schmiegungsebenen  der 
Schraubenlinie  mit  der  Schnittebene.  Man  darf  für  diese  Con- 
struction  die  zweite  Projectionsebene  —  parallel  zur  Schrauben- 
axe  —  speciell  so  gewählt  voraussetzen,  dass  sie  zur  Schnitt- 
ebene normal  ist,  dass  also  die  zweite  Projection  der  Schnitt- 
curve  in  ihre  zweite  Spur  fällt.  Dann  hat  man  die  zweiten 
Projectionen  P"  der  Punkte  der  Schnittcurve  direct  in  dieser 
Spur  auf  denen  der  bezuglichen  Tangenten  der  Schraubenlinien 
und  erhält  aus  ihnen  die  ersten  P'  in  den  ersten  Projectionen 
dieser  letzteren;  und  man  findet  die  ersten  Durchstosspnnkte 
der  zugehörigen  Tangenten  der  Schnittcurve  in  der  ersten  Spur 
der  Schnittebene  und  den  ersten  Spüren  der  jenen  Tangenten 
entsprechenden  Schmiegungsebenen  oder  den  bezüglichen  Tan- 
genten der  Kreisevolvente.  (Tafel  IL)  Wenn  dabei  der  Be- 
rührungspunkt der  Schraubenlinie  mit  der  Tangente,  wie  0  in 
der  Figur,  ein  Punkt  des  zweiten  Ganges  ist,  so  wird  man  die 
Spurevolventen  E'  und  E*  vom  Anfanjgspunkt  und  Endpunkt 
des  ersten  Ganges  auf  den  Anfangspunkt  und  Endpunkt  des 
zweiten  übertragen  und  man  hat  nun  auch  die  Horizontalspur 
der  Schnittebene  durch  ihre  Spurparallele  in  der  Hohe  vom  An- 
fang oder  Ende  des  zweiten  Ganges  zu  ersetzen,  um  den  Durch- 
stosspuukt  ()|  resp.  Q^  der  Tangente  der  Querschnittscurve  zu 
bestimmen. 

Specielles  Verfahren  erfordert  nur  die  Bestimmung  der- 
jenigen Punkte  der  Schnittcurve,  die  in  den  zur  Projections- 
axe  normalen  Tangenten  der  Curve  liegen;  in  der  Tafel  \\ 
ist  der  Punkt  E  ein  solcher,  dem  untern  Gang  entsprechend. 
Man  hat  E"  {E)  gleich  EqE'  ,  wenn  (E)  den  Schnittpunkt  der 
durch  E"  gehenden  Horizontalen  mit  der  Inflexionstangente  der 
Verticalprojection  der  Schraubenlinie  im  Anfangspunkt  be- 
zeichnet. 
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Die  SchnittcurFe  besitzt  a)  unendliche  Äeste,  entspre- 
chend denjenigen  Tangenten  «, ,  u^  (Tafel  II)  der  Schrauben- 
linie, welche  der  Schnittebene  parallel  sind;  und  die  Durch- 
schnittslinien der  Schnittebeue  mit  den  zu  diesen  Tangenten 
gehörigen  Schmiegungsebenen  der  Schraubenlinie  sind  die  ent- 
sprechenden Asymptoten  «,,  «j;  •••  ^^^  Schnittcurve. 
Legt  man  durch  die  Spitze  M  des  über  dem  Spurkreis  des  Schrau* 
bencylinders  AT'  gebildeten  Richtungskegels  eine  zur  Schnitt- 
ebene parallele  Ebene,  so  schneidet  diese  aus  ihm  die  Erzeugen- 
den Mü^,  MU2  aus,  welche  den  fraglichen  Tangenten  der 
Schraubenlinie  parallel  sind  (§  14;  c);  schneidet  diese  Ebene  den 
besagten  Kegel  nicht  in  reellen  Erzeugenden,  so  hat  die  Schnitt- 
curve keine  unendlichen  Aeste;  berührt  sie  denselben  längs 
einer  Erzeugenden,  so  entspricht  der  Richtung  dieser  Erzeugen- 
den ein  unendlich  ferner  Punkt  der  Schnittcurve  mit  einer  un- 
endlich fernen  Tangente,  d.  h.  die  Schnittcurve  hat  einen  pa- 
rabolischen Ast  (§  5, 12).  Alles  diess  wiederholt  sich  für  jeden 
Umgang  der  Schraubenlinie  und  ihrer  Developpabeln.  (Siehe 
in  Tafel  II  die  Asymptoten  a^f  a^^  a^,  a^  der  beiden  folgenden 
Gänge.) 

Die  Schnittcurve  ist  b)  im  Allgemeinen  in  zwei 
Punkten  für  jeden  Gang  eine  geodätische  Linie  der 
developpabeln  Schraubenfläche,  nämlich  nach  §  11  in 
denjenigen  Punkten,  wo  die  Schnittebene  zur  zugehörigen 
Tangentialebene  der  Fläche  normal  ist.  Die  zur  Schnittebene 
normalen  oder  durch  ihre  Normale  MN  gehenden  Tangential- 
ebenen des  Richtungskegels  geben  daher  die  Stellungen  dieser 
letzteren  Tangentialebenen  und  damit  auf  den  entsprechenden 
Tangenten  der  Schraubenfläche  die  bezeichneten  Punkte.  In  Tafel 
II  sind  solche  Punkte  nicht  vorhanden,  weil  die  Normale  der 
Schnittebene  aus  der  Spitze  in  das  Innere  der  Kegelfläche  fällt. 

Die  Schnittcurve  hat  c)  Doppelpunkte  Z>  mit  reellen  und 
Yerschiedenen  Tangenten  in  den  Punkten,  wo  die  Schnittebene 
denjenigen  Schraubenlinien  begegnet,  die  wir  in  §  13  als  den 
Selbstdurchschnitt  der  Fläche  bildend  erkannt  haben,  weil  sie  in 
ihnen  je  zwei  nicht  aufeinander  folgenden  Tangenten  der  Schrau- 
benlinie begegnet;  die  zweiten  Projectionen  der  Doppelpunkte 
liegen  in  der  zweiten  Spur  der  Schnittebene  und  den  zweiten 
Projectionen  jener    conaxialen   Schraubenlinien   von    gleicher 
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Ganghöhe.  Die  Figur  enthält  zwei  dieser  Doppelpunkte  D^ ,  D^ 
aus  der  ersten  Doppelcurve  D,  aber  für  den  letzteren  uur  den 
einen  Curvenast.  Die  zugehörigen  Tangenten  sind  die  Schnitt- 
linien der  zu  jenen  Tangenten  gehörigen  Scbmiegungsebenen  der 
Schraubenlinie  mit  der  Schnittebene.  Die  Tafel  enthält  sie  nicht. 

Die  Schnittcurve  hat  d)  Rückkehrpunkte  R^y  R^^  ^3 
in  den  Durchschnittspunkten  der  Schnittebene  mit  der  gc-' 
gebenen  Schraubenlinie ;  denn  in  jedem  dieser  Punkte  wird  sie 
von  zwei  aufeinander  folgenden  Tangenten  der  Schraubenlinie 
geschnitten,  und  die  dem  erzeugten  Doppelpunkt  entsprechen- 
den Tangenten  r,  resp.  r^  und  r^  fallen  in  der  Schnittlinie  der 
entsprechenden  einzigen  Schmiegungsebene  mit  der  Schnittebene 
zusammen.  In  der  Figur  sind  T^,  T^,  T^  die  Durchstosspunkte 
der  Rückkehrtangenten  in  der  durch  den  Anfangspunkt  des 
zweiten  Ganges  gehenden  Horizontalebene. 

Man  nennt  die  Schraubenlinie  die  Rückkehrkante  der 
zugehörigen  developpablen  Schraubenfläche,  weil  jeder  Quer- 
schnitt mit  dieser  Rückkehrpunkte  hat  da  wo  er  jene  trifft;  und 
allgemein  jede  Raumcurye  die  Rückkehrkante  ihrer 
Tangentenfläche  —  weil  offenbar  auch  das  bezeichnete  Ver- 
halten ganz  allgemein  statt  findet.  Denkt  man  statt  der  Ebene 
eine  beliebige  Fläche  und  einen  ihrer  Schnittpunkte  mit  einer 
solchen  Rückkehrkante  in  der  Durchdringungscurve  mit  ihrer 
Tangentenfläche,  so  gilt  das  Gleiche^  weil  man  die  nächst  um 
ihn  gelegenen  Theile  der  Fläche  als  einer  Ebene  angehörig  an- 
sehen kann.    (Vergl.  Abschnitt  Dy  §  75.) 

Weil  die  Schraubenlinie  weder  stationäre  Tangenten  noch 
stationäre  Schmiegungsebenen  besitzt,  so  kann  ihr  ebener  Quer- 
schnitt nach  §  2  weder  Rückkehrpunkte  ausserhalb  der  Schrau- 
benlinie selbst  noch  Inflexionsstellen  besitzen;  er  ist  in  jedem 
seiner  Theile  nach  der  gleichen  Seite  convex. 

1)  Man  constraiere  in  einem  Doppelpunkt  der  ebenen  Schnitt- 
curve der  developpabeln  Schraubenfläche  Tafel  II  die  entsprechen- 
den Tangenten  derselben. 

2)  Construiere  den  Schnitt  der  developpabeln  Schraubenfläche 
mit  einer  ihrer  Schmiegungsebenen.  Alle  solche  Schnitte  sind  con- 
gruent  und  jeder  von  ihnen  erzeugt  durch  die  der  Schraubenlinie 
entsprechende  Schraubenbewegung  die  Developpable  wieder.  Man 
zeichne  ebenso  den  Querschnitt  mit  einer  Schmiegungsebene  der 
ersten  Doppelcurve. 
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3)  Man  bestimme  die  Schnittebene  so,  dass  für  einen  der  Dop- 
pelpunkte des  Schnittes  die  Tangenten  beider  Curvenäste  zusam- 
menfallen und  characterisiere  die  Form  der  Schnittcurve  in  der 
Nachbarschaft  dieses  Punktes. 

4)  Wenn  die  Schnittebene  durch  eine  Tangente  der  Doppelcurve 
der  developpabeln  Schraubenfläche  hindurchgeht,  so  hat  die  Schnitt- 
curve eine  Doppeltangente  mit  zusammenfallenden  Berührungspunk- 
ten oder  einen  Berührungsknoten. 

5)  Man  construiere  den  ebenen  Schnitt  der  developpabeln 
Schraubenfläche,  welcher  zwei  gegebene  Punkte  der  Schraubenlinie 
enthält  und  in  einem  derselben  eine  Gerade  von  gegebener  erster 
Projection  zur  Bückkehrtangente  hat. 

6)  Man  verzeichne  einen  ebenen  Schnitt  der  developpabeln 
Schraubenflftche  mit  parabolischem  Ast  und  durch  einen  gegebenen 
Punkt  der  Schraubenlinie. 

7)  Man  construiere  denjenigen  ebenen  Schnitt  der  developpabeln 
Schraubenfläche,  welcher  in  einem  gegebenen  Punkte  und  zum 
zweiten  mal  auf  einer  gegebenen  Erzeugenden  der  Fläche  Elemente 
geodätischer  Linien  der  Fläche  hat. 

8)  Wenn  der  Schnitt  der  developpabeln  Schraubenfläche  durch 
die  Axe  geht,  so  schneiden  sich  die  Schnittlinien  seiner  Ebene  mit 
den  Schmiegungsebenen  der  in  ihr  gelegenen  Punkte  der  Schrauben- 
linie in  einem  unendlich  fernen  Punkte;  bei  der  Drehung  der  Ebene 
um  die  Axe  durchläuft  dieser  Punkt  die  Stellung  ihrer  Normalebene. 
Aehnlich  für  die  zur  Axe  parallelen  Ebenen.  Diese  Eigenschaft  gilt 
für  jede  Schnittebene  und  deren  Drehung  um  eine  Gerade.  Wie 
manifestiert  sich  das  erste  in  der  Tafel  II  ?  (Wir  werden  in  Band  III^ 
wo  die  Schraubenlinie  als  Curve  im  Nullsystem  erscheint ^  hierauf 
zurück  kommen.) 

9)  Man  bestimme  die  Schnittpunkte  einer  Geraden  mit  der  de- 
veloppabeln Schraubenfläche,  indem  man  den  Schnitt  ihrer  zweiten 
projicierenden  Ebene  mit  derselben  benutzt. 

10)  I\dan  bestimme  aus  der  zweiten  Projection  eines  Punktes 
der  developpabeln  Schraubenfläche  mit  zu  ÄOF  normaler  Axe  die 
ersten  Projectionen  seiner  verschiedenen  Lagen,  indem  man  die  zu 
XO  V  parallele  Ebene  durch  jenen  Punkt  und  die  Evolvente  zu  Hilfe 
nimmt,  in  welcher  diese  die  developpable  Schraubenfläche  schneidet. 
Die  Evolvente  des  Anfangspunktes  kann  an  Stelle  derselben  dienen. 

11)  Man  erörtere  die  Gültigkeit  der  Textentwickelungen  für 
eine  beliebige  durch  Projection  gegebene  Curve  im  Baume  und  ihre 
Tangentenfläche  und  zeige  die  Modificationen  und  Ergänzungen  auf, 
welche  sie  erfahren  müssen,  wenn  die  Curve  stationäre  Punkte, 
Tangenten  und  Schmiegungsebenen  resp.  die  aus  ihnen  durch  Com- 
bination  entstehenden  Singularitäten  besitzt.    (§  2.) 

12)  Man  führe  die  Aufgaben  1  —  7  und  9,  10  für  eine  be- 
liebige durch  Projection  bestimmte  Baumcurve  durch. 
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16.  Für  die  Abwickelung  der  developpabeln 
Schraubenfläche  und  der  auf  ihr  gelegenen  ebenen 
Schnitte,  etc.  ergeben  sich  folgende  Resultate:  Wir  haben 
gesehen,  dass  die  Schraubenlinie  eine  Curye  von  constanter 
Krümmung  ist  (§  12,  7)  und  schon  vorher  (§  2,  12)  bemerkt, 
dass  die  Krummuugsradien  einer  Raumcurve  sich  bei  der  Ab- 
wickelung derselben  mit  ihrer  developpabeln  Fläche  nicht  ver- 
ändern können,  wie  sich  überdiess  auch  aus  dem  allgemeinen 
Satze  des  §  11  für  cos  9?  =  1  ergab.  Die  Schraubenlinie 
verwandelt  sich  also  bei  der  Abwicklung  mit  ihrer 
Tangentenfläche  in  eine  ebene  Cur ve  von  constanteni 
Krümmungshalbmesser  p,  d.  i.  in  einen  Kreis.  Wäre 
der  Halbmesser  q  dieses  Kreises  S  nach  seiner  Beziehung  zum 
Halbmesser  r  des  Schraubencylinders  und  zur  Neigung  ß  der 
Schraubenlinie  bekannt,  so  würde  man  den  Kreis  S  verzeichnen, 
auf  seine  Peripherie  die  Länge  eines  Schraubenganges  AB  und 
beliebiger  Theile  desselben  abtragen,  als  die  Tangenten  des 
Kreises  in  den  bezüglichen  Punkten  die  Entwickelungen  der 
entsprechenden  Tangenten  der  Schraubenlinie  oder  der  Er- 
zeugenden der  developpabeln  Fläche  erhalten,  endlich  aber  durch 
Abtragung  der  wahren  Längen  der  Erzeugenden  vom  zugehö- 
rigen Punkte  0  der  Schraubenlinie  bis  zu  einem  Punkte  P  der 
Fläche  diesen  in  der  Abwickelung  angeben  können.  Die  Wie- 
derholung dieser  Operation  würde  (vergl.  §  2)  die  Entwickelung. 
der  auf  der  Fläche  gelegenen  Curven,  also  insbesondere  die 
ihrer  ebenen  Schnitte  ergeben. 

Auch  die  Tangenten  solcher  Curven  erhält  man  durch  die 
Benutzung  der  Spur  der  developpabeln  Fläche  in  der  ersten 
Projectionsebene.  (Vergl.  §  10.)  Man  erkennt  letztere  als  die 
dem  Anfangspunkt  B  der  Schraubenlinie  auf  dem  Kreise  S  ent- 
sprechende Evolvente  E  desselben  und  insbesondere  den  Theil 
von  ihr,  welcher  dem  Bogen  des  Kreises  S  zwischen  Anfangs- 
und Endpunkt  eines  Ganges  entspricht,  als  die  Abwickelung 
eines  Umganges  der  Spur-Evolvente.  Dazu  giebt  die  Evolvente 
£*  von  entgegengesetztem  Abwickelungssinne  für  den  End- 
punkt B  des  Ganges  die  Abwickelung  der  Spur  der  Develop- 
pabeln in  der  durch  den  Endpunkt  des  Ganges  gehenden  Nor- 
malebene zur  Axe.  Dann  trägt  man  die  Tangente  i  einer  auf 
der  developpabeln  Schraubenfläche  gelegenen  Curve  im  Punkte 
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P  in  die  Abwickelung  ein^  indem  man  den  Abschnitt  iS']  0\  be- 
stimmt (Tafel  II,  p.  90);  welchen  sie  auf  der  im  Durchstoss- 
punkt  5|  der  betreffenden  Erzeugenden  gezogenen  Tangente 
der  Spur-Evolvente  von  jenem  ab  gemessen  bestimmt,  und 
diesen  in  die  Abwickelung  einträgt    Es  ist  offenbar,  dass  man 

Fig.  43. 


9. 

die  ausgezeichneten  Punkte  der  Curven  auf  der  Fläche^  die  In- 
flexionen  der  Abwickelung ,  die  Asymptoten  derselben ,  ihre 
Doppelpunkte  nebst  den  zugehörigen  Tangenten  durch  dieselben 
einfachen  Mittel  in  der  Abwickelung  verzeichnen  kann.  In  der 
Figur  43  ist  fQr  die  Schraubenlinie  von  §  15  för  den  Gang  AB 
derselben  die  Abwickelung  des  zwischen  den  Spur-Evolventen 
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durch  A  und  B  gelegenen  Theils  verzeichnet  und  es  sind  darin 
far  den  dort  constroierten  ebenen  Querschnitt  die  drei  Rück- 
kehrpunkte i^i;  R^y  R^  mit  ihren  Tangenten  eingetragen;  von 
der  Curve  selbst  erscheint  der  von  R^  nach  oben  gehende  Äst 
R^PQ  und  es  ist  insbesondere  die  Eintragung  für  den  Punkt  P 
auf  der  Tangente  der  Schraubenlinie  in  0  —  mittelst  der  wahren 
Länge  OP  aus  Tafel  II  —  und  für  die  ihm  entsprechende  Tan- 
gente i  der  Schnittcurve  ersichtlich  gemacht,  mittelst  des  auf 
der  Tangente  der  Evolvente  E  in  S^  durch  sie  abgeschnittenen 
Stückes  iS',  ^', ;  ebenso  für  die  Rückkehrtangenten  durch  ihre 
Durchstosspunkte  Tj ,  T^^  T^. 

Es  erübrigt  also  nur  die  dazu  erforderliche  Bestimmung 
des  Radius  ^  des  Kreises  S;  auch  diese  wird  durch  die  Be- 
trachtung des  Vorganges  der  Abwickelung  erreicht.  Einem 
Gange  der  Schraubenlinie  entspricht  der  Umfang  des  Grund- 
kreises 2nr  und  seine  Länge  ist  daher  (§  11)  2'jtr  :  cos  /3;  im 
Sector  vom  Radius  ^  bestimmt  ein  Gang  daher  den  Centri Win- 
kel vom  Bogenmass  27rr  :  ^  cos  jS  und  diess  ist  auch  der  Winkel 
derjenigen  Erzeugenden  in  der  Abwickelung,  welche  dem  An- 
fangspunkt und  dem  Endpunkt  eines  Ganges  entsprechen.  Die 
Parallelen  zu  den  Erzeugenden  eines  Ganges  der  Schrauben- 
linie bilden  am  Richtungskegel  einen  vollen  Umgang  oder  Man- 
tel und  jede  zwei  derselben  werden  bei  der  Entwicklung  seines 
Mantels  in  eine  Ebene  denselben  Winkel  mit  einander  bilden, 
wie  die  entsprechenden  Erzeugenden  der  developpabeln  Schrau- 
benfläche ihrer  Abwickelung  —  vorausgesetzt  nur,  dass  beide 
Abwickelungen  in  demselben  Sinne  geschehen  sind.  Denken 
wir  den  Richtungskegel  über  dem  Grundkreis  des  Schrauben- 
cylinders  beschrieben,  so  ist  sein  Basisumfang  2%r  und  die 
Länge  seiner  Erzeugenden  zwischen  Spitze  und  Basis  r  :  cos  j3, 
also  der  Centriwinkel  des  von  der  Abwickelung  seines  Mantels 
gebildeten  Sectors  im  Bogenmass  =»  27r  cos  /?.  Man  hat  also 
nach  dem  Vorigen  die  zur  Bestimmung  von  ^  führende  Gleichheit 

2n  cos  ß  = ,     d.  h.  p  cos  /?  :  1  =  r  :  cos  ß  . 

'^         Q  COS   ß  ^  r  r       . 

Wenn  man  also  im  Mittelpunkt  M  des  bezeichneten  Rich- 
tungskegels eine  Normale  zur  einen  Umrisslinie  desselben  in 
ÄOZ  errichtet,  so  begrenzen  die  letztere  selbst  und  diese 
Normale  in  der  Axe  OÄ  den  Krümmungsradius  der  Schrauben- 
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linie.    (Vergl.  Tafel  II,  §  15.)     Darnach  sind  alle  vorher  be- 
sprochenen Constructionen  streng  ausführbar. 

Man  hat  auch  ^  =  r  (.1  +  tan  « j3)  =  r  |l  +  (ö^)'!  • 

1)  Wenn  man  eine  beliebige  developpable  Fläche  in  ihre  Tan- 
gentialebene längs  einer  bestimmten  Mantellinie  oder  Erzeugenden 
abwickelt,  so  werden  alle  ihre  Erzeugenden  den  entsprechenden 
Erzeugenden  ihres  Richtangskegels  in  der  Abwickelung  seines  Man- 
tels auf  seine  zu  jener  parallele  Tangentialebene  parallel. 

2)  Der  Bichtungskegel  einer  developpabeln  Schraubenfläche  an 
einem  Punkte  der  zugehörigen  Curve  als  Mittelpunkt  osculiert  die 
Fläche  längs  der  gemeinsamen  Erzeugenden. 

3)  Man  construiere  die  Abwickelung  der  developpabeln  Schrau- 
benfläche und  ihres  ebenen  Schnittes  zwischen  den  beiden  Spur- 
Evolventen  in  den  Normalebenen  zur  Schraubenaxe  durch  den  An< 
fangspunkt  und  den  Endpunkt  eines  Ganges  vollständig —  etwa 
in  Vollendung  der  Fig.  43. 

4)  Die  Schraubenlinien  von  derselben  Axe  und  Ganghöhe  auf 
der  developpabeln  Fläche  (§  13,  2)  verwandeln  sich  bei  der  Ab- 
wickelung in  Kreise,  welche  zum  Kreis  8  concentrisch  sind.  Die 
Doppelcurven  der  Fläche  (§  13)  werden  auch  zu  solchen  Kreisen 
und  diese  enthalten  die  Abwickelungen  der  Doppelpunkte  aller  auf 
der  Fläche  zu  verzeichnenden  Curven.  Sind  dieselben  Doppelpunkte 
der  Abwickelung? 

5)  Der  Halbmesser  des  Cylinders  von  derselben  Axe,  auf  wel- 
chem die  Schraubenlinie  der  Krümmungsmittelpunkte  (§  12,  8)  einer 
gegebenen  Schraubenlinie  (r,  ß)  liegt,  ist 

l-cos2j5  MV 

cos^p  '^  \2nr/ 

Diess  giebt  die  Relation 


rr* 


\27t) 


6)  Für  die  Neigung  ß*  der  Schraubenlinie   der  Krümmungs- 
mittelpunkte hat  man 

'^         2nr*       2nrt&n^ß       tan /3  '^' 

d.  h.  die  Tangenten  der  Schraubenlinie  und  die  bezüglichen  Tangenten 
der  Schraubenlinie  ihrer  Krümmungscentra  sind  normal  zu  einander. 
Die  Projectionen  beider  Schraubenlinien  auf  eine  zur  Axe  parallele 
Ebene  schneiden  sich  deshalb  rechtwinklig  in  der  Projection  der 
letzteren.  (Vergl.  Tafel  II,  §  15.) 

Für  ß=T  oder  45<>  oder  r  =  ^r-  =  0,159  .  Ä  ist  die  Schrau- 

4  2  7C 

benlinie  der  Krümmungsmittelpunkte  eine  der  gegebenen  Schrauben- 
linie gleiche  Schraubenlinie ;  für  grössere  Neigungen  ist  r*  grösser, 
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für  kleinere  kleiner  als  r.  Man  characterisiere  die  Abwickelung  des 
unter  45^  zur  Axe  geführten  Schnittes  einer  solchen  developpabeln 
Schraubenfläche  hinsichtlich  ihrer  Inflexionspunkte. 

7)  Alle  Schraubenlinien,  ftlr  welche  das  Verhältnis  r  :  cos'/3 
denselben  Werth  hat,  gehen  bei  der  Abwickelung  mit  ihren  Tan- 
gentenflächen in  den  nämlichen  Kreis  über.  Wenn  in  den  nämlichen 
Bogen  dieses  Kreises,  also  auch  mit  denselben  Evolventen  des  An- 
fangs- und  Endpunktes?     Die  Antwort  liegt  in  der  Formel 

8)  Man  kann  aus  der  Bestimmung  des  Krümmungshalbmessers 
der  Schraubenlinie  eine  Formel  und  Construction  für  den  Krüm- 
mungshalbmesser der  Ellipse  im  Scheitel  der  kleinen 
Axe  ableiten.  (Vergl.  I,  §  35,  3.)  In  §  2,  11  ist  bemerkt 
worden^  dass  der  Krümmungshalbmesser  einer  Baumcurve  im  Punkte 
P  dem  Krümmungshalbmesser  ihrer  Projection  auf  die  zugehörige 
Schmiegungsebene  gleich  ist.  Eine  solche  Projection  der  Schrauben- 
linie —  durch  Parallelen  zur  Axe  OZ  —  ist  aber  die  Ellipse,  in 
welcher  die  Schmiegungsebene  des  Punktes  den  Schraubencylinder 
schneidet  und  diese  hat  r  und  r  :  cos  /3  zu  ihren  Hauptaxen  h 
und  a.  Man  erhält  also  für  den  fraglichen  Krümmungshalbmesser 
den  Ausdruck  in  den  Halbaxen  der  Ellipse  a  und  h 

und  begründet  daraus  die  nachstehende  Construction  Fig.  44,  a). 
Die  Figur  giebt  auch  den  Krümmungshalbmesser  für  die  Endpunkte 
der  grossen  Axe. 

Fig.  44. 


*. 


Da  die  Relation  g  f^  ä^  :  b  allgemein  gilt ,  wenn  a  der  con- 
jugierte  von  dem  Halbdurchmesser  des  Kegelschnitts  ist,  welcher 
nach  dem  gegebenen  Punkte  P  der  Curve  geht  und  b  die  normale 
Entfernung  des  Punktes  P  von  diesem,  so  erhält  man  die  Construc- 
tion Fig.  44,  b)  für  den  Krümmungsradius  eines  beliebigen  Punkte? 
der  Ellipse  mittelst  dieser  Durchmesser. 

Fiedler,  danteUende  Geometrie    II.  3.  Aafl  7 
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17.  Obzwar  die  Schraubenlinie,  das  Hauptobject  der  Un- 
tersuchungen der  vorigen  Art.,  eine  ganz  durch  einfache  Maass- 
relationen bestimmte  Curve  ist;  so  haben  wir  doch  eine  Reihe 
von  Eigenschaften  wesentlich  hervortreten  sehen ,  welche  wir 
als  projectivisch  bezeichnen  dürfen ,  weil  sie  durch  pro- 
jectivische  Umformungen  nicht  zerstört  werden,  und  welche 
nicht  nur  der  Schraubenlinie,  etc.,  sondern  allen  Curven  zu- 
kommen. Von  dieser  Art  ist  die  Existenz  der  Doppelcurve 
oder  Selbstdurchdringung  der  developpabeln  Fläche,  die  Existenz 
der  unzählig  vielen  doppeltberiLhrenden  Ebenen  der  Curve  und 
der  von  ihnen  gebildeten  neuen  Developpabeln  (§  13).  Sie 
fehlen  im  Allgemeinen  keiner  Curve  und  Developpabeln.  Auch 
die  Singularitäten,  die  wir  als  stationäre  Elemente  bezeichnet 
haben  und  für  welche  die  Natürlichkeit  ihres  Vorkommens 
schon  im  §  2  entwickelt  wurde,  gehören  dazu.  Denn  dass  zwei 
gerade  Linien  sich  schneiden,  dass  drei  Punkte  in  einer  Geraden 
oder  vier  Punkte  in  einer  Ebene  liegen  resp.  drei  Ebenen 
durch  eine  Gerade,  vier  durch  einen  Punkt  gehen,  das  sind 
Relationen,  welche  auf  alle  zu  dem  gegebenen  centrisch  colli- 
nearen  Systeme  der  Art  nach  unverändert  übergehen.  Ebenso 
die  Verbindungen,  in  welchen  diese  stationären  Elemente  mit 
der  Doppelcurve  der  Developpabeln  und  mit  der  Doppeldeve- 
loppabeln  der  Curve  stehen,  wonach  der  Punkt  der  Curve  in 
einer  stationären  Ebene  —  der  Ebene  1  2  3  4  (§  2)  —  zugleich 
(als  Schnitt  der  nicht  benachbarten  Tangenten  1 2,  3  4)  ein  Punkt 
der  Doppelcurve  ist,  nämlich  Uebergangsstelle  vom  reellen 
Schnitt  durch  die  Berührung  zur  Nichtrealität  der  zugehörigen 
Mäntel;  und  die  Schmiegungsebene  in  einem  stationären  Punkt 
—  als  dem  Punkte  I  II  III  IV  —  zugleich  (als  Verbindungs- 
ebene von  I  II  mit  III  IV)  eine  Ebene  der  Doppeldevelop- 
pabeln  ist,  etc.;  während  eine  stationäre  Tangente  mit  der 
Curve  und  der  Doppelcurve  ihrer  Developpabeln  drei  auf 
einander  folgende  Punkte  und  mit  der  Developpabeln  und  der 
Doppeldeveloppabeln  ihrer  Curve  drei  auf  einander  folgende 
Ebenen  gemein  hat.  Wir  wollen  uns  jedoch  hier  ebenso  wenig 
auf  Weiterausführung  davon  als  auf  eine  Untersuchung  der 
centrisch  coUinearen  Formen  der  Schraubenlinie  und  ihrer 
Tangentenfläche  einlassen,  die  theoretisch  einfach,  aber  praktisch 
ohne   wesentliche   Bedeutung   ist.    Vielmehr   wollen    wir  den 
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Gegensatz  hervorheben.  Denn  an  das  Vorige  knüpfen  sich 
auch  metrische  Begriffe  und  Erklärungen,  die  für  alle 
Baumcurven  gelten.  Ihre  Entwicklung  giebt  uns  auch  für 
die  Metrik  der  Schraubenlinie  und  ihr  richtiges  Yerständniss 
noch  neue  Ergebnisse. 

Die  Gerade,  in  welcher  der  Erümmungsmittelpunkt  der 
Schraubenlinie  für  einen  Punkt  P  derselben  liegt;  ist  eine 
Normale  der  Schraubenlinie;  insofern  sie  zu  ihrer  Tan- 
gente im  Punkte  P  normal  ist;  und  ebenso  für  jede  Curve; 
sie  ist  aber  insbesondere  diejenige  unter  den  Normalen  der 
üurve  im  Punkte  P,  welche  in  der  Schmiegungsebene  dieses 
Punktes  liegt,  und  wird  die  Hauptnormale  n  der  Curve 
in  P  genannt  (Fig.  45).  Das  Strahlenbüschel  aller  Normalen 
der  Curve  in  P  bildet  die  Normalebene  derselben  in  P^  die 
durch  P  zur  entsprechenden  Tangente  normal  geht.  Unter 
den  Strahlen  dieses  Büschels  ist  femer  derjenige  hervorzu- 
heben; der  auf  der  Schmiegungsebene  und  somit  auf  zwei  Nach- 
bartangenten der  Curve  zugleich  normal  steht  und  den  man 
die  Binormale  b  nennt.  Zwei  auf  einander  folgende  Nor- 
malebenen der  Curve  schneiden  sich  in  einer  zur  betreffenden 
Schmiegungsebene  normalen  also  zur  Binormale  parallelen 
Geraden;  die  durch  den  Krümmungsmittelpunkt  M  in  der 
Schmiegungsebene  geht  und  die  Polarlinie  p  oder  Erüm- 
mungsaxe  des  Punktes  genannt  wird.  Zwei  auf  einander  fol- 
gende Polarlinien  schneideu  einander  in  dem  Durchschnitts- 
punkte  K  der  drei  bei  ihrer  Erzeugung  benutzten  auf  einander 
folgenden  Normalebenen;  d.  i.  in  dem  Mittelpunkte  der  be- 
treffenden Schmiegungskugel.  Die  Polarlioien  bilden  also 
die  Erzeugenden  einer  developpabeln  Fläche;  der  Polar fULcbe 
oder  Fläche  der  Krümmungsaxen,  welche  von  den  Nor- 
malebenen umhüllt  wird;  und  deren  ßückkehrkante  der  Ort  der 
Mittelpunkte  K,  AT, ,  K^^  .  ,  .  der  Schmiegungskugeln  der  Curve 
ist,  während  der  Ort  der  Krümmungsmittelpunkte  zu  ihrem 
Durchschnitt  mit  der  developpabeln  Fläche  der  Curve  gehört. 
Offenbar  wird  man  daher  das  Krümmungscentrum  für  einen 
beliebigen  Punkt  der  Curve  bestimmen;  in  dem  man  ihre  be- 
nachbarten Elemente  orthogonal  auf  die  zugehörige  Schmie- 
gungsebene projiciert,  nämlich  als  das  Krümmungscentrum 
dieser  Projection. 

7* 


100  II.  Curven  und  Flächen:  A)  Entwickelbare  Flächen.    17. 

Die  auf  einander  folgenden  Hauptnormalen  n,  nj,  ftj, . . . 
liegen  nicht  paarweis  in  einer  Ebene  und  bilden  somit  eine 
allgemeine  Regelfläche,  d.  i.  eine  durch  Bew^ung  einer 
Geraden  erzeugbare  Fläche,  die  man  zum  Unterschied  von  den 
Developpabeln  als  eine  windschiefe  bezeichnet.  (Vergl.  den 
Abschnitt  von  den  windschiefen  Regelflächen.)  Dieselbe  enthält 
die  Curve  und  wird  zugleich  von  allen  ihren  Schmiegungsebenen 
berührt,  oder  jene  ist  für  sie  eine  Curve  der  Haupttangenten. 
(Vergl.  §  49.)  Auch  die  auf  einander  folgenden  Binor- 
malen »,  2^,,  ^2*  ••  •  liegen  nicht  paarweis  in  einer  Ebene 
und  bilden  daher  eine  andere  windschiefe  Regelfläche. 

Legt  man  endlich  durch  jede  Tangente  der  Raumcurve 
die  Normalebene  zur  betreffenden  Schmiegungsebene,  oder 
durch  die  zugehörige  Binormale,  so  erzeugen  diese  auf  einander 
folgenden  Ebenen  eine  developpable  Fläch e,  für  welche 
die  Curve  die  Eigenschaft  hat,  dass  ihre  Schmiegungsebene 
immer  normal  zur  betreffenden  Tangentialebene  ist,  für  welche 
die  gegebene  Curve  also  eine  geodätische  Linie  ist,  und  bei 
deren  Abwickelung  in  eine  Ebene  sie  sich  somit  in  eine  Ge- 
rade verwandeln  muss;  man  nennt  diese  Fläche  deshalb  die 
rectificierende  Developpable  der  Curve,  denn  bei  dieser 
Abwickelung  bleiben  nach  der  Bezeichnung  des  §  2  die  ^ 
und  Q>  erhalten,  während  die  0  verschwinden. 

Wenn  eine  Tangente  der  Curve  auf  ihr  ohne  Verschiebung 
gleitet  (wie  bei  der  Bildung  der  Ereisevolvente),  so  beschreibt 
jeder  ihrer  Punkte  eine  Curve  auf  der  developpabeln  Fläche 
der  Raumcurve,  welche  man  eine  Evolvente  derselben  nennt; 
sie  ist  normal  zu  den  Curventangenten  in  den  Punkten  der- 
selben. Jeder  Punkt  in  der  Tangente  erzeugt  eine  Evolvente; 
die  Tangentenfläche  ist  der  Ort  aller  Evolventen. 
Durch  Entwicklung  gehen  dieselben  immer,  wie  in  dem  be- 
sonderen Falle  der  Schraubenlinie,  in  die  Evolventen  der  Trans- 
formierten der  Rückkehrcurve  über. 

Wenn  von  einem  Punkte  P  der  Raumcurve  (Fig.  45)  nach 
einem  Punkte  E  der  entsprechenden  Polarlinie  eine  Gerade  ge- 
zogen wird,  so  schneidet  diese  verlängert  in  einem  Punkte  K^ 
die  nächstfolgende  Polarlinie,  und  verbindet  man  E^  mit  dem 
folgenden  Punkte  P^  der  Curve  durch  eine  Gerade^  so  schneidet 
diese  die  folgende  Polarlinie  in  £^2;  ^^*   ^^  entsteht  zu  jedem 
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Punkte  E  der  Polarlinie  eines  gegebenen  Punktes  P  der  Curve 
einq  neue  Curve  auf  der  Polarfläche;  welche  mit  der  ursprüng- 
lichen in  der  Beziehung  steht,  dass  ihre  Tangenten  als  in  den 
Normalebenen  von  jener  gelegen  zu  den  entsprechenden  Tan- 
genten derselben  normal  sind;  es  ist  also  nach  dem  Vorigen 
die  Curve  der  P,  d.  i.  die  gegebene  Curve^  Evolvente  der  neu- 
gebildeten Curve  der  A',  d.  h.  diese  letztere  ist  eine  Evolute 
der  gegebenen.  Jeder  Punkt  der  Polarlinie  giebt  einer  Evo- 
lute der  Curve  den  Ursprung,  die  Polarfläche  ist  der  Ort 
aller  Evoluten. 

Flgr.  45. 


In  den  Beispielen  verbinden  wir  hiermit  den  schon  be- 
kannten Begriff  der  geodätischen  Linien  und  entwickeln  den 
der  Krümmungslinien,  Begriffe,  denen  wir  in  der  Lehre  von  den 
krummen  Oberflächen  überhaupt  wieder  begegnen  werden. 

1)  Die  Evolventen  einer  Baumcurve  haben  die  nämliche  durch 
diese  selbst  gebende  Polarfläche,  nämlich  die  rectiflcierende  Deve- 
loppable  der  Raumcurve. 

2)  Die  Polarlinie  ist  die  Axe  des  zugehörigen  geraden  Kreis- 
kegels, welcher  über  dem  Krümmungskreise  steht;  daher  Krüm- 
mungsaxe. 

3)  Wenn  ein  schwingender  Massenpunkt  eine  Baumcurve  be- 
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schreiben  soll;  so  muss  er  an  zwei  undehnbaren  und  vollkommen 
biegsamen  Fäden  aufgehangen  sein,  die  sich  längs  zweier  Evoluten 
Ef  E*  der  Raumcurve  auf  ihre  Polarfläche  aufwickeln.  (Man 
denke  Figur  45  um  90^  nach  links  unten  gedreht.) 

4)  Die  Evoluten  sind  geodätische  Linien  der  develop* 
pabeln  Polarfläche  der  Curve,  d.  i.  durch  Abwickelung  mit  der- 
selben werden  sie  alle  zu  Geraden. 

5)  Die  Evolventen  einer  Raumcurve  sind  Curven  auf  ihrer  deve- 
loppabeln  Fläche  von  der  Eigenschaft,  dass  die  Normalen  der  letz- 
teren in  ihren  auf  einander  folgenden  Punkten  sich  schneiden.    Ein 

Fig.  46. 


anderes  System  von  Linien  dieser  Art  auf  der  developpabeln  Fläche 
bilden  die  geraden  Erzeugenden  derselben.  Man  bezeichnet  beide 
Systeme  von  Linien,  welche  sich  tiberall  rechtwinklig  durchschneiden, 
als  die  Erümmungslinien  der  developpabeln  Fläche. 
(Vergl.  die  Entwickelung  derselben  Begriffe  ftir  krumme  Flächen 
im  folgenden  Abschnitt.) 

6)  Die  Erümmungslinien  der  Eegelflächen  sind  die  geraden  Er- 
zeugenden derselben  und  die  Curven  der  vom  Mittelpunkt  äqui- 
distanten  Punkte  in  diesen;  für  die  Cy linderflächen  treten  an  Stelle 
der  letzteren- Curven  ihre  Normalschnitte. 
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7)  Die  Linie  des  kürzesten  Abstandes  von  zwei  auf  einander 
folgenden  Hauptnormalen  ist  parallel  zur  entsprechenden  Erzeugen- 
den der  rectificierenden  Fläche  der  Curve.  (Vergl.  I,  §  10, 13.) 

8)  Die  Tangente  der  Curve  ist  die  Linie  des  kürzesten  Ab- 
stands  zwischen  zwei  auf  einander  folgenden  Binormalen  derselben. 

9)  Die  Polarlinien  der  Schraubenlinie  (Fig.  46)  sind  die 
Tangenten  der  neuen  Schraubenlinie,  welche  der  Ort  der  Mittel- 
punkte der  Krümmungskreise  und  Schmiegungskugeln  derselben  ist 
(§  12,7  und  16, 6  f.).  Die  rectificierende  Developpable  der  Schrauben- 
linie ist  der  Schraubencylinder.  Die  Evolventen  der  Schraubenlinie 
sind  die  Evolventen  der  entsprechenden  Normalschnitte  dieses  Cylin- 
ders.  Die  Schraubenlinien  desselben  Cylinders  mit  demselben  An- 
fangspunkte sind  die  Evoluten  der  Orundkreisevolvente  für  diesen 
Punkt. 

10)  Die  Beziehung  der  beiden  Schraubenlinien,  von  denen  die 
zweite  den  Ort  der  Krümm angscentra  der  ersten  bildet,  ist  gegen- 
seitig, die  erste  ist  auch  der  Ort  der  Krümmungscentra  der  zweiten ; 
sie  haben  die  Hauptnormalen  gemein,  die  Tangenten-  und  Evol- 
ventenfläche der  einen  ist  die  Polaren-  und  Evolutenfläche  der  andern. 

11)  Für  eine  ebene  Curve  ist  die  Tangentenfläche  und  die 
Fläche  der  Hauptnormalen  ihre  Ebene  selbst;  aUe  ihre  Evolventen 
liegen  in  dieser.  Die  Polarfläche  und  die  Fläche  der  Evoluten  wird 
zu  einem  zur  Ebene  der  Curve  normalen  Cylinder  (vergl.  9);  die 
Fläche  der  Binormalen  und  die  rectificierende  Fläche  vereinigen  sich 
in  der  Cylinderfläche,  für  welche  die  Curve  der  Normalschnitt  ist. 

12)  Welches  sind  die  Besonderheiten  der  vorigen  Gebilde  für 
eine  auf  der  Oberfläche  einer  Kugel  gelegene  Curve? 

Der  Ort  der  zugehörigen  Evoluten  ist  ein  Kegel  aus  dem 
Mittelpunkte  der  Kugel  und  dieser  Mittelpunkt  ist  stets  eine 
specielle  Evolute  der  Curve. 

13)  Man  zeige,  dass  sich  jede  Baumcurve  mit  einer  gewissen 
durch  sie  gehenden  developpabeln  Fläche  in  einen  Kreis  abwickeln 
lässt,  dessen  Halbmesser  q  jenseits  einer  gewissen  Grenze  willkürlich 
ist.  Man  lege  durch  eine  gegebene  Curve  eine  developpable  Fläche 
so,  dass  jene  sich  bei  der  Abwickelung  mit  dieser  in  einen  Kreis 
von  gegebenem  Badius  q    verwandelt. 

Die  Belation  von  §  11  q'  cos  q>  =  q  bestimmt  für  jeden 
Punkt  die  Lage  der  Tangentialebene  der  developpabeln  Fläche  und 
damit  diese  selbst.  Da  q  nie  kleiner  als  q  sein  kann^  so  bestimmt 
der  grösste  Werth  von  q  die  untere  Grenze  für  den  Badius  des 
Kreises.  Man  sieht;  dass  die  Developpable  im  Allgemeinen  auch  so 
bestimmt  werden  kann,  dass  die  Baumcurve  in  eine  gegebene  Curve 
übergeht  —  aus  dem  Veränderungsgesetz  für  den  Krümmungsradius 
derselben. 

14)  Wenn  in  der  Curve  drei  Nachbarpunkto  in  gerader  Linie 
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liegen^  so  entspringt  daraus  in  jeder  Abwickelung  mit  einer  durch 
sie  gebenden  Developpabeln  eine  Inflexion. 

Wie  findet  man  aber  die  übrigen  geodätischen  Stellen  der 
Curve?  Mittelst  der  Bichtungskegel  der  Developpabeln  und  der 
CurvC;  aus  den  dem  Normalenkegel  des  letzteren  angehörigen  Er- 
zeugenden des  ersteren. 

15)  Man  erörtere  die  Bedingung,  unter  welcher  eine  develop- 
pable  Fläche  sich  auf  eine  andere  developpable  Fläche  abwickeln  lässt. 
Sie  geht  dahin  ^  dass  die  Hückkehrcurven  beider  durch  die  Ent- 
Wickelung  der  Flächen  dieselbe  Transformierte  liefern  müssen;  und 
ist  daher  bei  Eegelflächen  stets  erfüllt. 

16)  Wenn  eine  Kegelfläche  auf  eine  mit  ihr  concentrische  andere 
Eegelfläche  abgewickelt  wird,  so  beschreibt  ein  mit  ihr  fest  ver- 
bundener Punkt  eine  (sphärische)  Raumcurve,  deren  Construction 
erörtert  werden  soll ;  besonders  in  dem  Specialfall  gerader  Kreiskegel. 

17)  Man  erläutere  die  Construction  der  Cycloiden  durch  die 
Abwickelung  des  geraden  Kreiscjlinders  auf  die  Ebene  oder  auf  einen 
andern  geraden  Kreiscjlinder. 

18)  Man  erkläre  die  Entstehung  der  Evolventen  ebener  Curven, 
insbesondere  der  Kreisevolvente  nach  dem  Vorhergehenden. 

18.  Zu  weiteren  Untersuchungen  über  die  Baumearven 
veranlasst  die  Betrachtung  der  Durchschnitts-  oder  Durch- 
dringungs-Curven  von  zwei  Kegel-  oder  Cylinder- 
Flächen;  insbesondere  die  der  Durchdringungen  von 
zwei  Kegeln  zweiten  Grades,  welche  zumeist  begegnen. 

Die  Construction  der  Durchschnittscurve  von  irgend  zwei 
durch  die  Spitzen  M^  M"^  und  die  respectiven  ebenen  Leit- 
curven  L,  L*  gegebenen  Kegelflächen  ergiebt  als  erste  Haupt- 
momente die  Construction  ihrer  Punkte ,  Tangenten)  insbe- 
sondere ihrer  unendlich  fernen  Punkte  und  Asymptoten.  Jede 
Ebene,  welche  die  Spitzen  My  M*  beider  Kegelflächen  ent- 
hält, schneidet  beide  in  Erzeugenden,  und  die  zur  nämlichen 
Ebene  gehörenden  Erzeugenden  der  einen  und  der  andern 
Kegelfläche  schneiden  einander  in  Punkten  der  Durchdrin- 
gungscurve;  die  beiden  Tangentialebenen  der  Kegelflächen, 
welche  dieselben  in  den  Erzeugenden  eines  Punktes  der  Durch- 
dringungscurve  berühren,  schneiden  einander  in  der  entsprech- 
enden Tangente  der  letzteren.  Bezeichnet  man  also  durch 
Dy  D*  die  Schnittpunkte  der  Geraden  MM"^  mit  den  Ebenen  der 
Leitcurven  L,  L*  respective;  durch  d  die  Schnittlinie  dieser 
letzteren   und  durch  D^   den    Punkt  derselben,   welchen  eine 
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Ebene  des  Hilfsebenenbüschels  —  also  MM*D^  —  enthält;  so 
sind  D^D  und  D^D*  die  Durchschnittslinien  dieser  Ebene  mit 
den  Leitcurvenebenen^  und  die  Schnittpunkte  A^,  B^,  .  ,  .]  A^^ 
B^j  .  .  .  welche  diese  mit  den  respectiven  Leitcurven  L,  L* 
bestimmen,  liefern  mit  My  M^  verbunden  die  Erzengenden 
beider  Kegelfiiächen,  welche  in  dieser  Hilfsebene  liegen.  (Vergl. 
in  I;  §  56  die  ganz  analoge  Ausführung  der  Durchdringung 
zwischen  zwei  Pyramiden.)  Die  Durchdringung  ist  im  Allge- 
meinen eine  doppeltgekrümmte  oder  Raum-Gurve.  Ist 
P  ein  Durchschnittspunkt  von  zwei  solchen  Erzeugenden,  die 
in  A^  und  B^  ihre  Leitcurven  schneiden,  so  bestimmen  die 
Tangenten  von  Ii,  L*  in  ^^^  B^  respective  mit  M,  M*  die 
beiden  Ebenen,  deren  Durchschnittslinie  die  Tangeute  der 
Durchdringungscurve  in  P  ist.  Denkt  man  die  Normalen 
beider  sich  durchdringenden  Flächen  in  T,  d.  h.  die  Perpen- 
dikel auf  ihren  zugehörigen  Tangentialebenen ,  so  ist  die 
Tangente  der  Durchdringung  zugleich  die  Normale  zur  Ver- 
bindungsebene  dieser  Perpendikel.  Die  Aufeinanderfolge  dieser 
Tangenten  erzeugt  die  developpabele  Fläche  dieser 
Raumcurve. 

Nehmen  wir  die  Leitcurven  als  Spuren,  insbesondere  als 
gleichnamige  Spuren  an^  so  sind  durch  den  entsprechenden 
Durchstosspunkt  S  {S  in  Fig.  47  u.  Fig.  48)  der  Geraden  MM* 
die  gleichbenannten  Spuren  der  Ebenen  des  Hilfsebenen- 
büschels zu  legen  und  man  erhält  in  den  Schnitten  einer 
solchen  mit  den  Spuren  der  Kegel  die  gleicluiamigen  Durch- 
stosspunkte  der  zugehörigen  Erzeugenden. 

Zieht  man  dann  in  den  Durchstosspunkten  der  Erzeugen- 
den  beider  Eegel,  die  sich  im  Punkte  P  der  Curve  schneiden, 
die  Tangenten  der  betreffenden  Leitcurven,  so  geben  diese  als 
die  gleichnamigen  Spuren  der  bezüglichen  Tangentialebenen 
den  Durchstosspunkt  der  entsprechenden  Tangente  und  damit 
die  Bestimmung  derselben.«  (Fig.  47,  Tangenten  /  in  A2  und 
C2,  Fig.  48  Tangente  in  P.) 

Alles  diess  gilt  von  jeder  Art  der  Projection.  Die  Fig.  47 
selbst  kann  als  Horizontal-  oder  Verticalprojection,  als  ortho- 
gonale oder  schiefe  Axonometrie,  als  allgemeine  Parallelpro- 
jection,  als  specielle  und  als  allgemeine  Centralprojection  an- 


106       n.  CurTon  und  Flächen:  A)  Entwickelbare  Flächen.   18. 

gesehen  und  durch  Hinzufügung  der  fehlenden  Data  bestimmt 
werden. 

Während  die  Spur  der  Hilfsebene  sich  um  den  Durch- 
stosspunkt  S  stetig  dreht,  rücken  die  auf  ihr  liegenden  Er- 
zeugenden auf  beiden  Kegeln  und  in  Folge  dessen  die  ent- 
sprechenden Punkte  der  Durchdringungscurve  in  ihren  Gruppen 
stetig  fort  und  man  sichert  durch  die  zweckmässige  Bezeich- 
nung der  Punkte  die  Ordnung  ihrer  Verbindung.  Man,  wird 
(Fig.  47)  etwa  allen  Punkten  der  ersten  Hilfsebene  Ton  der  Spur 
h^  den  Index  1  und  die  Buchstaben  A^  B,  C,  D  .  .  ,  geben; 
bei  der  nächstfolgenden  zweiten  Hilfsebene  h^  aber  in  den 
Nachbarpunkten;  d.  i.  den  Schnittpunkten  der  den  vorigen 
benachbarten  Erzeugenden  die  gleichen  Buchstaben  mit  dem 
Index  2  anwenden;  etc.  Man  erhielte  so  die  Gruppen  von 
Nachbarpunkten  A^^  A^^  .  .  .;  Ä, ,  B^^  .  .  .;  C^^  C^y  .  .  .;  etc. 
(Fig.  47)  und  in  gleicher  Weise  bezeichnet  die  zugehörigen 
Tangenten  in  entsprechenden  Gruppen  Aj,  a^j  .  ,  .\  b^,  b^,  .  .  .] 
etc.,  nämlich  durch  die  Gruppen  der  Durchstosspunkte  der- 
selben in  der  Leitourvenebene.  Immer  wenn  die  Spur  der 
Hilfsebene  in  die  Lage  einer  Tangente  einer  der  Leitcurven 
kommt,  erhält  man  die  Verbindung  von  zwei  verschiedenen 
Gruppen  der  Curvenpunkte,  respective  Curventangenten  durch 
ihre  gemeinschaftlichen  Elemente;  die  Durchstosspunkte  der 
letxtern  in  der  Leitcurvenebene  bilden  so  gleichfalls  eine  Gurve, 
die  Spur  der  developpabeln  Fläche  der  Tangenten 
der  Durchdringungscurve  in  der  Leitcurvenebene. 
Die  Hilfsebene  oder  ihre  Spur  aus  S  beschreibt  ein  vollständiges 
Büschel  nur  dann,  wenn  jede  durch  den  Durch  stosspunkt  S 
gehende  Gerade  beide  Spurcurven  schneidet;  im  Allgemeinen 
bewegt  sie  sich  zwischen  zwei  Grenzlagen  h  und  ?in  (Fig. 
47  u.  48),  in  denen  sie  die  eine  der  Spuren  —  wir  denken  sie 
als  geschlossene  Gurven,  wenn  wir  diess  ohne  Ausnahme 
sagen  —  berührt  und  die  andere  noch  schneidet. 

Man  kann  den  Fall  der  Fig.  ^8,  wo  die  Grenzlagen  Tan- 
genten der  Spur  S  desselben  Kegels  sind,  als  eine  Durch- 
dringung des  einen  Kegels  durch  den  andern,  von  dem  Fall, 
wo  die  eine  von  ihnen  Tangente  der  Spur  des  einen,  die  andere 
Tangente  der  Spur  des  andern  ist,  als  einer  gegenseitigen 
Eindringung  unterscheiden.  Die  Figur  47  zeigt  den  letzteren 
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Fall,  jedoch,  wie  auch  Figur  48  den  erstereu,  nur  in  einer, 
etwa  der  ersten  Projection.  Alles  dieses  gilt  gleichmässig  für 
Central-  und  für  Parallel-Projectionen,  specielle  wie  allgemeine, 
und  so  für  Cylinder-  wie  für  Kegel-Flächen. 

Wir  drücken  ein  oben  erhaltenes  Resultat  nur  anders  aus, 
indem  wir  sagen: 

Die  Erzeugenden,  in  denen  die  besagten  Grenzlagen  der 
Hilfsebenen  den  nicht  berührten  Kegel  schneiden,  berühren  die 
Durchdringungscurve  und  in  ihren  Durchstosspunkten  berührt 

Fig.  47. 


die  Spur  ihrer  Tangentenfläche  die  Spur  dieses  Kegels;  dieses 
letzte  also  in  Fig.  47  in  Cj  D  an  S*  und  in  den  Schnitten 
mit  h  an  S,  Wir  werden  weiterhin  auf  die  specielle  Bedeutung 
davon  zurückkommen. 

Hier  haben  wir  die  zu  den  noth wendigsten  und  darum 
ersten  graphischen  Hauptstücken  gehörige  Bestimmung  der 
unendlichen  Aeste  und  der  Asymptoten  der  Durch- 
dringung zu  erörtern.  Dabei  sind  Parallel-  und  Gentralpro- 
jection  zu  unterscheiden,  insofern  bei  der  letzteren  nicht  nur 
von  den  Asymptoten  der  Curve,  sondern  auch  von  denen  ihres 
Bildes  Rechenschaft  zu  geben  ist.  (Vergl.  §§  ö,  6.) 
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Unendliche  Aeste  der  Durchdringungscurve  ent- 
springen aus  den  Paaren  paralleler  Erzeagenden  beider  Eegel- 
flächen.  Um  dieselben  zu  ermitteln;  denken  wir  durch  die 
Spitze  M  die  Parallelen  zu  den  Erzeugenden  des  Kegels  M*  und 
bestimmen  dadurch  die  gleichnamige  Spur  des  parallel  mit  sich 
selbst  nach  M  verlegten  Kegels  M*y  &* ;  dann  sind  die  Schnitt- 
punkte derselben  mit  der  Spur  von  M  die  Durchstosspunkte 
der  Erzeugenden  von  M,  zu  welchen  parallele  Erzeugende  auf 
M*  existieren,  und  die  Paare  ihrer  Durchstosspunkte  liegen  je 

Fig.  48. 


in  der  Spur  einer  Ebene  des  Hilfsebenenbüschels.  Die  ge- 
gebene Spur  von  M*  und  die  des  Parallelkegels  aus  M  sind 
ähnliche  und  ähnlich  gelegene  Curven  mit  dem  gleichnamigen 
Durchstosspunkt  der  Geraded  MM*  als  Aehnlichkeitspunkt. 
In  den  Figg.  47  u.  48  ist  in  Sj,  die  Spur  des  Parallelkegels  zu  M* 
aus  M  unter  der  Voraussetzung  eingetragen  ^  dass  dieselbe  als 
Parallelprojection  resp.  Axonometrie  bestimmt  sei,  da  dann 
die  Parallelen  auch  parallele  Bilder  haben.  Das 
Aehnlichkeitsverhältniss  zwischen  S*  und  Sp  ist  dann  gleich 
SM*  :  SM,  d.  h.  gleich  dem  Theilverhältniss  von  M'^M  durch 
S.  Die  Curve  8p  der  Figur  schneidet  8  nicht,  die  Durch- 
schnittscurve  besitzt  keine  unendlichen  Aeste. 
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In  den  Richtungen  der  so  bestimmten  parallelen  Er- 
zeugenden geht  die  Durchdringungscurve  in's  Unendliche  und 
zwar  immer  von  zwei  benachbarten  Gruppen  aus  auf  entgegen- 
gesetzten Mänteln  der  Kegelflächen.  Die  zugehörigen  Tan- 
genten oder  die  Asymptoten  der  Durchdringungscurve  sind  die 
Schnittlinien  der  Tangentialebeuen  der  Eegel  je  in  den  Paaren 
der  parallelen  Erzeugenden.  Die  entsprechenden  Schmiegungs- 
ebenen  sind  als  asymptotische  Ebenen  der  Curve  anzusehen, 
sind  aber  gewohnliche  Tangentialebenen  der  Tangentenfläche. 

Wird  aber  die  Disposition  der  f^g.  47  mit  S;  S*  als  Leit- 
curven,  M,  M^  (durch  Beifügung  der  Striche  M\  M*')  als 
Bildern  der  Kegelspitzen  und  S  als  Durchstosspunkt  ihrer  Ver- 
bindungslinie durch  Hinzufügung  eines  Fluchtpunktes  Q'  für 
diese  Gerade  als  Centralprojection  —  gleichviel  ob  specielle 
oder  allgemeine  —  interpretiert,  so  modificiert  sich  die  Durch- 
führung derselben  Sache  wie  folgt:  Ist  Sj*  (Fig.  49)  der  Durch- 
stosspunkt einer  bestimmten  Mantellinie  der  Kegel  M*y  S* 
so  erhalten  wir  ihren  Fluchtpunkt  (>j*'  auf  S^*M^'  in  der  aus 
Q'  gezogenen  Parallele  zu  SS^*  und  sodann  auf  SS^*  in  der 
Geraden  0{  M'  den  Durchstosspunkt  5,p  der  entsprechenden 
d.  h.  zu  S^^Q^*'  parallelen  Mantellinie  des  Parallelkegels  aus 
dem  Mittelpunkte  M.  Die  Curven  8*  und  Sp  sind  ähnlich  und 
ähnlich  gelegen  für  den  Punkt  S  als  Aehnlichkeitspunkt  und 
nach  einem  Aehnlichkeitsverhältniss,  welches  durch  das  Doppel- 
verhältniss  der  Strecke  M*'  M'  mit  den  Theilpunkten  5  und  Q' 
ausgedrückt  wird.     Denn  man  hat  nach  der  Construction 

SS^p  :  SM'  =  ffO^*' :  Q'M',     SS^*  :  SM*'  =  (/ Qi*'  •  O'M'^y 

also 

SS,*  :  SS,,  =  ^^  :  ^,  =  (SaM*'M')  =  iM*'M'SQ') ; 

was  in  der  That  für  ff  als  unendlich  fern  in  die  obige  Regel 
für  Parallelprojection  zurückgeht. 

Hat  man  einen  Punkt  S^  p  .von  8^  nach  dem  Vorigen  con- 
struiert,  so  erhält  man  alle  übrigen  durch  die  Aehnlichkeit 
wie  in  Fig.  47.  Schneidet  dann  8p  die  Spur  8  in  den  Punkten 
V^p,  ^2P  *  *  '9  ^^  liefern  die  Spuren  der  nach  ihnen  gehenden 
Hilfsebenen  SM^py  ...  als  ihre  entsprechenden  Punkte  in  8* 
die  Punkte  ^|*,  ...  die  Schnittpunkte  der  Mantellinienpaare 
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M'ü^py  und  M*'ü^  etc.,  sind  als  ihre  gemeinsamen  Flucht- 
punkte die  Bilder  6^/,  .  .  .  der  unendlich  fernen  Punkte  der 
Durchdringung;  und  wenn  man  in  ^^p  an  S  und  in  V^  an 
S'*',  etc.  die  Tangenten  zieht,  so  sind  ihre  Schnittpunkte  'die 
Durchstosspunkte  der  zugehörigen  Tangenten  d.  h.  der  Asym- 
ptoten der  Durchdringung. 

Hätte  man  die  Kegel  durch  die  Verbindungslinie  SQ'  ihrer 
Mittelpunkte  M\  M*'  und  ihre  Fluchtlinien  0'  und  fi*'  statt 
ihrer  Spuren  bestimmt,  so  wären  die  Durchschnittspunkte  dieser 
beiden  Gurven  direct  die  Bilder  der  unendlich  fernen  Punkte 
der  Durchdringung  und  man  fände  die  Durchstosspunkte  der 
zugehörigen  Asymptoten  oder  Tangenten  als  Schnitte  der 
Spuren  der  Tangentialebenen  der  Kegel  nach  den  zugehörigen 
parallelen  Erzeugenden. 

Man  hat  aber  ferner  die  unendlichen  Aeste  des 
Bildes  der  Durchdringung  und  die  zugehörigen  Asymp- 
toten desselben  zu  construieren. 

Es  sind  also  zuerst  die  Richtungen  zu  bestimmen,  in  denen 
das  BHd  der  Durchdringungscurve  in's  Unendliche  geht.  Ihre 
Zahl  und  Lage  bestimmt  sich  durch  die  Zahl  und  Lage  der 
Schnittpunkte  der  Curve  mit  der  Verschwindungs- 
ebene,  d.  h.  der  Punkte,  welche  die  Spuren  der  Kegelflächen 
in  der  Verschwindungsebene  mit  einander  gemein  haben.  Sie 
kann  daher  z.  B.  im  Falle  kreisförmiger  Spuren  nur  zwei  sein. 

Die  Angabe  dieser  Spuren  kann  nach  I^  §  3,  6  ver- 
treten werden  durch  die  Curven  der  Fusspunkte  der  Nor- 
malen zur  Tafel,  welche  von  ihren  Punkten  ausgehen.  Die  so 
erhaltenen  Curven  sind  den  respectiven  Spuren  ähnlich  und 
ähnlich  gelegen  für  den  Durchstosspunkt  der  Tafelnormale  aus 
der  Kegelspitze  als  Aehnlichkeitscentrum  und  für  das  Ver- 
hältniss  der  Distanz  zur  Länge  jener  Normale  als  Verjüngangs- 
verhältniss. 

Man  bestimmt  aber  die  unendlichen  Aeste  und  Asymptoten 
des  Bildes  noch  kürzer  (vergl..  §  6)  und  als  unabhängig  von 
Distanz  und  Hauptpunkt  auch  besser,  indem  man  diejenigen 
Hilfsebenen  benutzt,  welche  die  dem  Kegel  M^  mit  dem  von 
M  nach  der  Schnittcurve  V*  der  Verschwindungsebene  mit  dem 
Kegel  M*&^  gehenden  Kegel  gemeinsamen  Erzeugenden  ent- 
halten.    Man  erhält  (Fig.  49)  für  die  Mantellinie  S^*Ox*'  des 


Unendliche  Aeste  des  DurchdringungsbildeB.   18.  Hl 

Kegels  ^*,  S*  die  zugehörige  d.  h.  ihren  Verschwindungspunkt 
enthaltende  Gerade  aus  M^  indem  man  die  Parallele  durch  M' 
zu  ihrem  Bilde  S^Q^'  zieht  und  sie  durch  die  Parallelen  SS^ 

im    Durchstosspunkt   S^ 
*'i8-4»-  und    ö'£^,*'   im   Flucht- 

punkt Qi^  begrenzt.  Der 
Ort  der  Äi^  ist  die 
Spur  und  der  Ort  von 
()i'„  die  Fluchtlinie  des 
bezeichneten  Kegels.  Die 
Spur  des  Kegels  MV*  ist 
zu  S*  ähnlich  und  ähnlich 
gelegen  für  S  als  Aehn- 
lichkeitspunkt  und  für  SM'^' :  SM'  als  Verjüugungsverhältniss; 
die  Fluchtcurve  desselben  Kegels  jß/  ist  ebenso  einfach  ähnlich 
und  ähnlich  gelegen  zu  Q*'  für  ff  als  Aehnlichkeitspunkt  und 
ff  M*'  \ff  M'  als  Verjüngungsverhältniss.  Man  sieht,  dass  für 
Parallelprojection  die  erste  in  Sp  übergeht;  während  die  zweite 
wegfällt. 

Die  Schnitte  von  S^  mit  S  sind  die  Durchstosspunkte  von 
Erzeugenden  des  Kegels  ilfS,  zu  denen  solche  vom  nämlichen 
Verschwindungspunkt  auf  iIlf*S*  existieren,  und  die  zugehörigen 
Tangentialebenen  beider  Kegel  liefern  als  ihre  Schnittlinien 
die  zugehörigen  Asymptoten. 

Natürlich  kann  die  durch  Projection  bestimmte  Durch- 
dringungscurve  zweier  Kegel  auf  unzählig  viele  Arten  und 
insbesondere  mit  jedem  dieser  Kegel  und  überdiess  mit  ihrer 
eigenen  Tangentenfläche  abgewickelt,  also  in  eine  Ebene  aus- 
gebreitet werden;  es  geschieht  nach  dem  früher  angegebenen 
Verfahren.  Da  bei  der  Abwickelung  mit  der  Tangentenfläche 
die  Krümmungsradien  ungeändert  bleiben,  so  zeigt  die  Trans- 
formierte der  Gurve  in  dieser  Abwickelung  Inflexionen  nur  an 
den  Stellen,  wo  diese  selbst  eine  stationäre  Tangente  besitzt  — 
was  bei  der  Durchdringung  von  Kegeln  zweiten  Grades  nicht 
vorkommen  kann.  Für  die  Inflexionen  in  der  Abwickelung 
mit  einem  der  sich  durchdringenden  Kegel  benutzt  man  den 
Richtungskegel  der  Tangentenfläche  der  Gurve  und  den  zu 
jenem  gehörigen  Normalenkegel.  (Vergl.  unten  Beisp.  13.) 
1)  Man  zeige  die  Construction  der  Punkte,  Tangenten  und  ins- 
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besondere  Asymptoten  der  Durchdringungscnrve  yon  zwei  Kegeln 
für  gegebene  Spitzen  M^  M*  und  die  Leitcurven  S,  S"^  in  ver- 
schiedenen Ebenen  von  der  Schnittlinie  d  und  den  Durchschnitts- 
punkten Z?,  Z>*  mit  der  Verbindungslinie  der  Spitzen  MM*,  (Vergl. 
I,  p.  309.) 

2)  Man  construiere  in  einem  Punkte  P  der  Durchdringungs- 
curve  von  zwei  Eegelflächen  die  entsprechende  Schmiegungsebene  — 
nach  §  2,  4. 

3)  Man  gebe  die  Bedeutung  der  besonderen  Hilfsebenen,  deren 
Spuren  durch  die  Punkte  A*,  ^*,  .  .  ,  F,  G  gehen,  für  die  Durch- 
dringungscurven  an,  welche  in  den  Figg.  49  u.  50  construiert  sind. 

4)  Man  erläutere  das  besondere  Verhalten  der  durch  das  Pro- 
jectionscentrum  gehenden  Hilfsebene  in  Bezug  auf  die  Gonstruction 
der  bezüglichen  Punkte  und  Tangenten  der  Schnittcurve  —  in  beiden 
Projectionsarten . 

5)  Es  ist  die  Durchdringung  zweier  Kegel  oder  eines  Kegels 
und  eines  Cylinders  zu  construieren ,  wenn  die  Spitze  des  einen 
Kegels  in  der  Verschwindungsebene  liegt.  Unendliche  Aeste  des 
Bildes  sind  im  Allgemeinen  nicht  vorhanden. 

6)  Das  Aehnlichkeitsverhältniss  zwischen  S  und  S^,  ist  nach 
dem  Texte  auch  gleich  y*  :  t/y  dem  Verhältniss  der  Tafelabstände 
beider  Kegelspitzen  M*  und  M  (vergl.  I,  §  22,  c),  wie  direct 
evident  ist.  Endlich  ist  auch  das  Aehnlichkeitsverhältniss  der  für 
0'  als  Centrum  ähnlichen  und  ähnlich  gelegenen  Curven  Sp  und 
S„  gleich  Q'  M*'  \  Q'  M\  dem  Theil verhältniss  von  Q'  in  der  Strecke 
M*' M'  —  wie  sich  durch  Combination  der  Textausdrücke  für 
SS^  :  55, p  und  SS^"^  :  55i,  ergiebt. 

7)  Wenn  die  Curven  S  und  Sp  einander  in  einem  Punkte  be- 
rühren, so  entsteht  in  der  Durchdringtmgscurve  ein  parabolischer 
Ast;  thun  die  Curven  8  und  Sp  dasselbe,  so  hat  das  Bild  der 
Durchdringongscurve  einen  solchen  Ast  in  der  Richtung  der  Bilder 
der  betreffenden  Erzeugenden. 

8)  Die  Durchdringungscurve  einer  Kegel-  und  einer  Cylinder- 
fiäche  hat,  so  lange  die  Spur  der  letzteren  nicht  in  das  Unendliche 
geht,  unendliche  Aeste  nur  dann,  wenn  unter  den  Erzeugenden  des 
Kegels  eine  Parallele  zu  den  Erzeugenden  des  Cylinders  vorkommt. 
Von  ihrer  besonderen  Art  in  diesem  Falle  erhalten  wir  in  §  20 
Kenntniss.  Die  Durchdringungscurve  von  zwei  Cylinderflächen 
hat  keine  unendlichen  Aeste,  wenn  nicht  ihre  Leitcurven  selbst 
in  8  Unendliche  gehen. 

9)  Man  construiere  die  Durchdringungscurve  von  zwei  Kegel- 
flächen mit  kreisförmigen  Spuren  in  Centralprojection  durch  Punkte 
und  Tangenten  für  den  Fall  von  zwei  reellen  unendlichen  Aesten 
—  indem  man  die  Fluchtkreise  so  anordnet,  dass  sie  einander 
schneiden. 

10)  Soll  die  Spur  S  so  disponiert  werden,  dass  die  Curvo  a 
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gewöhnliche  unendliche   und  b   parabolische  Aeste  hat,    so   muss 
Sp  von  S  a-msl  geschnitten  und  2»-mal  berührt  werden. 

11)  Kann  eine  Schmiegungsebene  der  Durchdringungscurve  von 
zwei  Eegelflächen  ganz  in  unendlicher  Ferne  liegen  und  unter  welchen 
Bedingungen?  Man  erläutere  dieselben  nach  ihrer  constructiven 
Form  für  Central-  und  Parallel-Projection. 

12)  Man  kann  die  Yersch windungsebene  zur  Schmiegungsebene 
der  Durchdringung  für  den  Punkt  einer  bestimmten  Mantellinie 
machen^  indem  man  S  und  Sp  sich  im  Durchstosspunkt  dieser  Man- 
tellinie osculieren  d.  h.  dreipunktig  berühren  lässt  (Yergl.  I,  §  35.) 

Man  macht  die  unendlich  ferne  Ebene  resp.  Verschwindungs- 
ebene  zu  einer  stationären  Ebenendurchdringung,  indem  man 
zwischen  den  Curven  8  und  Sp,  resp.  S  und  Sp  vierpunktige  Be- 
rührung in  einem  Punkte  herstellt.    (Vergl.  a.  a.  0.;  Beisp.  6.) 

13)  Man  bestimme  in  der  Abwickelung  der  Durchdringungs- 
curve zweier  Kegel  mit  dem  Mantel  des  einen  die  Inflexionspunkte 
und  ihre  Tangenten.  Nach  §  11  hat  man  diejenigen  Mantellinien 
des  Kegels  zu  bestimmen^  deren  Tangentialebenen  normal  sind  zu 
den  Schmiegungsebenen  der  Durchdringungscurve  in  einem  der 
beiden  zugehörigen  Punkte  derselben.  Denkt  man  also  für  einen 
beliebigen  Punkt  des  Baumes  den  Bichtungskegel  der  Tangenten- 
fläche und  den  Normalenkegel  des  abzuwickelnden  Kegels  gebildet, 
so  werden  die  gemeinschaftlichen  Tangentialebenen  beider  zu  den 
gesuchten  Mantellinien  und  Schmiegungsebenen  führen. 

14)  Wie  bestimmt  man  die  Inflexionen  in  der  Abwickelung 
der  Durchdringungscurve  aus  einer  Kegel-  und  einer  Cjlinder-Fläche 
mit  der  Gjlinderfläche?  (Spur  der  Tangentonfläche  in  ihrer  Nor- 
malschnittebene.) 

19.  Sind  die  ebenen  Leitcurven  der  Kegel  algebraische 
Curven^  also  von  bestimmten  Ordnungszahlen  m  und  m*  resp.^ 
so  sind  die  Kegel  von  den  gleichen  Ordnungszahlen  (§  4)^  die 
Ebenen  des  Hilfsebenenbüschels  schneiden  sie  also,  reelle  und 
nicht  reelle  Erzeugende  gleichmässig  gezählt,  in  m,  respective 
m*  Erzeugenden  und  jede  dieser  Ebenen  enthält  somit  mm* 
Punkte  der  Durchdringungscurve.  Auch  andere  als  die  Ebenen 
des  Hilfsebenenbüschels  schneiden  diese  Gurve  in  mm*  Punkten^ 
weil  sie  die  Kegel  in  Gurven  von  den  Ordnungen  m  und  m* 
schneiden  und  solche  mm*  gemeinsame  Punkte  haben  ^  reelle 
und  nicht  reelle  ~  entsprechend  den  gemeinsamen  Auflösungen 
der  sie  in  Punktcoordinaten  darstellenden  Gleichungen  von  den 
Graden  m  und  m*.  (Siebe  den  III.  Band;  wo  wir  die  ana- 
lytische Darstellung  als  die  algebraische  Ausdrucksform  der 
rein  geometrischen  nachweisen.)   Man  nennt  das  Product  mm* 

Fiedler,  danteUcnde  Geometrie.  II.  3.  Aufl.  8 
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die  Ordnungszahl  der  Raumcurve,  in   welcher  sich  die 
Kegel  durchdringen. 

In  demselben  Bezug  zur  algebraischen  Äusdrucksweise 
spricht  man  die  Sätze  aus:  Zwei  Flächen  von  den  Ordnungen 
mi ,  m2  haben  eine  Gurve  von  der  Ordnung  nii  m^  gemein.  Drei 
Flächen  von  den  Ordnungen  m^y  m^,  m.,  schneiden  sich  in 
m^m^m^  Punkten;  eine  Curve  von  der  Ordnung  m^m2  wird  von 
einer  Fläche  der  Ordnung  m^  in  m^m^m^  Punkten  geschnitten. 

In  demselben  Sinne  ist  es  endlich  begründet  zu  sagen: 
Wenn  eine  Gurve  von  der  Ordnung  m^  in  der  Ebene  mit  einer 
Gurve  von  der  Ordnung  m^  mehr  als  m^  m2  Punkte  gemein  hat; 
so  bat  sie  deren  unendlich  viele  mit  ihr  gemein.  Wenn  eine 
Raumcurve  von  der  Ordnung  m^  mit  einer  Fläche  von  der 
Ordnung  /t^j  mehr  als  m^m2  Punkte  gemein  hat,  so  liegt  sie  zu 
einem  Theile  oder  ganz  in  derselben;  im  ersten  Falle  zerfällt 
sie  oder  ist  reducibel,  etc. 

Wir  werden  von  diesen  Sätzen  und  den  ihnen  nach  dem 
Princip  der  Dualität  entsprechenden  jetzt  und  gelegentlich 
später  Gebrauch  machen. 

Die  Durchdringungscurve  von  zwei  Eegelflächen 
zweiten  Grades,  die  wir  im  Folgenden  wegen  ihres  ge- 
wohnlichen Vorkommens  zumeist  in's  Auge  fassen  werden,  ist 
somit  eine  Raumcurve  von  der  vierten  Ordnung.  Als 
solche  kann  sie  vier  unendlich  ferne  Punkte  also  unendliche 
Aeste  und  vier  Asymptoten  haben  —  wenn  nämlich  die  Flucht- 
curven  beider  Kegel  in  der  centralprojectivischen  Darstellung 
derselben  oder  die  gleichnamigen  Spuren  der  durch  Parallel- 
verschiebung concentrisch  gemachten  Kegel  in  der  Parallel- 
projection  sich  in  vier  reellen  Punkten  schneiden.  Wir  fähren 
dies  in  den  Beispielen  näher  aus  und  heben  hier  noch  hervor, 
dass  das  für  die  unendlich  ferne  Ebene  resp.  die  Yerschwind- 
ungsebene  Geltende  auf  jede  andere  Ebene  übertragbar  ist. 

1)  Hinsichtlich  der  unendlichen  Aeste  und  Asymptoten  der 
Raumcurve  vierter  Ordnung  aus  zwei  Kegeln  zweiten  Grades,  sowie 
derjenigen  ihres  Bildes,  sind  folgende  Fälle  möglich: 

a)  Die  vorbezeichneten  Curven  zweiter  Ordnung  8  und  Sp 
resp.  8  und  8^  schneiden  sich  in  vier  reellen  verschiedenen  Punkten ; 
vier  unendliche  Aeste  mit  reellen  Asymptoten. 

b)  Diese  Curven  schneiden  sich  nur  in  zwei  reellen  Punkten; 
zwei  unendliche  Aeste  mit  angebbaren  Asymptoten. 
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c)  Diese  Curven  schneiden  sich  nicht  in  reellen  Punkten;  die 
Curve  besitzt  keine  unendlichen  Aeste,  sie  ist  im  Endlichen  abge- 
schlossen. 

Als  Grenz  fülle  treten  hinzu: 

d)  dass  die  bezeichneten  Curven  zweiten  Grades  sich  in  zwei 
reellen  Punkten  schneiden  und  in  einem  Punkte  berühren; 

e)  dass  sie  das  letztere,  aber  nicht  das  erstere  thun  —  welches 
eine  unendlich  ferne  Asymptote  in  bekannter  Ebene  oder  einen 
parabolischen  Ast  und  entweder  d)  zwei  gewöhnliche  unendliche 
Aeste  mit  ihren  Asymptoten  oder  e)  keine  solchen  bedingt. 

Sodann  f)  dass  diese  Curven  sich  in  zwei  Punkten  berühren; 
welches  zwei  parabolische  Aeste  mit  sich  bringt; 

g)  dass  sie  sich  in  einem  Punkte  in  der  zweiten  Ordnung,  d.  1. 
dreipunktig  berühren  oder  osculieren  und  in  einem  andern  einfach 
schneiden  —  eine  gewöhnliche  Asymptote  und  eine  unendlich  ferne 
Schmiegungsebene ; 

h)  dass  sie  sich  in  einem  Punkte  in  der  dritten  Ordnung,  d.  i. 
vierpunktig  berühren  —  wie  ein  Kegelschnitt  mit  dem  Krümmungs- 
kreis im  Scheitel  —  welches  bedingt,  dass  die  Durchdringungscurve 
in  unendlicher  Feme  eine  stationäre  Schmiegungsebene  hat.  (§  2.) 

2)  Denken  wir  statt  der  unendlich  fernen,  oder  der  Ver- 
schwindungsebene  eine  beliebige  Ebene,  so  enthält  dieselbe  eine 
Tangente  der  Durchdringungscurve ,  wenn  ihre  Schnitte  mit  den 
beiden  Kegeln  eine  einfache  Berührung^  sie  ist  eine  Schmiegungs- 
ebene derselben,  wenn  sie  eine  Osculation  mit  einander  haben;  sie 
enthält  zwei  nicht  benachbarte  Tangenten,  wenn  dieselben  in  dop- 
pelter Berührung  sind;  etc. 

3)  Wenn,  wie  wir  weiterhin  zeigen  werden,  jeder  Kegel  zweiten 
Grades  in  Kreisen  geschnitten  werden  kann,  so  darf  man  unter 
Voraussetzung  einer  Transformation  unbeschadet  der  Allgemeinheit 
annehmen,  dass  von  den  durchdringenden  Kegeln  der  eine  eine 
kreisförmige  Spur  habe.  Man  soll  die  Spuren  zweier  Kegel  zweiten 
Grades  in  einer  Kreisschnittebene  des  einen  von  ihnen  so  anordnen, 
dass  ihre  Durchdringungscurve  einem  der  Fälle  a)  bis  h)  unter  1) 
entspreche  und  erörtere  die  je  weilen  noch  erfüllbaren  Bedingungen. 

4)  Man  ordne  unter  derselben  Voraussetzung  die  Spuren  so 
an,  dass  die  Ebene  derselben  für  die  Durchdringungscurve  eine 
Schmiegungsebene  in  gegebenem  Punkte  sei. 

5)  Desgleichen  so,  dass  sie  die  Ebene  von  zwei  Tangenten 
der  Durchdringungscurve  in  gegebenen  Punkten  —  also  eine  doppelt 
berührende  Ebene  —  sei;  insbesondere  auch  für  Cylinder  zweiten 
Grades. 

6)  Endlich  so^  dass  sie  zur  stationären  Ebene  derselben  in 
gegebenem  Punkte  werde. 

7)  Wenn  durch  centrisch-coUineare  Umformung  (vergl.  I, 
§  41)  ein  Punkt  der  Baumcurve  in's   Unendliche  f^Ut,    so  wird 

8* 


116      II.     Curven  und  Flachen:  A)  Entwickelbare  Flächen.    20. 

seine  Schmiegangsebene  zur  asymptotischen  Ebene  der  Gorve ;  wie 
unterscheidet  sich  der  Fäll  der  stationären  asymptotischen  Ebene 
von  dem  Fall   der  gewöhnlichen  asymptotischen  Ebene?     (Vergl. 

§   1,  8.) 

8)  Eine  Haumcurve  kann  durch  centrische  CoUineation  stets  so 
transformiert  werden,  dass  eine  bestimmte  von  ihren  Schmiegungs- 
ebenen  unendlich  fem  ist;  man  erläutere  diess  näher. 

9)  Durch  centrische  CoUineation  (vergl.  I,  §  41^  7)  kann 
jeder  Kegel  so  transformiert  werden,  dass  eine  bestimmte  unter 
seinen  Tangentialebenen  unendlich  fern  ist;  zwei  Kegelflächen 
zweiten  Grades  also  stets  wesentlich  in  zweierlei  Art  so,  dass  beide 
Cylinder  zweiten  Grades  werden  und  insbesondere  der  eine  ein 
parabolischer  Cylinder.  Man  kann  daraus  Anlass  nehmen,  die  Be- 
sonderheiten der  Construction  der  Durchdringung  von  zwei  Cy- 
lindern  zweiten  Grades  zu  studieren,  von  denen  einer  parabolisch 
ist.  (Vergl.  d.  folgende  Art.) 

10)  Die  Gerade  ist  die  einzige  Linie  erster  Ordnung  —  weil 
zwei  Punkte  in  ihr  und  ein  ausser  ihr  gelegener  Punkt  stets  eine 
Ebene  bestimmen,  die  sie  ganz  enthalten  muss. 

11)  Der  Kegelschnitt  ist  die  einzige  Curve  zweiter  Ordnung, 
weil  drei  Punkte  einer  solchen  eine  Ebene  bestimmen,  die  sie  ganz 
enthält. 

12)  Eine  Curve  dritter  Ordnung  ist  entweder  eben  oder  sie  ist 
die  Durchschnittscurve  von  zwei  Flächen  zweiter  Ordnung  (vergl. 
§  27  f.),  die  eine  Gerade  gemeinschaffclich  haben  —  wir  denken 
sie  zunächst  als  den  Schnitt  von  zwei  Kegclflächen  zweiten  Grades 
mit  einer  gemeinschaftlichen  Erzeugenden.    (§  20.) 

20.  Wir  kehren  zu  den  graphischen  Entwickelungen  des 
§  18  zurück;  wo  wir  die  Eindringung  und  Durchdringung  un- 
terschieden nach  Berührung  der  Grenzlagen  h  und  hn  der 
einen  und  der  andern  oder  mit  derselben  von  den  Spuren 
beider  Kegel.  Wir  bemerken  zunächst,  dass  die  Fälle,  wo  es 
für  die  eine  der  Spuren  oder  auch  für  beide  keine  berührenden 
Spurlinien  h  giebt,  zu  den  Durchdringungen  gehören  und 
wenden  uns  nun  zur  Betrachtung  des  Uebergangsfalles 
zwischen  Ein-  und  Durchdringung.  Wenn  unter  den 
Ebenen  des  Hilfsebenenbüschels  eine  ist,  welche  beide  Kegel- 
flächen zugleich  berührt,  so  liefert  dieselbe  einen  Punkt  der 
Durchdringungscurve  —  und  für  Kegelflächen  zweiten  Grades 
nur  einen  Punkt  derselben  —  in  welchem  zwei  Aeste  der- 
selben sich  durchschneiden,  einen  Doppelpunkt  der  Raum- 
curve,  in  welchem  nach  der  Bezeichnung  des  §  18  zwei 
Paare   von  Gruppen  A^  B]  C,  D  zusammenstossen,    und   in 
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welchem  die  Eegelflächen  einander  berühren,  weil  jede  durch 
ihn  in  der  Hilfsebene  gezogene  Gerade  jeden  der  beiden  Kegel 
in  ihm  in  zwei  zusammenfallenden  Punkten  schneidet.  Dem 
Doppelpunkt  entsprechen  zwei  Tangenten  der  Durchdringungs- 
curye,  die  beide  in  der  besagten  Grenzhilfsebene  liegen  und 
durch  die  Betrachtung  der  Tangenten  fläche  der  Curve  gefunden 
werden :  Ihre  Durchstosspunkte  sind  die  Schnittpunkte  der 
gleichnamigen  Spur  der  Hilfsebene  mit  den  beiden  entspre- 
chenden Aesten  der  Spur  der  deyeloppabeln  Fläche. 

Pigr.  60. 


Die  Figur  50  zeigt  die  Durchdringung  zweier  Cylinder 
zweiten  Grades,  für  welche  die  Ebene  von  der  Horizontalspur 
Sy  eine  gemeinschaftliche  Tangentialebene  ist  und  die  daher 
in  D  einen  Doppelpunkt  hat;  die  eine  der  zu  seinen  Aesten 
gehörigen  Taugenten  i^  ist  angegeben;  überdiess  für  einen 
Punkt  P  die  Tangente  t 

Jede  Hilfsebene  von  dieser  Eigenschaft  giebt  einem  Dop- 
pelpunkte den  Ursprung;  jedoch  nicht  in  jedem  Falle  einer 
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Darchdringangscurve.  Wir  sehen  also  den  üebergangsfall 
zwischen  Ein-  und  Durchdringung  charakterisiert  durch  die 
Berührung  der  durchdringenden  Kegel  in  einem  Punkte»  der 
dann  ein  Doppelpunkt  ist«  Eine  Eegelfläche  hat  aber  zweierlei 
Berührungsebenen,  nämlich  ausser  den  einfach  unendlich  vielen 
gewohnlichen,  welche  längs  einer  ganzen  Mantellinie  berühren, 
wie  sie  jede  developpable  Fläche  in  ihren  Elementarstreifen 
besitzt,  hoch  zweifach  unendlich  viele  solche,  die  sie  nur  in 
einem  Punkte  nämlich  ihrer  Spitze  berühren.  Solche  sind 
alle  durch  ihre  Spitze  gehenden  Ebenen,  da  ja  jede  durch 

Fig.  61. 


die  Spitze  gehende  Gerade  den  Kegel  hier  in  zwei  oder  [mehreren 
zusammenfallenden  Punkten  schneidet.  Man  sieht,  dass  die 
gewöhnlichen  Berührungsebenen  nur  eine  ausgezeichnete  Gruppe 
unter  allen  bilden.  Darum  kann  nun  aber  auch  die  Berührung 
zwischen  zwei  Kegelflächen  nicht  nur  in  der  vorbesprochenen 
Art  stattfinden;  vielmehr  haben  wir  zwei  Eegelflächen 
auch  dann  als  einander  in  einem  Punkte  berührend 
anzusehen,  wenn  die  Spitze  des  einen  auf  dem  Mantel 
des  andern  liegt.  In  der  That  schneidet  jede  Gerade,  die 
durch  diese  Spitze  in  der  zugehörigen  Tangentialebene  des 
Kegels  gezogen  wird,  sowohl  jenen  als  diesen  Kegel  daselbst 
in  zwei  zusammenfallenden  Punkten. 
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Die  Construction  der  Durchdringung  charakterisiert  diese 
Spitze  denn  auch  sofort  als  Doppelpunkt.  In  der  That  denken 
wir  den  Kegel  My  S,  (Fig.  51)  und  auf  seiner  Oberfläche,  also 
in  einer  seiner  Erzeugenden  MS^ ,  die  Spitze  M*  eines  zweiten 
Kegels  mit  der  ersten  Spur  S^*  —  wir  haben  beide  als  vom 
zweiten  Grade  vorausgesetzt  — ,  so  ist  MM*S^  die  Verbindungs- 
linie der  Spitzen  und  jede  durch  sie  gehende  £bene  wie  die 
von  der  Spur  h^  schneidet  den  Kegel  M  in  noch  einer  Er- 
zeugenden ^  den  Kegel  M"*  m  zwei  Erzeugenden  (wenn  die 
Kegel  vom  zweiten  Grade  sind),  die  mit  jener  Punkte  A^  und 

Fig.  52. 


B^  der  Curve  liefern;  insbesondere  schneidet  die  Ebene  durch 
MM*S^j  welche  den  Kegel  M  berührt ,  also  von  der  Spur  h 
in  der  Figur,  aus  if*  zwei  Erzeugende  heraus,  die  in  M*  die 
Curve  berühren,  welchen  also  zwei  durch  M*  gehende  Aeste 
der  Durchdringungscurve  entsprechen.  Im  allgemeinen  Falle 
wird  M*  zum  vielfachen  Punkte  der  Durchdringung.  Wir 
müssen  jedoch  bemerken,  dass  die  Spur  S|*  des  Kegels  M* 
von  der  S|  in  5,  berührenden  Spur  h  nicht  nothwendig  ge- 
schnitten wird,  und  erkennen,  dass  in  diesem  Falle  die  beiden 
nicht  reellen  Mantellinien  des  Kegels  if*,  die  die  Ebene  MM*h 
enthält,   einander  und  zugleich   die  derselben  Ebene  doppelt 
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angehörige  Mantellinie  MM*  des  Kegels  M  in  M*  schneiden, 
BO  dass  dieser  Punkt  wie  vorher  ein  Doppelpunkt  ist,  jedoch 
ein  solcher  mit  nicht  reellen  Tangenten  der  beiden  durch  ihn 
gehenden  Aeate  (den  Mantellinien^voQ  M*  in  der  Ebene  nach  K)\ 
ein  solcher  also,  fUr  den  diese  beiden  Äeste  selbst  nicht  reell 
sein  können.  Man  nennt  ihn  desshalb  oder  wegen  seiner 
Trennung  von  den  übrigen  reellen  Theilen  der  Gurre  einen 

Fig.  58. 


isolierten  (vielfachen  oder)  Doppelpunkt.  (Vergl.  §  1, 
da  das  Bild  einer  solchen  Durchdringung  eine  ebene  Curve  mit 
isoliertem  Doppelpunkt  ist.)  Wir  geben  in  Fig.  52  das  Bild 
einer  solchen  Durchdringung  zwischen  zwei  Eegeln  zweiten 
Grades. 

Zugleich  aber  lehrt  die  Betrachtung  dieses  Falles,  wie  ein 
stationärer  Punkt  in  der  Raumcurve  entstehen  kann, 
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indem  mau  die  Tangenten  der  beiden  durch  den  Doppelpunkt 
gehenden  Gurvenäste  zum  Zusammenfallen  bringt  und  so  die 
Schleife  auf  einen  Punkt  reduciert.  Es  ist  augenscheinlich; 
dass  diess  eintritt,  wenn  die  beiden  Eegel  M^  Sj  und  M"*^  Sj*, 
von  denen  der  erste  die  Spitze  des  letztern  enthält,  aber  nicht 
umgekehrt,  von  der  nämlichen  Ebene  ^*S',5,*  (Fig.  53)  be- 
rührt werden,  nämlich  der  Eegel  M  längs  der  Erzeugenden 
MS^y  welche  auch  M*  enthält,  und  der  Eegel  M*  längs  der 
Erzeugenden  M*S^*.  In  diesem  Falle  wird  der  Punkt  J/*  zum 
Doppelpunkt  mit  der  einzigen  Tangente  M*S{*  für  beide  Äeste, 
d.  h.  zu  einem  stationären  oder  Rückkehrpunkt  der 
Raumcurve  vierter  Ordnung.  Wir  kommen  auf  diesen 
Fall  zurück.  Hier  schon  kann  aber  von  dem  Formenwandel 
der  Raumcurven  vierter  Ordnung  aus  zwei  Eegeln  zweiten 
Grades  in  den  Hauptzügen  Rechenschaft  gegeben  werden.  Sie 
ist  einth eilig  im  Falle  der  Eindringung,  zweitheilig  im 
Falle  der  Durchdringung;  aus  der  zweitheiligen  Gurve  kann 
durch  Zusammenziehung  des  einen  Theiles  auf  einen  Punkt 
die  Gurve  mit  isoliertem  Punkt  gebildet  werden;  sowohl 
von  der  einen  als  von  der  andern  gelangt  man  zu  der  Gurve 
mit  Enotenpunkt  und  von  dieser  zur  Gurve  mit  Rück- 
kehrpunkt wie  oben. 

1)  Man  ordne  die  Durchdringung  eines  schrägen  Kreiskegels 
und  eines  elliptischen  Cylinders  so  an,  dass  dieselbe  in  einer  ge- 
gebenen Erzeugenden  des  erstem  einen  Doppelpunkt  habe;  man 
disponiere  so,  dass  die  Durchdringung  sich  auf  den  Doppelpunkt 
reduciert. 

2)  In  einem  Doppelpunkt  der  Durchdringungscurve  haben  die 
schneidenden  Flächen  —  und  diess  gilt  nicht  nur  für  Kegelflächen 
(vergl.  §  27)  —  dieselbe  Tangentialebene  für  den  gemeinschaft- 
lichen Punkt,  d.  h.  sie  berühren  einander  in  ihm. 

3)  Die  Berührungsebenen  der  Bückkehrkante  einer  allgemeinen 
developpabeln  Fläche,  d.  h.  die  Ebenen,  welche  durch  eine  Tan- 
gente derselben  gehen  —  für  jede  Tangente  ein  Büschel,  insge- 
sammt  zweifach  unendlich  viele  Ebenen  —  sind  anzusehen  als  Tan- 
gentialebenen der  developpabeln  Fläche  in  einem  Punkte,  nämlich 
im  Berührungspunkte  mit  der  Bückkehrkante.  Denn  da  dieser  der 
Schnitt  der  Tangente  mit  der  nächstfolgenden  Tangente  ist,  so  hat 
jede  durch  ihn  gehende  Gerade  zwei  zusammenfallende  Punkte  mit 
der  developpabeln  Fläche  gemein.  Das  Nämliche  gilt  aus  diesem 
Grunde  auch  für  die  Punkte  der  Doppelcurve  der  developpabeln 
Fläche.    (Für  weitere  Ausführung  vergl.  §§  24,  26.) 
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4)  Die  Bildung  des  Bichtungskegels  unter  Mitverschiebung 
aller  dieser  Ebenen  und  Geraden  fuhrt  von  3)  zu  den  im  Text 
entwickelten  Ergebnissen  für  den  Kegel  zurück.  Für  einen  Cjlinder 
sind  alle  die  unendlich  fernen  Geraden  und  alle  die  Ebenen,  welche 
die  Richtung  seiner  Mantellinien  enthalten,  Tangenten  und  resp. 
Tangentialebenen . 

5)  Wenn  die  Durchdringung  einer  Cylinder-  und  einer  Segelfläche 
von  geschlossenen  Leitcurven  einen  unendlichen  Ast  besitzt^  so  ent- 
spricht diesem  stets  ein  Doppelpunkt;  wie  erhält  man  seine  Tangenten? 

6)  Man  ordne  die  Durchdringung  zweier  Eigel  zweiten  Grades 
und  sodann  die  eines  Cylinders  und  eines  Kegels  vom  zweiten  Grade 
so  an,  dass  dieselbe  einen  Doppelpunkt  in  unendlicher  Ferne  besitzt; 
man  charakterisiere  die  Curve  in  der  Umgebung  desselben.  Man 
disponiere  so,  dass  die  Durchdringung  sich  auf  den  unendlich  fernen 
Doppelpunkt  reduciert. 

7)  Man  ordne  die  Durchdringung  eines  Kegels  und  eines 
Cylinders  vom  zweiten  Grade  so  an,  dass  die  Durchdringungscurve 
einen  gegebenen  stationären  Punkt  besitzt  mit  einer  gegebenen 
Geraden  als  der  entsprechenden  Tangente,  und  bezeichne  die  Lage 
ihrer  stationären  Ebene. 

8)  Eine  Baumcurve  vierter  Ordnung  soll  einen  stationären 
Punkt  in  unendlicher  Feme  haben  und  als  Durchdringung  eines 
Cylinders  und  eines  Kegels  vom  zweiten  Grade  construiert  werden. 

9)  Man  construiere  eine  Baumcurve  vierter  Ordnung  mit  einem 
Bückkehrpunkt  und  zwei  Asymptoten. 

10)  Die  Durchdringung  von  zwei  entwickelbaren  Flächen  hat 
im  Allgemeinen  überall  da  Doppelpunkte  mit  reellen  und  ver- 
schiedenen Tangenten,  wo  eine  von  ihnen  von  der  Doppelcurve 
der  andern  durchschnitten  wird,  und  sie  hat  Bückkehrpunkte  überall 
da,  wo  eine  der  Flächen  von  der  Bückkehrcurve  der  andern  ge- 
troffen wird.  Kann  ein  Doppelpunkt  jener  Entstehung  zum  Bück- 
kehrpunkt werden?  Wenn  beide  Flächen  sich  in  einem  Punkte 
berühren,  der  weder  in  einer  Doppelcurve  noch  in  einer  Bückkehr- 
curve liegt,  so  wird  derselbe  zum  Doppelpunkt  der  Durchdringung. 

11)  Man  erörtere  die  Art  und  Weise,  in  welcher  die  Durch- 
dringung eines  Kegels  mit  einer  allgemeinen  developpabeln  Fläche 
construiert  werden  muss. 

12)  Man  zeige,  wie  für  diese  Durchdringung  die  unendlichen 
Aeste  und  die  Asymptoten  ermittelt  werden  können  und  dass  die 
Verwendung  der  Bichtungskegel  dieselbe  Aufgabe  auch  im  allge- 
meinsten Falle  von  zwei  developpabeln  Flächen  löst.  Wir  bemerken 
dabei,  dass  die  Horizontalprojection  einer  Baumcurve  mit  der 
verticalen  Projection  eines  bestimmten  unter  ihren  Punkten  und  der 
horizontalen  Spur  ihrer  Tangentenfläche  die  ganze  Curve  und  ihre 
Developpable  bestimmen.  (Vergl.  §  2,  Fig.  8  f.)  Wie  in  Central- 
projection;  etc.? 
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21.  Weil  ein  Kegelschnitt  aus  jedem  Punkte  seiner 
Ebene  nur  zwei  Tangenten  gestattet^  und  somit  von  den  ge- 
meinsamen Tangenten  zweier  Kegelschnitte  derselben  Ebene 
auch  immer  nur  zwei  in  einem  Punkte  sich  schneiden  können^ 
so  sind  in  dem  Büschel  der  Hilfsebenen ,  die  man  für  die 
Durchdringung  von  zwei  Kegeln  zweiten  Grades  benutzt;  von 
denen  keiner  seine  Spitze  auf  dem  Mantel  des  andern  hat, 
nicht  mehr  als  zwei  Ebenen  möglich,  welche  beide  Kegel  längs 
Mantellinien  berühren  und  deren  jeder  also  ein  Doppelpunkt 
in  ihrer  Durchdringung  entspringt.  Mit  anderen  Worten :  Wenn 
der  Durchstosspunkt  S  der  Verbindungslinie  der  Spitzen  in  der 
Ebene  der  Leitkegelschnitte  S,  S*  der  Schnittpunkt  von  zwei 
gemeinsamen  Tangenten  der  letzteren  ist,  so  hat  die  Durch- 
dringung der  Kegel  in  den  durch  jene  und  diese  gehenden 
beiden  Ebenen  je  einen  Doppelpunkt.  Wenn  jede  durch  S 
gehende  Gerade,  welche  die  Leitcurve  8  schneidet,  dies  auch 
mit  8*  thut,  so  entsteht  eine  Durchdringungscurve;  wenn  dies 
nicht  der  Fall  ist,  so  bilden  die  beiden  Doppel-  und  Be- 
rührungspunkte die  ganze  Durchdringung.  Wir  werden  die 
Natur  der  Durchdringung  mit  zwei  Doppelpunkten  alsbald  er- 
kennen, indem  wir  die  Schlussweise  des  §  19  benutzen.  Sie 
zeigt  zuerst:  Eine  Durchdringungscurve  vierter  Ord- 
nung kann  nicht  drei  Doppelpunkte  haben,  die  ein 
Dreieck  bilden,  ohne  ganz  in  der  Ebene  derselben 
zu  liegen,  weil  diese  mit  der  Gurve  sechs  Punkte  gemein 
hätte  und  also  unendlich  viele  mit  ihr  gemein  haben  muss. 
Wenden  wir  dann  dieselbe  Schlussweise  auf  den  durch  das 
Vorige  constituierten  Fall  der  Durchdringungscurve  vierter 
Ordnung  mit  zwei  Doppelpunkten  an,  so  folgt  aus  dem 
Umstände,  dass  eine  Ebene  durch  die  beiden  Doppelpunkte  in 
diesen  vier  Punkte  mit  der  Ourve  gemein  hat,  dass  jede  Ebene 
dieses  Büschels,  die  durch  einen  weitern  Punkt  der  Curve 
gelegt  wird^  noch  unendlich  viele  Punkte  der  Gurve  enthalten 
muss;  dass  also  dieDurchdringungaus  ebenen  Gurven, 
d.  h.  aus  zwei  Kegelschnitten  besteht,  welche  die 
Doppelpunkte  gemein  haben,  wovon  nachher  in  §44  im 
allgemeineren  Sinne.  Die  Spur  der  developpabeln  Fläche  der 
Durchdringungscurve  geht  in  diesem  Falle  in  zwei  gerade  Liuien 
über,  die  gleichnamigen  Spuren  der  Ebenen  dieser  Kegelschnitte. 
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Wir  wissen  aber  aus  der  Theorie  der  Kegelschnitte  (vergl. 
I ,  §  32) ;  dass  zwei  derselben  die  nämlichen  Tangenten 
aus  einem  Punkte  S  haben,  wenn  die  Involution  harmonischer 
Polaren  dieselbe  ist;  die  sie  an  diesem  Punkte  erzeugen ;  sowie 
dass  jene  conjugiert  imaginär  sind;  wenn  diese  Involution 
elliptisch  ist.  Wäre  nun  S^  der  Durchstosspunkt  der  Verbin- 
dungslinie der  Spitzen;  MM*  ein  solcher  Punkt  mit  der  näm- 
lichen elliptischen  Polarinvolution  für  die  Spurkegelschnitte  8 
und  8*  so  gehen  durch  MM*  zwei  nicht  reelle  beide  Kegel 
zugleich  berührende  Hilfsebenen  und  die  Berührungsmantel- 
linien in  jeder  derselben  schneiden  sich  in  einem  nicht  reellen 
Doppelpunkte  der  Durchdringung  der  Kegel.  Die  gerade  Ver- 
bindungslinie d  beider  Doppelpunkte  ist  reell;  denn  sie  ist  die 
Schnittlinie  der  Polarebenen  der  Geraden  MM*  in  beiden 
Kegelu;  oder  der  Ebenen;  welche  die  Polaren  s  und  5*  von  S 
in  Bezug  auf  8  und  8*  mit  M  resp.  M*  verbinden.  Dieselbe 
schneidet  beide  Kegel  in  denselben;  aber  nicht  reellen  Punkten. 
Legt  man  dann  eine  die  Kegel  reell  schneidende  Hilfsebene, 
so  liefern  die  beiden  Paare  von  Erzeugenden;  die  sie  aus- 
schneiden; vier  Punkte  A,  B,  6?,  D  der  Durchdringung;  die  in 
Paaren  mit  der  Geraden  d  in  je  einer  Ebene  liegen;  diese  sind 
die  Ebenen  der  beiden  Kegelschnitte,  welche  die  Durchdringung 
bilden;  ihre  Spuren  gehen  durch  den  Durchstosspunkt  der 
Geraden  d.  Man  beweist  leicht  auch  den  umgekehrten  SatZ; 
dass  durch  irgend  zwei  ebene  Querschnitte  desselben  Kegels 
vom  zweiten  Grade  ein  zweiter  Kegel  dieser  Art  hindurchgeht; 
und  findet;  dass  seine  Spitze  M*  der  vierte  harmonische  Punkt 
zu  M  mit  Bezug  auf  die  Punkte  in  den  Querschnittebenen  in 
derjenigen  geraden  Linie  ist,  welche  die  Pole  der  Schnittlinie 
d  der  Querscfanittebenen  in  beiden  Schnittpunkten  verbindet. 
(Vergl.  I,  §  36*;  auch  weiterhin  den  Abschnitt  B,  §  44.) 

Ziehen  wir  aber  die  zweite  Entstehungsart  der  Doppel- 
punkte der  Durchdringung  in  Betracht;  nach  welcher  die  Spitze 
des  einen  Kegels  auf  dem  Mantel  des  andern  liegt;  so  können 
wir  sie  entweder  mit  der  ersten  combinieren  oder  zweimal  er- 
füllen; um  die  Singularität  der  Durchdringung  zu  steigern. 
Das  erste  führt,  wie  wir  wissen;  zur  Bildung  der  Spitze,  wenn 
die  Tangente  im  Durchstosspunkt  S  an  den  einen  Kegelschnitt 
auch  eine  Tangente  des  andern,  jedoch  in  einem  von  S  ver- 
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schiedenen  Punkte  T  ist;  lassen  wir  dann  T  sich  in  der  ge- 
meinsamen Tangente  dem  Punkte  S  unendlich  nähern,  so 
haben  beide  Kegel  nicht  nur  die  Gerade  MM*j  sondern  auch 
die  zugehörige  Tangentialebene  gemein^  und  der  Rest  ihrer 
Durchdringung  ist  ein  Kegelschnitt.  Die  doppelte  gemeinsame 
Gerade  MM*  zeigt  uns  unendlich  viele  Doppelpunkte  der 
Durchdringung,  die  auch  als  ebenso  viele  Rückkehrpunkte  be- 
trachtet werden  dürfen.  Jede  Ebene  des  Hilfsebenenbüschels 
MM*  schneidet  aus  jedem  der  beiden  Kegel  noch  eine  Er- 
zeugende heraus  und  bestimmt  durch  deren  Schnitt  einen  Punkt 
des  Durchdringungskegelschnittes ;  die  entsprechenden  Tangen- 
tialebenen beider  Kegel  schneiden  sich  in  der  zugehörigen 
Tangente  desselben.  Es  ist  zugleich  die  Combination  des 
Vorigen  mit  dem  Nachfolgenden. 

Im  zweiten  Falle  muss  die  Spitze  jedes  der  beiden  Kegel 
auf  dem  Mantel  des  andern  liegen  und  somit  die  Gerade  MM* 
wie  im  letzterwähnten  Falle  eine  gemeinsame  Erzeugende 
beider  Kegel,  ohne  dass .  jedoch  beide  längs  derselben  die 
nämliche  Tangentialebene  haben.  Dann  ist  die  Gerade  MM* 
einfach  zählend  ein  Theil  der  Durchdringung. 

Der  Rest  der  Durchdringung  muss  eine  Raumcurve 
dritter  Ordnung  sein.  Denn  jede  durch  MM*  gehende 
Ebene  schneidet  sowohl  den  Kegel  M  als  auch  den  Kegel  M* 
noch  in  einer  Geraden,  deren  Schnittpunkt  zur  Durchdringungs- 
curve  gehört  und  diese  Curve  kann  somit  keine  ebene  Gurye 
sein.  Die  zugehörigen  Tangentialebenen  der  Kegel  schneiden 
einander  in  der  Tangente  der  Durchschnittscurve  im  entspre- 
chenden Punkte. 

Denkt  man  dann  nach  §  18  die  unendlichen  Äeste  und 
die  Asymptoten  der  Curve  dritter  Ordnung  bestimmt,  in  welcher 
sich  zwei  Kegel  zweiten  Grades  durchdringen,  so  ergiebt  sich 
(vergl.  §  19,  i)  aus  dem  Umstände,  dafs  hier  die  Spurkegel- 
schnitte 8,  S*  und  somit  auch  S  und  S^  den  Punkt  iS  gemein 
haben,  dass  diese  Curve 

a)  einen  unendlichen  Ast  und  eine  Asymptote  immer 
haben  muss  —  weil  zwei  Kegelschnitte,  die  einen  Punkt  ge- 
mein haben,  noch  einen  zweiten  gemein  haben  müssen,  während 
sie  noch  drei  gemein  haben  können ;  dass  also,  wenn  sich  S  und 
Bp  in  vier  Punkten  schneiden,  die  Raumcurve  dritter  Ordnung 
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b)  drei  unendliche  Aeste  und  nud  Asymptoten  hat.  Wir 
nenneil  sie  im  Falle  a)  eine  cubieche  Ellipse,  im  Falle  b) 
eine  cubieche  Hyperbel,   Die  Figur  54  stellt  eine  cubische 


Ellipse  in  Horizontal-  und  Vertical-Projection  dar. 
M,  Sy  und  jV*  S,*  sind  die  beiden  Eegel,  MB  ist  die  gemein- 
Bchaftliche   Erzengeode;    a   ist  die  mittelst  des   Parallelkegels 
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M*y  Sj]*  construierte  Asymptote  der  Carve.  Dieselbe  ist  durch 
Punkte  und  Tangenten  bestimmt  und  zwar  sind  diese  Punkte 
von  oben  her  durch  die  fortlaufenden  Nummern  und  die 
horizontalen  Durchstosspunkte  der  Tangenten  d.  i.  die  Punkte 
der  Horizontalspur  D]  der  Developpabeln  durch  dieselben 
Nummern  1  bis  18  bezeichnet.  Für  die  Punkte  3,  6^  10  ist 
die  Construction  yollsländig  ersichtlich  gemacht. 

Zwischen  der  cubischen  Ellipse  und  der  cubischen  Hyperbel, 
deren  Construction  wir  empfehlen,  giebt  es  aber  Uebergangs- 
oder  Grenzformen. 

Berühren  sich  die  Kegelschnitte  S^^  S,t*  in  einem  von 
D  verschiedenen  Punkte  einfach,  so  haben  sie  ausser  D  noch 
^inen  Schnittpunkt  und  es  entspricht  dem  letztern 

c"^  ein  gewohnlicher  unendlicher  Ast^  jener  Berührnngs- 
stelle  aber  ein  solcher  mit  unendlich  femer  Asymptote  oder 
ein  parabolischer  Ast^  wir  nennen  die  Gurve  eine  cubische 
hyperbolische  Parabel. 

Osculieren  sich  endlich  die  Kegelschnitte,  die  sich  in  D 
schneiden,  in  einem  andern  Punkte,  so  entspricht 

d)  diesem  Punkte  eine  unendlich  ferne  Schmiegungsebene 
und  wir  nennen  die  Gurve  eine  cubische  Parabel.  Dass 
man  die  Baumcurve  dritter  Ordnung  auf  Grund  ihrer  wesent- 
lichen Eigenschaften  als  cubische  Kegelschnitte  bezeich- 
nen darf;  wird  die  weitere  Betrachtung  zeigen.  Die  Figur 
55  giebt  in  Gentralprojection  die  cubische  Parabel. 
Die  Kegel  von  den  Spitzen  M  und  M"*  und  der  gemeinschaft- 
lichen Erzeugenden  SD  —  D  bezeichnet  den  Fluchtpunkt  der- 
selben,  S  ihren  Durchstosspunkt  —  haben  zu  Fluchtlinien 
die  Ellipse  Q*'  und  den  durch  D  gehenden  Krümmungskreis 
Q'  derselben  für  den  Punkt  ü\  Von  den  Spurcurven  ist 
nur  der  Kreis  S  verzeichnet ,  die  Ellipse  S*  wäre  zu  Q*' 
ähnlich  und  in  ähnUcher  Lage  und  geht  durch  die  Punkte  S 
und  So-  Die  Gurve  ist  durch  Punkte  und  Tangenten  con- 
struiert,  und  die  developpable  Fläche  durch  die  letztem^  sowie 
die  Fluchtcurve  QJl  und  den  im  Blatte  liegenden  Theil  der 
Spurcurve  S^  dargestellt.  Die  Punkte  der  Gurve  sind  von 
der  Bildebene  nach  hinten  gezählt  1',  2',  .  .  .  bis  zu  den  vor 
der  Yerschwindungsebene  gelegenen  Punkten  10',  11',  12'; 
die  Fluchtpunkte   der    entsprechenden  Tangentep    sind   durch 
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die  gleichen  Nummern  ohne  Strich,  und  die  Durchstosspunkte 
durch  dieselben  mit  dem  Index  d  bezeichnet.  Ebenso  sind 
M  und  M*'  behandelt.  Das  Bild  ihres  unendlich  fernen  Punktes 
ist  U\  zusammenfallend  mit  dem  Fluchtpunkt  der  zugehörigen 
Tangente,  deren  Durchstosspunkt  auf  Sj  im  Unendlichen  liegt. 
Die  Tangenten  von  8d  und  die  von  Q^'  in  den  entsprechenden 
Punkten  sind  parallel  als  Spuren  und  Fluchtlinien  der  be- 
züglichen Tangentialebenen  der  developpabeln  Fläche. 

Die  Fluchtcurve  ist  ein  Kegelschnitt,  der  Q'  und  Q*'  in 
ü'  (beide)  M  und  M*  respective  berührt.  (Vergl.  §  24,  c.) 
Die  Spurcurve  berührt  in  Ma  den  Kreis  S  und  würde  in  Md* 
die  Ellipse  8/  berühren;  in  Se  liegt  ihr  Rückkehrpunkt. 

Die  Asymptoten  des  Bildes  oder  die  Tangenten  desselben 
in  seinen  unendlich  fernen  Punkten,  d.  h.  die  Bilder  der  Tan- 
genten in  denjenigen  Punkten  der  Curve,  welche  auf  der  Ver- 
schwindungsebene  liegen,  erhalten  wir  nach  §  18  mittelst  der 
Fluchtcurve  Q/  des  Kegels  aus  M*  über  dem  Verschwindungs» 
kreise  des  Kegels  MQ\  welche  Curve  nach  dem  Yerhältniss 
DM'  :  DM*'  und  für  D  als  Aehnlichkeitspunkt  zu  Q'  ähnlich 
und  ähnlich  gelegen  ist.  Sie  schneidet  Q*'  in  einem  Punkte, 
dessen  entsprechender  auf  Q'  auf  dem  von  ihm  nach  D  ge- 
henden Strahle  liegt,  und  die  nach  M*'  und  M'  resp.  ge- 
henden zugehörigen  Erzeugenden  haben  parallele  Bilder  von 
der  Richtung  der  fraglichen  Asymptote;  ihren  Fluchtpunkt 
aber  erhalten  wir  als  Schnitt  der  Tangenten  an  Q"^'  und  Q' 
in  den  vorher  bezeichneten  Fluchtpunkten.  Die  Eintragung 
in  Fig.  54  ist  zu  empfehlen. 

Wir  kommen  in  den  folgenden  §§  mehrfach  auf  die  Curve 
dritter  Ordnung  zurück;  überdiess  in  systematischer  Entwicke- 
lung  im  III.  Theil. 

1)  Zwei  Kegel  zweiten  Grades  über  derselben  ebenen  Leit- 
curve  durchdringen  sich  in  einem  andern  Kegelschnitt. 

Wenn  speciell  die  gemeinsame  Leitcurve  ein  Kreis  in  der 
verticalen  Projectionsebene  ist,  und  die  Endpunkte  seines  zur  Axe 
X  rechtwinkligen  Durchmessers  die  Veriicalprojectionen  der  Kegel- 
mittelpunkte ßf^  und  il/j  sind,  so  erscheint  der  Dnrchdringimgs- 
kegelschnitt  in  der  Verticalprojeciion  als  die  Polare  vom  verticalen 
Durchstosspunkt  der  Geraden  M^M^  im  Spurkreise  und  ist  eine 
Parabel,  deren  Axe  zur  Ebene  xz  normal  ist.  Die  Kegel  sind 
orthogonale  mit  einem  gemeinsamen  System  der  Kreisschnitte. 
(Vergl.  T,  §  1.1,6.) 
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2)  Zwei  parallele  Kegel  zweiten  Grades  durchdringen  sich  [im 
Endlichen  in  einem  Kegelschnitte.  Von  diesem  Satze  haben  wir 
in  I,  §  (36^^)  den  Specialfall  für  die  gleichseitigen  parallelen 
Rotationskegel  auf  cyklographischem  Wege  gefunden  und  erweitert 
und  sehen  denselben  für  gleiche  und  parallelaxige  Botationskegel 
überhaupt  gültig. 

Flg.  65. 


3)  Wenn  die  Spurkegelschnitte  zweier  Kegel  zweiten  Grades 
vier  reelle  gemeinsame  Tangenten  haben,  so  sind  von  den  sechs 
Schnittpunkten  derselben  zwei,  nämlich  der  der  äusseren  und  der 
der  inneren  gemeinsamen  Tangenten,  Durchstosspunkte  S  der  Ver- 
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bindungslinie  der  Spitzen  M^  M*  fELr  eine  reelle  Darchdringnng 
mit  zwei  gleichfalls  reellen  Doppelpunkten;  die  vier  übrigen  aber 
führen  so  benutzt  zu  Kegeln,  die  sich  zweifach  reell  berühren^  ohne 
sich  zu  durchdringen. 

4)  Man  zeige,  wie  aus  dem  Texte  das  Besultat  Ton  §  3,  6  in 
Bezug  auf  Kegel  mit  verwechselter  Spur  und  Fluchtlinie  und  ihren 
gemeinsamen  Querschnitt  in  der  zweiten  Parallelebene  hervorgeht 
und  man  bestimme  im  Falle  der  Kegel  zweiten  Grades  die  Ebene 
des  zweiten  gemeinsamen  Querschnittes  und  die  Lage  der  Punkte, 
in  welchen  sich  die  beiden  Kegelflächen  berühren. 

Sie  projicieren  sich  als  die  Mitten  zwischen  S  und  Q'  der 
Umrisserzeugenden;  der  zweite  Querschnitt  als  Verbindungslinie 
derselben. 

5)  Zwei  Kegel  über  demselben  Kegelschnitt  aus  Spitzen  M^ 
M*,  deren  Verbindungslinie  denselben  schneidet,  durchdringen  sich 
in  jenem  Kegelschnitt  und  in  der  doppeltzählenden  Verbindungs- 
linie der  Spitzen.  Jener  Schnitt  ist  ein  dreifacher  Punkt  in  der 
Durchdringung. 

6)  Haben  zwei  Kegel   zweiten  Grades  dieselbe  Spitze,   so  ist 
'  dieselbe    ein    vierfacher    Punkt   der    Durchdringung    und    dieselbe 

besteht  aus  den  vier  gemeinsamen  Mantellinien  beider  Kegel,  die 
nach  den  Schnittpunkten  ihrer  Leitcurven  gehen.  Die  Unter- 
scheidungen von  §  19,  1  zeigen  die  wesentlichen  Fälle  von  vier, 
zwei  und  keinen  reellen  Mantellinien  und  die  Grenzfälle  zwischen 
denselben.     Man  zähle  sie  auf. 

7)  Man  ordne  die  Fluchtcurven  und  Spitzen  von  zwei  Kegeln 
zweiten  Grades  so  an,  dass  ihre  Durchdringung  aus  zwei  Hyperbeln 
mit  einer  gemeinsamen  Asjmptotenrichtung  besteht. 

8)  Wenn  zwei  Kegelschnitte  K^  IC*  sich  in  einem  Punkte  S 
berühren,  so  schneiden  sich  die  Paare  von  Tangenten ,  welche  an 
sie  in  den  Punkten  eines  um  S  sich  drehenden  Strahls  gezogen 
werden,  in  Punkten  einer  Geraden  5,  welche  die  reelle  oder  ideale 
gemeinschaftliche  Secante  der  Kegelschnitte  ist,  die  S  nicht  ent- 
hält. Verbindet  man  von  den  Paaren  solcher  Punkte  der  Kegel- 
schnitte A",  K*  den  zu  IC  gehörigen  mit  dem  einen  M  und  den  zu 
IC*  gehörigen  mit  dem  andern  M*  von  zwei  festen  mit  S  in  einer 
Geraden  gelegenen  Punkten,  so  erzeugen  die  zwei  so  entstehenden 
Strahlenbüschel  als  Ort  der  Schnittpunkte  ihrer  entsprechenden 
Elemente  einen  Kegelschnitt.  Denn  ICy  IC*  sind  die  gleichnamigen 
Spuren  von  zwei  Kegelflächen  zweiten  Grades  von  den  Spitzen  M 
und  M*,  welche  sich  längs  der  Erzeugenden  M M*S  berühren. 

Da  die  Durchdringungscurve  durch  die  Schnittpunkte  der 
Spuren  der  Kegel  geht,  so  erzeugen  zwei  sich  berührende  Kreise 
in  dieser  Art  einen  neuen  Kreis  und  allgemeiner  zwei  sich  berüh- 
rende ähnliche  Kegelschnitte  in  ähnlicher  Lage  (I,  §  33,  17)  einen 
dritten  Kegelschnitt  derselben  Art  und  Lage. 
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9)  Alle  diejenigen  Kegel  zweiten  Grades,  welche  dieselben 
gleichnamigen  Spuren,  dieselben  zugehörigen  Projectionen  der 
Spitzen  und  den  nämlichen  zugehörigen  Durcfastosspunkt  ihrer  Ver- 
bindungslinie haben ;  erzeugen  Durchdringungscurven,  für  welche 
die  gleichnamige  Projection  und  die  gleichnamige  Spur  ihrer  Tan- 
gentenfläche dieselben  sind  —  denn  diese  wie  jene  werden  ganz 
ohne  Zuziehung  der  andern  Projectionen  der  Spitzen  bestimmt. 

10)  Was  entspricht  dem  in  9)  bezeichneten  Verhalten  in  der 
centralprojectivischen  Darstellung  ? 

11)  £8  ist  unmöglich,  dass  bei  der  Baumcurve  dritter  Ordnung 
zwei  nicht  auf  einander  folgende  Tangenten  sich  schneiden  —  weil 
sonst  in  der  Ebene  derselben  die  Spuren  der  erzeugenden  Kegel 
zwei  sich  doppelt  berührende  Kegelschnitte  sein  müssten,  für  die 
die  Verbindungslinie  der  Spitzen  den  einen  Berührungspunkt  ent- 
hielte. (Vergl.  den  Text.)  Die  developpabele  Fläche  der  Raumcurve 
dritter  Ordnung  hat  also  keine  Doppelcurve.  (Vergl.  §  13.) 

12)  Eine  stationäre  Schmiegungsebene  kann  eine  Raumcurve 
dritter  Ordnung  nicht  enthalten. 

13)  Man  construiere  eine  Raumcurve  dritter  Ordnung  so,  dass 
die  erste  Projectionsebene  sie  in  einem  gegebenen  Punkte  nach 
einer  gegebenen  Geraden  osculiere,  während  die  erste  Spur  der 
einen  Kegelfläche  ein  Kreis  ist. 

14)  Ein  Kegel  zweiten  Grades  und  ein  elliptischer  Cylinder  mit 
einer  gemeinschaftlichen  Erzeugenden  können  nur  eine  cubische 
Ellipse  zur  Durchdringung  haben;  man  ordne  ihre  Durchdringung 
so  an,  dass  ihre  Asymptote  durch  einen  gegebenen  Punkt  geht. 

15)  Man  erörtere,  ob  eine  cubische  Parabel  möglich  und  be- 
stimmt ist,  wenn  ein  Kegel  zweiton  Grades  gegeben  ist,  auf  dem 
sie  liegt,  dazu  entweder  die  Spitze  eines  zweiten  Kegels  oder  die 
Erzeugende  ihres  unendlich  fernen  Punktes  auf  dem  ersten  Kegel. 

16)  Jede  der  cubischen  Raumcurven:  Cubische  Ellipse,  cubische 
Hyperbel,  hyperbolische  Parabel  und  cubische  Parabel  kann  in 
Centralprojection  als  singulare  Curve  dritter  Ordnung  mit  einer 
Asymptote,  oder  mit  drei  Asymptoten,  mit  einem  parabolischen  Ast 
und  einer  Asymptote,  und  als  Curve  dritter  Ordnung  mit  einer 
Inflexion  nach  der  unendlich  fernen  Geraden  erscheinen.  Man  dis- 
poniere die  sechszehn  so  entstehenden  Fälle. 

17)  Man  zeichne  die  Curve  dritter  Ordnung  aus  der  Durch- 
dringung eines  Rotationscylinders  und  eines  ihn  längs  einer  Man- 
tellinie rechtwinklig  schneidenden  Kegels,  der  mit  ihm  ein  System 
der  Kreisschnittebenen  gemein  hat  (also  eines  orthogonalen 
Kegels,  wie  in  Beisp.  1  oben).  Die  gemeinsame  Kreisschnittebene 
des  Kegels  M ^  Sj  und  des  Cy linders  M*^  Sj^  sei  die  horizontale, 
die  Tangentialebene  des  Cylinders  längs  der  gemeinsamen  Mantel- 
linie die  verticale  Projectionsebene;  dann  ist  Sj*  die  Horizontal- 
projection  der  Curve,   die  Verticalprojection  derselben  hat  in  M" 

9* 
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Inflezion  mit  der  zweiten  Mantellinie  des  Kegels  in  der  Yertical- 
ebene  als  Tangente  und  ist  centrisch  symmetrisch  fCLr  M"  als 
Centrum  mit  parallelen  Tangenten  in  den  Paaren  entsprechender 
Funkte  und  der  ersten  Mantellinie  jenes  Kegels  als  Asymptote. 
Wir  sehen;  dass  die  Gurve  durch  die  imaginären  Kreispunkte  der 
horizontalen  Ebene  geht  und  werden  weiterhin  Gründe  finden,  nach 
denen  dieselbe  als  dem  Kreis  analog  unter  den  cubischen 
Kegelschnitten  anzusehen  ist.  Die  Spurcurve  ihrer  develop- 
pabeln  Fläche  in  der  Horizontalebene  entsteht  als  Ort  der  Schnitt- 
punkte aus  rechtwinkligen  Tangentenpaaren  der  beiden  Grundkreise ; 
die  zu  den  Endpunkten  eines  Durchmessers  gehörenden  Punkte 
liegen  immer  in  einer  Geraden  durch  die  reelle  Spitze  der  Curve 
und  die  zu  zwei  orthogonalen  Kreisdurchmessem  bo  erhaltenen 
Geraden  sind  wieder  rechtwinklig  zu  einander;  ihre  Längen  zwischen 
den  Endpunkten  in  der  Curve  sind  constant ;  etc.  und  ist  in  derjenigen 
Horizontalebene  von  der  höchsten  Symmetrie,  in  welcher  beide 
Grundkreise  gleiche  Radien  haben,  nämlich  eine  Oardioide,  die  von 
einem  Punkte  eines  Kreises  bei  seinem  Bollen  auf  einem  ihm 
gleichen  Kreise  beschriebene  Curve. 

Piff.  66. 
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22.  Ehe  wir  uns  zur  letzten  Untersuchung  der  Durchdrin- 
gung der  Kegel  zweiten  Grades  wenden,  schicken  wir  einige  ein- 
fache Erörterungen  über  die  graphische  Darstellung  der  Curven 
im  Räume  voraus,  zu  denen  wir  im  Vorigen  gelangt  sind. 
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Man  hat  gesehen ,  dass  die  constructiTe  Behandlung 
einer  Raumcurve  durch  die  Vermittelung  von  zweierlei  ebenen 
Curyen  geschieht,  von  denen  die  einen  die  Projectionen 
der  Raumcnrve  selbst  sind,  die  andern  aber  ebene  Quer- 
schnitte ihrer  de  veloppabeln  Fläche  insbesondere 
Spuren  derselben  in  Projectionsebenen  sind. 

Die  Besonderheiten  der  Baumcurve  nach  Form  und  Lage 
müssen  Besonderheiten  dieser  ebenen  Gurve  bedingen  und 
aus  solchen  erkennbar  sein.  Eine  nähere  Untersuchung  der 
Beziehungen  der  Raumcurve  selbst  zu  ihren  durch 
Parallel-  oder  Gentral-Projection  erzeugten  ebenen 
Abbildungen  und  zu  den  ebenen  Querschnitten  ihrer 
deyeloppabeln  Fläche  wird  die  Regeln  für  die  Bildung 
der  bezüglichen  Urtheile  ergeben. 

Das  Projectionscentrum  und  die  Bildebene  denken  wir 
willkürlich  gewählt,  setzen  also  zunächst  voraus,  dass  das 
erstere  nicht  in  einer  Tangente  der  Gurve  oder  auf  dieser 
selbst  liege  und  die  letztere  nicht  durch  eine  solche  gebe, 
noch  auch  selbst  eine  Schmiegungsebene  der  Gurve  sei.  Um 
unsere  Schlüsse  noch  mehr  zu  präcisieren,  nehmen  wir  dann 
an,  dass  Bild  und  Spur  algebraische  Gurven,  d.  h.  von  be- 
stimmter Ordnungs-  und  Glassenzahl  seien.  Die  Methode  der 
Betrachtung  bleibt  jedoch  gültig  auch  für  Gurven,  die  nicht 
algebraisch  sind,  und  für  solche,  die  nur  gezeichnet  vorliegen 
und  deren  mathematische  Natur  daher  nicht  bekannt  ist. 

So  untersuchen  wir  zuerst  den  Zusammenhang  zwi- 
schen der  Raumcarve  und  ihren  ebenen  Abbildun- 
gen, d.  h.  nach  §  4  zwischen  ihr  und  den  EegelÜächen,  die 
sie  aus  beliebigen  Punkten  des  Raumes  projicieren. 

Die  Erzeugenden  eines  solchen  Kegels  sind  die  projicieren- 
den  Strahlen  der  Punkte  der  Gurve,  seine  Tangentialebenen 
die  projicierenden  Ebenen  ihrer  Tangenten;  die  Bilder  der 
Gurvenpunkte  oder  die  Punkte  des  Gurvenbildes  sind  die  Durch- 
stosspunkte  seiner  Erzeugenden  in  der  Projectionaebene;  die 
Bilder  der  Tangenten  der  Gurve  oder  die  Tangenten  des  Bildes 
der  Gurve  sind  die  gleichnamigen  Spuren  jenw  Tangential- 
ebenen.   (Vergl.  Fig.  56.) 

Der  projicierende  Kegel  und  somit  die  ebene  Abbildung 
der  Gurve   sei   gemäss  den  Bezeichnungen   des  §  1  von  der 
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Ordnung  m  und  der  Classe  n  mit  ä  Doppelerzeugenden  resp. 
Doppelpunkten,  i  Doppeltangentialebenen  respective  Doppel- 
tiangenten,  mit  k'  Rückkehrerzeugenden  und  Rückkehrpunkten, 
und  t  Inflexionstangentialebenen  und  Inflezionstangenten.  Dann 
ergiebt  sich: 

a)  Die  ni  Schnittpunkte  des  Bildes  mit  einer  Geraden  g' 
in  der  Bildebene  (Fig*  56)  sind  die  Bilder  der  Punkte  der 
Curye,  welche  in  der  prqjicierenden  Ebene  jener  Geraden,  d.  i. 
in  der  durch  einen  beliebigen  Punkt  —  das  Projectionscentrum 
—  nach  einer  beliebigen  Geraden  der  Bildebene  gebenden 
Ebene,  also  in  einer  Ebene  yon  ganz  allgemeiner  und  unab- 
hängiger Lage,  enthalten  sind;  d.  h.  die  Ordnungszahl  m 
des  Bildes  einer  Raumcurve  ist  der  Ordnungszahl 
m  dieser  Gurve  selbst  gleich  —  wenn  man  dieselbe  als 
die  Anzahl  der  Punkte  definiert,  die  sie  mit  einer  Ebene 
gemein  haben  kann. 

b)  Die  ri  Tangenten  des  Bildes  aus  einem  Punkte  P'  der 
Bildebene  (Fig.  56)  sind  die  Bilder  yon  n  Tangenten  der 
Raumcurye,  deren  projicierende  Ebenen  die  projicierende  Ge- 
rade jenes  Punktes  enthalten,  die  also  selbst  diese  letztere, 
d.  h.  eine  Gerade  yon  allgemeiner  Lage  als  die  Verbindungs- 
linie yon  zwei  beliebigen  Punkten,  schneiden.  Die  Glassen- 
zahl  n  des  Bildes  einer  Raumcurye  stimmt  überein 
mit  der  Rangzahl  r  der  Raumcurye  und  ihrer  De- 
?eloppabeln  selbst,  die  wir  als  die  Zahl  der  Tangenten 
der  Curye  oder  der  Erzeugenden  der  Deyeloppabeln  erklären, 
welche  eine  beliebige  Gerade  schneiden,  oder  als  die  Zahl  der 
Schnittpunkte  einer  solchen  mit  der  deyeloppabeln  Fläche. 
(Daher  auch  Ordnungszahl  der  deyeloppabeln  Fläche.) 

c)  Die  ä  Doppelpunkte  Ü  des  Bildes  (Fig.  56)  sind  die 
Durchstosspunkte  ?on  solchen  projicierenden  Linien,  welche  die 
Raumcurye  in  zwei  yerschiedenen  nicht  auf  einander  folgenden 
Punkten  treffen;  d.  h.  die  Zahl  ä'  der  Doppelpunkte 
des  Bildes  einer  Raumcurye  stimmt  überein  mit  der 
Zahl  h  derjenigen  Geraden,  welche  yon  einem  be- 
liebigen Ptfnkte  des  Raumes  aus  so  gezogen  werden 
können,  dass  sie  die  Curye  zweimal  schneiden.  Die 
beiden  Tangenten  /',  /*'  des  Bildes  im  Doppelpunkte  sind  die 
Bilder  derjenigen  beiden  Tangenten  der    Raumcurye,  welche 
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ihre  Berührungspunkte  auf  der  projicierenden  Geraden  des 
Doppelpunktes  haben.  Wenn  die  Baumcurve  selbst  einen 
Doppelpunkt  besitzt,  so  ist  auch  sein  Bild  ein  Doppelpunkt 
ihres  Bildes ;  beide  sind  auch  gleichzeitig  Knoten  resp.  isolierte 
Doppelpunkte  —  denn  die  Bilder  der  Tangenten  der  Curyen- 
äste  im  Doppelpunkte  sind  die  Tangenten  der  Aeste  des  Bildes 
in  seinem  Bilde. 

d)  Die  i'  Doppeltangenten  t^^*  des  Bildes  (Fig.  56)  sind 
die  Spuren  von  solchen  projicierenden  Ebenen,  welche  zwei 
nicht  auf  einander  folgende  Tangenten  der  Raumcurve  ent- 
halten, und  die  zu  einer  solchen  Doppeltangente  gehörigen 
beiden  Berührungspunkte  sind  die  Bilder  der  Berührungs- 
punkte der  entsprechenden  beiden  Tangenten  der  Raumcurve. 
Die  Zahl  t'  der  Doppeltangenten  des  Bildes  ist  also 
der  Zahl  y  der  Ebenen  gleich,  die  durch  einen  belie- 
bigen Punkt  des  Baumes  so  gehen^  dass  sie  je  zwei 
Tangenten  der  Baumcurve  enthalten,  also  diese 
doppelt  berühren. 

e)  Die  k'  Bückkehrpunkte  5'  des  Bildes  (Fig.  56)  sind  die 
Bilder  von  ebenso  vielen  singulären  Punkten  der  Baumcurve, 
nämlich  von  Punkten,  in  welchen  ein  Stillstand  und  Bückgang 
bei  der  Bewegung  stattgefunden  hat,  durch  welche  die  Curve 
als  Ort  eines  Punktes  erzeugt  ward;  von  Doppelpunkten  mit 
unendlich  klein  gewordener  Schleife  und  einziger  Tangente. 
(Yergl.  §  2.)  Die  Zahl  k'  der  Bückkehrpunkte  des 
Bildes  ist  also  der  Zahl  ß  der  stationären  Punkte 
der  Baumcurve  gleich. 

f)  Jede  der  T  Inflexionstangenten  des  Bildes  ist  das  Bild 
solcher  zwei  auf  einander  folgender  Tangenten  der  Baumcurve, 
welche  in  der  nämlichen  projicierenden  Ebene  liegen,  oder 
die  Spur  einer  projicierenden  Ebene,  welche  zugleich  eine 
Schmiegungsebene  der  Curve  ist.  Denn  die  Inflexionstangente 
enthält  drei  Nachbarpunkte  1',  2',  3'  des  Bildes,  also  ihre  pro- 
jicierende  Ebene  die  drei  Nachbarpunkte  1,  2,  3  der  Baum- 
curve, die  ihnen  entsprechen.  Die  Zahl  T  der  Inflexions- 
tangenten des  Bildes  stimmt  also  mit  der  Zahl  n  der 
Schmiegungsebenen  der  Baumcurve  überein,  die 
durch  einen  beliebigen  Punkt  gehen.  Wir  können  diese 
Zahl   als    die   Glassenzahl   der   developpabeln  Fläche 
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der  Baumearve  bezeichnen.  Die  Inilexionstangenten  des  Bildes 
der  Curre  sind  Umrisslinien  des  Bildes  der  developpabebi 
Fläche^  wie  wir  schon  bei  der  Tangentenflache  der  Schrauben- 
linie bemerkt  baben.  In  §  2  haben  wir  aber  schon  gesehen, 
dass  das  Vorkommen  der  als  stationäre  Erzeugende  benannten 
Singularität  stets  eine  stationäre  oder  Inflexionstangente  im 
Bilde  bedingt;  die  Zahl  6  solcher  stationärer  Erzeugenden 
muss  also  der  Classenzahl  zugefügt  werden ,  um  die  Zahl  der 
Inflexionen  des  Bildes*  zu  erhalten. 

*)  Die  Relationen  der  Anmerkung  des  §  I  liefern  sonach 
für  die  Charaktere  der  algebraischen  Raumcurven  •—  gleichviel 
von  welcher  Herkunft  —  die  Gleichungen 

r  =  m(m  —  \)  —  2h  —  3ß,    m  =  r{r  -  l)  —  2y  —  3n  — 39, 

«  +  e  —  /3  =  3  (r  —  m) ; 

und  für  das  Geschlecht 

,_(-"-'K;rS-(.+„_"-'K-^)_(,+.+,). 

Es  bestehen  also  drei  Relationen  zwischen  den  sieben 
Grössen  m,  n,  r,  ß,  h,  t/y  Q]  und  beim  Uebergang  zu  einer 
neuen  Raumcurve,  die  aus  der  gegebenen  so  entspringt ,  dass 
jedem  Punkte  und  jeder  Tangente  und  Schmiegungsebene  der 
einen  ein  Punkt ^  eine  Tangente  und  Schmiegungsebene  der 
andern  entspricht,  z.  B.  beim  Uebergang  zu  einer  coUinearen 
Curve,  tritt  zu  diesen  eine  vierte  durch  die  Unveränderlich- 
keit  des  Geschlechts  hinzu. 

1)  Ordnung  und  Olasse  der  Horizontalprojection  einer 
Rauincurve  bestimmen  sich  durch  die  Zahl  der  Schnittpunkte  der 
Curve,  respective  ihrer  Developpabeln  mit  einer  Ebene  und  einer 
Geraden;  sie  hat  so  viel  Doppelpunkte  als  Verticalllnien  die  Curve 
zweifach  schneiden  vermehrt  um  die  Zahl  ihrer  Doppelpunkte,  und 
80  viel  Doppeltangenten  als  Verticalebenen  sie  zweifach  berühren; 
endlich  so  viel  Inflexionen  als  verticnle  Schmiegangsebenen  vor- 
handen sind,  vermehrt  um  die  Zahl  ihrer  stationären  Erzeugenden, 
und  so  viel  Bückkehrpunkte  als  die  Raumcurve  selbst. 

2)  Die  orthogonale  Parallelprojection  der  Schraubenlinie  auf 
eine  zu  ihrer  Axe  parallele  Projectionsebene  hat  Inflexionstangenten 
in  den  auf  der  Projection  der  Axe  gelegenen  Punkten,  weil  die  ent- 
sprechenden Schmiegungsebenen  zu  dieser  Projectionsebene  normal 
sind.  (Vergl.  §  12,  6.) 
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3)  Dieselbe  Projection  hat  die  entsprechenden  ümrisslinien  des 
Sohranbencylinders  zu  mehrfachen  Tangenten. 

4)  Die  schräge  Parallelprojectiou  der  Schraubenlinie  auf  eine 
Ereisschnittebene  des  Schraubencylinders  hat  Inflexionspunkte,  d.  h. 
ist  eine  verkürzte  Cycloide  (§  12,  2),  wenn  die  Neigung  ß^  des 
projicierenden  Strahles  gegen  die  Grundkreisebene  kleiner  ist  als 
die  Neigung  ß  der  Schraubenlinie  —  weil  es  dann  zwei  projicierende 
Strahlen  in  jedem  Gange  giebt,  welche  in  Schmiegungsebenen  der 
Schraubenlinie  liegen. 

Die  Projection  hat  Doppelpunkte,  d.  h.  sie  ist  eine  verlängerte 
Cycloide,  wenn  ßi  >  ß  {%  12,2).  (Vergl.  §  24,3  die  Erklärung 
der  Bückkehrpunkte  der  gemeinen  Cycloide.) 

5)  Man  erläutere,  wie  die  Centralprojection  der  Schraubenlinie 
zwei  Doppeltangenten,  eine  beschränkte  Anzahl  von  Inflexionstan- 
genten  und  eine  unbegrenzte  Anzahl  von  Doppelpunkten  darbieten 
müsse.  (Vergl.  §  14,  a.)  Wie  sind  die  Inflexionsstellen  zu  con- 
struieren  ? 

6)  Die  Ebenen,  welche  zwei  nicht  benachbarte  Tangenten  einer 
Baumcurve  enthalten,  bilden  eine  developpable  Fläche  von  der 
Classe  y  —  denn  es  gehen  y  derselben  durch  einen  beliebigen  Punkt 
des  Raumes.  Jede  derselben  berührt  diese  längs  der  Geraden,  welche 
die  Berührungspunkte  jener  Tangenten  mit  der  Curve  verbindet. 
Wir  nennen  diese  developpable  Fläche  die  der  Raumcurve 
doppelt  umgeschriebene  Developpable. 

7)  Man  erläutere  für  die  Schraubenlinie  die  besondem  Ver- 
hältnisse der  doppelt  umgeschriebenen  Developpabeln,  respective  ihr 
Zerfallen  in  den  Schraubencylinder  (der  zum  unendlich  fernen  viel- 
fachen Kreise  gehört)  und  eine  developpable  Schraubenfläche  für  jeden 
Theil  der  Doppelcurve  (Fig.  Taf.  I).  Welcher  Grenze  nähern  sich 
diese  doppelt  umgeschriebenen  developpabeln  Schraubenflächen? 

Ihre  Ganghohe  ist  die  ursprüngliche;  nach  welchem  Gesetze 
ändern  sich  ihre  Radien? 

8)  Die  Baumcurve  dritter  Ordnung  hat  keine  doppelt  umge- 
schriebene Developpable,  da  sonst  ihr  Bild  d.  h.  eine  Curve  dritter 
Ordnung  Doppeltangenten  zulassen  müsste. 

9)  Die  Kegel  zweiten  Grades,  aus  deren  Durchdringung  eine 
BauiQcnrve  vierter  Ordnung  hervorgeht,  sind  derselben  doppelt  um- 
geschriebene developpable  Flächen;  ihre  Gesammtclasse  ist  b=  4. 
Bilden  sie  die  vollständige  doppelt  umgeschriebene  Developpable 
der  Curve?    (Vergl.  §  25  und  das  Folgende.) 

23.  Wir  untersuchen  femer  den  Zusammenhang  zwi- 
schen der  Raumcnrve  und  den  ebenen  Schnitten 
ihrer  developpabeln  Fläche,  die  wir  (Fig.  57)  als  Gurven 
von  bestimmter  Ordnung  und  Classe  m^,  n,,  mit  d^  Doppel- 
punkten und  /,    Doppeltangenten,   mit  f^  Inflexionstangenten 
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und  k^  Bückkehrpunkten  voraussetzen.  Ihre  Punkte  sind  die 
Durchstosspunkte  der  Tangenten  der  Raumcur?e  oder  der 
Erzeugenden  der  developpabeln  Fläche  in  der  Schnittebene; 
ihre  Tangenten  sind  die  Spuren  der  Schmiegungsebenen  der 
Gurve  oder  der  Taugeutialebenen  der  Developpabeln  in  derselben. 
Man  findet  also  unter  der  schon  erwähnten  Voraussetzung  über 
die  Unabhängigkeit  der  Lage  der  Schnittebene  das  Folgende. 

Fig.  67. 


^; 


a)  Die  Ordnung  mi  der  Schnittcurve,  d.  h.  die  Zahl 
der  Punkte;  die  sie  mit  einer  Geraden  g^  (Fig.  57)  der  Schnitt- 
ebene gemein  hat;  ist  dem  Rang  r  der  Raumcurve  und 
der  developpabeln  Fläche  gleich,  d.  i.  gleich  der  Zahl 
derjenigen  Tangenten  derselben,  welche  eine  beliebige  Gerade 
schneiden.  Diese  Zahl  kann  somit  als  die  Ordnungszahl  der 
developpabeln  Fläche  angesehen  werden. 

b)  Die  Classe  n,  der  Schnittcurve,  d.  h.  die  Zahl 
ihrer  Tangenten  aus  einem  Punkte  P^  der  Schnittebene  (Fig.  57), 
ist  zugleich  die  Zahl  n  der  durch  diesen  Punkt  oder 
durch  einen  beliebigen  Punkt  desBaumes  gehe^^den 
Schmiegungsebenen  der  Raumcurve. 

c)  Die  Zahl  <f,  der  Doppelpunkte  /?,  der  Schnitt- 
curve  (Fig.  57)  ist  die  Zahl  x  solcher  Punkte  ihrer 
EbenC;  d.  i.  einer  beliebigen  Ebene,  in  welchen  zwei 
nicht  auf  einander  folgende  Tangenten  der  Raum- 
curve oder  Erzeugende  der  Developpabeln  sich 
schneiden;  die  zugehörigen  Tangenten  der  Scfanittcurve  sind 
die  Spuren    derjenigen  Tangential-   oder  Schmiegungsebenen, 
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welche  den  im  Doppelpunkte  zusammentreffenden  Erzeugenden 
oder  Tangeuten  angehören. 

d)  Die  Zahl  /,  der  Doppeltangenten  i^^  der 
Schnittcurve  (Fig.  57)  ist  die  Zahl  g  der  Geraden 
ihrer  Ebene,  d.  h.  einer  beliebigen  Ebene,  in  welchen 
zwei  nicht  auf  einander  folgende  Schmiegungs- 
oder  Tangentialebenen  einander  schneiden;  die  zu- 
gehörigen Berührungspunkte  der  Schnittcurve  sind  die  Durch- 
stosspunkte  der  zu  diesen  Schmiegungsebenen  gehörigen  Tan- 
genten der  Baumcurve. 

e)  Die  Zahl  k^  der  Bückkehrpunkte  S^  der  Schnitt- 
curve ist  die  Zahl  m  der  Punkte  der  Raumcurve 
selbst^  welche  in  der  Schnittebeue  liegen;  denn  sie 
sind  Doppelpunkte  mit  zusammenfallenden  Tangenten,  sie  ent- 
springen also  aus  der  Begegnung  zweier  solchen  Tangenten 
der  Raumcurve  in  der  Schnittebene,  denen  nur  eine  Schmie- 
gungsebene  entspricht,  d.  h.  welche  benachbart  sind  oder  sich 
in  der  Curve  schneiden.  Wir  wissen  aber  aus  §  2,  dass  auch 
jede  stationäre  Erzeugende  einen  stationären  Punkt  in  der 
Spur  hervorbringt  und  haben  daher  im  Falle  der  Existenz 
von  solchen  ihre  Anzahl  zur  Ordnungszahl  der  Curve  zu 
addieren. 

f)Die  Inflexionstangenten  der  Schnittcurve  wie 
die  Elementarstrecke  1,  2^  3|  der  Fig.  57  können  als  Doppel- 
tangenten mit  zusammenfallenden  Berührungspunkten  ange- 
sehen werden,  sind  also  die  vereinigten  Spuren  von  je  zwei 
solchen  Schmiegungsebenen,  welche  zu  einer  und  derselben 
Tangente  gehören,  d.  i.  zusammenfallen;  sie  entsprechen  also 
Singularitäten  der  developpabeln  Fläche,  nämlich  den  stationären 
Ebenen  oder  Inflexionstangentialebenen  derselben  (§  2)  und 
ihre  Zahl  i\  ist  der  Zahl  dieser  stationären  Ebenen 
u  gleich. 

Die  geraden  Umrisslinien  der  Developpabeln,  d.  h.  die  In- 
fiexionstangenten  des  Bildes  der  Curve,  sind  Tangenten  der  Bilder 
aller  ebenen  Schnitte  und  mehrfache  Tangenten  des  Bildes  der 
Doppelcurve  derselben. 

*)  Die  Relationen  der  Anmerkung  des  §  1  liefern  sonach 
für  die  Charaktere  der  algebraischen  Raumcurven  die  ferneren 
Gleichungen 
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««,r(r—  1)  —  2a;  —3»i  -  30;    r  — n(«  —  1)—  2^  — 3<r; 

cc  —  wi  —  9  8=5  3(n  — r); 

und  für  das  Geschlecht 

(r— l)(r-2)       ,     .         ,   ^,       („_i)(n  — 2)       ,     ,     ^ 

welche  beide  letztem  Ausdrücke  mit  den  entsprechenden  des 
vorigen  §  identisch  sind. 

Zwischen  den  zehn  Grössen  »»,  n,  r,  ^,  Ä,  o:,  y,  er,  /3,  9, 
den  Charakterzahlen  einer  algebraischen  Raumcurve,  bestehen 
demnach  sechs  Gleichungen  und  eine  siebente  tritt  beim 
Uebergang  zu  einer  eindeutig  entsprechenden  Curve,  z.  B.  zu 
einer  Evolute,  etc.  durch  die  Constanz  des  Geschlechts  hinzu. 
Man  muss  also  im  Allgemeinen  vier,  etwa  die  Singularitäten 
und  die  Ordnung;  und  wenn  das  Geschlecht  bekannt  ist,  drei 
dieser  Charaktere  kennen,  um  alle  andern  zu  erfahren. 

1)  Die  Durchscbnittspunkte  der  gleichnamigen  Spuren  zweier 
Kegel  sind  Bückkehrpunkte  in  der  Spur  der  developpabeln  Fläche 
ihrer  Dorchdringungscurve. 

2)  Der  Anfangspunkt  der  Schraubenlinie  in  der  zu  ihrer  Aze 
normalen  Projectionsebene  ist  Bückkehrpunkt  der  Evolvente  des 
Grundkreises,  welche  die  Spur  ihrer  developpabeln  Fläche  ist. 

3)  Die  Tangentialebenen  einer  developpabeln  Fläche  aus  einem 
Punkte  können  mittelst  eines  durch  diesen  Punkt  geführten  Quer- 
schnittes bestimmt  werden. 

4)  Die  Spur  der  developpabeln  Schraubenfläche  hat  keine  In- 
flexionstangenten,  weil  die  Fläche  keine  stationäre  Ebene  besitzt, 
(Vergl.  §  2.) 

5)  Warum  hat  die  Spur  der  developpabeln  Schraubenfläche  in 
der  Normalebene   des   Schraubencylinders  keine  Doppeltangenten? 

6)  Der  Bicbtungskegel  einer  developpabeln  Fläche  hat  die 
Charaktere  eines  ebenen  Querschnitts  derselben,  —  nämlich  die 
Charaktere  ihrer  Fluchtcurve,  d.  h.  ihres  unendlich  fernen  ebenen 
Querschnitts. 

7)  Wenn  eine  gemeinsame  Tangente  des  Bildes  der  Curve 
und  der  gleichnamigen  Spur  ihrer  Tangentenfläche  für  das  Bild 
nicht  stationär  ist,  so  muss  sie  dasselbe  vierpnnktig  berühren  und 
für  die  Spur  stationär  sein. 

8)  Die  Punkte,  in  welchen  sich  zwei  nioht  benachbarte  Tan- 
genten einer  Baumcurve  schneiden,  bilden  eine  Curve  von  der  Ord- 
nung X  —  denn  es  liegen  x  derselben  in  einer  beliebigen  Ebene. 
Wir  nennen  diese  Curve  die  doppelt  eingeschriebene  Curve 
der  developpabeln  Fläche  oder  kurz  ihre  Doppelcurve. 
(Vergl.  die  Doppelcurven  der  developpabeln  Schraubenfläche  §  13.) 
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9)  Man  erläutere  die  ßeciprociiät  der  Charaktere  m,  n;  r,  r; 
ff 9  A;  X,  y;  a,  ß\  d,  6  der  Baumcurveii  und  ihrer  developpabeln 
Flächen;  z.  B.  (vergl.  I,  Ueberblick  p.  112  f.  und  weiterhin 
§47) 

ff  Gerade  in  einer  Ebene,  durch  h  Gerade  durch  einen  Punkt, 
deren  jede  zwei  nicht  benachbarte  in  deren  jeder  zwei  nicht  be* 
Schmiegungsebenen  der  Curve  nachbarte  Punkte  der  Curve 
gehen.  liegen. 

X  Punkte  in  einei  Ebene,  wo  y  Ebenen  durch  einen  Punkt, 
sich  zwei  nicht  auf  einander  fol-  worin  zwei  nicht  auf  einander 
gende  Erzeugende  schneiden.  folgende  Erzeugende  liegen. 

9  Gerade,  in  denen  drei  be-  6  Gerade ;  durch  die  drei  be- 
nachbarte Punkte  der  Curve  nachbarte  Ebenen  der  Deve- 
liegen.  loppabeln  gehen. 

10)  Die  developpable  Fläche  der  Raumcurve  dritter  Ordnung 
besitzt  keine  Doppelcurve  (vergl.  §  22,  8)  —  weil  sonst  zwei  nicht 
auf  einander  folgende  Tangenten  in  einer  Ebene  liegen  und  diese 
vier  Punkte  mit  der  Curve  gemein  haben  müsste;  fdr  diese  Deve- 
loppable ist  ;r  ■»  0  und  zugleich  ^  =  0;  aus  analogem  Grunde 
ist  auch  eine  stationäre  Ebene  nicht  möglich  —  also  a  s»  0. 
(Vergl.  §  2.)  Ebenso  ist  ß  =  0  nach  den  Untersuchungen  des 
§  20.  Das  Bild  einer  solchen  Curve  hat  also  weder  Doppeltangenten 
noch  Spitzen  und  die  Spur  ihrer  Developpabeln  weder  Doppel- 
punkte noch  Inflexionen. 

'^ll)  In  der  That  sind  die  sechs  Gleichungen  unter  *)  bei  §  22 
und  23  für 

»i-=3,    o;  — 0,    y  — 0,    a  — o,    /S  =  0 

(vergl.  §  1,  4),  d.  i. 

r  =  6  — 2Ä,     3  ««  r(r  —  1)  =  3n,     w  =  3r  — 9, 
n  =  r(r— 1)  — 9,     r  =  n(n—  1)  =  2^,     3  =  3(r--n) 

mit  einander  verträglich  und  liefern  die  einzige  Gruppe  von  Werthen 

ra»4^    n«»3,    ^-»1»     Ä«»l;    p  =  0. 

Das  Bild  der  Raumcurve  dritter  Ordnung  ist  eine  Curve 
dritter  Ordnung  und  vierter  Classe  mit  einem  Doppel- 
punkt und  drei  Inflexionen  ohne  andere  Singulari- 
täten. Für  die  Lage  des  Centrums  in  der  Tangen tenfiäche  der 
Curve  wird  der  Doppelpunkt  zur  Spitze;  liegt  er  auf  der  einen 
Seite  der  Tangentenfläche  so  ist  er  ein  Knoten,  auf  der  andern 
ein  isolierter  Punkt.  Im  ersten  Falle,  also  mit  reellen  Tangenten 
im  Doppelpunkt,  sind  zwei  der  Inflexionen  nicht  reell.  Wenn  sie 
(und  damit  die  drei  durch  das  Centrum  gehenden  Schmiegungs- 
ebenen der  Curve)  reell  sind,  so  liegen  die  drei  Inflexionspunkte 
in  einer  Geraden.     (Vergl.  §  24,  9  und  für  den  Beweis  Bd.  III.) 
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*12)  Die  Spar  ihrer  developpabeln  Fläche  ist  eine 
Curye  vierter  Ordnung  und  dritter  Glasse  mit  einer 
Doppeltangente  und  drei  Bückkehrpunkten  —  von 
welchen  letzteren  zwei  nicht  reell  sein  können,  indess  zugleich  die 
Doppeltangente  zu  einer  isolierten  oder  conjngierten  Geraden  wird. 
Diese  Ergebnisse  sind  für  den  Zeichner  von  Wichtigkeit.  (Vergl. 
Figur  51.) 

*ld)  Für  die  Baumcurven  dritter  Ordnung  und  ihre  Develop- 
pabeln sind  die  reciproken  Charaktere  einander  gleich 

m^^riy    ff^=h,    ac=/3,    a;  «=  y ; 

für  die  cubischen  ganz  so  wie  für  die  ebenen  Kegelschnitte. 

*14)  Für  m  BS  4  gestatten  die  sechs  Gleichungen  verschiedene 
Lösungen,  nämlich  für  h  =^  2  und  /t  «=  3;  wenn  kein  Doppel- 
punkt in  der  Durchdringung  der  Kegel  zweiten  Grades  auftritt 
haben  wir  das  erste^  wenn  ein  solcher  vorhanden  ist,  wie  im  Falle 
der  Berührung  der  Kegel  —  doch  nicht  nur  dann  —  das  zweite.  Man 
hat  6=0^  weil  nicht  drei  Punkte  auf  einem  Kegel  zweiten  Grades 
in  gerader  Linie  liegen  können,  wenn  diese  nicht  eine  seiner  Man- 
tellinien isi  Man  erhält  für  h  =  S,  m  <=  4  einzig  die  Gruppe, 
jedoch  wie  sich  weiterhin  zeigen  wird  mit  zwei  Bedeutungen, 

a)  n=6;  r=6;  a  — 4,  /3  =  0;  ^  =  6:  x^G,  y  — 4;  p«0; 
dagegen  für  A  «=  2,  m  =  4  die  beiden  sehr  verschiedenen  Gruppen 

b)  n=12;  r=8;  a  =  16,  /3-=0;  ^=38;  x=ie,  y=8;  J9==l; 

c)  n=  4;  r=5;  ««»   1,  ß=l;  g=   2;  x=  2,  y«=2;  p=0. 

Die  letztere,  dem  Falle  der  Durchdringung  mit  stationärem  Funkte 
entsprechend  (vergl.  §  20,  Fig.  53);  zeigt  wieder  die  Gleichheit 
der  reciproken  Charaktere  und  hat  daher  besonders  theoretisches 
Literesse.    (Vergl.  §  25,  16.) 

Man  erläutere  den  Werth  der  in  Gruppe  a)  enthaltenen  Zahlen 
für  den  Zeichner.  ^ 

*15)  Für  die  Durchdringungscurve  von  zwei  Kegeln  zweiten 
Grades  im  Falle  der  Berührung  sind  diese  Kegel  selbst  allein  die 
doppelt  umgeschriebene  Developpable  —  denn  sie  liefern  vollständig 
^  =  4.  Wir  werden  im  §  26  sehen,  dass  die  vollständige  doppelt 
umgeschriebene  Developpable  im  aUgemeinen  Fall  (y  «=  8)  aus  vier 
solchen  Kegeln  besteht. 

16)  In  descriptiv- geometrischer  Darstellung  liefern  die  ver- 
ticalen  Tangenten  der  horizontalen  Spur  der  Tangentenfläche  einer 
Curve  die  zur  Aufrissebene  normalen  Schmiegungsebenen,  also 
durch  die  in  ihnen  liegenden  Curventangenten  die  Inflexionstan- 
genten  und  Liflexionspunkte  der  Yerticalprojection  der  Curve. 

24.    Wir  untersuchen  ferner  einige  besondere  Lagen, 
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welche  Projectionscejitrum  und  Schnittebene  zur 
Raumcnrve  und  ihrer  developpabeln  Fläche  haben 
können,  hinsichtlich  der  durch  sie  bedingten  Modificationen 
der  Ergebnisse  der  vorigen  §§. 

Zunächst  für  das  Projectionscentrum  die  Voraussetzungen, 
dass  es  a)  auf  einer  Tangente  der  Curve,  b)  in  einem  Punkte 
der  Gurre ^  c)  in  einem  stationären  Punkte  derselben  liege; 
sodann  für  die  ächnittebene  die^  dass  sie  d)  durch  eine  Tan- 
gente der  Curve  gehe,  e)  mit  einer  Schmiegungsebene  derselben 
und  endlich  f)  mit  einer  stationären  Ebene  derselben  zusam- 
menfalle; die  Betrachtung  anderer  Lagen  sei  empfohlen. 

a)  Wenn  das  Projectionscentrum  auf  einer  Tan- 
gente t  der  Curye  liegt,  so  bleibt  die  Ordnung  des  Bildes 
ungeändert,  gleich  m;  die  Classe  des  Bildes  vermindert  sich 
auf  (r — 1),  weil  diejenige  Tangente  bei  der  Bildung  nicht 
mit  zählt,  welche  das  Centrum  enthält;  die  Zahl  der  Doppel- 
punkte wird  (h  —  1),  weil  die  Tangente  i  selbst  eine  Gerade 
durch  das  Centrum  ist,  welche  die  Curve  zweimal  schneidet, 
ohne  doch  einen  Doppelpunkt  hervorzurufen;  die  Zahl  der 
Doppeltangenten  wird  y  —  (r  —  4)  —  denn  jede  Tangente  der 
Curve,  also  auch  die  durch  das  Centrum,  wird  von  (r  —  4) 
andern  Tangenten  derselben  geschnitten,  und  diese  bestimmen 
mit  ihr  solche  Ebenen,  welche  keine  Doppeltangenten  des  Bildes 
hervorrufen;  die  Zahl  der  Rückkehrpunkte  vermehrt  sich  um 
Eins  auf  (/3  +  1),  weil  die  durch  das  Centrum  gehende  Tan- 
gente einen  stationären  Punkt  im  Bilde  der  Curve  bedingt 
(vergl.  das  erste  Beispiel);  endlich  vermindert  sich  die  Zahl 
der  Inflexionstangenten  auf  (n  +  6  —  2) ,  weil  die  beiden  durch 
/  und  das  Centrum  gehenden  benachbarten  Schmiegungsebenen 
keine  Infiexionen  mehr  erzeugen  —  sondern  statt  dessen  den 
Rückkehrpunkt  der  vorigen  Bemerkung. 

Wenn  man  in  die  Gleichungen  r  =  m{m  —  1)  —  2h  —  3/S, 
m  ==  r(r  —  1)  —  2y  —  3n  —  39,  n  +  Q  —  ß  =  3(r  —  m)  an 
Stelle  von  r,  h,  ß  und  n  die  Werthe  r—  1,  h  —  I,j3  +  l7 
n  —  2  setzt^  so  bleiben  die  erste  und  dritte  ungeändert  und 
die  zweite  fordert  die  Ersetzung  von  y  durch  y  —  (r  —  4),  in 
Bestätigung  des  oben  gegebenen  und  geometrisch  deutlichen 
Satzes,  dass  jede  Tangente  der  Curve  r  —  4  andere  schneidet. 
Derselbe  zeigt,   dass  nur  für  r  =^  4:  diese  Zahl  verschwindet 
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und  dass  also  nur  für  dieseD  Fall  keine  Doppelcurye  existiert. 
Yergl.  Beisp.  im  §  22  und  §  23.  Hier  sagt  die  Relation  noch, 
dass  von  einer  so  entstandenen  Spitze  noch  r  —  4  anderwärts 
berührende  Taugenten  an  das  Bild  der  Curve  gehen. 

b)  Ist  das  Cehtrum  ein  Punkt  P  der  Curve,  so 
kommt  für  das  Bild  derselben  die  Ordnung  auf  {m  —  l)j  die 
Classe  auf  (r  —  2);  die  Zahl  der  Doppelpunkte  auf  h  —  (m — 2), 
weil  eine  Ebene  durch  die  Tangente  der  Curve  in  P  die  Curve 
in  (m  —  2)  weiteren  Punkten  schneidet,  die  mit  P  verbunden 
zweifach  schneidende  projicierende  Gerade  liefern^  welche 
keine  Doppelpunkte  hervorbringen;  die  Zahl  der  Doppeltan- 
genten kommt  auf  y  —  (2r  —  8),  weil  nach  der  Lage  in  zwei 
benachbarten  Tangenten  die  doppelte  Verminderung  des  Falles 
a)  eintritt;  die  Zahl  der  Bückkehrpunkte  bleibt  ß,  die  der  In- 
flexionstangenten  aber  wird  (n  4~  ^  —  3),  weil  drei  Schmie- 
gungsebenen  sich  im  Centrum  P  schneiden^  welche  keine 
Inflexionen  hervorbringen  können. 

Die  folgenden  Ergebnisse  begründet  man  in  ganz  analoger 
Weise  und  wir  dürfen  dem  Leser  daher  die  Ausführung  über- 
lassen. 

c)  Für  die  Lage  des  Centrums  in  einem  statio- 
nären Punkte  ergiebt  sich  die  Ordnung  (m— 2);  die  Classe 
(r  —  3);  die  Zahl  der  Doppelpunkte  h  —  2{m  —  3),  die 
der  Doppeltangenten  j/  —  (3r  —  13);  die  Zahl  der  Rückkehr- 
punkte kommt  auf  {ß  —  1),  die  der  Inflexionstangenten  auf 
(n  -f-  3  —  ^)i  Aber  z.  B.  mit  den  Zahlen  von  §  23,  *i4,c);  und 
in  dem  Punkte  der  Curve  in  einer  stationären  Schmiegungs- 
ebene,  wie  für  einen  gewöhnlichen  Curvenpunkt 

m  — 1,    r  —  2,    Ä  — »1  +  2,    y  -  2r  +  8,     /5,  n  +  O  — 3. 

Sodann  für  die  speciellen  Lagen  der  Schuittebene. 

d)  Für  den  Schnitt  der  Developpabeln  mit  einer 
Ebene,  welche  eiue  Tangente  der  Curve  enthält, 
werden  Ordnung  und  Classe  respective  r  —  1,  n;  die  Anzahlen 
der  Doppelpunkte  und  Doppeltangenten  x  —  (r  —  4),  g  —  1; 
der  Rückkehrpunkte  und  Inflexionstangenten  m  -f-  6  —  2, 
«  -|-  1  respective. 

e)  Der  Schnitt  mit  einer  Schmiegnngsebene  giebt 
für  Ordnung  und  Classe  r  —  2,  n  —  1;  für  Doppelpunkte  und 
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Doppeltangenten   x  —  {2  r  —  8),  g  —  w  +  2;   für  Rückkehr- 
punkte und  Inflexionstangenten  »i  +  0  —  3,  a  respective. 

f)  Der  Schnitt  mit  einer  stationären  Ebene  respec- 
tive und  in  derselben  Ordnung 

r— 3,  n— 2;  x— (3r— 13),  ^— 2(n— 3);   »1  +  9  —  4,   a  — 1. 

1)  Wenn  eine  Baumcurve  parallel  resp.  orthogonal  so  projiciert 
wird,  dass  die  erste  Projectionsebene  eine  ihrer  Schmiegungsebenen 
ist,  so  liegt  die  zweite  Projection  des  zugehörigen  Punktes  A  in  der 
Axe  X  und  diese  selbst  ist  Inflexionstangente  in  demselben  für  die 
zweite  Projection  der  Curve,  d.  h.  die  Projectionen  der  benachbarten 
Punkte  B'',  C  liegen  auf  verschiedenen  Seiten  derselben.  Führt  man 
dann  (Fig.  58,  a)  eine  neue   zweite  Projectionsebene  normal  zur 


Fig.  58. 
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Tangente  i  der  Curve  in  A  ein,  also  mit  einer  Axe  yC ,  so  entsteht 
in  der  neuen  zweiten  Projection  auf  diese  der  gewöhnliche  Rück- 
kehrpunkt. Das  Projectionscentrum  für  dieselbe  liegt  auf  der  Tan- 
gente /,  man  hat  den  Constructionsbeweis  für  das  Auftreten  eines 
neuen  Rückkehrpunktes  im  Falle  a).  Analog  für  Centralprojection. 

2)  Wäre  die  erste  Projectionsebene  eine  stationäre  Ebene  im 
Punkte  A  der  Curve  (Fig.  58,  b),  so  dass  die  zweite  Projection 
der  Curve  in  der  Nachbarschaft  von  A  auf  einerlei  Seite  der  Axe 
X  liegt,  so  giebt  die  neue  zweite  Projection,  die  in  der  vorigen 
Art  entsteht,  einen  Rückkehrpunkt,  für  welchen  beide  Aeste  der 
Curve  auf  derselben  Seite  der  Rückkehrtangente  liegen.  Wir  haben 
hier  deutlich  die  Vereinigung  von  stationärem  Punkt  und  stationärer 
Tangente  (§  1  und  §  2,  6 f.).  (Schnabel spitze,  gegenüber  der 
Dorn  spitze  des  Falles  a).  In  diesem  Falle  können  auch  beide  Aeste 
zur  Deckung  kommen.    (Vergl.  §  26.) 

3)  Die  schiefe  Parallelprojection  der  Schraubenlinie  auf  die 
Normalebene  zu  ihrer  Axe  ist  eine  Cycloide  mit  Rückkehrpunkten 
(gemeine  Cycloide),  wenn  die  Neigung  der  projicierenden  Geraden 
der  Neigung  der  Schraube  gleich  ist  —  weil  dann  das  Projections- 
centrum auf  einer  Tangente  des  Schraubenganges  gelegen  ist. 


Fi  0  dl  er,  dantellonde  Geometrie.  II.  3.  Aufl. 
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4)  Man  zeigt  geometrisch,  dass  jede  Tangente  der  Curve  von 
r  —  4  andern  Tangenten  derselben  geschnitten  wird,  indem  man 
bemerkt,  dass  der  Schnitt  der  zugehörigen  Schmiegnngsebene  mit 
der  Tangentenfläche  aus  der  doppelt  zählenden  Tangente  und  einer 
von  ihr  berührten  Curve  von  der  Ordnung  (r  —  2)  besteht,  und 
dass  die  Tangente  mit  dieser  ausser  dem  Berührungspunkte  nur 
noch  (r  —  4)  Punkte  gemein  haben  kann.  Diese  sind  die  Punkte, 
in  denen  sie  nicht  benachbarten  Tangenten  der  Curve  begegnet, 
d.  h.  Punkte  der  Doppelcurve  der  Tangentenfläche. 

Betrachtet  man  statt  des  Schnittes  der  zugehörigen  Schmie- 
gnngsebene mit  der  Tangentenfläche  den  projicierenden  Kegel  der 
Curve  aus  dem  zugehörenden  Curvenpunkte  ^  so  besteht  dieser  aus 
der  doppelt  zählenden  Tangente  und  einem  Kegel  (r  —  2)**^' 
ClassO;  der  jene  enthält  und  an  den  daher  von  ihr  aus  noch 
(r  —  4)  Tangentialebenen  gehen. 

Jede  Ebene  der  doppelt  umgeschriebenen  Developpabeln  der 
Curve  enthält  einen  ihr  entsprechenden  Punkt  der  doppelt  einge- 
schriebenen Curve  ihrer  Tangentenfläche;  beide  Gebilde  können  als 
in  perspectivischer  Lage   bezeichnet  werden. 

5)  Für  die  Baumcurve  dritter  Ordnung  ist  der  projicierende 
Kegel  aus  jedem  ihrer  Punkte  ein  Kegel  zweiten  Grades  und  also 
jedes  Bild  derselben  aus  einem  solchen  ein  Kegelschnitt.  Die  Zahlen 
von  §  23;  *l  t  geben  für  die  bezüglichen  Charaktere  nach  b) 

m'  =  n=2;     (T  =  i' =  t  =  k' =^  0 . 

Es  ifat  in  Folge  dessen  eine  Baumcurve  dritter  Ordnung  durch 
sechs  Punkte  des  Baumes  bestimmt;  man  construiert  sie  indem 
man  zwei  derselben,  gleich  viel  welche ^  zu  Spitzen  von  Kegeln 
zweiten  Grades  wählt,  die  die  jeweiligen  fünf  andern  enthalten. 

6)  Man  construiere  mit  dem  Lineal  eine  Baumcurve  dritter 
Ordnung  durch  sechs  gegebene  Punkte  Pi,  von  denen  keine  vier 
in  einer  Ebene  liegen  —  indem  man  zwei  derselben  als  Scheitel 
M^  M*  von  zwei  Kegelflächen  zweiten  Grades  wählt,  welche  durch 
die  KantOT  MM*,  MP^,  MP^,  MP^,  MP^  und  M*M,  M*P^, 
M*P^^  M*P^y  M*P^  respectiye  bestimmt  sind,  und  die  Durch- 
dringung derselben  ermittelt.  In  den  durch  je  fünf  Punkte  be- 
stimmten gleichnamigen  Spuren  der  Kegelflächen  —  wählt  man 
die  Ebene  durch  eine  Gruppe  von  drei  Punkten  Pi^  z.  B.  P,  P,  P^ 
zur  GrundebenO;  so  sind  die  Spuren  durch  die  vier  gemeinsamen 
Punkte  und  je  einen  fünften  Punkt  bestimmt  —  construiert  man 
linear  nach  I,  §  27, 1^  die  Paare  ihrer  Schnittpunkte  mit  einem 
um  den  gleichnamigen  Durchstosspunkt  von  M*M  sich  drehenden 
Strahl  und  erhält  als  Schnitt  ihrer  Verbindungslinien  mit  M, 
resp.  M*  je  einen  Punkt  des  Curvenbildes;  man  construiert  ebenso 
linear  die  den  Paaren  dieser  Schnittpunkte  des  sich  drehenden 
Strahls  entsprechenden  Tangenten  der  Spuren  und  erhält  als  ihren 
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Schnitt  den  jedesmaligen  gleichnamigen  Durchstosspunkt  der  zum 
entsprechenden  Punkte  der  Baumcurve  gehörigen  Tangente.  Die 
Aufeinanderfolge  dieser  Durchstosspunkte  der  Tangenten  bildet  die 
Spur  der  developpabeln  Fläche  der  Curve;  die  Tangente  der  Baum- 
curve im  Punkte  P  und  die  Tangente  der  Spurcurve  der  Develop- 
pabeln im  Durchstosspunkte  derselben  bestimmen  die  Schmiegungs- 
ebene  der  Baumcurve  im  Punkte  P,  Nach  der  Construction  der 
Durchdringung  (Fig.  54)  ist  ihre  Spur  zugleich  die  der  Tangen- 
tialebene des  projicierenden .  Kegels  der  Curven  aus  P  längs  der 
Tangente  der  Curve  in  P,  Man  kann  daher  auch  die  Tangente 
eines  Punktes,  etc.  unter  den  Daten  verwerthen^  ähnlich  wie  bei 
der  Construction  der  Kegelschnitte  in  I,  §  27^  4  f.  Als  Specialfall 
hat  man  die  Construction  einer  cubischen  Hyperbel,  wenn  ihre 
Asjmptotenrichtungen^  die  Spitzen  der  beiden  sie  erzeugenden 
Kegel  und  ein  fernerer  Punkt  der  Curve,  z.  B.  in  einer  Projections- 
ebene  gegeben  ist. 

7)  Durch  die  cubische  Ellipse  geht  nur  ein  Cjlinder  zweiten 
GradeS;  während  die  cubische  Hyperbel  deren  drei  und  die  hyper- 
bolische Parabel  zwei  zulässt^  von  denen  einer  parabolisch  ist.  Wie 
sind  die  anderen?   Wie  bei  der  cubischen  Parabel? 

8)  Jede  Schmiegungsebene  einer  Baumcurve  dritter  Ordnung 
schneidet  die  developpable  Fläche  derselben  in  einer  Curve  zweiten 
Grades;  bei  der  cubischen  Parabel  in  einer  Parabel.  Die  Flucht- 
curve  der  developpabeln  Fläche  der  cubischen  Parabel  ist  ein  Kegel- 
schnitt.   (Vergl.  Fig.  55.) 

9)  Die  Schmiegungsebenen  der  Baumcurve  dritter  Ordnung  in 
drei  Punkten  schneiden  sich  in  einem  Punkte  ihrer  Ebene. 

10)  Die  gemeinsamen  Tangentialebenen  von  zwei  Kegelschnitten 
in  verschiedenen  Ebenen^  welche  die  Durchschnittslinie  dieser  letz- 
teren in  verschiedenen  Punkten  berühren^  sind  die  Schmiegungs- 
ebenen einer  Baumcurve  dritter  Ordnung ;  die  Verbindungslinien  der 
entsprechenden  Berührungspunkte  sind  die  Erzeugenden  der  deve- 
loppabeln Fläche  derselben.  Diese  kann  somit  als  Grenzfläche  für 
das  von  der  einen  Kegelschnittfiäche  ausgehende  durch  die  nach  der 
andern  Kegelschnittlinie  begrenzte  Oeffnung  fallende  Licht  angesehen 
werden.    Speciell  erzeugen  sie  zwei  Parabeln  in  parallelen  Ebenen. 

11)  Aus  sechs  Schmiegungsebenen,  von  denen  keine  vier  durch 
einen  Punkt  gehen,  kann  die  Curve  dritter  Ordnung  und  ihre  deve- 
loppable Fläche  linear  construiert  werden  —  etwa  indem  man  zwei 
derselben  zur  Projectionsebene  und  Fixebene  einer  allgemeinen 
Parallelprojection  wählt. 

12)  Drei  projectivische  Ebenenbüschel  erzeugen  durch  die 
Schnittpunkte  der  Tripel  ihrer  entsprechenden  Ebenen  eine  Baum- 
curve dritter  Ordnung.  Die  Construction  oben  6)  entspricht  dem 
Falle,  wo  die  Scheitelkante  des  einen  von  den  Scheitelkanten  der 
andern  geschnitten  wird. 

10* 


148       n.  Curven  und  Flächen:  A)  Entwickelbare  Flächen.   25. 

13)  Drei  projectivische  Punktreihen  erzeugen  durch  die  Ver- 
bindungsebenen der  Tripel  ihrer  entsprechenden  Punkte  die  deye- 
loppable  Fläche  einer  Raumcurve  dritter  Ordnung. 

14)  Aus  einem  Punkte  der  Doppelcurve  der  developpabeln 
Fläche  wird  die  zugehörige  Raumcurve  so  projiciert,  dass  ihr  Bild 
die  Ordnung  m ,  die  Classe  r  —  2 ,  Doppelpunkte  an  Zahl  h  —  2 
und  Doppeltangenten  y  —  (2r  —  9),  Bückkehrpunkte  (5  +  2  und 
Inflexionstangenten  n  +  ö  —  4  hat. 

15)  Eine  Ebene  der  doppelt  umschriebenen  Developpabeln  einer 
Baumcurve  schneidet  ihre  developpable  Fläche  in  einer  Curve  von 
den  Charakteren  »i,  =  r  —  2 ,  n,  =  fi ,  d^^=s  x  —  (2  r  —  9), 
^1=^  —  2,  ^,  =  »»  +  e  —  4,  ?i  =  a  +  2. 

*16)  Die  Durchdringungscurve  von  zwei  Kegeln  zweiten  Grades 
ohne  Doppelpunkt  wird  aus  einem  ihrer  Punkte  als  eine  Gurve  dritter 
Ordnung  und  sechster  Glasse,  mit  neun  Inflexionstangenten  ohne 
Doppelpunkte,  Bückkehrpunkte  und  Doppeltangenten  projiciert;  aus 
einem  Punkte  der  Doppelcurve  entsprechen  dem  Bilde  für  dieselben 
Charaktere  respective  die  Zahlen  4,  6,  8,  0,  2,  1. 

*17)  Die  beiden  Fälle  der  vorigen  Durchdringungscurve  ohne 
und  mit  Berührung  der  Kegelflächen  geben  für  den  Schnitt  der  deve- 
loppabeln Fläche  mit  einer  Schmiegungsebene  die  folgenden  Cha- 
ractere  respective: 

»I,  =6,4;  n,  —  11,6;  tfj  =  8,2;  /^  =  28,2;  k^^l,!;  I,«»1M. 

*18)  Für  die  Charaktere  des  Schnittes  mit  einer  stationären 
Ebene  erhält  man 

m^  =  5,3;  n^  =  10,4;  rf,  =  5,1;  /,  =  20,0;  X:,  =0,0;  i,=  15,3 

und  in  dem  Falle  einer  Spitze  speciell  2,  2,  0,  0,  0,  0  —  d.  h. 
der  Querschnitt  der  Tangentenfläche  der  Baumcurve  vierter  Ord- 
nung mit  Spitze  mit  ihrer  stationären  Ebene  ist  ein  Kegelschnitt. 

25.  Im  Folgenden  betrachten  wir  ausschliesslich  die  Curve 
vierter  Ordnung  aus  zwei  Eegelflächen  zweiten 
Grades;  wir  untersuchen  ihre  Symmetrie-  oder  Involutions- 
Eigeuschaften,  um  dadurch  zur  vortheilhaftesten  Behandlung 
ihrer  Gonstruction  zu  gelangen.  Diese  Involutions  -  Eigen- 
schaften unserer  Gurve  und  ihrer  Tangentenfläche  fliessen  aus 
den  Involutions-Eigenschaften  der  Kegel  zweiten  Grades  ^  die 
wir  aus  Bd.  I,  §  30  f.  kennen,  und  ihre  Untersuchung  kann  ange- 
knüpft werden  an  die  zwei  scheinbaren  Doppelpunkte^  welche 
das  Bild  unserer  Gurve  besitzt  (für  ä  =  2  giebt  unsere  Gon- 
struction in  der  That  den  directen  Beweis^  —  und  zwar  nicht 
nur  im  allgemeinen  Falle  als  eigentliche  Baumcurve  vierter 
Ordnung,  sondern  auch  dann^  wenn  sie  zusammengesetzt  ist 
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aus  einer  Curve  dritter  Ordnung  mit  einer  Doppelsekante  oder 
aus  zwei  Kegelschnitten  (§  21).  In  allen  Fällen  kann  auf  die 
nämliche  Weise  die  gerade  Verbindungslinie  der  scheinbaren 
Doppelpunkte  construiert  werden,  eine  Gerade ,  welche  reell 
ist,  gleichviel  ob  die  Doppelpunkte  selbst  reell  sind  oder  nicht. 

Denn  die  projicierenden  Strahlen  der  scheinbaren  Doppel- 
punkte sind  die  durch  das  Projectionscentrum  gehenden  Dop- 
pelsekanten der  Curve;  und  wenn  wir  auf  jedem  derselben  den 
dem  Centrum  conjugierten  vierten  harmonischen  Punkt  zu 
seinen  beiden  Curvenpunkten  bestimmen,  so  ist  die  Verbin- 
dungslinie der  beiden  so  erhaltenen  Punkte  die  Schnittlinie 
der  beiden  Polarebenen  des  Centrums  oder  der  nach  ihm  aus 
den  Mittelpunkten  der  Eegel  gehenden  Strahlen  in  den  Kegel- 
flächen, weil  diese  (Bd.  I,  p.  231  f.)  die  vierten  harmonischen  zu 
dem  Centrum  in  allen  Strahlen  durch  dasselbe  in  Bezug  auf 
ihre  Schnitte  mit  den  respectiven  Kegelmänteln  enthalten. 
Das  Bild  dieser  Durchschnittslinie  d  aus  dem  näm- 
lichen Centrum  ist  die  Verbindungsgerade  der 
scheinbaren  Doppelpunkte  der  Durchdringung  in 
der  entsprechenden  Projection. 

Die  projicierende  Ebene  Cd  von  d  schneidet  beide  Kegel 
in  Curven  zweiter  Ordnung,  für  welche  C  der  Pol  von  d  ist; 
d.  h.  nach  I^  §  32.  C  ist  der  eine  Diagonalpunkt  des  Vierecks 
ihrer  gemeinsamen  Punkte,  der  Punkte  der  Durchdringungs- 
curve  der  Kegel  in  dieser  Ebene,  und  die  beiden  anderen 
Diagonalpunkte  derselben  liegen  in  d. 

Die  Ableitung  zeigt  die  Gültigkeit  der  gefundenen  Con- 
structionsregel  für  alle  Durchdringungen  der  Kegel  zweiten 
Grades,  wie  auch  unabhängig  von  der  Realität  der  scheinbaren 
Doppelpunkte  selbst.  Wenn  wir  in  Fig.  47  (und  ganz  ebenso 
in  Fig.  51)  die  Polaren  p,  p*  von  AI  im  Kegelschnitt  S  und 
respective  von  M*  im  Kegelschnitt  S'*'  zeichnen,  so  sind  sie 
die  Spuren  der  fraglichen  beiden  Polarebenen  des  Centrums 
der  Projection,  und  ihr  Schnittpunkt  D  (derselbe  ist  in  Fig.  48 
nnd  52  in  dieser  Art  eingezeichnet  und  die  Linie  der  schein- 
baren Doppelpunkte  d  markiert)  ist  der  Durchstosspunkt  der 
Schnittlinie  ihrer  Ebenen.  Vervollständigen  wir  die  Data  der 
Projection  in  dieser  Figur,  z.  ß.  indem  wir  im  Sinne  der  ge- 
wohnlichen Centralprojection  den  Fluchtpunkt  0'  der  Geraden 
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MM*  hinzufügen,  so  können  wir  die  von  jenen  Spuren  nach 
den  Spitzen  M  respective  M*  gehenden  Ebenen  bestimmen  — 
durch  Angabe  ihrer  Fluchtlinien  —  und  damit  ihre  Schnitt- 
linie ziehen.  Ihre  Schnittpunkte  mit  dem  Bilde  der  Curve 
fallen  paarweise  zusammen  und  sind  also  die  beiden  Doppel- 
punkte desselben. 

Um  in  Fig.  50  die  Verbindungslinie  der  Doppelpunkte  der 
Horizontalprojection  zu  finden,  bestimmen  wir  zuerst  die  den 
Richtungen  der  Horizontalprojectionen  ihrer  Mantellinien  con- 
jugierten  Durchmesser  ihrer  Spurcurven,  die  Horizontalspuren 
der  Polarebenen  der  Richtung  von  z  in  Bezug  auf  die  Cy- 
linder,  sodann  die  Yerticalspuren  dieser  Ebenen  als  die  Rich- 
tungen der  respectiven  Mantellinien  enthaltend,  und  endlich 
die  Horizontalprojection  ihrer  Schnittlinie.  Ihre  Schnittpunkte 
mit  der  Horizontalprojection  der  Curve  sind  die  Doppelpunkte 
derselben.  (Die  Horizontalprojection  des  wirklichen  Doppel- 
punktes D  gehört  ihr  nach  dem  gegebenen  Beweise  nicht  an.) 

Für  die  Yerticalprojection  haben  wir  die  Polarebenen  von 
der  Richtung  der  Axe  y  in  beiden  Cylindem  zu  nehmen,  deren 
Horizontalspuren  die  zu  jener  Richtung  conjugierten  Durch- 
messer der  horizontalen  Spurcurven  sind,  und  die  Yerticalpro- 
jection ihrer  Durchschnittsliuie  zu  zeichnen.  Sie  enthält  die 
Doppelpunkte  der  Yerticalprojection  der  Curve.  Wir  empfehlen 
die  Eintragung  dieser  Linien  in  den  besprochenen  Figureu, 
wie  in  den  sogleich  noch  zu  besprechenden.  Die  erst  behan- 
delte Construction  giebt  die  gesuchte  Gerade  auch  für  Fig. 
52  und  55  und  die  zuletzt  angeführte  für  Fig.  54;  nämlich  sie 
giebt  die  gerade  Linie,  welche  den  scheinbaren  Doppelpunkt 
des  Curvenbildes  mit  dem  Punkte  verbindet,  wo  dasselbe  von 
dem  Bilde  der  Yerbindungslinie  der  Spitzen  zum  drittenmal 
geschnitten  wird. 

Die  gefundene  Gerade  ist  bestimmt,  so  lange  die  beiden 
sich  in  ihr  schneidenden  Polarebenen  bestimmt  und  verschieden 
sind.  Wäre  die  eine  von  ihnen  völlig  unbestimmt,  also  (§  8) 
das  Projectionscentrum  die  Spitze  des  einen  der  sich  durch- 
dringenden Kegel,  so  würde  jede  in  der  andern  liegende  Gerade 
als  Schnittlinie  von  beiden  anzusehen  sein,  d.  h.  in  jeder  Ge- 
raden der  Bildebene  hätte  das  Bild  der  Durchdringungscurve 
zwei  Doppelpunkte  oder  zwei  Paare  zusammenfallender  Schnitt- 
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punkte;  oder  jede  Mantellinie  des  projicierenden  Kegels  ent- 
hält zwei  Punkte  der  Durchdringung  und  projiciert  sie  —  wir 
sagen,  der  projicierende  Kegel  ist  doppelt  projicierend;  also 
auch  —  da  eine  Ebene  die  Baumcurve  vierter  Ordnung  nur 
in  vier  Punkten  schneiden  kann,  wenn  sie  deren  nicht  unendlich 
viele  enthält  —  jede  projicierende  Ebene  enthält  zwei  und 
nur  zwei  solche  Mantelliuien  oder  der  projicierende  Kegel  ist 
ein  Kegel  zweiten  Grades,  wie  vorausgesetzt  wurde,  und  die 
zugehörige  Projection  der  Durchdringung  ist  ein  doppelt  zu 
zählender  Kegelschnitt.  Es  ist  evident,  dass  ganz  die  nämlichen 
Schlüsse  dann  gelten,  wenn  beide  Polarebeuen  des  Projections- 
centrums  zusammenfallen ;  es  gilt  also  der  wichtige  Satz : 
Wenn  das  Projectionscentrum  ein  Punkt  ist,  der  in 
beiden  sich  durchdringenden  Kegeln  zweiten  Grades 
dieselbe  Polarebene  hat,  so  ist  der  projicierende 
Kegel  der  Durchdringungscurve  doppelt  proji- 
cierend und  ein  Kegel  zweiten  Grades  oder  ihr  Bild 
ein  Kegelschnitt.  Und  jene  Polarebene  ist  zugleich 
als  die  Polarebene  des  üentrums  in  Bezug  auf 
diesen  Kegel  selbst  anzusehen. 

Wir  zeigen  nun  durch  Construction,  dass  es  solcher 
Punkte  im  Allgemeinen  zwei  und  nur  zwei  giebt. 
Das  geschieht  durch  Anwendung  der  Sätze  von  den  Polstrahlen 
und  Polarebenen  und  von  den  Involutionen  harmonischer  Polar- 
ebenen und  Polarlinien  in  Bezug  auf  einen  Kegel  zweiten 
Grades,  welche  wir  als  die  Uebertragung  der  Sätze  der  Po- 
larentheorie in  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt  in  das  projicie- 
rende Bündel  in  I,  p.  231  f.  erhalten  haben.  Darnach  entspricht 
jeder  Geraden  durch  den  Mittelpunkt  eines  Kegels  vom  zweiten 
Grade  eine  Ebene  durch  denselben  Punkt  als  Polarebene  in 
der  Art,  dass  alle  die  in  dieser  durch  jenen  Mittelpunkt  ge- 
zogenen Geraden  Polarebenen  haben,  welche  durch  jene  gehen, 
und  umgekehrt.  Denken  wir  nun  die  Verbindungslinie  der 
Mittelpunkte  M  und  M"^  von  zwei  Kegeln  zweiten  Grades,  so 
entspricht  ihr  in  Bezug  auf  den  Kegel  aus  M  eine  durch  M 
gehende  Polarebene  F*  durch  M  und  in  Bezug  auf  den  Kegel 
aus  ilf*  eine  durch  ^*  gehende  Polarebene  P,  welche  beide 
sich  in  einer  geraden  Linie  g  durchschneiden  werden.  Und 
lassen  wir  eine  Ebene  £  sich  um  die  Gerade  MW*  drehen, 


/ 
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SO  wird  ihre  Polarlinie  in  Bezug  auf  den  Kegel  aus  M  sich 
um  il/  in  P*  drehen,  während  ihre  Polarlinie  in  Bezug  auf 
den  Kegel  aus  M"^  sich  um  if/*  in  F  drehen  muss,  so  dass 
jene  Geraden  und  die  Spuren  von  E  in  P*  die  Involution  har- 
monischer Polarstrahlen  in  der  Ebene  P*  für  den  Kegel 
zweiten  Grades  aus  M  bilden,  wie  in  gleicher  Weise  diese  und 
die  Spuren  von  B  in  P  die  Involution  harmonischer  Polar- 
strahlen in  P  für  den  Kegel  aus  M*.    Betrachten  wir  also  die 

Fig.  59. 


Schnitte  der  in  Rede  stehenden  Ebenen  und  Geraden  mit  g^ 
so  bildet  die  Reihe  der  Schnittpunkte  Xy  Y y  , .  .  von  g  mit 
den  Lagen  von  E  einerseits  eine  Involution  mit  den  Schnitt- 
punkten Xy^y  Zp  ...  der  ihnen  im  Kegel  M  entsprechenden 
Polarstrahlen  und  anderseits  auch  eine  Involution  mit  den 
Schnittpunkten  X^y  Zj*,  ...  der  Polarstrahlen,  welche  ihnen 
im  Kegel  M"^  entsprechen.  Das  gemeinsame  Paar  dieser  beiden 
vereinigten  Involutionen  (vergl.  I,  §  31,  i5)  löst  unsere  Frage. 
Bezeichnen  wir  dasselbe  durch  Ny  JV*,  so  ist  der  Ebene  MM*N 
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als  Polarstrahl  im  Kegel  aus"  M  die  Gerade  J/iV*  und  als 
Polarstrahl  im  Kegel  aus  iV*  die  Gerade  M*N*  zugeordnet 
oder  N*  ist  ihr  gemeinsamer  Pol  in  Bezug  auf  beide  Kegel 
zweiten  Grades  5  ebenso  entsprechen  der  Ebene  MM*N*  die 
Polarstrahlen  MN  uud  M*I^  respective  und  folglich  in  beiden 
Kegeln  der  Pol  N,  Die  Punkte  N  und  .V*  sind  also  die  ein- 
zigen Punkte  von  einerlei  Polarebenen  in  Bezug  auf  beide 
Kegel  zweiten  Grades,  und  man  sieht,  dass  die  Polarebene 
eines  jeden  von  ihnen  durch  den  andern  geht  und  durch  ihn 
und  die  beiden  Kegelmittelpunkte  bestimmt  ist.  Die  Ebenen 
M*NN*  und  MNN*  sind  ebeoso  die  Polarebenen  von  My  M* 
resp.  bezüglich  beider  Kegel,  oder  im  Tetraeder  MM'^NN* 
hat  jede  Ecke  die  gegenüberliegende  Fläche  zur  Polarebene  in 
beiden  Kegeln. 

Wir  wissen  aber  aus  dem  Vorigen,  dass  jeder  Punkt,  der 
in  beiden  Kegeln  dieselbe  Polarebene  hat,  Mittelpunkt  eines 
durch  die  Curve  gehenden  Kegels  vom  zweiten  Grade  ist  und 
haben  somit  gefunden,  dass  unsere  Durchdringungs- 
curve  im  Allgemeinen  auf  vier  Kegeln  zweiten 
Grades  liegt,  aus  deren  sechs  Paaren  sie  also  gleich- 
massig  erzeugt  werden  kann.  Für  den  Mittelpunkt 
jedes  dieser  Kegel  ist  die  Ebene  der  drei  andern 
Mittelpunkte  die  gemeinsame  Polarebene  in  allen 
Kegeln. 

Unsere  Construction  zeigt,  dass  aus  zwei  reellen  Kegeln 
zweiten  Grades  die  Verbindungsgerade  (/  der  beiden  letzten 
Kegelmittelpuukte  stets  reell  gefunden  wird ;  dass  diese  Mittel- 
punkte selbst  nur  dann  nicht  reell  sind,  wenn  beide  Involu- 
tionen harmonischer  Pole  auf  ff  reelle  Dopppelpunkte  haben 
und  diese  einander  trennen,  d.  h.  wenn  g  beide  gegebenen 
Kegelflächen  in  reellen  Punktepaaren  schneidet,  deren  eines 
durch  das  andere  getrennt  wird.  Wir  sehen  also,  dass  von 
den  vier  Ebenen  des  Tetraeders  auch  immer  zwei  und  ebenso 
von  seinen  sechs  Kanten  zwei  reell  sind. 

Wir  besprechen  näher  die  praktische  Durchführung 
der  Construction  (Fig.  59);  dass  die  Spuren  als  Kreise 
gewählt  sind,  ändert  nichts  Wesentliches,  unter  der  Voraus- 
setzung, dass  die  sich  durchdringenden  Kegel  durch  ihre  Mittel- 
punkte M,  M*  und  ihre  resp.  Leitcurven  zweiten  Grades  S, 
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S*  in  einer  Ebene  bestimmt  sind.  Ist  dann  S  der  Durchstoss- 
punkt  der  Verbindungslinie  der  Mittelpunkte  in  dieser  Ebene, 
so  sind  seine  in  Bezug  auf  S  und  8*  resp.  gebildeten  Polaren 
p*  und  p  die  Spuren  der  Polarbeneii  P*  durch  M  und  P  durch 
M*  und  wir  erhalten  ihre  Durchschnittslinie  (/.  Die  Gerade  p* 
ist  die  Centralprojection  von  g  aus  M  und  p  die  Gentralpro- 
jection  von  ff  aus  Af*.  Ist  also  Ä  ein  auf  ff  willkürlich  ge- 
wählter Punkt,  so  liefern  die  Geraden  MÄ  und  M*Ä  in  p* 
und  p  resp.  die  Punkte  Ä*'  und  Ä'  und  die  natürlich  durch 
S-  gehenden  Polaren  x^*'  und  o;/  derselben  in  Bezug  auf  S 
und  S*  resp.  sind  die  Spuren  der  Polarebenen  yon  JC  in  Bezug 
auf  die  Kegel  JH^  8  resp.  M*,  8*.  Ihre  Schnittpunkte  -rT,*', 
JT/  mit  p*  resp.  p  liefern  durch  Verbindung  mit  M  resp.  M* 
und  die  Schnitte  dieser  Geraden  mit  ff  die  Punkte  JT]*,  Ä^ , 
welche  in  den  zu  bestimmenden  Involutionen  harmonischer 
Pole  dem  gewählten  Punkte  X  entsprechen.  Man  bestimmt 
in  gleicher  Weise  die  entsprechenden  J^j*,  F^  zu  einem  anderen 
Punkte  F  von  ff  und  erhält  daraus  das  gemeinsame  Paar  N,  N*. 
Schneidet  ff  den  einen  oder  beide  Eegel  (wie  in  Fig.  59,  die 
übrigens  die  Disposition  von  Fig.  48  wiederholt)  ^  so  benutzt 
man  die  Schnittpunkte,  weil  sie  die  Doppelpunkte  G^  H  und 
G^y  B*  der  bezüglichen  Polinvolutionen  liefern  und  diese  da- 
durch allein  bestimmt  sind;  man  erhält  sie  als  die  Projectionen 
der  Schnittpunkte  von  p,  p*  mit  8,  8*  resp.  aus  Af,  M*  auf 
ff.  In  der  Figur  ist  der  Hilfskreis  K  für  die  Bestimmung  des 
gemeinsamen  Paares  iV,  N*  berührend  an  ff'  in  dem  gewählten 
Punkte  X  gelegt,  was  zur  Folge  hat,  dass  die  Polaren  beider 
Involutionen  im  Hilfskreise  durch  X^  (was  sehr  nahe  beim 
Doppelpunkte  H  der  ersten  Involution  liegt)  und  X^  resp. 
hindurch  gehen;  ihr  Schnittpunkt  P  liefert  durch  seine  Tan- 
genten zu  K  das  gesuchte  Paar. 

Wählt  man  als  Leitcurve  8  des  Kegels  aus  M  seinen 
Querschnitt  mit  der  Polarebene  von  MM*  in  Bezug  auf  den 
Eegel  aus  M\\xjiA.  ebenso  als  Leitcurve  8*  des  Kegels  aus  i/* 
seinen  Schnitt  mit  der  Polarebene  von  MM*  im  Kegel  aus  M^ 
so  ist  ff  als  der  Schnitt  dieser  Ebenen  mit  jeder  der  Leitcurven 
in  einer  Ebene  und  zwar  zugleich  die  Polare  von  M  in  I«* 
und  von  M*  in  L;  und  die  Polaren  von  AT  in  ^  in  Bezug  auf 
8  resp.  8*  schneiden  ff  unmittelbar  in  den  resp.  entsprechenden 
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Punkten  ^Tj,  X^*  der  Involutionen.  Die  Punkte  N,  iV*  sind 
das  für  beide  Kegelschnitte  L,  L*  gemeinsame  Paar  harmo- 
nischer Pole  in  g. 

Es  ist  nützlich;  die  Anwendung  unserer  Gonstructiou  auf 
die  verschiedenen  speciellen  Fälle  der  Kegeldurchdringnng  zu 
erörtern.  Wenn  die  sich  durchdringenden  Kegel  sich  in  einem 
Punkte  D  berühren,  der  keine  Spitze  ist,  wie  in  Fig.  50,  so 
gehört  derselbe  sowohl  der  Ebene  P  als  der  Ebene  P*  und 
somit  der  Geraden  g  an  und  ist  in  beiden  Polinvolutionen  auf 
dieser  der  eine  Doppelpunkt,  d.  h.  er  bildet  doppelt  gezählt 
ihr  gemeinsames  Paar  oder  die  Vereinigung  der  Kegelspitzen 
Ny  N*.  Das  Tetraeder  MM* AN*  hat  zwei  zusammenfallende 
Flächen  MM*N,  MM*N*  und  zwei  getrennte  ^iViV*  oder  MG 
und  M*NN*  oder  M*G,  sowie  zwei  zusammenfallende  Ecken 
und  zwei  getrennte,  und  von  seinen  Kanten  sind  zwei  MM* 
und  g  oder  NN*  windschiefe  Gegenkanten,  indess  die  Paare 
MN,  M*N*  und  MN*^  M* N  zusammenfallen  und  sich 
schneiden.  Durch  die  Durchdringungscurve  gehen  drei  Kegel 
zweiten  Grades,  die  gegebenen  und  der  doppelt  zählende^ 
welcher  sie  aus  ihrem  Doppelpunkte  projiciert. 

Es  liege  sodann  die  Spitze  des  einen  Kegels  M*  auf  dem 
Mantel  des  andern  M,  S,  so  dafs  sie  ein  Knotenpunkt  oder  ein 
isolierter  Doppelpunkt  der  Durchdringungscurve  wird,  je 
nachdem  die  Spur  p*  (denn  sie  ist  zugleich  die  Polare  von  S 
in  S)  der  zur  betreflfenden  Mantellinie  MM*  gehörigen  Tan- 
gentialebene die  Spur  S*  des  anderen  Kegels  schneidet  oder 
nicht  trifft  (Fig,  51  resp.  Fig.  52);  dann  ist  der  Schnitt  von 
p*  mit  der  Polare  p  von  5  in  S*  der  Durchstosspunkt  von  g 
und  M*  ein  zweiter  Punkt  dieser  Geraden,  d.  h.  dieselbe  be- 
rührt den  Kegel  M,  &  in  M*,  die  Doppelpunkte  der  Polinvo- 
lution in  Bezug  auf  M ,  S  und  ebenso  diejenigen  der  Involution 
in  Bezug  auf  M*,  S*  fallen  hier  zusammen  d.  h.  dieselben 
sind  parabolisch,  oder  für  jedes  ihrer  Paare  fällt  der  eine  Punkt 
in  M*  und  der  andere  ist  unbestimmt.  Im  Falle  des  Rück- 
kehrpunktes (Fig.  53)  in  M*  ändert  sich  hierin  nur  das  Eine, 
dass  der  eine  Doppelpunkt  der  Polinvolution  für  31*,  8*  un- 
bestimmt wird;  der  andere  und  die  zwei  Doppelpunkte  der 
Polinvolution  in  Bezug  auf  M,  S  liegen  wie  vorher  in  M*. 

Wenn  für  jeden  Kegel  der  Mittelpunkt  auf  dem  Mantel 
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des  andern  Kegels  liegt,  also  im  Falle  der  Raumcurve  dritter 
Ordnung  (Fig.  54)  mit  der  Doppelsekante  MM'^j  so  ist  die 
Schnittlinie  g  der  Polarebenen  P  und  P*  von  MM*^  in  den 
Kegeln  M^  S  und  Jlf*  S*  resp.  die  Gerade  MM"*  und  beide 
Involutionen  sind  nicht  mehr  bestimmbar.  Berühren  sich  die 
Kegel  im  gewöhnlichen  Sinne  in  zwei  Punkten,  die  also  nicht 
einer  gemeinsamen  Mantellinie  angehören,  so  ist  die  Verbin- 
dungslinie derselben  die  Schnittlinie  g  unserer  Polarebenen 
und  jene  Berührungspunkte  sind  die  Doppelpunkte  für  beide 
Polinvolutionen  auf  derselben,  so  dass  diese  identisch  sind.  In 
der  That  ist  jeder  Punkt  dieser  Geraden  Mittelpunkt  eines 
projicierenden  Kegels  der  Durchdringung,  der  aus  zwei  Ebenen 
besteht,  den  Ebenen  der  beiden  Kegelschnitte,  welche  sie  zu- 
sammensetzen;  etc. 

Die  Construction  zeigt  aber  auch,  dass  die  allgemeine 
Durchdringung  von  zwei  Kegeln  zweiten  Grades  sich  auch  hin- 
sichtlich des  gemeinsamen  Paares  der  Polinvolutionen  in  g 
nach  den  beiden  Formen  der  Durchdringung  und  der  Ein- 
dringung unterscheidet,  die  wir  in  §  20  erkannten.  Wenn 
die  Polaren  des  Durchstosspunktes  S  in  Bezug  auf  beide  Leit- 
curven  diese  resp.  Leitcurven  nicht  treffen  oder  wenn  die 
Polarinvolutionen  um  S  in  Bezug  auf  beide  Leitcurven  elliptisch 
sind,  so  sind  auch  beide  Polinvolutionen  in  g  elliptisch  und 
das  gemeinsame  Paar  ist  reell;  ist  nur  die  eine  Polarinvolution 
elliptisch  oder  sind  zwar  beide  hyperbolisch,  jedoch  so,  dass 
ihre  Doppelstrahlen  sich  nicht  trennen,  so  ist  das  gemeinsame 
Paar  der  Polinvolutionen  in  g  reell,  weil  diese  rücksichtlich 
ihrer  Doppelelemente  sich  verhalten  wie  jene.  Dies  sind  aber 
die  als  Durchdringungen  zu  bezeichnenden  Fälle.  Wenn  dagegen 
die  Polarinvolutionen  um  S  in  Bezug  zu  beiden  Leitcurven 
hyperbolisch  sind  und  die  Doppelstrahlenpaare  einander  trennen, 
so  findet  dasselbe  auch  für  die  Polarinvolutionen  in  g  und 
ihre  Doppelpunktepaare  statt  und  das  gemeinsame  Paar  ist 
conjugiert  imaginär.  Oder  in  den  eigentlichen  Durch- 
dringungen schneiden  sich  vier  reelle  Kegel  zweiten 
Grades,  in  den  Eindringungen  zwei  reelle  mit  zwei 
—  sagen  wir  —  conjugiert  imaginären. 

Wir  schreiten  in  der  allgemeinen  Entwicklung  weiter. 
Denken  wir  die  Kegel  zweiten  Grades  M,  S  und  M*,  S*  wie 
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vorher,  und  die  Polarebene  P  oder  M*NN*  von  M  oder  MM* 
in  Bezug  auf  M*j  S*,  so  wird  auf  jedem  durch  M  gehenden 
Strahl  dieser  Mittelpunkt  vom  Schnittpunkte  des  Strahles  in 
der  Polarebene  harmonisch  getrennt  durch  seine  beiden  Schnitt- 
punkte mit  dem  Kegel  M*y  S*;  insbesondere  geschieht  also 
dasselbe  auf  jeder  Mantellinie  des  Kegels  My  S  die  den  Kegel 
J/*  S*  schneidet^  oder  für  die  zugehörigen  beiden  Punkte  der 
Durchdringungscurve.     Mit  andern  Worten: 

Für  die  Durchdringungscurve  aus  Kegeln  zw^eiten  Grades 
liegen  die  vierten  harmonischen  zum  Mittelpunkte  eines  der- 
selben auf  den  durch  ihn  gehenden  die  Curve  schneidenden 
Strahlen  in  Bezug  auf  die  beiden  bezüglichen  Schnittpunkte 
in  einer  Ebene,  nämlich  der  Polarebene  jenes  Mittelpunktes 
in  Bezug  auf  die  übrigen  Kegel.  Wir  können  diese  Ebene  als 
die  Polarebene  jenes  Mittelpunktes  in  Bezug  auf  die 
Curve  bezeichnen;  aber  wir  haben  indem  Früheren  schon  einen 
andern  zusammenfassenden  Ausdruck  für  die  ganze  bisher  be- 
gründete und  noch  zu  entwickelnde  Lagenrelation  der  Kegel- 
mittelpunkte zur  Durchdringungscurve.  Weil  jeder  von  einem 
Kegelmittelpunkte  M  ausgehende  Strahl,  der  die  Curve  einmal 
schneidet  —  sagen  wir  m  A  —  sie  zum  zweitenmal  schneiden 
muss  —  in  A^  — ,  so  dass  immer  der  in  Bezug  auf  A  und  A^ 
genommene  zu  M  conjugierte  vierte  harmonische  Punkt  Ma  in 
der  festen  Ebene  Pi^  liegt,  so  können  wir  A^  als  den  Modell- 
punkt  von  A  und  zugleich  A  als  den  Modellpunkt  von  A^  in 
einer  centrischen  CoUineation  der  Räume  bezeichnen,  welche 
den  Mittelpunkt  M  zum  Centrum,  seine  Polarebene  "Bm  in 
den  Kegeln  zur  CoUineationsebene  und  die  Characteristik 
{MMaAA^^=^  — l  hat;  oder  die  Durchdringungscurve 
von  Kegeln  zweiten  Grades  ist  mit  sich  selbst  in 
involutorischer  CoUineation  für  jeden  der  zuge- 
hörigen Kegelmittelpunkte  als  Centrum  und  seine 
Polarebene  in  den  übrigen  Kegeln  als  CoUinea- 
tionsebene. Diess  findet  für  eigentliche  Durchdrin- 
gungen viermal  reell  statt,  indess  für  Eindringungen 
nur  zwei  dieser  centrisch-involutorischen  Collineationen  reell 
bestimmt  sind,  während  die  beiden  andern  conjugiert  imaginäre 
Centra  und  conjugiert  imaginäre  CoUineationsebenen  haben. 
Hieraus  folgt  nun  schon,   dass  auch  die  zugehörigen  Tangen- 
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tenpaare  tA  und  i^i  der  Curve  in  solchen  entsprechenden 
Punkten  und  ebenso  die  zugehörigen  Schmiegungsebenen  S^ 
und  S^,  derselben  oder  die  Ebenen,  welche  diese  Taugenten 
mit  den  jeweiligen  nächstbenachbarten  Tangenten  der  Curve 
verbinden,  sich  als  entsprechende  Gerade  resp.  Ebenen  in  der- 
selben centrisch-involutorischen  Collineation  verhalten  müssen. 
Es  lässt  sich  das  aber  auch  direct  aus  der  Construction  der 
Durchdringung  erkennen.  Die  Tangenten  der  Durchdringungs- 
curve  in  den  zwei  Punkten  Ay  Ä^  einer  Mantellinie  des  Kegels 
M  werden  als  Durchschnittslinien  der  Tangentialebene  T^^j 
des  Kegels  aus  M  längs  derselben  mit  den  beiden  resp.  Tan- 
gentialebenen T^,  T^,  eines  zweiten  der  Kegel,  aus  M*  etwa, 
längs  seiner  nach  A  und  A^  gehenden  Mantellinien  erhalten 
und  da  die  letzteren  sich  in  einer  Geraden  auf  der  Polarebene 
P  von  M  in  Bezug  auf  den  Kegel  J/*  schneiden  müssen,  so 
schneiden  sich  auch  jene  Tangenten  in  dem  Punkte  dieser 
Geraden,  wo  sie  von  Tj^,  getroffen  wird;  auch  sind  sie  durch 
M  und  Pjf  harmonisch  getrennt,  etc. 

Die  Ebene  "Bm  ist  somit  der  Ort  der  Durchschnittspunkte 
entsprechender  Tangentenpaare  der  Durchdringung  und  somit 
dieser  Ort  zugleich  die  Enveloppe  der  Durchschnittslinien 
der  Paare  der  zugehörigen  Schmiegungsebenen  oder  in  ihr 
liegt  eine  Doppelcurve  der  Tangentenfläche.  Jedem  doppelt 
projicierenden  oder  der  Curve  doppelt  umgeschrie- 
benen Kegel  zweiten  Grades  entspricht  in  der 
Polarebene  seines  Mittelpunktes  eine  ihrer  Tan- 
gentenfläche doppelt  eingeschriebene  Curve,  die 
mit  ihm  zugleich  reell  und  nicht  reell  ist. 

Die  vier  Kegel  zweiten  Grades  durch  die  Curve  bilden 
die  vollständige  der  Curve  doppelt  umgeschriebene  Develop- 
pable,  und  die  Doppelcurve  ihrer  Tangentenfläche  besteht  aus 
vier  ebenen  Curven,  nämlich  ihren  Querschnitten  mit  den  Polar- 
ebenen (und  Verbindungsebenen)  der  Mittelpunkte  jener  Kegel. 

Wenn  die  Durchdringung  einen  Doppelpunkt  besitzt,  so 
vereinigen  sich  zwei  der  Mittelpunkte  doppelt  projicierender 
Kegel  in  ihm;  aber  der  zugehörige  projicierende  Kegel  ist  nur 
in  der  besondem  Form  doppelt  projicierend,  dass  seine  Strahlen 
die  Curve  stets  im  Doppelpunkt  (zweimal)  und  überdiess  in 
einem  anderen    Punkte   schneiden.     Die  zu  ihm  als  Centrum 
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gehörige  Collineationsebene  ist  die  zugehörige  Tangentialebene 
des  eigentlichen  doppelt  projicierenden  Kegels  auf  dem  er 
liegt;  auch  sie  ist  Ebene  einer  Doppelcurve  nur  insofern,  als 
jede  in  ihr  durch  den  Doppelpunkt  gezogene  Gerade  als  eine 
Tangente  der  Curve  angesehen  werden  kann  und  daher  der 
Durchstosspunkt  jeder  andern  Tangente  der  Durchdringung 
in  ihr  als  Schnittpunkt  von  zwei  entsprechenden  Tangenten 
derselben  erscheint.  Eigentliche  doppelt  projicierende  Kegel 
zweiten  Grades  und  daher  auch  eigentliche  Doppelcurven  in 
den  Polarebenen  ihrer  Mittelpunkte  haben  wir  in  diesem  Falle 
nur  zwei.  In  der  That  fanden  wir  im  allgemeinen  Falle  y  <=>  8 
und  in  dem  Falle  mit  Doppelpunkt  ^  =  4.  Da  zugleich  in 
jenem  x«=^l6  und  in  diesem  o:  =  6  war,  so  schliessen  wir, 
dass  die  vier  ebenen  Doppelcurven  im  allgemeinen  Falle  ebene 
üurven  vierter  Ordnung  sind  und  dass  die  beiden  Doppelcurven 
im  Falle  der  Curve  mit  Doppelpunkt  ebene  Curven  dritter 
Ordnung  sein  werden.  Diess  wird  bestätigt  durch  die  Ord- 
nungszahlen der  Tangeutenfläche  8  und  6  resp.;  denn  es  ist 
8  =  2  .  4  und  6  =  2  .  3. 

Wird  der  Doppelpunkt  zur  Spitze  wie  in  Fig.  53,  so  ist 
der  von  ihm  ausgehende  projicierende  Kegel  der  Curve  nur 
in  speciellem  Sinne  doppelt  projicierend  (dreifach)  und  nur 
der  andere  gegebene  Kegel  ist  ein  eigentlich  doppelt  projie- 
cierender.  Auf  jeder  durch  M  gehenden  Geraden,  die  die 
Durchdringung  einmal  schneidet,  etwa  in  A^,  liegt  noch  ein 
zweiter  Punkt  A.^  derselben.  Die  vierten  harmonischen  Punkte 
Ma  zu  M  in  Bezug  auf  die  Paare  A^f  A^  und  die  Schnitt- 
punkte der  Tangenten  der  Durchdringung  in  den  Punkten  der 
Paare  A^,  A^  liegen  sämmtlich  in  der  Polarebene  von  3f  in 
Bezug  auf  den  Kegel  M*,  S*,  d.  h.  in  der  Ebene  durch  M*, 
deren  Spur  in  der  Leitcurvenebene  die  Polare  Pi  von  ^j  in 
Bezug  auf  S|*  ist.  Und  diese  bilden  wie  jene  in  diesem  Falle 
einen  Kegelschnitt  D  —  übereinstimmend  mit  den  Resultaten 
y  «=  2,  X  =  2  der  früheren  Entwickelung.  Der  Doppelkegel- 
schnitt D  geht  durch  den  stationären  Punkt  M*  der  Durch- 
dringung und  wird  von  der  zugehörigen  Tangente  derselben 
berührt  —  weil  die  vorhergehende  und  die  nächstfolgende 
Tangente  sich  auch  auf  dieser  schneiden ;  der  Querschnitt  seiner 
Ebene  mit  der  Tangeutenfläche   der  Curve  besteht   aus  dem 
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zweifach  zählenden  Kegelschnitt  D  und  dieser  Tangente  im 
Rückkehrpunkte  in  Bestätigung  dessen,  dass  die  Ordnung  der 
Tangentenfläche  =  5  ist;  denn  5  =  2.2+1. 

Weil  der  stationäre  Punkt  i!/*  der  Curve  in  jedem  durch 
seine  Tangente  gehenden  ebenen  Selmitte  dreifach  zählt,  so 
schneidet  die  Collineationsebene  M*py^  nur  noch  einen  Punkt 
E  in  der  Curve  aus,  und  man  erhält  als  die  zugehörige  Be- 
rührungsebene des  Kegels  M,  Sj  von  der  Spur  Sy^  (Fig.  53) 
die  zugehörige  Schmiegungsebene  derselben;  weil  die  Curve 
ganz  auf  einerlei  Seite  derselben  liegt,  so  ist  sie  die  eine 
stationäre  Ebene  derselben  (a  =  1),  die,  wie  in  §  24,  *18  schon 
angemerkt  ist,  die  Tangentenfiäche  ausser  den  drei  benach- 
barten Tangenten,  die  sie  enthält,  auch  nur  in  einem  Kegel- 
schnitt schneiden  kann.  Der  Punkt  der  stationären  Ebene  in 
der  Curve  E  gehört  zur  Doppelcurve  D  und  ihre  zugehörige 
Tangente  ist  die  Schnittlinie  der  stationären  Ebene  mit  der 
Collineationsebene  oder  die  Verbindungslinie  von  E  mit  dem 
Durchschnittspunkte  der  Spuren  5,  und  py ;  denn  von  den  drei 
Tangenten,  die  in  der  stationären  Ebene  liegen,  schneiden 
sich  die  erste  und  die  dritte  als  nicht  benachbarte  in  einem 
Punkte  der  Doppelcurve,  nnd  da  dies  Ergebniss  offenbar  all- 
gemein gilt,  so  haben  wir  wie  in  §  17  den  Satz:  Die  Punkte 
der  stationären  Schmiegungsebenen  in  der  Curve 
gehören  zugleich  der  Doppelcurve  ihrer  Tangenten- 
fläche an  oder  sind  Schnittpunkte  der  Curve  mit  der  Doppel- 
curve. Und  da  für  unsere  Raumcurve  vierter  Ordnung  die 
Doppelcurve  in  vier  ebene  Curven  zerfällt,  so  können  die 
Punkte  der  stationären  Schmiegungsebenen  nur  die  Schnitt- 
punkte ihrer  Ebenen  mit  der  Curve  sein.  In  der  That  ist  die 
Zahl  der  stationären  Ebenen  im  allgemeinen  Falle  a  «s  16, 
dem  Vierfachen  von  der  Ordnungszahl  der  Curve  d.  h.  der 
Anzahl  ihrer  Schnittpunkte  mit  den  vier  Ebenen  der  Doppel- 
curve gleich.  Im  letztbetrachteten  Falle  der  Curve  mit  sta- 
tionärem Punkte  ist  or  e»  1  ^  und  die  Ebene  der  Doppelcurve, 
die  zum  Mittelpunkt  M  gehörige  Collineationsebene,  schneidet 
in  der  That  ausser  dem  stationären  Punkte  als  durch  seine 
Tangente  gehend  die  Curve  nur  noch  in  einem  einzigen  Punkte 
E.  Im  Falle  der  Curve  mit  Doppelpunkt  ward  a  «>  4  erhalten 
und  in  Uebereinstimmung  damit,  dass  beide  Collineations-  oder 
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Doppelcurven-Ebenen  durch  den  Doppelpunkt  der  Curve  gehen 
und  dieselbe  daher  je  nur  noch  in  zwei  anderen  Punkten 
schneiden  können,  welche  die  Punkte  der  stationären  Schmie- 
gungsebenen  sind.  Im  Falle  der  Curve  dritter  Ordnung  giebt 
es,  wie  keine  eigeutlichen  doppelt  umgeschriebenen  oder  doppelt 
projicierenden*  Kegel  und  keine  Doppelcurve,  so  auch  keine 
stationären  Schmiegungsebenen.  (Vergl.  §  17.)  Endlich  im 
Falle  der  Durchdringung;  welche  aus  zwei  Kegelschnitten  be- 
steht, ist  jeder  Punkt  in  der  Ebene  eines  dieser  Kegelschnitte 
Schnittpunkt  zweier  Tangenten  der  Durchdringung  und  die 
Punkte  der  Schnittlinien  beider  Ebenen  sind  Schnitte  von  je 
vier  Tangenten  der  Curve,  deren  Berührungspunkte  paarweise 
in  Mantellinien  der  sich  durchdringenden  Kegel  liegen;  die 
Doppelpunkte  sind  also  in  gewissem  Sinne  die  Punkte  mit 
stationären  Schmiegungsebenen. 

Wir  kehren  zur  Raumcurve  vierter  Ordnung  mit  Bück- 
kehrpunkt zurück,  indem  wir  bemerken,  dass  sie  bestimmt  ist, 
wenn  die  beiden  Kegel  zweiten  Grades  bestimmt  sind,  aus 
denen  wir  sie  abgeleitet  haben;  dazu  genügt  aber  die  Angabe 
des  stationären  Punktes  M*  als  Spitze  des  einen  Kegels,  des 
Punktes  der  stationären  Ebene  Ej  der  Spitze  M  des  doppelt 
umgeschriebenen  Kegels,  des  Durchschnittspunktes  P  der  Ebene 
M*p^  mit  der  stationären  Ebene  und  der  gemeinsamen  Tan- 
gentialebene beider  Kegel,  und  eines  einzigen  von  M*  und  E 
verschiedenen  Punktes  A  der  Curve.  Denn  diese  fünf  Punkte 
liefern  von  jedem  der  beiden  Kegel  fünf  Erzeugende. 

Und  da  fünf  Punkte  im  einen  und  ihre  entsprechenden 
im  andern  von  zwei  collinearen  Räumen  willkürlich  gewählt 
werden  dürfen  (vergl.  I,  §  44),  um  dieselben  zu  bestimmen, 
so  sind  jede  zwei  und  somit  sämmtliche  Baume urven 
vierter  Ordnung  mit  Bückkehrpunkt  unter  einander 
collinear. 

In  den  Beispielen  fügen  wir  auch  hierzu  noch  Einiges  hinzu. 

1)  Man  disponiere  die  allgemeine  Durchdringung  von  zwei 
Kegeln  zweiten  Grades  M^,  L,  und  M^  und  Ia^  so,  dass  die 
Doppelpunkte  ihres  Bildes  in  eine  gegebene  Gerade  d  fallen  — 
d.  h.  man  mache  diese  Gerade  zum  Bilde  der  Durchschnittslinie 
der  Polarebenen  des  Projeciionscentrums  in  beiden  Kegeln.  Ins- 
besondere ist  die  Verbindungslinie  der  Doppelpunkte  zur  unendlich 
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fernen  Geraden  zu  macben,  d.  b.  so  zu  disponieren,  dass  die  Polar- 
ebenen des  Centrums  parallele  Spuren  und  gleicbe  Breite  zwiseben 
Spur  und  Flucbtlinie  in  einerlei  Sinn  baben.  (Vergl.  I,  §  5,  4.) 
Hat  man  dann  überdies  zwei  äbnlicbe  und  äbnlicb  gelegene  Kegel- 
sebnitte  als  Leitcuryen  genommen ;  so  sind  die  gemeinsamen  un- 
endlicb  fernen  Punkte  derselben  die  Doppelpunkte  des  Bildes  der 
Durchdringung.  Sind  die  Spuren  insbesondere  Kr«ise,  so  erhSlt 
man  in  diesem  Falle  als  solches  Bild  eine  Curve  vierter  Ordnung 
mit  Doppelpunkten  in  den  imaginären  unendlich  fernen  Kreis- 
punkten oder  eine  bicirculare  Curve  vierter  Ordnung. 

Die  Gestalten  dieser  Curven  sind  von  besonderer  Schönheit; 
sie  werden  von  ihren  Krümmungskreisen,  wie  die  Kegelschnitte^ 
nur  noch  in  je  einem  Punkte  geschnitten. 

2)  Die  Polarebene  des  Projectionscentrums  in  Bezug  auf 
beide  Kegel  ist  die  nämliche  Ebene,  wenn  die  Bilder  M*  und 
M*'  der  Mittelpunkte  derselben  dieselbe  Polare  in  ihren  Spurkegel- 
schnitten 8  und  8*  in  der  Bildebene  haben  und  der  Durchstoss- 
punkt  S  der  Verbindungslinie  der  Spitzen  M,  M*  ir  dieser  Polare 
liegt.  Man  beweise  diess  und  erörtere,  wie  die  Darstellung  dieser 
Dispositionsregel  für  Centralprojection  und  wie  sie  für  Parallel- 
projection  mit  einem  Bilde  zur  Bestimmung  zu  vervollständigen  ist. 

Fig.  60. 


Wenn  M'  und  M*'  die  Pole  derselben  Geraden  p  in  Bezug 
auf  die  Kegelschnitte  8  und  S*  resp.  sind  und  S  den  Schnittpunkt 
von  p  mit  der  Geraden  M' M^'  bezeichnet,  so  construiert  man  je 
vier  Punkte  des  Bildes  der  Durchdringungscurve  (Fig.  60  für  zwei 
Kreise  und  p  als  unendlich  fern)  der  Kegel  M^  S  und  M*^  S*  wie 
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folgt:  Man  zieht  durch  S  eine  Gerade,  welche  den  Kegelschnitt  8 
in  Punkten  1 ,  2  und  den  Kegelschnitt  S*  in  Punkten  1*,  2*  reell 
schneidet;  dann  liefern  die  Paare  von  Geraden  ü/'l,  iJ/*'l*;  ^'1, 
^*'2*;  M'2,  M*'l*',  M'2,  M*'2*  vier  Punkte  A\  B\  C\  ff 
vom  fraglichen  Bilde  S';  zugleich  schneiden  sich  die  Tangenten  in 
1  an  8  und  in  1*  an  8*,  die  in  1  an  8  und  in  2*  an  8'*';  die 
in  2''an  8  und  in  1"*  an  S'*'  und  endlich  die  in  2  an  8  und  in 
2*  an  S*  in  den  vier  Durchstosspunkten  der  bezüglichen  Tan- 
genten der  Durchdringung  5^,  5^,  Sc,  Sa  und  man  erhält  die  Bilder 
der  Tangenten  oder  die  Tangenten  des  Bildes  8'  durch  Verbindung 
von  A\  ß ^  Cy  D'  mit  denselben.  Man  erhält  auch  leicht  das  Bild 
der  Doppelcurve  der  Tangentenfläche  in  der  gemeinsamen  Polarebene 
des  Centrums ;  denn  die  Tangenten  in  1  an  8  und  in  1  *  an  8  * 
sind  die  Spuren  der  Tangentialebenen  der  Kegel  M  und  M*  in  der 
Tafel,  und  wenn  man  ihre  Schnittpunkte  mit  p  mit  M'  resp.  M*' 
verbindet,  so  hat  man  ihre  Spuren  in  jener  Polarebene  und  in  deren 
Schnittpunkt  mit  einander  den  Durchstosspunkt  A  der  Tangente  a 
in  derselben  abgebildet  (ebenso  £,  Ty  A  die  Durchstosspunkte  der 
Tangenten  in  B^  C,  i>)  —  der  Ort  dieser  Durchstosspunkte  ist  aber 
die  fragliche  Doppelcurve  D. 

3)  Da  die  vier  Durchschnittspunkte  der  Kegelschnitte  8  und 
8*  selbst  zum  Bilde  der  Durchdringung  8'  gehören,  so  liegen  die 
nach  dem  Vorigen  construierten  Punktequadrupel  für  dasselbe  p 
sämmÜich  auf  einem  und  demselben  Kegelschnitt  des  durch  8  und 
8*  bestimmten  Kegelschnittbüschels.  Wenn  p  beide  Kegelschnitte 
8  und  8*  reell  schneidet,  so  sind  die  Verbindungslinien  der  Schnitt- 
punkte mit  M\  M*'  resp.  die  Umrisse  der  Kegel  und  liefern  ein 
Punktquadrupel  Ä^  ff^  C^  D'  in  denselben;  die  Punkte  desselben 
begrenzen  dann  paarweise  die  beiden  Theile  des  Kegelschnittes 
vom  Büschel  8,  8*,  welche   das  Bild  der  Durchdringung  bedeckt. 

Man  discutiere  den  besonderen  Fall^  wo  p  einen  der  Spur- 
kegelschnitte berührt. 

4)  Man  sieht»  dass  p  mit  8  und  8*  zusammen  die  ganze 
Construction  von  8  und  S'  bestimmen;  die  Untersuchung  zeigt 
weiter,  dass  die  8'  für  alle  diejenigen  Lagen  von  p  demselben 
Kegelschnitt  des  Büschels  8,  8"^  angehören,  welche  Tangenten  des- 
selben Kegelschnittes  der  durch  8,  S^  bestimmten  Schaar  von  Kegel- 
schnitten sind,  oder  eines  Kegelschnittes,  der  die  gemeinsamen  Tan- 
genten der  Kegelschnitte  8  und  8*  berührt  und  daher  durch  die 
Anfangslage  von  p  allein  bestimmt  ist.  Es  ist  evident,  dass  hier- 
durch eine  eindeutige  Beziehung  zwischen  den  sämmtlichen  Kegel- 
schnitten des  Büschels  und  der  Schaar  aus  zwei  Kegelschnitten 
hergestellt  ist.    Ihre  nähere  Untersuchung  ist  nicht  dieses  Ortes. 

5)  Es  ist  aber  leicht,  das  Vorige  aus  den  Elementen  der  pro- 
jectivischen  Geometrie  der  Kegelschnitte  zu  beweisen.  Dass  die 
vier  Schnittpunkte  der  Tangenten  eines  Kegelschnittes  K^  mit  den 
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Tangenten  eines  Kegelschnittes  K^  in  ihren  Schnittpunkten  mit 
einer  beliebigen  Geraden  g  auf  einem  Kegelschnitt  K  des  yon  K^ 
mit  K^  bestimmten  Büschels  liegen  ^  ist  unmittelbare  Folge  des 
Satzes  von  der  Involution  der  Schnittpunktpaare  einer  Geraden  mit 
dem  Kegelschnittbüschel  y  wenn  man  bedenkt,  dass  jeder  Strahl 
eines  Büschels  in  der  Ebene  eines  Kegelschnittes  K  von  den  Tan- 
gentenpaaren des  letzteren  in  den  Schnittpunkten  derselbenr  mit 
allen  andern  Strahlen  desselben  Büschels  in  Paaren  einer  Involution 
geschnitten  wird,  die  den  Scheitel  des  Büschels  und  den  zu  ihm 
in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  harmonisch  conjugierten  im  betrach- 
teten Strahl  zu  Doppelpunkten  hat. 

Wenn  dann  behauptet  wird,  dass  die  sämmtlichen  Geraden  gi , 
welche  in  der  angegebenen  Art  Punktequadrupel  des  Kegelschnittes 
H  im  Büschel  K^ ,  K^  liefern,  einen  Kegelschnitt  K  der  Schaar  Ky , 
K^  umhüllen,  so  erhärten  wir  diess  wie  folgt. 

Ist  P  einer  der  Schnittpunkte  von  g  mit  K^ ,  so  geht  durch  P 
ausser  g  nur  noch  eine  der  ^glichen  Enveloppe  angehörige  Gerade^ 
nämlich  die  Verbindungslinie  der  Berührungspunkte  der  Tangenten 
an  ÜTj)  welche  von  den  Schnittpunkten  der  Tangente  in  P  an  Ky^ 
mit  den  Tangenten  von  K^  in  seinen  Schnittpunkten  mit  g  ausgehen; 
die  Enveloppe  ist  somit  von  der  zweiten  Classe  oder  ein  Kegel- 
schnitt. Weil  aber  die  betrachtete  Construction  für  jede  der  ge- 
meinsamen Tangenten  von  K^  und  K*^  unbestimmt  wird,  so  gehört 
jener  Kegelschnitt  zu  der  durch  K^  und  K^  bestimmten  Schaar. 
Wir  merken  noch  an,  dass  der  Durchschnittspunkt  der  Geraden  g 
mit  der  Verbindungslinie  ihrer  Pole  G^  in  K^  und  G^  in  K^  ihr 
Berührungspunkt  mit  dem  Kegelschnitt  der  Schaar  ist;  und  dass 
die  durch  ihn  gehenden  Geraden^  welche  ihre  Schnittpunkte  mit  K^ 
mit  6^1  und  ihre  Schnittpunkte  mit  K^  mit  G^  verbinden^  unendlich 
viele  Quadrupel  des  durch  die  Gerade  g  bestimmten  Kegelschnittes  im 
Büschel  j^|,  K^  liefern:  Construction  der  Durchdringung  der  Kegel 
mittelst  der  Hilfsebenen  durch  die  Verbindungsgerade  ihrer  Spitzen. 

6)  Weil  die  vorigen  Beweisbetrachtungen  durchaus  dualistisch 
übersetzbar  sind,  so  ist  damit  zugleich  bewiesen^  dass  die  vier  Ver- 
bindungslinien der  Berührungspunkte  eines  Kegelschnittes  K^  mit 
seinen  Tangenten  aus  einem  Punkte  P  mit  den  Berührungspunkten 
eines  andern  Kegelschnittes  K^  derselben  Ebene  mit  seinen  Tan- 
genten aus  dem  nämlichen  Punkte  Tangenten  eines  Kegelschnittes 
der  durch  K^  und  K^  bestimmten  Schaar  sind;  und  dass  der  Ort 
der  Punkte  jP,  welche  nach  dieser  Construction  Tangentenquadrupel 
des  nämlichen  Kegelschnittes  dieser  Schaar  liefern,  ein  Kegelschnitt 
des  Büschels  ist,  welches  K^  und  K^  bestimmen. 

Die  Verbindungslinie  von  P  mit  dem  Schnittpunkt  seiner  Po- 
laren Pi  in  Ky  und  p^  in  K^  ist  die  zugehörige  Tangente  für  den 
Kegelschnitt  der  Punkte,  welche  Quadrupel  von  Tangenten  für 
den  nämlichen  Kegelschnitt  der  Schaar    liefern    und  die    auf  ihr 
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liegenden  Punkte  lassen  alle  andern  Quadrupel  dieser  Tangenten 
construieren. 

Darnach  entspricht  jedem  Kegelschnitt  des  Büschels  aus  zwei 
Kegelschnitten  A^|,  K^  ein  Kegelschnitt  der  Schaar  aus  denselben 
Kegelschnitten,  n&nlich  jedem  Punkte  des  einen  ein  Tangentenqua- 
drupel des  andern  und  jeder  Tangente  des  einen  ein  Punktquadrupel 
des  andern.  Insbesondere  entspricht  dem  Kegelschnitt  K^  in  jeder 
Weise  der  Kegelschnitt  K^^  jedoch  jedem  Punkte  und  jeder  Tan- 
gente des  einen  das  durch  ihn  gehende  Tangentenpaar  resp.  auf  ihr 
gelegene  Punktepaar  des  andern.  Auch  entspricht  jedem  Linien- 
paar des  Büschels  K^^  K^  als  Kegelschnitt  desselben  ein  Punkte- 
paar der  Schaar  K^ ,  K^  als  Kegelschnitt  derselben,  n&mlich  jedem 
Punkte  in  jenem  ein  Quadrupel  von  Geraden  durch  diese. 

7)  Aus  zwei  Kreisen  leitet  man  alle  Kreise  ihres  Büschels 
mittelst  der  Geraden  ihrer  Ebene  ab,  welche  nicht  zu  zwei  den- 
selben Kegelschnitt  der  durch  sie  bestimmten  Schaar  berühren.  Von 
den  Kegelschnitten  dieser  Schaar  sind  die  Polarinvolutionen  be- 
kannt,  deren  Mittelpunkte  die  Aehnlichkeitspunkte  beider  Kreise 
sind.  Die  Construction  giebt  den  Satz:  Wenn  man  in  den  Schnitt- 
punkten zweier  Kreise  mit  einer  Geraden  die  Tangenten  zieht,  so 
liegen  die  vier  Schnittpunkte  der  Tangenten  des  einen  Kreises  mit 
den  Tangenten  des  andern  in  einem  neuen  Kreis  desselben  Büschels. 
Die  Durchstosspunkte  der  Tangenten  einer  solchen  Gruppe  von 
Punkten  mit  der  Tafel  liegen  in  einem  Kreis  des  Büschels,  ihre 
Durchstosspunkte  mit  der  gemeinsamen  Polarebene  des  Centrums 
in  einem  andern  Kreis.  (In  der  Fig.  60  sind  beide  Kreise  concen- 
trisch,  weil  die  unendlich  ferne  Gerade  als  p  benutzt  ist  und  der 
Kreis  der  A^  B,  JT,  A  wird  in  diesen  Punkten  von  den  Tangenten 
AT,  ^,  {?,  d  berührt.)  Der  Ort  von  jenen  ist  die  Spurcurve  in  der 
Tafel,  die  den  einen  Grundkreis  in  Inflezionen  berührt;  der  Ort 
von  diesen  das  Bild  der  Spurcurve  in  der  Polarebene  des  Centrums, 
eine  Curve  vierter  Ordnung,  die  im  Bild  des  einen  Kegelmittel- 
punktes einen  Doppelinflexionsknoten  hat;  etc.  Die  symmetrisch  zur 
ersten  gelegene  Hilfsebene  liefert  dieselben  Punkte  der  Curve  und 
dieselben  Durchstosspunkte  der  Tangenten  in  der  Polarebene,  aber 
die  symmetrischen  der  vorigen  Durchstosspunkte  in  der  Tafel  auf 
dem  Kreis  der  vorigen  Gruppe;  die  ersteren  sind  wie  die  Punkte 
der  Curve  zu  einander  symmetrisch  (in  Bezug  auf  die  Centrale) ;  etc. 

8)  Der  Potenzlinie  und  der  unendlich  fernen  Geraden  als  Gerade 
P;  sowie  allen  Tangenten  der  Parabel  in  der  durch  die  Kreise  be- 
stimmten Schaar  entspricht  der  Aehnlichkeitskreis  der  beiden  Kreise 
im  Büschel;  den  Geraden  p  durch  die  Aehnlichkeitspunkte  als 
Kegelschnitten  der  Schaar  entspricht  die  Potenzlinie  und  die  unend- 
lich ferne  Gerade  als  Kegelschnitt  im  Büschel  — also  die  Degene- 
rationsformen in  der  Schaar  und  im  Büschel  entsprechen  einander. 
Wir  wollen   dabei  bemerken^   dass  für  zwei  Kreise  von  gleichen 
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Badien  die  Parabel  der  Schaar  einer  der  reellen  degenerierten  Kegel- 
schnitte derselben  ist  —  nämlich  das  Paar  der  Aehnlichkeitspunkte 
der  Kreise. 

9)  Wenn  für  zwei  Kegel  zweiten  Grades  in  Horizontal-  und 
Yerticalprojection  der  zur  yerticalen  Projectionsebene  normalen  Bich- 
tung  in ,  beiden  Kegeln  dieselbe  Polarebene  entspricht ,  so  ist  die 
Yerticalprojection  der  Durchdringung  ein  Kegelschnitt  oder  ein  Theil 
eines  solchen  und  jene  Polarebene  die  Ebene  einer  Doppelcurve 
ihrer  Tangentenfl&che.  In  diesem  häufig  vorkommenden  Falle 
können  die  allgemeinen  Ergebnisse  leicht  direct  ersichtlich  gemacht 
werden  und  wir  wollen  ihn  an  der  Ausführung  in  Tafel  III  in 
diesem  Sinne  erläutern.  Man  nennt  jene  Polarebene  eine  gemein- 
same Haupt  ebene  der  Kegel  (vergl.  I,  p.  233  und  unten  §§40, 
42),  die  zu  ihr  normalen  Axen  sind  parallel. 

Die  zur  Axe  x  parallele  Verbindungslinie  der  ersten  Projec- 
tionen  der  Spitzen  M,  M*  enthält  zwei  Axen  A'B"^  A*'B*'  der 
ersten  Spuren  Si*^,  S]^*  der  Kegel  und  den  ersten  Durcfastoss- 
punkt  der  Geraden  MM*.  Die  zweiten  Umrisse  des  einen  mögen 
die  des  andern  Kegels  schneiden  in  6?",  Z>",  E",  F"-^  dann  sind 
diese  die  zweiten  Projectionen  von  Punkten  der  Durchdringungs- 
curve,  deren  erste  Projectionen  C^  D\  E\  F'  in  der  gemeinsamen 
Axe  der  ersten  Spuren  liegen  und  in  denen  die  Tangenten  der 
Curve  zur  Axe  y  parallel  sind.  Die  Ebenen  des  Hilfsbüschels  (§  18) 
liegen  paarweis  symmetrisch  zur  gemeinsamen  Hauptebene,  ihre 
Horizontalspuren  zur  gemeinsamen  Hauptaxe  der  Spuren  der  Kegel; 
4ßnken  wir  ein  solches  Spurenpaar  s^ ,  ^j*,  von  welchem  die  erste 
die  Spuren  S,^,  S,^*  der  Kegel  in  den  respectiven  Punkten  1,  2, 
3,  4,  die  zweite  aber  dieselben  in  der  nämlichen  Folge  in  den 
Punkten  1*,  2*,  3*,  4*  schneidet,  so  folgt  aus  der  orthogonalen 
Symmetrie  der  Spuren  in  Bezug  auf  die  gemeinsame  Axe^  dass 
11*,  22*,  33*,  44*  je  in  einer  Normale  zu  dieser  liegen,  also  einerlei 
zweite  Projection  haben;  es  folgt  also  auch,  dass  die  nach  ihnen 
gehenden  Kegelerzeugenden  nicht  nur  ihre  ersten  Projectionen  in 
Paaren  il/'l',  üf'l*';  J/'2^  ^'2*';  iW^*'3',  i!f*'3*';  i!/*'4', 
J/*'4*'  symmetrisch  zu  A' B\  sondern  auch  ihre  zweiten  Pro- 
jectionen paarweis  zusammenfallend  haben,  nämlich  y7/"l",  M"\*"\ 
etc.  Nun  bestimmen  aber  die  Paare  der  Erzeugenden  M\^  M*3\ 
Ml,  JJ/*4;  M2,  M*S;  J/2,  M*A  mit  einander  vier  Punkte  />,, 
A,  ^37  ^4  ^^^  clie  Paare  Ml*,  yl/*3*;  Ml*,  ^*4*;  M2*, 
M*S*]  M2*,  M*A*  vier  weitere  Punkte  P{*,  P*,  P3»  P*  der 
Durchdringungscurve  und  man  sieht,  dass  dieselben  in  der  ersten 
Projection  in  Paaren  P^,  P^*\  etc.  in  Normalen  zur  Axe  OX  liegen, 
während  ihre  zweiten  Projectionen  in  den  entsprechenden  Paaren 
sich  decken. 

Die   zweite  Projection  der  Durchdringungscurve  hat  also   die 
Eigenschaft,   dass  jeder  ihrer  Punkte  zwei  Punkte  der  Curve  pro- 
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jiciert,  deren  erste  Projectionen  orthogonal-symmetrisch  zur  gemein- 
samen Spurenaxe  liegen  (analog  für  die  Tangenten  —  siehe  wei- 
terhin); sie  ist  somit  ein  Theil  eines  Kegelschnitts,  der  durch 
die  Punkte  C'\  /?",  E",  F"  geht  und  in  denselben  begrenzt  ist. 
Der  zweite  projicierende  Cylinder  der  Durchdrin- 
gungscurve  ist  also  ein  doppelt  projicierender  oder 
ein  Theil  der  doppelt  umgeschriebenen  deyeloppabeln 
Fläche  der  Durchdringungscurve.  Zu  den  beiden  die  Curve 
erzeugenden  Kegeln  hinzu  genommen  ist  damit  in  der  Construction 
die  doppelt  umschriebene  Developpable  in  drei  doppelt  projicie- 
renden  Kegelflächen  zweiter  Classe^  also  mit  der  Gesammtclasse 
sechs  nachgewiesen,  und  es  erübrigt  noch  der  Nachweis  eines  Bestes 
derselben  \y  =  8)  von  der  Classe  zwei,  der  somit  gleichfalls  nur 
ein  doppelt  projicierender  Kegel  zweiter  Classe  sein  kann.  (Vergl. 
§  19,  11  mit  Berticksichtigung  des  Princips  der  Dualität.) 

Dieser  Nachweis  ist  leicht  zu  führen.  In  der  zweiten  Pro- 
tection liegen  die  Punktepaare  P(\  P^'\  P^\  P^'  in  Geraden  aus 
J!/*";  die  Geraden  P(' Pl\  P^  P^'  schneiden  sich  also  in  einem 
Punkte  V*",  welcher  der  Pol  der  Geraden  M'*  M"^"  in  Bezug  auf 
den  die  Durchdringungscurve  repräsentierenden  Kegelschnitt  ist  und 
in  welchem  sich  eben  deshalb  die  entsprechenden  Verbindungslinien 
aller  so  gebildeten  Gruppen  von  Punkten  —  wie  sie  aus  je  zwei 
zur  Hauptebene  symmetrischen  Ebenen  des  Hilfsebenenbüschels 
entspringen  —  schneiden  müssen.  Somit  enthalten  die  Ebenen 
P^P*P^P^,  P^P^'P^^P^  eine  zur  Axe  OY  parallele  Gerade,  die 
zugleich  der  Durchschnitt  der  Polarebene  von  M  im  Kegel  zweiten 
Grades  aus  M*  und  von  M*  im  Kegel  zweiten  Grades  aus  M  ist 
und  deren  Durchschnittspunkt  mit  der  gemeinschaftlichen  Haupt- 
ebene somit  der  wirkliche  Schnittpunkt  der  vier  Geraden  PiP*i 
P^P^t  P2P*  VLud  P*P^  ist,  wie  es  die  erste  Projection  bestätigt. 
Da  auch  dieser  letzte  Theil  der  gemachten  Schlüsse  für  alle  die 
Gruppen  von  je  acht  Punkten  der  Curve  gilt,  welche  sich  aus  je 
zwei  symmetrischen  Hilfsebenen  ergeben,  so  ist  y*  der  Scheitel 
eines  doppelt  projicierenden  Kegels  zweiter  Classe  für 
die  Durchdringungscurve,  des  letzten  Bestes  ihrer 
doppelt  umgeschriebenen  Deyeloppabeln.  In  der  Hy- 
perbel S)^*  ist  die  Horizontalspur  desselben  verzeichnet. 

Betrachten  wir  femer  die  Tangentialebenen  der  Kegelflächen 
M^  M"*  m  den  nach  1,  2,  3,  4,  1*,  .  .  .  gehenden  Erzeugenden, 
so  sind  dieselben  nach  der  orthogonalen  Symmetrie  der  Kegel  in 
Bezug  zur  gemeinsamen  Hauptebene  selbst  in  Paaren  symmetrisch 
zu  dieser,  nämlich  diejenigen  in  ^/l,  Ml*\  M*dy  jfcf*3*;  etc. 
und  dieselben  Paare  schneiden  sich  daher  in  Geraden  auf  der  be- 
sagten Hauptebene;  da  nun  die  Tangente  in  P^  als  Schnittlinie 
der  Tangentialebenen  nach  yl/l,  M*3  und  die  Tangente  in  P^* 
als  Schnittlinie  der  Tangentialebenen  nach  Ml*,    M*3*  erhalten 
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wird,  so  folgt,  dass  beide  sich  in  einem  Pnnkte  der  gemeinsamen 
Hauptebene  durchschneiden.  Das  Gleiche  ergiebt  sich  sofort  für  die 
Tangentenpaare  der  Durchdringungscurve  in  7^2  >  -^2*5  ^^y  ^z*}  ^4» 
P^*,  Es  folgt  ebenso  für  alle  die  Gruppen  von  Tangenten  in  solchen 
acht  Punkten  der  Durchdringungscurve,  wie  sie  durch  je  ein  Paar 
symmetrische  Hilfsebenen  gefunden  werden.  Somit  liegt  in 
dieser  Hauptebene  eine  Doppelcurve  der  developpa- 
beln  Fläche  der  Durchdringungscurve.  Es  ist  evident, 
dass  dieselbe  in  Cy  D,  E^  F  der  Durchdringungscurve  selbst  be- 
gegnet. Wir  bemerken  auch,  dass  die  Ebene  dieser  Doppel- 
curve die  Spitzen  der  drei  doppelt  projicierenden 
Kegel  Jf,  M*y  JT*  enthält  und  dass  sie  Af*  zum  Knoten- 
punkte mit  Inflezionen  in  beiden  Aesten  hat. 

Damit  ist  nun  deutlich  der  Weg  zur  Erkenntniss  der  Lage 
der  übrigen  Doppelcurven  gewiesen.  Die  orthogonale  Symmetrie 
der  Kegelflächen  aus  J/,  M*^  F*  und  ihrer  gemeinsamen  Durch- 
dringungscurve in  Bezug  auf  die  gemeinsame  Hauptebene  ist  nichts 
anderes  als  die  specielle  Form  einer  centrischen  involutorischen 
Collineation  derselben,  nämlich  mit  der  Collineationsebene  MM*Y* 
und  für  den  unendlich  fernen  Punkt  Y  der  Axe  0  Y  als  Centrum. 
(Vergl.  I,  §  42.) 

Solcher  involutorischer  Centralcollineationen  sind  aber  noch 
drei  vorhanden,  nur  dass  ihre  Centra  endlich  entfernt  und  sie  daher 
von  allgemeinerer  Form  sind. 

Für  M  als  Centrum  sind  die  Kegel  zweiten  Grades  aus  if  *, 
Y*  und  der  Richtung  Y  von  OY  durch  die  Curve,  diese  Curve 
selbst  und  ihre  developpable  Fläche  in  centrischer  involutorischer 
Collineation  mit  der  Collineationsebene  M*Y*Y\  also  ist  diese 
Ebene  die  Ebene  einer  Doppelcurve  der  Developpa- 
beln,  in  welcher  diejenigen  Tangentenpaare  der  Baum- 
curve  sich  schneiden,  deren  Berührungspunkte  auf 
einerlei  Erzeugenden  des  Kegels  aus  M  liegen. 

Ebenso  ist  für  M*  als  Centrum  die  Gruppe  der  Kegel  aus 
My  Y*y  Yy  die  Curve  und  ihre  Developpable  in  involutorischer 
Collineation  für  die  Ebene  MY*Yy  und  für  Y*  als  Centrum  die 
Gruppe  der  Kegel  aus  M^  M*y  F,  etc.  für  die  Ebene  MM*Y\ 
diese  letztern  Ebenen  enthalten  daher  gleichfalls  Dop- 
pelcurven der  developpabeln  Fläche  der  Durchdrin- 
gungscurve, und  zwar  schneiden  sich  in  ihnen  diejenigen  Tan- 
gentenpaare der  Durchdringungscurve,  für  welche  die  Paare  der 
Berührungspunkte  respective  auf  denselben  Erzeugenden  aus  M"* 
oder  aus  Y^  liegen. 

In  jedem  Falle  ist  das  Centrum  der  Involution  der  Durchschnitt 
der  Polarstrahlen  der  Collineationsebene  in  Bezug  auf  die  Kegel 
der  Gruppe  oder  ihr  Pol  in  Bezug  auf  dieselben.  Zwei  dieser  Centra 
sind  somit  in  ihrer  Verbindungslinie  die  Punkte  des  gemeinsamen 
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Paares  der  beiden  InTolutionen,  welche  durch  die  beiden  bezüg- 
lichen invblutorischen  Collineationen  in  ihr  bestimmt  werden.  Die 
Ebenen  der  Doppelcurven  der  Developpabeln  sind  die  Ebenen,  welche 
durch  die  Spitzen  der  doppelt  projicierenden  Kegel  der  Curve  zu 
je  dreien  bestimmt  werden. 

Jede  Erzeugende  der  Developpabeln  oder  jede  Tangente  der 
Durchdringungscurve  schneidet  nach  §  24  a)  und  4)  vier  andere 
Tangenten  derselben,  nämlich,  wie  wir  nun  sehen,  in  denjenigen 
vier  Punkten,  in  welchen  sie  den  vier  Ebenen  durch  je  drei  der 
Spitzen  der  doppelt  projicierenden  Kegel  der  Curve  begegnet  und 
zwar  in  jeder  dieser  Ebenen  die  Tangente  in  dem  Punkte  der  Curve^ 
der  mit  ihrem  eigenen  Berührungspunkte  auf  derselben  Erzeugenden 
desjenigen  doppelt  projicierenden  Kegels  derselben  liegt,  dessen  Spitze 
jener  Ebene  nicht  angehört. 

Die  Figur  der  Tafel  III  giebt  die  Doppelcurven,  welche  den 
Spitzen  M^  M*y  V*,  V  entsprechen  als  Djf,  Dif«,  Dy*  (in  der 
Horizontalprojection),  Dr  (in  der  Verticalprojection) ;  die  Tangente 
in  P^  wird  von  den  Tangenten  in  Pj»  ^3»  -^4*1  ^1*  respective  in 
den  zu  jenen  Curven  gehörigen  Punkten  12,  13,  14 *,  11*  ge- 
troffen, die  Tangente  in  /\*  von  denen  in  P^*,  P3*,  P^,  P^  in 
Punkten  derselben  Curven.  Die  horizontalen  Durchstosspunkte 
dieser  fünf  Tangenten  sind  durch  S^  bezeichnet  und  auf  den  ent- 
sprechenden Zweigen  der  Horizontalspur  Dj  der  developpabeln 
Fläche  zu  finden. 

In  Gj  H,  /,  JST  wird  die  Curve  von  der  Doppelcurve  Djf»  ge- 
troffen; ihnen  entsprechen  die  vier  Punkte,  wo  die  Spur  B^m*  von 
der  Horizontalspur  der  developpabeln  Fläche  berührt  wird  —  und 
diese  Inflexionen  hat,  nach  den  Spuren  der  zugehörigen  stationären 
Ebenen  der  Developpabeln.  Den  Punkten  C,  />,  E,  F  entsprechen 
unendlich  ferne  Inflexionen  der  Spur,  in  der  Normalrichtung  der 
Axe  X,  (Vergl.  §  1,  8.)  In  a^  und  ^2  sind  endlich  die  Asymptoten 
der  Curve  verzeichnet  und  ihre  horizontalen  Durchstosspunkte  sind 
als  Punkte  S^  angegeben.  Die  Horizontalprojection  der  Curve  zeigt 
vier  reelle  Inflexionen,  den  zur  Axe  z  partdielen  Schmiegungsebenen 
entsprechend.  Die  zugehörigen  Tangenten  sind  daher  zugleich  Tan- 
genten der  Spurcurve  D, ,  sowie  jedes  andern  ebenen  Querschnittes 
und  Doppeltangenten  des  Bildes  der  Doppelcurve.  (Vergl.  §  14^  7.) 

Wir  bemerken  noch  Folgendes: 

Von  den  Punkten,  in  welchen  die  Doppelcurven  der  develop- 
pabeln Fläche  der  Raumcurve  vierter  Ordnung  dieser  Curve  selbst 
begegnen,  oder  den  Punkten  stationärer  Ebenen  derselben^  sind  in 
dem  durchgeführten  Falle  acht  reell,  die  in  zwei  Seitenflächen  des 
Tetraeders  der  Spitzen  der  doppelt  berührenden  Kegel  liegen  — 
in  Jlfr*M*  und  MF*F,  Die  stationären  Ebenen  selbst  sind  für 
jede  Gruppe  von  vier  die  Tangentialebenen  des  zugehörigen  Kegels 
und  seine  zugehörigen  Mantellinien  sind  ihre  Berührungserzeugenden 
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(vergl.  den  Text  in  Bezug  auf  Tafel  III}.  In  dieser  sind  reell  die 
in  C,  J}f  Ef  F  von  F«  und  die  in  G,  If,  /,  AT  von  i/*.  Diese 
Ebenen  schneiden  die  Doppel correnebenen  überdiess  in  den  bezfig- 
lichen  Inflexionstangenten  der  Doppelcnrve  in  den  Doppelpunkten 
M*  und  y^,  Ihre  Schnitte  mit  den  Kegeln  sind  vierpunktig  be* 
rQhrende  Kegelschnitte  in  besonderer  Form;  der  eine  ist  eine 
doppelt  zählende  Tangente  der  drei  andern.  Also  fUr  Tafel  III 
ansgeäprochen :  Nur  V^  und  M*  sind  Doppelpunkte  mit  reellen 
Aesten  der  Doppelcurven  in  den  anstossenden  Tetraederebenen ;  die 
Schmiegungsebenen  in  G,  Hy  I,  K  schneiden  die  Ebene  MF;^^  F* 
in  den  Tangenten  der  Doppelcurve  in  (?,  /^,  I,  K  und  die  drei 
andern  Tetraederebenen  in  Tangenten  der  Doppelcurve  in  iV*;  denn 
die  Schnittlinien  fallen  paarweise  zusammen  und  liefern  so  die  sechs 
Tangenten  der  drei  Paare  von  Aesten  in  M"^,  Ebenso  ist  es  mit 
den  Schmiegungsebenen  in  Ay  B^  C^  D  und  der  Ebene  M M* F* 
resp.  den  Ebenen  an  der  Ecke  F^.  Die  Punkte  3/*  und  F^ 
sind  reell- sechsfache  Punkte  der  Doppelcurve  mit  verschiedenen 
l'angenten. 

Da  die  Tangenten  der  Durchdringung  in  C^  Dj  E^  F  der 
Axe  y  parallel  sind,  so  (vergl.  §  24,  2)  erscheint  die  zweite  Pro- 
jection  der  Curve  in  C'\  D'\  E'\  F"  mit  Spitzen,  deren  Aeste  auf 
einerlei  Seite  der  Tangente  liegen.  Diess  ist  die  Erklärung  der 
Endstellen  des  reellen  Theiles  der  zweiten  Projection  der 
Curve.  Die  Punkte  Cy  D^  E^  F  können  als  sich  selbst  entspre- 
chende Punkte  orthogonaler  Symmetrie  der  Curve  Scheitel  der- 
selben genannt  werden. 

Die  Punkte,  in  welchen  die  Spur  der  developpabeln  Fläche 
der  Durchdringungscurve  die  gleichnamigen  Spuren  der  doppelt  be- 
rührenden Kegel  derselben  tangiert,  die  Durchstosspunkte  der  Er- 
zeugenden der  doppelt  projicierenden  Kegel,  längs  welcher  die 
stationären  Schmiegungsebenen  berühren,  sind  ebenso  die  vier 
Schnabelspitzen  und  Endstellen  des  in  der  Spur  des  Kegels  lie- 
genden Bildes  der  Curve.    (§  24,  2.) 

10)  Man  erläutere,  wie  die  Bestimmung  der  Centra  F^  und 
l'*  im  vorhergehenden  speciellen  Fall  aus  der  im  Text  entwickelten 
allgemeinen  Construction  von  iV,  iV*  hervorgeht;  man  trage  auch 
in  der  Figur  die  Verbindungslinie  der  scheinbaren  Doppelpunkte 
der  Horizontalprojection  der  Durchdringungscurve  ein,  als  Hori- 
zont alprojection  der  Schnittlinie  der  Polarebenen  der  Richtung  Z"^ 
in  beiden  Kegeln. 

11)  Man  vertausche  in  Tafel  III  die  Bezeichnung  der  Mittel- 
punkte M  und  i!/*  und  bilde  die  neue  Durchdringung;  oder  man 
lege  unter  Beibehaltung  der  gemeinsamen  zu  xz  parallelen  Haupt- 
ebene die  Spitze  M  auf  den  Mantel  des  Kegels  /)/|*S,*  und  bilde 
die  Durchdringung  mit  Knotenpunkt  und  gemeinsamer  Hauptebene. 
Der  Doppelpunkt   kann  auch  isoliert  werden;   für  die  Curve  mit 
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Spitze  giebt  es  aber  eine  solche  symmetrische  Anordnung  nicht, 
ohne  dass  sie  in  zwei  zusammenfallende  Gerade  und  einen  Kegel* 
schnitt  degeneriert  —  wie  wir  es  schon  in  §  21  sahen. 

12)  Wenn  die  gegebenen  Kegelflächen  eine  gemeinsame  zur 
nämlichen  Richtung  conjugierte  Diametralebene  haben,  so  würde  bei 
schräger  Parallelprojection  —  nämlich  für  jene  Diametralebene  als 
Projectionsebene  und  diese  Richtung  als  Richtung  der  projicierenden 
Strahlen  —  die  bezügliche  Projection  der  Durchdringungscurve  ein 
Kegelschnitt  sein. 

13)  Man  zeige  wie  der  Fall  der  Kegel  mit  gemeinsamer  Haupt- 
ebene durch  centrisch  collineare  Ableitung  in  den  allgemeinen  Fall 
übergeführt  wird.  Die  orthogonale  Symmetrie  bezüglich  dieser 
Hauptebene  geht  in  involutorische  centrische  Collineation  über. 
Durch  welcherlei  Ableitung  erhält  man  aus  ihm  den  Specialfall 
unter  9)? 

14)  Die  Doppelpunkte  der  Spur  der  developpabeln  Fläche  der 
Curve  liegen  in  den  gleichnamigen  Spuren  der  Ebenen  ihrer  Dop- 
pelcurven.    (Vergl.  Tafel  HI.) 

15)  Wenn  für  die  Durchdringung  von  zwei  Kegeln  zweiten 
Grades  das  Tetraeder  der  vier  Kegelspitzen  und  ein  Punkt  gegeben 
sind;  so  entspringen  aus  demselben  vier  andere  Punkte  als  die  von 
dem  letzteren  durch  das  Tetraeder  harmonisch  getrennten,  sodann 
auf  gleiche  Weise  drei  weitere  aus  diesen.  Ist  P  der  gegebene  Punkt 
und  sind  i¥|,  M^y  M^,  M^  die  Ecken  des  Tetraeders,  so  mögen  P^^ 
P^y  P^f  P^  die  besagten  durch  M^  und  P|  oder  ilfj,  M^^  M^,  etc. 
resp.  von  P  harmonisch  getrennten  Punkte  bezeichnen.  Denkt  man 
die  Tangente  /der  Curve  in  P  auch  gegeben,  so  erhält  man  daraus 
die  Tangenten  /,,...  in  P,,  P^^  Pg,  P^  und  die  Durchdringungs- 
curve ist  bestimmt,  weil  die  sich  in  ihr  durchdringenden  Kegel 
bestimmt  sind  —  nämlich  je  durch  vier  Mantellinien  und  die  Tan- 
gentialebene in  einer  derselben.  Ein  zweiter  Punkt  P*  leistet  die  Be- 
stimmung ebensO;  da  die  acht  nun  jeweilig  erhaltenen  Mantellinien 
immer  einem  Kegel  zweiten  Grades  angehören.  (Vergl.  §  26  und 
die  analogen  Probleme  für  Kegelschnitte  in  Band  I,  §  32,  11  f.) 

16)  Man  erörtere  die  Bestimmung  aus  zwei  reellen  Ecken 
M^y  M^  des  Tetraeders,  der  gegenüberliegenden  Kante  desselben 
und  der  Involution  in  ihr^  deren  nicht  reelle  Doppelpunkte  M<^  und 
M^  sind,  mit  Punkt  und  Tangente  der  Curve  —  wobei  zuerst  zu 
erinnern^  wie  die  besagte  Involution  aus  der  Constructionsmethode 
des  Textes  erhalten  wird.     (I,  §  31,  18.) 

17)  Die  stationäreEbene  schneidet  die  developpable  Fläche  der 
Raum  curve  vierter  Ordnung  mit  Rückkehrpunkt  in  einem  Kegel- 
schnitt, welcher  den  zugehörigen  Punkt  der  Curve  enthält  und  ihre 
entsprechende  Tangente,  d.  h.  ihre  Schnittlinie  mit  der  Collinea- 
tionsebene  i/*/?|,  berührt. 

18)  Die  Schmiegungsebenen  der  Raumcurve  vierter  Ordnung 
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mit  Bückkehrpunkt  sind  gemeinschaftliche  Tangentialebenen  zweier 
Kegelschnitte,  die  einen  Punkt  E  gemein  haben  und  von  denen 
der  eine  die  Durchschnittslinie  ihrer  Ebenen  zu  seiner  Tangente  in 
diesem  Punkte  hat. 

Es  ist  die  dualistisch  entsprechende  Construction  zu  der  des 
Textes,  wo  die  Punkte  der  Curve  als  gemeinsame  Punkte  zweier 
Kegel  zweiten  Grades  entstehen,  die  eine  gemeinsame  Tangential- 
ebene haben  und  von  denen  der  eine  durch  diese  in  der  Verbin- 
dungslinie ihrer  Mittelpunkte  berührt  wird.  Jene  beiden  Kegel- 
schnitte und  somit  die  developpable  Fläche  sind  —  man  weise  es 
nach  —  durch  fünf  Ebenen  bestimmbar  und  man  schliesst  darans, 
dass  jede  Baumcurve  vierter  Ordnung  mit  Bückkehrpunkt  zu  der 
developpabeln  Fläche  einer  beliebigen  andern  solchen  Curve  pro- 
jectivisch  reciprok  ist. 

Wir  erinnern  an  die  numerische  Gleichheit  der  reciproken  Cha- 
raktere (§  23,  9)  unserer  Curve  (§  23, 14*,  c)  und  an  die  analogen 
reciproken  Erzeugungsweisen  der  Baumcurve  dritter  Ordnung  und 
ihrer  developpabeln  Fläche  in  §  24,  10  f. 

19)  Wenn  vier  Punkte  P,  P,  Ä,  S  einer  Baumcurve  vierter 
Ordnung  in  einer  Ebene  liegen  ^  so  liegen  die  ihnen  in  den  invo- 
lutorischen  Collineationen  mit  den  Centren  ^j,  Jlfj,  Jfg,  M^  ent- 
sprechenden Punkte  der  Curve  P^,  (), ,  .  . ;  P^,  .  .  . ;  P^^  .  .  . ; 
^4?  •  •  ^^4  J6  "wieder  in  einer  Ebene.  So  auch  für  die  eine  Colli- 
neation  bei  der  Curve  vierter  Ordnung  mit  Bückkehrpunkt.  Und 
für  diese  femer:  Die  entsprechenden  zu  den  Schmiegungsebenen 
der  Baumcurve  vierter  Ordnung  mit  Bückkehrpunkt,  welche  von 
einem  Punkte  des  Baumes  ausgehen,  gehen  durch  einen  und  zwar 
durch  den  zu  jenem  entsprechenden  Punkt. 

Im  allgemeinen  Falle  ergiebt  sich  für  die  Punkte  mit  sta- 
tionärer Schmiegungsebene  der  wichtige  Satz:  Jede  Ebene^ 
welche  drei  dieser  Punkte  mit  einander  verbindet^ 
enthält  noch  einen  vierten  von  ihnen. 

20)  Man  beweise  den  Satz :  Die  vier  Ebenen^  welche  eine  Tan- 
gente der  Curve  vierter  Ordnung  aus  zwei  Kegelflächen  zweiten 
Grades  mit  den  Mittelpunkten  der  vier  Kegelflächen  zweiter  Ord- 
nung bestimmt,  welche  durch  sie  gehen ^  bilden  ein  Büschel  von 
constantem  Doppel verhältniss  *,  also  nach  den  Bezeichnungen  der 
Tafel  III 

(<,  .  FMM*r*)  =  const.     oder    {(^  .  t^^izhh*)  =  co»s*o 

d.  h.  die  vier  Ebenen,  welche  eine  Tangente  mit  den  vier  andern 
Tangenten  der  Curve  bestimmt,  die  sie  schneidet,  bilden  eine  Gruppe 
von  constantem  Doppelverhältniss.    (Vergl.  Bd.  HI.) 

21)  Bemerkt  maU;  dass  die  Spuren  dieser  Ebenenbüschel 
Strahlenbüschel  von  constantem  Doppelverhältniss  bilden,  so  ergiebt 
sich  speciell  für  die  acht  Tangenten  einer  Gruppe 
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^17  ^2  >   ^3  7  ^4  9   ^1   »   •  •  •   U 

aus 

(ti.ii*t^lzt*)  =  {t*.t^t*t*t,), 

dass  die  Durcbstossi^unkte  derselben  in  einer  beliebigen  Ebene,  also 
z.B.  ibre  S^,  acht  Punkte  eines  und  desselben  Kegelscbnitts  sind. 

Man  findet  auch,  dass  die  Projectionen  der  acht  Tangenten  in 
einer  beliebigen  Ebene  Tangenten  eines  Kegelschnitts  sind.  (Vergl. 
§  47.) 

Mit  andern  Worten  besagt  das  Vorige:  Das  Doppelver- 
hältniss  der  vier  Tangentialebenen^  welche  durch  eine 
beliebige  Tangente  der  Curve  noch  an  dieselbe  gehen, 
hat  für  alle  ihre  Tangenten  dieselben  Werthe.  Man 
zeige  nun,  dass  diese  Werthe  unverändert  bleiben  für 
die  Büschel  der  Tangentialebenen  der  Curve,  die  durch 
je  eine  Doppelsekante  derselben  an  sie  gehen. 

26.  Wir  zeigen  nmi;  dass  erst  durch  die  theoretischen 
Ergebnisse  des  vorigen  §  sich  eine  genaue  und  wahrhaft 
praktische  Gonstrnction  der  Durchdringung  von  zwei  Kegeln 
zweiten  Grades  gewinnen  lässt  und  erörtern  dieselbe  an  den 
zumeist  vorkommenden  einfachen  Fällen  als  auch  für  diese 
unentbehrlich.  Der  allgemeine  Fall  mag  nach  dem  in  Tafel 
III  dargestellten  besonderen  mit  einer  Symmetrieebene  behan- 
delt werden  und  der  Fall  mit  zwei  Symmetrieebenen  ihm  folgen, 
dem  die  Tafel  lY  gewidmet  ist,  weil  es  zweckmässig  ist,  einen 
Wechsel  der  Bezeichnung  vorzunehmen,  den  eben  der  Unter- 
schied beider  Tafeln  erklärt. 

In  Tafel  lU  sind  die  vier  Kegelschnittpunkte  M,  M*  (die 
der  beiden  gegebenen  Kegel)  und  F^^  F*  und  die  zugehörigen 
Spuren  Sj^,  S,^*,  82^  (die  Verticalprojection  der  Durchdrin- 
gung) und  Si^"^.  Die  Durchdringung  kann  aus  jedem  Paar 
dieser  vier  Kegel  construiert  werden,  die  Erläuterung  bezieht 
sich  auf  das  Paar  M^  M*.  Schon  in  §  25,  9  ist  bemerkt,  dass 
die  Hilfsebenen  H^  durch  die  Gerade  MM*  in  zur  Ebene 
MM'^F*  symmetrischen  Paaren  H,-,  H,*  benutzt  wurden  und 
dass  die  zweimal  vier  aus  einem  solchen  Paare  erhaltenen 
Punkte  der  Durchdringung  /^, ,  P^^  P3,  /\  und  i^,*,  .  .  I\* 
oder  kürzer  1,  2,  3,  4  und  1*,  .  .  4*  eine  Gruppe  von  vier- 
facher involutorischer  Symmetrie  bilden.  In  der  That  ist  un- 
mittelbarer Ausdruck  der  Construction,  dass  diese  Punkte  vier- 
mal zu  zwei  sowohl  in  vier  Geraden  aus  M  als  auch  in  vier 
Geraden  aus  M*  gelegen,  nämlich  aus  M  die  Paare  12,  1*2*, 
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34,  3*4*  und  aus  Jl/*  die  Paare  13,  1*3*  24,  2*4*  Weil 
aber  die  Ebenen  H^,  H,*  zugleich  entsprechende  Ebenen  in 
den  centrischen  Involutionen  der  Curve  mit  sich  selbst  aus  den 
Centren  Y^  und  y*  sind,  so  liegen  dieselben  Punkte  auch 
viermal  zu  zwei  in  Geraden  darch  diese  Centra,  nämlich  durch 
jr,  in  den  Paaren  11*  22*  33*,  44»  und  durch  Y*  in  14», 
1*4,  23*,  2*3  —  wie  es  in  folgender  Tafel  übersichtlich  zu- 
sammengestellt ist. 


M 

M* 

12 
13 

1*2*    34 
1*3*    24 

3*4* 
2*4* 

M*ry* 
jurr*' 

r 
y* 

11* 

14* 

22*      33* 
1*4      23* 

44* 
2*3 

MM*Y* 

MM*r 

Dieselbe  giebt  zugleich  den  Zusammenhang  der  Tangenten 
der  Curve  in  den  Punkten  der  Gruppe.  Denken  wir  /|,  i^f 
i^,  i^  und  /|*,  .  .  t^  als  die  acht  zugehörigen  Tangenten,  so 
schneiden  sich  dieselben  viermal  zu  zweien  auf  jeder  der  Ebenen 
des  Tetraeders,  nämlich  in  der  Ebene  M*YY*  die  Paare  /,/,, 

U*h*}  h^\y  h*U*)  ^'^-7  ^^  ^^^  Ebene  ßfM*Y*  oder  der  zur 
verticalen  Projectionsebene  parallelen  die  Paare  ^j/j*,  /j/j*,  etc. 
Man  sieht,  dass  es  nicht  nöthig  ist,  alle  acht  Punkte  der  Gruppe 
direct  aus  den  Kegeln  zu  construieren,  weil  von  ihren  28  mög- 
lichen Verbindungslinien  16  durch  bekannte  Punkte  gehen; 
indess  wird  man  diese  Lagenrelationen  der  Punkte  in  der  Regel 
nur  zur  Prüfung  und  Erhöhung  der  Genauigkeit  benutzen. 
Anders  ist  es  mit  den  Tangenten,  bei  deren  directer  Con- 
struction  je  zwei  Tangentialebenen  angegeben  werden  müssen. 

Wenn  die  Schnittpunkte  der  Tangente  1  mit  den  Ebenen 
des  Quadrupels  Jlf*YY^,  YY*M,  MM*Y*,  MM*Y  construiert 
sind,  so  liefern  sie  durch  Verbindung  mit  2,  3,  1*,  4*  resp. 
die  Tangenten  dieser  Punkte;  ebenso  die  Schnittpunkte  von 
1*  mit  denselben  Ebenen  die  Tangenten  von  2*,  3*,  4.  Die 
Tangeuten  der  Gruppe  liefern  dann  die  übrigen  neun  Schnitt- 
punkte der  Tabelle  —  zusammen  je  vier  Punkte  von  jeder 
Doppelcurve  der  Developpabeln. 

Man  hat  also  nur  eine  der  Tangenten  der  Gruppe  aus  den 
Kegeln  direct  zu  bestimmen,  erhält  aus  ihr  die  übrigen  linear 
und  mittelst  ihrer  dabei  nicht  benutzten   Schnittpunkte  nach 
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der  Lage  derselben  in  den  Ebenen  des  Tetraeders  neun  Proben 
der  Genauigkeit. 

Gebt  man  zu  zwei  nächst  benachbarten  Hilfsebenen  H^, 
"Ri*  über,  so  wird  man  die  benachbarten  Punkte  auf  dieselbe 
Weise  bezeichnen  und  die  vorige  Tafel  zu  ihrer  exacten  Be- 
stimmung ganz  ebenso  verwerthen  können.  Man  sieht,  dass 
die  Construction  der  Durchdringungscurve  zugleich  mit  der  der 
Doppelcuryen  ihrer  Tangentenfläche  erfolgt  und  dass  die  Con- 
struction der  so  viel  complicierteren  Spurcurve  schon  jetzt  auf 
einen  kleinen  Theil  beschränkt  ist.  Dass  dieselbe  aber  ganz 
erspart  werden  kann,  ergiebt  sich  sofort  (vergl.  §  25,2):  Man 
hat  nur  die  Tangente  in  P^  ohne  Benutzung  des  ersten  Durch- 
stosspunktes  5, ,  also  mittelst  eines  der  Punkte  auf  11*,  1 2,  13, 
14*  in  den  Flächen  des  Tetraeders  zu  bestimmen,  natürlich 
als  Schnittpunkt  der  Spuren  der  zugehörigen  Tangentialebenen 
beider  Kegel  in  der  betreffenden  Ebene  des  Tetraeders. 

Wenn  wir  erinnern,  dass  die  Spurcurve  der  Tangenten- 
fläche der  allgemeinen  Durchdringung  aus  zwei  Kegeln  zweiten 
Grades  von  der  achten  Ordnung  und  zwölften  Classe  ist,  sechs- 
zehn Doppelpunkte  und  vier  Rückkehrpunkte  sowie  achtund- 
dreissig  Doppeltangenten  und  sechszehn  Inflexionen  hat,  so 
erkennt  man  den  Werth,  den  die  Vermeidung  ihres  Gebrauchs 
hat.  Sie  wird  durch  unsere  Theorie  ersetzt  durch  eine  Curve 
vierter  Ordnung  und  sechster  Classe  mit  drei  Doppelinflexions- 
knoten  oder  von  der  möglichst  einfachsten  Form  und  jeder 
Punkt  dieser  Curve  liefert  überdiess  zwei  Tangenten  der  Durch- 
dringung. 

Denken  wir  uns  nun  diesen  allgemeinen  Fall,  so  empfiehlt 
sich,  sowohl  seiner  selbst  wegen  als  wegen  der  Befreiung  von 
der  besonderen  Beziehung  auf  die  Darstellung  durch  Horizontal- 
und  Verticalprojection,  die  in  der  Wahl  der  Zeichen  F^  und 
F*  liegt,  die  Veränderung  der  Bezeichnung,  nach  welcher  die 
vier  Kegelmittelpunkte  als  31  ^,  M^y  M^y  M^  und  etwa  ihre 
Polarebenen  M^ M^  Mj^ ,  M.^  M^  M^ ,  M^  M^  M^i  M^  M^  M^  durch 
die  einfachen  Zeichen  P, ,  P^,  P3,  P4  benannt  werden. 

Denken  wir  M^^  M^  als  die  ursprünglichen  Kegelmittel- 
punkte und  ist  Hj,  H,'^  ein  durch  ihre  Verbindungslinie  ge- 
hendes und  durch  M^^  M^  harmonisch  getrenntes  Hilfsebenen- 
paar,    so   dass  also  das  Doppelverhältniss  des  Ebenenbüschels 
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(F4P3HJH,-*)  die  negative  Einheit  ist,  oder  die  Sparen  seiner 
vier  Ebenen  in  einer  beliebigen  M^  M^  nicht  enthaltenden  Ebene 
ein  harmonisches  Strahlenbüschel  bilden,  so  liefert  diess  Paar 
zweimal  vier  Punkte  der  Uurchdringung,  die  wie  vorher  als 
jP,  ,  1\^  P3,  P^  in  H,'  und  P*,..  P*  in  H,*  bezeichnet  werden 
können;  dann  enthält  die  wenig  modificierte  Tafel  von  vorhin 
oder  falls  man  die  Sternbezeichnung  vermeiden  und  die  ganze 
Gruppe  von  1  bis  8  zählen  wollte,  die  daneben  stehende 
zweite  z.  B. 


M,      12  1*2*  34  3*4* 
iVj  13  1*3*  24  2*4*  ! 

P| 

M^    12  34  56  78  P, 

^2 

P4 

ü/,  14  23  58  67  P, 

M^     11*  22*  33*  44* 
M^     14*  1*4  23*  2*3 

^3  15  26  37  48  P, 
M^    17  28  35  46  P^ 

die  vollständige  Uebersicht  der  Lagenbeziehungen  zwischen  den 
Punkten  und  Tangenten  einer  Gruppe;  und  es  ist  evident^  dass 
sie  ganz  ebenso  wie  aus  einer  Tangente  die  sieben  übrigen, 
auch  aus  einer  Schmiegungsebene  die  sieben  übrigen  abzuleiten 
gestattet  —  ebenfalls  mit  neun  übrig  bleibenden  Genauigkeits- 
proben. 

In  Zusammenfassung  der  Anschauung  bemerken  wir,  dass 
die  acht  Punkte  einer  Gruppe  zu  vier  in  zwölf  Ebenen  liegen, 
von  denen  wiederum  je  sechs  durch  einen  der  Mittelpunkte 
Mi  gehen;  z.  B.  nach  der .  Bezeichnung  der  letzten  Tafel  in 
Ebenen  1234,  .  ;  1265,  .  ;  1278,  .  ;  2376,  .  ;  2385,.; 
1375,  .  (die  Ebenen  mit  den  complementaren  Ziffern  werden 
je  durch  einen  Punkt  vertreten);  und  durch  Jfj  die  Ebenen 
1234,  .  ;  2385,  .  und  2376,  .  etc.  Wir  können  sie  durch 
centrisch  coUineare  Modellierung,  miteist  der  Annahme,  dass 
die  Ebene  M^M^M^  die  Gegenebene  B  im  Originalraum  sei,  in 
die  acht  Ecken  eines  Parallelepipeds  überführen,  für  welches 
M(y  M^,  M^  die  Richtungen  seiner  drei  Tetradeu  paralleler 
Kanten  sind  und  das  M^  zum  Mittelpunkt  hat.  (Vergl.  Bd.  I, 

§41,6.) 

Man  sieht  unmittelbar,  dass  die  Durchdringnng  von  zwei 
Rotationscylindern  toh  angleichen  Radien,  deren  Axen  sich 
schneiden,  und  die  Durchdringung  von  zwei  Gylindem  zweiten 
Grades  mit  einer  gemeinsamen  Hauptebene  oder  allgemeiner  mit 
einer  gemeinsamen  Polarebene  einer  gegebenen  festen  Richtung 
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diesen  besoDderen  Gharaeter  darbieten  werde ;  denn  für  M^^  M^  als 
die  Mittelpunkte  der  beiden  Gy  linder  und  M^  als  jene  Richtung  (im 
Falle  der  gemeinsamen  Hauptebene  der  Richtung  ihrer  Normalen) 
sind  diese  unendlich  fernen  Mittelpunkte  doppelt  projicierender 
Gylinder  die  Richtungen  der  drei  Eantenquadrupel  des  Paral- 
lelepides  und  sein  Mittelpunkt  ist  zugleich  der  Mittelpunkt 
des  einzigen  projicierenden  Kegels  der  Durchdringung.  Man 
wird  dieselbe  als  dreifach  planar  symmetrisch  und  einfach 
ceutrisch  symmetrisch  bezeichnen  dürfen,  und  es  ist  auch 
möglich;  die  Durchdringung  der  allgemeinen  Gylinder  so  an- 
zuordneU;  dass  jene  drei  Symmetrien  orthogonale  Symmetrien 
sind;  man  lässt  zwei  andere  Hauptebenen  des  ersten  und  des 
zweiten  Gylinders  zu  einander  normal  sein,  während  im  Fall 
der  Rotationscylinder  der  rechtwinklige  Schnitt  der  Axen  genügt 
—  die  oft  gesehene  Kreuzdurchdringung  z.  B.  bei  horizontalen 
Tonnengewölben  von  rechtwinklig  sich  schneidenden  Axen,  also 
gleichen  Wiederlagerhöhen,  aber  verschiedenen  Radien. 

Neben  den  in  Tafel  HI  und  §  25  analysierten  Fall  mit  einer 
Symmetrieebene  wollen  wir  nun  in  Tafel  IV  einen  Fall  mit 
zwei  Symmetrieebenen  stellen  und  ihn  im  Sinne  praktischer 
Durchführung  erläutern,  indem  wir  zugleich  annehmen,  dass 
man  dabei  auf  die  vollständige  Gonstruction  des  Systems  der 
Doppelcurven  verzichten  wolle.  Wir  stellen  die  Aufgabe  so: 
Man  bestimme  die  zwei  fehlenden  Spitzen  der  doppelt  proji- 
cierenden Kegel  für  die  Durchdringungscurve  einer  Gylinder- 
fläche  und  einer  Kegelfläche  vom  zweiten  Grade  mit  einer 
gemeinsamen  Hauptebene  und  construiere  mittelst  der  Ebenen 
der  Doppelcurven  ihrer  Developpabeln  diese  Durchdringung 
durch  Punkte  und  Tangenten.  Speciell  für  einen  zur  Axe  OZ 
parallelen  geraden  Kreiscylinder  ^, ,  S,^  und  einen  Rotations- 
kegel iX/j,  S2^  dessen  Axe  die  seinige  schneidet  und  z\x  OY 
parallel  ist.  Die  Tafel  IV  giebt  sie  und  die  daran  sich  knüpfenden 
Beziehungen  zu  den  Punkten  und  Tangenten  der  Durchdring- 
ungscurve. Die  Schnittlinie  der  Polarebenen  von  M^  und  M^ 
in  den  Kegeln  M^^^  und  M^^^  respective  ist  w^j,  die  in  ihr 
liegenden  Involutionen,  6^i,  H^\  G.^,  H^  (es  sind  ihre  Doppel- 
punkte) haben  zu  gemeinsamen  Elementen  den  Mittelpunkt 
M^  und  den  unendlich  fernen  Punkt  M^  Von  den  vier  doppelt- 
berührenden Kegeln   der  Gurve  ist   nur   der  zu   Mj^  gehörige 

Fiedler,  darstellende  Geometrie    II.  3.  Aufl  X2 
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hyperbolische  nicht  gezeichnet,  da  seine  Spur  in  der  dritten 
Projectionsebene  liegt.  Für  ^3  ist  die  Ellipse  Sj'  ^^®  zweite 
Spur;  far  M2  der  Vollkreis  83^,  für  .¥,  die  zwischen  den  Um- 
rissen des  Kegels  M^  liegenden  Bogen  AB^  CD  des  Kreises 
S|';  die  Hyperbel  83^  würde  auch  nur  zwischen  den  Umrissen 
des  Cylinders  M^  als  Projection  reeller  Curventheile  erscheinen. 

Die  Oonstruction  der  Punkte  und  Tangenten  ist  für  die 
durch  M^Z^  gehenden  symmetrischen  Hilfsebenen  «, ,  5,**  durch- 
geführt und  bezeichnet;  wenn  die  Tangente  i^  in  P^  als  Schnitt 
bezüglicher  zwei  Tangentialebenen  bestimmt  ist,  so  ergeben 
sich  mittelst  der  Horizontalprojectionen  von  i(^,  t^,  t^,  t^  und 
durch  die  Punkte  der  Doppelcurven  1 1*,  12,  13,  14  die  Tan- 
genten  in  P^*,  P^,  P^j  P^  in  der  Verticalprojection;  die  i<^\  t^' 
sind  parallel.  Die  Tangenten  in  den  übrigen  drei  Punkten  der 
Gruppe  von  acht  Punkten,  welche  5),  s^  liefern,  sind  damit 
offenbar  mit  bestimmt;  sie  sind  in  Paaren  parallel.  Die  acht 
reellen  stationären  Ebenen  haben  ihre  Berührungspunkte  in 
Ay  Bf  (7,  D  auf  P|  und  (unbezeichnet)  au^  P4 ;  in  den  Punkten 
A^  B^  Cj  D  sind  die  zugehörigen  Tangenten  der  Axe  z  parallel ; 
daher  Spitzen  mit  zusammenfallenden  Aest^n  in  der  eraten 
Projection  als  Enden  des  reellen  Theiles.  In  den  vier  anderen 
Punkten   sind  die  stationären  Schmiegungsebenen  horizontal. 

Die  Doppelinflexionsknoten  der  Doppelcurven  liegen  im 
Mittelpunkt  des  Kegels  M^  und  in  dem  des  verticalen  Cylinders, 
Man  kann  natürlich  dieselbe  Durchdringung  als  die  von  zwei 
Cylindern  mit  sich  rechtwinklig  kreuzenden  Axen  behandeln 
und  erhält  eine  ganz  ähnliche  Gonstructionsausführung  für  zwei 
Botationscylinder  mit  sich  rechtwinklig  kreuzenden  Axen,  die 
wir  auszuführen  empfehlen. 

Aber  es  ist  noch  von  dem  Falle  der  Eindringung  be* 
sonders  zu  reden,  da  alles  Vorige  sich  auf  die  eigentliche 
Durchdringung  mit  vier  reellen  Mittelpunkten  doppelt  pro- 
jicierender  Kegel  bezieht. 

Wir  haben  gesehen,  dass  aus  den  reellen  Kegeln  mit  den 
Mittelpunkten  M^ ,  M*^  die  gerade  Verbindungslinie  g  der  beiden 
andern  Mittelpunkte  stets  reell  hervorgeht;  während  speciell 
im  Falle  der  Eindringung  die  beiden  in  ihr  zu  bildenden  Pol- 
Involutionen  reelle  und  einander  trennende  Paare  von  Doppel- 
punkten haben,  so  dass  ihr  gemeinsames  Paar  nicht  reell  ist. 
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Mit  dem  die  Gerade  g  berührenden  Hilfskreise  K  liefern  uns 
die  Tangenten  aus  6^,,  /T,  und  die  aus  G^y  H^  zwei  Berührungs- 
sehnen oder  Polaren,  die  sich  im  Innern  des  Kreises  in  einem 
Punkte  P  schneiden ;  die  von  P  an  den  Kreis  gehenden  Tan- 
genten würden  in  g  das  gemeinsame  Paar  markieren.  Wir 
ersetzen  es  durch  die  Involution  mit  P  als  Pol  im  Hilfskreis^ 
Ton  der  es  das  Paar  der  Doppelpunkte  wäre.  Jedem  Punkte 
A  in  g  entspricht  ein  anderer  Punkt  A*  in  ihr,  so  dass  die 
Berührungspunkte  der  you  ihnen  an  A'  gehenden  Tangenten 
in  einer  durch  P  gehenden  Geraden  liegen.  Die  yon  M^M2 
nach  zwei  solchen  Punkten  A  und  A*  von  g  gehenden  Ebenen 
sind  zwei  Hilfsebenen  Ht-^  H,%  welche  als  harmonisch  getrennt 
von  den  nicht  reellen  Kegelmittelpunkten  M^  und  Mj^  anzusehen 
sind.  Aber  nur  die  eine  ron  ihnen  schneidet  die  Kegel  um 
Ml  und  M2  in  reellen  Mantellinien  und  liefert  vier  Punkte  der 
Durchdringung y  die  reelle  Hälfte  der  Gruppe;  die  Punkte  in 
der  andern  Hilfsebene  sind  nicht  reell,  ihre  Verbindungslinien 
mit  jenen  und  untereinander  können  nicht  gezogen  werden. 
Aber  auch  in  diesem  Falle  bleibt  unsere  Entwickelung  praktisch 
nützlich.  Die  vier  Punkte  1,  2,  3,  4  der  einen  Hilfsebene  H,- 
liegen  in  Paaren  1 2^  3  4  auf  Geraden  durch  M^  und  in  Paaren 
13,  24  auf  Geraden  durch  M^]  die  Tangenten  t^  und  /j  und 
ebenso  ^3,  t^  schneiden  sich  daher  auf  der  Ebene  P|  oder 
M^M^M^  also  M^g  und  die  Tangentenpaare  t^t^  und  wieder 
t^t^  auf  der  Ebene  M^g]  aus  der  direct  bestimmten  Tangente 
/,  folgt  also  t^  und  ^3  und  aus  jeder  von  diesen  kann  man  t^ 
erhalten,  so  dass  immer  eine  Genauigkeitsprobe  übrig  bleibt. 
Die  Gurve  wird  also  zugleich  mit  den  beiden  reellen 
Doppelcurven  ihrer  Tangentenfläche  erhalten. 

Wir  erinnern,  dass  der  Grenzfall  zwischen  Durchdringung 
und  Eindringung  durch  die  Curve  mit  Doppelpunkt  oder  den 
Fall  der  Berührung  der  Kegel  gebildet  wird,  und  dass  in  diesem 
Falle  die  Gerade  g  durch  den  Doppelpunkt  geht  und  das  ge- 
meinsame Paar  ihrer  Polinvolutionen  sich  in  ihm  vereinigt; 
die  Involution^  durch  die  diess  Paar  immer  ersetzt  werden 
kann,  ist  also  parabolisch,  oder  von  zwei  durch  ^3,  M^  har- 
monisch getrennten  Hilfsebenen  des  Büschels  M^  M^  ist  die  eine 
willkürlich  und  die  andere  geht  stets  nach  dem  Doppelpunkte. 

Aber  die  Fälle  der  Durchdringungen  mit  singulären  Punkten 
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sind  zur  Genüge  untersucht  und  wir  kommen  hier  nicht  noch- 
mals auf  sie  zurück. 

Wohl  aber  müssen  wir  am  Schlüsse  dieser  Entwickelungen 
hervorheben  und  näher  erläutern,  dass  die  Abbildung  der  Durch- 
dringungscurven  aus  Kegeln  zweiten  Grades  alle  ebenen 
Curven  liefert,  deren  Ordnung  nicht  vier  und  deren 
Geschlecht  nicht  Eins  übersteigt.  Das  Bild  der  allge- 
meinen Durchdringung  aus  einem  Baumpunkte  von  un- 
abhängiger Lage  erkannten  wir  in  §  23,  u*  als  eine  Curve 
vierter  Ordnung  mit  zwei  Doppelpunkten  in  einer  immer  reellen 
Geraden  und  mit  vier  Paaren  von  Doppeltangenten  aus  je  zwei 
Punkten  reeller  Geraden;  während  die  Bilder  der  Durchdring- 
ungen von  sich  einfach  und  resp.  stationär  berührenden  Kegeln 
zweiten  Grades  im  gleichen  Falle  solche  Curven  mit  drei  Doppel- 
punkten und  zwei  Paaren  von  Ooppeltangenten  und  resp.  mit  zwei 
Doppelpunkten  und  einer  Spitze  und  einem  Paar  von  Doppeltan- 
genten sind;  und  schliesslich  das  allgemeine  Bild  einer  Raumcurve 
dritter  Ordnung  eine  Curve  dritter  Ordnung  mit  Doppelpunkt  ist. 

Wir  wissen  aus  §  24,  dass  diese  Bilder  sich  ändern,  wenn 
das  Projectionscentrum  in  der  Tangentenfläche  der 
Curve  gewählt  wird;  die  Tangente  der  Curve,  auf  der  es  liegt, 
ist  die  eine  der  zwei  von  ihm  ausgehenden  Doppelsekanten  und 
der  zugehörige  Doppelpunkt  wird  zur  Spitze  im  Bilde,  mit 
der  Spur  der  zugehörigen  Schmiegungsebene  als  Tangente;  und 
weil  nach  der  Constructionsregel  der  Tangente  von  ihr  aus 
an  jeden  der  doppelt  berührenden  Kegel  der  Durchdringung 
eine  Tangentialebene  geht,  so  vermindert  sich  zugleich  die 
Zahl  der  Doppeltangenten  um  vier,  das  Bild  ist  eine  Curve 
vierter  Ordnung  mit  Doppelpunkt  und  Spitze  und  mit  vier 
Doppeltangenten.  Nach  jener  Constructionsregel  ist  ersichtlich, 
dass  man  diese  Modification  hervorbringt,  wenn  man  zwei  Um- 
risskanten der  sich  durchdringenden  Kegel  zweiten  Grades  zu 
Mantellinien  einer  Hilfsebene  macht,  d.  h.  wenn  man  den 
Durchstosspunkt  der  Verbindunglinie  beider  Kegelspitzen  J/|  M^ 
in  einer  der  Verbindungslinien  der  Punkte  von  Li,  L,  wählt, 
in  denen  eine  Tangente  aus  My^  und  eine  Tangente  von  M^ 
sie  berühren;  in  Fig.  47  ist  die  Schleife  bei  B^B^  desshalb  so 
klein,  weil  die  nach  den  Umrisslinien  W^JP^  und  MG  gehenden 
Hülfsebeuen  einander  benachbart  sind. 
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Aendert  man  die  Disposition  dann  weiter  so,  dass  auch 
die  Berührangspunkte  des  zweiten  Paares  der  Umrisskanten 
der  Kegel  —  in  jener  Figur  M*B*y  MF  —  in  einer  Geraden 
aus  dem  Durchstosspunkte  von  MM*  liegen,  so  ist  das  Centrum 
der  Schnittpunkt  von  zwei  nicht  benachbarten  Tangenten  der 
Curve  oder  ein  Punkt  in  der  Doppelcurve  ihrer  Tan- 
gentenfläche und  beide  scheinbaren  Doppelpunkte  gehen 
in  Spitzen  über.  Man  sieht,  dass  für  gegebene  M\  M*'  und  L, 
Ij%  wenn  von  jeuen  reelle  Tangeutenpaare  an  diese  gehen,  vier 
Lagen  des  Durchstosspunktes  S  in  der  Geraden  MM*  existieren, 
für  welche  je  einer  der  scheinbaren  Doppelpunkte  des  Bildes 
der  allgemeinen  Durchdringung  in  eine  Spitze  übergehen  muss^ 
und  es  ist  leicht  so  zu  disponieren  —  auch  für  kreisförmige 
»Spuren  —  dass  zwei  von  diesen  S  zusammenfallen.  Die  Ver- 
minderung in  der  Zahl  der  Doppeltangenten  des  Bildes  steigt 
nun  auf  sieben  (unten  7),  so  dass  nur  eine  dem  Bilde  verbleibt. 
Das  ist  im  Grunde  in  den  früheren  Entwickelungen  enthalten. 
(§§22,24.) 

Aber  wir  haben  hier  hinzuzufügen,  dass  auch  der  Eintritt 
des  Centrums  in  den  Mantel  eines  doppelt  projicie- 
renden  Kegels  der  Curve  ihr  Bild  modificiert;  die  durch  das 
Centrum  gehende  Mantellinie  desselben,  die  nun  als  Punkt  er- 
scheint, enthält  zwei  Punkte  der  Durchdringung,  die  in  dem- 
selben Punkte  projiciert  sind,  und  weil  die  zu  ihr  gehörige 
Tangentialebene  dieses  Kegels  projicierend  ist,  so  fallen  die 
Tangenten  des  Bildes  der  Durchdringung  für  beide  hier  ver- 
einigte Punkte,  die  keineswegs  Nachbarn  sind,  zusammen,  d.  h. 
das  Bild  zeigt  die  Specialitat  einer  Berührung  zwischen  zweien 
seiner  Aeste  oder  Selbstberührung,  die  zwei  Doppelpunkte 
desselben  sind  unendlich  nahe  benachbart;  man  kann  diese 
Singularität  einen  Berührungsknoten  nennen.  Offenbar 
ist  das  Bild  der  Kegelspitze  Mi  auf  der  Peripherie  der  zuge- 
hörigen Leitcurve  L/  der  Berührungsknoten  und  die  zugehörige 
Tangente  von  L^  seine  Tangente  für  das  Bild. 

Auf  dem  Mantel  eines  solchen  Kegels  kann  aber  das 
Centrum  eine  Reihe  ausgezeichneter  Lagen  haben;  es  kann 
in  einer  derjenigen  vier  Man'tellinien  desselben  liegen, 
welche  zur  Tangentenfläche  der  Durchdringungs- 
curve  gehören,   die  also  seine  Schnittlinien  mit  den  Grenz- 
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lagen  der  Hilfsebenen  sind;  es  kann  in  der  Curve  selbst, 
als  dem  Durchschnitt  aller  vier  doppelt  projicierenden  Kegel, 
liegen  und  weiter  in  dem  Durchschnittspunkt  derselben 
mit  einer  von  diesen  Mantellinien,  endlich  in  der 
Spitze  des  Kegels  als  dem  Schnittpunkt  jener  Mantellinien 
unter  einander.  Ueber  die  zugehörigen  Dispositionen  kann 
nach  dem  Früheren  kein  Zweifel  sein,  die  herbeigeführten  Re- 
sultate sind  zahlreich  und  von  hohem  Interesse. 

Wir  heben  hier  nur  das  eine  hervor,  wo  die  Bilder  der 
Spitzen  der  gegebenen  Kegel  auf  den  zugehörigen  Leitcurveu 
liegen,  also  M(  in  L,  und  M^  in  Lj  und  somit  wegen  der  Lage 
des  Centrums  in  der  Durchdringungscurve  das  Bild  derselben 
eine  Curve  dritter  Ordnung  ohne  Punktsingulari- 
täten wird.  Die  Coustruction  des  Bildes  zeigt  uns  zwei  invo- 
lutorische  Strahlenbüschel  von  den  Scheiteln  M{j  M^i  welche 
denselben  Punkt  S  in  der  Geraden  M(M^  zum  Pol  in  beiden 
Spurkegelschnitten  L|  und  L^  haben;  die  Strahlenpaare  der* 
selben,  die  durch  das  Sehnenbüschel  der  Hilfsebenenspuren 
einander  projectivisch  zugeordnet  sind,  erzeugen  durch  ihre 
Schnittpunkte  die  Curve;  in  der  geraden  Linie  M( M^  fallen 
zwei  entsprechende  Strahlen  zusammen  und  alle  Punkte  der 
Geraden  sind  Schnittpunkte  des  einen  mit  dem  andern. 

Und  den  Specialfall,  der  sich  daran  anschliesst,  wenn  Ä* 
ein  gemeinsamer  Punkt  der  Spurkegelschnitte  Ii]  und  Lj  ist, 
und  dessen  Ergebniss  lautet:  Das  Bild  der  Baumcurve  dritter 
Ordnung  aus  einem  ihrer  Punkte  ist  ein  Kegelschnitt.  (Vergl. 
§  24,  5.)  Die  Coustruction  giebt  die  Erzeugung  desselben  aus 
zwei  projecti vischen  Strahlenbüscheln  —  aus  parabolischen  In- 
volutionen nach  Absonderung  des  Scheitelstrahles. 

Die  Uebersicht  der  Beispiele  kann  zeigen ,  in  welchem 
Umfange  die  Coustruction  algebraischer  Curven  höherer  Ord- 
nungen und  Classen  sich  an  die  darstellende  Geometrie  der  Durch- 
dringung der  Kegel  zweiten  Grades  anschliesst.  (Vergl.  §  46.) 

1)  In  welchem  Falle  gehen  alle  vier  Involutionen  der  Cuitc 
vierter  Ordnung  in  Symmetrien  über,  nämlich  in  eine  centrale  und 
drei  axiale  oder  vielmehr  planare?  Welches  ist  der  speciellste  aller 
Fälle,  wo  die  letzteren  Symmetrien  orthogonal  werden?  Der  Text 
giebt  die  Antworten.  Die  Punkte  der  station&ren  Schmiegungs- 
ebenen  können  dann  als  Scheitel  der  Curve  bezeichnet  werden ;  die 
Querschnitte  der  sie  enthaltenden  Ebenen  F  mit  den  zu  ihnen  nor- 
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malen  Cylindern  als  die  Axen  oder  Durchmesser  der  Curve,  deren 
Endpunkte  jene  sind. 

2)  Da  ein  Tetraeder  M^M^M^M^  durch  centrisch  coUineare 
Modellierung  unter  Verwandlung  seiner  £cken  in  Richtungen  nur 
so  umgeformt  werden  kann,  dass  entweder  eine  Ecke  M^  oder  zwei 
Ecken  also  eine  Kante  M^M,^  oder  drei  Ecken  also  eine  Fläche 
M^  M.i  M^  ins  Unendliche  fallen,  so  können  unsere  Durchdringungen 
nur  einfach,  zweifach  oder  dreifach  symmetrisch  in  Bezug  auf  eine 
Ebene  sein.  Im  Falle  dreifacher  Planar-Symmetrie  hat  der  Rich- 
tungskegel der  Durchdringung  die  einfachen  Charaktere  der  Doppel- 
curve  derselben;  er  zählt  aber  zweifach. 

3)  Man  mache  die  Bestimmung  der  Scheitel  der  fehlenden 
Kegel  in  dem  Falle,  dass  unter  den  Hilfsebenen  des  Büschels  M^  M^ 
solche  sind,  die  den  einen  Kegel  {M^  berühren.  Man  zeichnet  die 
Schnittlinie  der  Polarebenen  von  My^  und  M^  für  M^  S, ,  y¥,  S,  resp., 
und  bestimmt  die  Durchstosspunkte  der  Geraden  M^  M^ ,  J/,  M^  mit 
Hilfe  jener  äussersten  also  zusammengehörigen  Bilfsebenen. 

4)  Man  construiere  die  fehlenden  Scheitel  der  doppelt  proji- 
eierenden  Kegel  und  die  Ebenen  der  Doppelcurven  der  Developpa- 
beln  für  die  Durchdringungscurve  von  zwei  Kegeln  zweiten  Grades 
in  Centralprojection  unter  der  Voraussetzung  von  zwei  reellen  un- 
endlichen Aesten  derselben. 

5)  Man  stelle  die  Durchdringung  von  zwei  Cylindern  dar, 
deren  Erzeugende  zu  den  Axen  x  resp.  y  parallel  sind,  deren  dritte 
resp.  zweite  Spur  ihre  Mittelpunkte  in  der  Axe  z  haben  und  fdr 
welche  diese  der  den  Richtungen  M^ ,  My  conjugierte  Durchmesser 
ist.  Es  sind  die  Spitzen  M^^  Mj^  in  z^  die  Doppelcurven  auf. a;^:, 
yZj  M^M^M^^  M^M^M.^  und  die  Spuren  der  Kegel  aus  M^,  M^ 
in  den  letzteren  Ebenen  anzugeben. 

6)  Wenn  zwei  Rotationskegel  mit  verticalen  Axen  und  gleicher 
Höhe  der  Mittelpunkte  J/, ,  M^  Über  der  horizontalen  Projections- 
ebene  sich  durchdringen,  so  sind  die  Polarebenen  Fj ,  F,  einander 
parallel  und  die  Durchdringung  liegt  also  auf  zwei  Cylindern  zweiten 
Grades,  von  denen  der  eine  sofort  als  ein  verticaler  Rotationscy- 
linder  und  der  andere  als  ein  zur  Ebene  beider  Kegelaxen  normaler 
parabolischer  Cy linder  erkannt  wird.  Die  Endstellen  des  reellen 
Tbeils  der  Verticalprojection  liegen  auf  einem  Kreise  und  man  er- 
kennt leicht,  dass  dieser  um  seinen  verticalen  Durchmesser  gedreht 
die  Durchdringung  immer  in  vier  Punkten  schneidet,  so  dass  die- 
selbe auf  der  hierbei  durch  ihn  erzeugten  Kugel  liegt.  Dass  unsere 
Durchdringungen  überhaupt  immer  zugleich  unzählig  vielen  krummen 
d.  h.  nicht  entwickelbaren  Flächen  zweiten  Grades  angehören,  lehrt 
uns  der  folgende  Abschnitt.   (Vergl.  19.)   (Fig.  60  als  Grundriss.) 

7)  Man  erkläre,  warum  das  Bild  der  allgemeinen  Durchdrin- 
gung zweier  Kegel  zweiten  Grades  beim  Einrücken  des  Centrums 
der  Projection  in   ihre  Tangentenfläche  vier  und   beim  Uebergang 


184     II.    Curven  and  Flächen:  A)  Entwickelbare  Flächen.    26. 

die  Doppelcnrve  derselben  nicht  zweimal  vier  sondern  nur  sieben 
Doppeltangenten  verliert,  während  beim  Uebergang  anf  die  Carve 
selbst  wirklich  alle  Doppeltangenten  verschwinden. 

8)  Man  erläutere  die  Veränderungen  des  Bildes  der  allgemeinen 
Durchdringung  beim  uebergang  des  Projectionscentmms  von  der 
einen  Seite  ihrer  Tangentenfläche  auf  die  andere^  und  ebenso  die, 
welche  beim  Durchgang  desselben  durch  einen  der  doppelt  pro- 
jicierenden  Kegel  eintreten. 

9)  Das  allgemeine  Bild  der  Durchdringung  vierter  Ordnung 
mit  Doppelpunkt  hat  drei  Doppelpunkte  und  nur  vier  Doppeltan- 
genten, weil  dieselbe  nur  zwei  eigentliche  doppelt  projicierende 
Kegel  besitzt.  Die  Lage  des  Projectionscentmms  auf  ihrer  Tan- 
gentenfläche macht  einen  der  scheinbaren  Doppelpunkte  zur  Spitze 
und  reduciert  die  Zahl  der  Doppeltangenten  auf  zwei ;  die  Lage  in 
der  Doppelcurve  der  Tangentenfläche  verwandelt  beide  scheinbaren 
Doppelpunkte  in  Spitzen  und  lässt  (vergl.  7)  noch  eine  Doppel- 
tangente übrig.  Für  das  Centrum  in  der  Curve  selbst  erhalten  wir 
eine  Curve  dritter  Ordnung  mit  dem  Bilde  des  Doppelpunktes  der 
Durchdringung  als  Doppelpunkt.  Liegt  das  Centrum  auf  einem 
der  eigentlichen  doppelt  projicierenden  Kegel,  so  tritt  neben  dem 
Bilde  des  wirklichen  Doppelpunktes  ein  Berührungsknoten  auf,  der 
aus  der  Vereinigung  der  scheinbaren  Doppelpunkte  entspringt. 

10)  Kann  man  im  letzten  der  vorigen  Fälle  das  Bild  des 
wirklichen  Doppelpunktes  dem  Berührungsknoten  unendlich  nahe 
bringen?  In  beliebiger  Richtung  genähert  würde  man  den  drei- 
fachen Punkt  und  bei  Annäherung  in  der  Berührungsknotentan- 
gente den  Osculationsknoten,  d.  h.  die  Osculation  zweier  Aeste  der 
Curve  mit  einander,  erhalten. 

11)  Man  construiere  eine  bicirculare  Curve  vierter  Ordnung 
(vergl.  §  25,  l)  mit  einem  Knoten  oder  einem  isolierten  Punkt  im 
Endlichen  aus  zwei  Kreisen. 

12)  Die  Wahl  des  Centrutns  in  einer  der  Mantellinien  eine» 
doppelt  projicierenden  Kegels  der  Curve,  die  zur  Tangentenflächc 
derselben  gehören,  bedingt  die  Vereinigung  von  Knoten  und  Spitze 
im  Bilde  der  Spitze  jenes  Kegels  auf  dem  Bilde  der  Curve  —  so- 
wohl bei  der  Eindringung  als  bei  der  Durchdringung  der  Kegel; 
das  Bild  zeigt  vier  Doppeltangenten,  von  denen  aber  eine,  die 
zugleich  zu  den  stationären  Tangenten  zählt,  die  Tangente  in  der 
Vereinigung  von  Knoten  und  Spitze  ist. 

IS)  Man  construiere  die  Curve  dritter  Ordnung  mit  Rückkehr- 
punkt als  Bild  der  Durchdringung  von  zwei  Kegeln  mit  kreisförmigen 
Spuren.  Dieselbe  geht  durch  die  Kreispunkte  der  Ebene  oder  ist, 
wie  man  sagt,  circular. 

Man  construiere  die  nicht  singulare  circulare  Curve  dritter 
Ordnung,  wenn  man  ihre  Berührungen  mit  den  gegebenen  Grund- 
kreisen und  einem  Punkte  der  Curve  z.  B.  die  Richtung  ihrer  reellen 
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Asymptote  kennt.  Wenn  man  dabei  insbesondere  den  Durchstoss- 
punkt  der  Asymptote  in's  Unendliche  disponiert^  d.  h.  der  Curve 
einen  parabolischen  Ast  giebt,  so  zei*f&llt  sie  in  einen  Kreis,  der 
die  gegebenen  Kreise  berührt  und  die  unendlich  ferne  Gerade.  Der 
Scheitelpunkt  des  Büschels  der  Hilfsebenenspuren  ist  dann  der  eine 
Aehnlichkeitspunkt  der  gegebenen  Spurkreise  und  die  Bilder  der 
Spitzen  sind  nicht-entsprechende  Punkte  in  der  zugehörigen  Aehn- 
lichkeit.  (Vergl.  I,  §  (36);  Fig.  82.) 

14)  Für  die  Curve  vierter  Ordnung  mit  zwei  Doppelpunkten 
und  einer  Spitze,  und  für  die  mit  einem  Doppelpunkt  und  zwei 
Spitzen  erhalten  wir  so  je  zwei  Darstellungen;  jene  ergiebt  sich 
als  allgemeines  Bild  der  Durchdringung  mit  station&rem  Punkt 
und  als  Bild  der  Durchdringung  mit  Doppelpunkt  aus  einem  Punkte 
ihrer  TangentenfiSche ;  diese  ist  das  Bild  der  Curve  mit  Doppel- 
punkt aus  einem  Punkte  der  Doppelcnrve  ihrer  Tangentenfläche 
und  das  Bild  der  Curve  mit  stationärem  Punkt  aus  einem  Punkte 
ihrer  Tangentenflftche.  Ebenso  ist  die  Curve  dritter  Ordnung  mit 
Doppelpunkt  das  Bild  der  Durchdringung  mit  Doppelpunkt  aus 
einem  ihrer  Punkte  und  das  allgemeine  Bild  der  Raum  curve  dritter 
Ordnung,  und  die  Curve  dritter  Ordnung  mit  Spitze  das  Bild  der 
Durchdringung  mit  stationärem  Punkt  aus  einem  ihrer  Punkte  und 
das  der  Raumcurve  dritt;er  Ordnung  aus  ihrer  Tangentenfläche. 

15)  Als  Kegelschnitt  erscheint  die  Raumcurve  vierler  Ordnung 
erster  Art  bei  der  Projection  aus  vier  oder  drei  oder  zwei  Punkten 
des  Raumes,  je  nachdem  sie  allgemein  ist  oder  einen  Doppelpunkt 
oder  einen  stationären  Punkt  hat  —  in  den  beiden  letzten  Fällen 
den  singulären  Punkt  eingeschlossen  (vergl.  §  25);  die  Raumcurve 
dritter  Ordnung  bei  der  Projection  aus  jedem  ihrer  Punkte  —  die 
Gesammtdurchdringung  als  Kegelschnitt  und  Gerade  ausser  aus  ihren 
beiden  Doppelpunkten.  Die  in  zwei  Kegelschnitte  zerfallende  Durch- 
dringung wird  von  jedem  Punkte  in  der  Ebene  des  einen  Kegel- 
schnittes und  insbesondere  von  jedem  ihrer  Punkte  durch  Kegel- 
schnitt und  gerade  Linie  projiciert;  von  jedem  Punkte  der  Schnitt- 
linie ihrer  Ebenen  aber  und  speciell  von  jedem  ihrer  Doppelpunkte 
aus  als  ein  Paar  von  Geraden.  Bei  der  in  eine  doppelte  Gerade 
und  einen  sie  schneidenden  Kegelschnitt  zerfallenen  Durchdringung 
findet  das  erste  statt  für  jeden  Punkt  des  Raumes,  das  zweite  für 
jeden  Punkt  des  Kegelschnittes  und  sie  erscheint  als  Kegelschnitt 
für  jeden  Punkt  der  geraden  Linie  und  als  gerade  Linie  für  den 
Schnittpunkt  beider. 

16)  Die  Spurcurven  der  Tangentenflächen  unserer  Durch- 
dringungen^ die  im  Allgemeinen  weit  complicierter  sind  als  ihre  Bilder, 
werden  doch  in  sehr  einfacher  Weise  erzeugt:  Die  Tangentenpaare 
des  einen  und  des  andern  Spurkegelschnittes  in  den  Punkten  einer 
Geraden,  welche  sich  um  einen  festen  Punkt  S  dreht,  liefern  durch 
ihren  Schnitt  mit  einander  je  vier  Punkte  der  Spurcurve  der  Tan- 
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gentenflSchen  aller  der  Durchdringungen  von  Kegeln  zweiten  Grades 
über  jenen  aus  Punkten  je  einer  durch  S  gehenden  Geraden  als 
Spitzen.  Der  Ort  dieser  Quadrupel  ist  im  allgemeinen  Falle  a) 
eine  Curve  achter  Ordnung  mit  sechzehn  Doppel-  und  vier  Bück- 
kehrpunkten. Wenn  unter  den  Strahlen  jenes  Büschels  eine  gemein- 
same Tangente  beider  Kegelschnitte  ist  oder  wenn  sein  Scheitel 
auf  dem  einen  Kegelschnitt  liegt,  so  ist  b)  der  Ort  der  bezüglichen 
Quadrupel  resp.  Paare  eine  Curve  sechster  Ordnung  mit  sechs 
Doppelpunkten  und  vier  Bückkehrpunkten.  Ist  c)  der  Scheitel  des 
Büschels  zugleich  der  eine  der  Berührungspunkte  jener  gemeinsamen 
Tangente,  so  wird  der  Ort  der  entsprechenden  Schnittpunktepaare 
eine  Curve  fünfter  Ordnung  mit  zwei  Doppel-  und  vier  Bückkehr- 
punkten. Liegt  d)  der  Scheitel  des  Büschels  in  einem  Durchschnitts- 
punkt beider  Kegelschnitte,  so  ist  der  Ort  des  Schnittpunktes  der 
zu  jeder  Lage  des  Strahles  gehörigen  zwei  Tangenten  eine  Curve 
vierter  Ordnung  mit  drei  Bückkehrpunkten.  Für  den  Scheitel  im 
Durchschnitt  von  zwei  gemeinsamen  Tangenten  der  Spurkegel- 
scbnitte,  von  welchem  aus  reell  schneidende  Gerade  an  sie  gehen, 
zerfällt  e)  der  Ort  der  Quadrupel  in  zwei  gerade  Linien,  zwei  con- 
jugierte  Durclischnittssehnen  der  Kegelschnitte,  und  für  den  Scheitel 
als  einen  Berührungspunkt  beider  Spurkegelschnitte  ist  der  Ort  der 
Schnitte  der  bezüglichen  Tangentenpaare  f )  eine  gerade  Linie,  die 
Verbindungslinie  der  beiden  andern  Schnittpunkte  von  jenen;  doch 
haben  auch  diese  Geraden  noch  die  Durchschnittspunkte  der  Spur- 
kegelschnitte,  durch  die  sie  gehen^  zu  Bückkehrpunkten. 

17)  Bei  besonderer  Lage  der  Spnrebene,  d.  h.  der  beiden  Spur- 
kegelschnitte gegen  einander,  treten  Vereinfachungen  der 
Spuren rve  der  Tangentenfläche  in  allen  Fällen  ein.  Wenn  die 
Spurcurven  einander  berühren,  so  ist  sie  der  Schnitt  der  Tangenten- 
fläche mit  einer  Ebene  durch  eine  ihrer  Mantellinien  so  dass  diese 
sich  von  der  eigentlichen  Spurcurve  absondert.  Im  Falle  der  drei- 
punktigen  Osculation  der  Spurcurven  ist  die  Spurebene  eine  Schmie- 
gungsebene,  im  Falle  der  vierpunktigen  Osculation  speciell  eine 
stationäre,  so  dass  sie  zwei  resp.  drei  unendlich  benachbarte  Er- 
zeugende der  Tangentenfläche  enthält  und  die  Spurcurven  sich  somit 
auf  die  sechste  und  fünfte  Ordnung  im  Falle  a),  auf  die  vierte 
und  dritte  im  Falle  b)  und  auf  die  dritte  und  zweite  im  Falle  c) 
reducieren;  mit  acht  Doppelpunkten  und  einer  Spitze  resp.  fünf 
Doppelpunkten  in  a),  mit  zwei  Doppelpunkten  und  einer  Spitze 
und  mit  einem  Doppelpunkte  in  b)  und  mit  einer  Spitze  im  ersten 
Falle  von  c).  Im  Falle  der  Doppelberührung  der  Spurkegelscbnittc, 
also  für  die  Spurebene  als  Tangentialebene  eines  der  doppelt  be- 
rührenden Kegel;  erhält  man  durch  Absonderung  von  zwei  Geraden 
ebenfalls  Curven  sechster,  vierter  und  dritter  Ordnung  in  den  Fällen 
a),  b)  und  c)  resp.,  aber  dieselben  haben  keine  Spitzen,  sondern 
Doppelpunkte  in  den  resp.  Anzahlen  Neun,   Drei  und  Eins.     Alle 
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diese  Spurcurven  werden  in  den  Fällen  a)  und  b)  durch  die  in 
den  Quadrupelebenen  genommenen  an  Einfachheit  übertroffen;  alle 
sind  von  den  Geschlechtern  Eins  und  Null.  Wir  überlassen  die 
weitere  Ausführung  dem  Leser,  insbesondere  auch  die  Erörterung 
der  Beziehungen,  welche  zwischen  der  Spur  der  TangentenflSche 
und  dem  Bilde  stattfinden. 

18)  Aus  dem  Satze,  dass  das  Büschel  der  Tangentialebenen 
der  Eaumcurve  vierter  Ordnung  erster  Art  durch  eine  beliebige 
ihrer  Doppelsekanten  immer  dieselben  Doppelverhältnisse  hat  (vergl. 
§  25,  21),  folgt  für  die  allgemeine  ebene  Curve  dritter  Ordnung, 
die  ihr  Bild  aus  einem  ihrer  Punkte  ist:  Das  Büschel  der  vier 
Tangenten^  welche  man  von  einem  Punkte  der  Curve  dritter  Ord- 
nung ohne  singulären  Punkt  noch  an  dieselbe  legen  kann  —  die 
Tangente  im  Punkte  selbst  ungerechnet  —  hat  für  alle  Punkte  der- 
selben Curve  dieselben  Werthe  seines  Doppelverhältnisses.  Dies 
Doppelverhältniss  ist  eine  durch  Projection  unveränderliche  Con- 
stante,  die  sogenannte  absolute  Invariante  der  Curve. 

In  der  That,  die  Spuren  der  im  ursprünglichen  Satze  auftre- 
tenden Tangentialebenen  durch  irgend  eine  vom  Projectionscentrum 
auf  der  Curve  ausgehende  Doppelsekante  derselben,  sind  Tangenten 
des  Bildes  der  Curve  aus  dem  Fusspunkte  der  letzteren  in  diesem ^ 
weil  jene  Ebenen  projicierend  sind.  Wir  können  sagen,  dass  die 
unendlich  vielen  Kegel  dritter  Ordnung  und  sechster  Classe,  durch 
welche  eine  Raumcurve  vierter  Ordnung  erster  Art  aus  allen  ihren 
Punkten  projiciert  wird,  die  nämliche  absolute  Invariante  haben,  die 
dann  auf  alle  ihre  ebenen  Querschnitte  übergeht.  Man  sieht  leicht, 
dass  die  Fälle  der  Durchdringung  und  Eindringung  wesentliche 
Unterscheidungsmerkmale  dieser  Kegel  bedingen  und  kann  von  da 
aus  zur  Classification  der  Curven  dritter  Ordnung  gelangen. 

19)  Die  Durchdringung  von  zwei  geraden  Kreiskegeln  mit 
parallelen  Axen  erscheint  in  der  Orthogonalprojection  nach  diesen  als 
eine  zur  Centrale  der  Grund  kreise  orthogonal-symmetrische  Curve 
vierter  Ordnung  mit  Spitzen  in  den  imaginären  Kreispunkten  d.  h. 
als  Cartesisches  Oval.  Denn  die  Stellung  der  Projectionsebene 
ist  nicht  nur  Projection  der  Polarebenen  des  Centrums  in  beiden 
Kegeln,  sondern  die  nach  den  Kreispunkten  gehenden  Mantellinien 
geben  auch  die  Umrisslinien  der  Kegel  in  der  Projection.  Man  er- 
kennt damit,  dass  die  Curve  dieselbe  bleibt,  wenn  sie  die  Central- 
projection  der  Durchdringung  von  zwei  Kegeln  auf  die  gemeinsame 
Kreisschnittebene  aus  dem  Schnittpunkte  der  Geraden  von  den 
Spitzen  nach  den  Centren  jener  Grundkreise  ist.  Für  Ä,  und  h.^ 
als  Höhen  der  Kegelmittelpunkte  J!f, ,  M2  über  der  Projections- 
ebene und  Ti  und  r2  als  die  bezüglichen  Kreisradien  ist  für  die  Ab- 
stände e^ ,  ^2  ^6^'  Projection  P'  eines  Punktes  der  Curve  in  der 
Höhe  z  von  den  Mittelpunkten  M^^  M.I 

^,  :  Tj  =  (Äj  —  z)  :  Äj ,     ^2  •  ^2  =  (^2  —  ^)  •  K  ; 
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also 

Ä,  rj  (<?i  —  r,)  =  Äjr,  {e^  —  r^) , 

eine  lineare  Relation  zwischen  den  Entfernungen,  nach  der  man 
die  Punkte  JM^\  M^  als  Brennpunkte  des  Ovals  bezeichnet. 
Das  Oval  entsteht  aus  Punkten  und  Tangenten  in  Gruppen 
zu  vier  aus  den  Grundkreisen  und  einem  Strahlenbüschel ,  dessen 
Scheitel  in  der  Centrale  von  jenen  liegt.  Man  charakterisiere  die 
zugehörige  Spurcurve  der  Tangentenfläche. 

20)  Welches  ist  der  dritte  Brennpunkt  des  Ovals  in  der  Ver- 
bindungsgeraden der  zwei  ersten?  Der  zugehörige  Brennkreis  bildet 
mit  den  beiden  ersten  ein  Büschel.  Liegt  der  Mittelpunkt  des 
einen  Kegels  im  Mantel  des  andern,  so  entsteht  die  Pasca lösche 
Schnecke;  etc. 

21)  Die  Enveloppe  einer  Reihe  von  Cartesischen  Ovalen^  denen 
ein  Brennpunkt  M^  gemeinsam  ist,  während  der  andere  —  ohne 
Aenderung  der  übrigen  Data  —  eine  Gerade  durchläuft,  besteht 
aus  zwei  Kegelschnitten:  Den  Projectionen  der  Querschnitte  des 
festen  Kegels  mit  den  beiden  Ebenen,  die  die  Enveloppe  des  be- 
wegten zweiten  Kegels  bilden.  Und  wenn  der  zweite  Brennpunkt 
unter  denselben  Voraussetzungen  einen  Kreis  vom  Mittelpunkte  M 
beschreibt,  so  besteht  dje  Enveloppe  aus  zwei  Cartesischen  Ovalen 
mit  den  Brennpunkten  M^  und  M^  weil  die  Enveloppe  des  be- 
wegten Kegels  von  zwei  Rotationskegeln  über  coneentrischen  zu 
jenem   Kreise  gebildet  wird. 

22)  Für  die  cy klographische  Darstellung  der  Durchdringung  von 
zwei  Kegeln  zweiten  Grades  haben  wir  dem  in  §  9,  (13)  f.  über  dio 
des  ebenen  Querschnittes  Gesagten  nur  wenig  hinzuzufügen.  Das 
cjklographische  Bild  der  Durchdringung  ist  die  einfach  unendliche 
Gesammtheit  von  Kreisen^  welche  gemeinsam  ist  den  beiden  zwei- 
fach unendlichen  Gesammtheiten  derselben  ^  die  die  beiden  KegeU 
mäntel  darstellen,  also  je  mit  einem  festen  Kreis  den  einen  Aehn- 
lichkeitspunkt  auf  einem  festen  Kegelschnitt  haben,  der  die  Spur 
des  Kegels  ist.  Nach  dem  Vorigen  wissen  wir,  dass  diese  Ge- 
sammtheit noch  zu  zwei  anderen  zwei&ch  unendlichen  Gesammt- 
heiten der  nämlichen  Art  gehört,  die  im  Allgemeinen  reell  sind. 
Die  Enveloppe  der  durch  die  Curvenpunkte  und  die  zugehörigen 
Bildkreise  bestimmten  gleichseitigen  Rotationskegel  ist  eine  Deve- 
loppable  gleichen  Falles  durch  die  Curve.  Man  sieht  leicht,  dass 
damit  eine  Fülle  von  Fragen  über  die  Weiterentwickelung  der 
cyklographischen  Methode  angeregt  sind,  auf  deren  Ausführung 
wir  hier  verzichten  müssen.  Natürlich  nehmen  wir  den  einen  'der 
Kegel  als  projicierend,  also  den  Distanzkreis  als  den  seinen  linearen 
Reihen  gemeinsamen  Kreis.    (§  9,  14.) 


B«  Ton  den  krummen  Flächen  im  AUgremeinen  nnd  den  Flüchen 

zweiten  Grades  insbesondere. 

27.  Nach  den  entwickelbaren  Flllchen  sollen  uns  nun  die 
nicht  entwickelbaren  oder  eigentlich  krummen  Flä- 
chen beschäftigen. 

Wir  fassen  eine  krumme  Fläche  zunächst  als  den  Ort 
einer  gesetzmässig  bewegten  und  dabei  ihre  Form 
stetig  verändernden  Gurve  und  nennen  sie  eine  Fläche 
m^^  Ordnung,  wenn  eine  gerade  Linie  sie  in  höchstens  m 
Punkten  schneidet ^  so  dass  jede  Gerade  ihr  ganz  angehören 
und  alle  ihre  Punkte  mit  ihr  gemein  haben  musS;  welche 
mehr  als  m  Punkte  der  Fläche  enthält.    (Vergl.  §  1 ;  speciell 

§19) 

Wenn   das    Bewegungs-   und   Formänderungs-Gesetz    der 

erzeugenden  Curve  graphisch  angegeben  werden^  so  hat  man 
die  Data  für  die  Darstellung  der  erzeugten  Fläche  und  muss 
alle  auf  sie  bezüglichen  Gonstructionen  daraus  ableiten  können. 
Wir  werden  diess  weiterhin,  zuerst  im  folgenden  Art.,  an  einer 
Reihe  von  Beispielen  erörtern.  In  denselben . special isieren  wir 
theils  die  bewegte  Gurve  und  ihre  Formänderung,  theils  die 
ihr  ertheilte  Bewegung;  wir  handeln  von  Rotations-  und 
Schraubenflächen,  indem  wir  die  einfachen  Bewegungen 
der  Drehung  um  eine  Axe  und  der  Schraubung  nach  einer 
solchen  auf  bestimmte  nach  Form  und  Grösse  unveränderliche 
Gurven  anweinden;  von  windschiefen  Regelflächen, 
indem  wir  eine  gerade  Linie  auf  irgend  eine  Art  bewegt 
voraussetzen;  von  topographischen  Flächen,  wo  eine 
veränderliche  Gurve  mit  ihrer  Ebene  immer  horizontal  bleibt; 
von  Flächen  zweiten  Grades,  die  ein  in  gewisser  Art  ver- 
änderlicher Kegelschnitt  beschreibt. 
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Eine  Gerade  t,  welche  zwei  unendlich  nähe  Punkte  der 
Fläche  mit  einander  verbindet,  wird  eine  Tangente  dersel- 
ben und  die  Vereinigung  P  dieser  Punkte  ihr  Berührungs- 
punkt genannt.  Es  lassen  sich  auf  der  Fläche  durch  diesen 
Punkt  unendlich  viele  üurven  ziehen,  welche  in  ihm  von 
dieser  Geraden  berührt  werden ,  unter  ihnen  alle  die  ebenen 
Querschnitte  der  Fläche,  welche  durch  sie  hindurchgehen, 
ebene  Curven  m*"  Ordnung,  die  von  t  ausser  in  P  noch  in 
(m  —  2)  andern  Punkten  getroffen  werden. 

Denken  wir  in  einem  Punkte  P  der  Fläche  zwei  Tau- 
genten /|,  ^2  ^^  dieselbe  gezogen,  so  bestimmen  dieselben  mit 
einander  eine  Ebene,  deren  Schnittcurve  mit  der  Fläche  in  P 
sowohl  mit  t^  als  mit  t^  zwei  zusammenfallende  Punkte  gemein 
hat,  in  welcher  also  der  Punkt  jPein  doppelter  Punkt  ist. 
In  Folge  dessen  haben  aber  alle  durch  P  gehende  in  der 
Ebene  ^,^2  gelegene  Gerade  in  P  ein  Paar  zusammenfallender 
Punkte  mit  der  Fläche  gemein  und  sind  somit  Tangenten  der- 
selben. Die  Ebene,  welche  sie  alle  enthält,  nennen  wir  die 
Tangentialebene  der  Fläche  im  Punkte  P,  und  sie  ist  durch 
zwei  Tangenten  derselben  in  P  d.  h.  durch  zwei  Gerade  be- 
stimmt, welche  in  P  zwei  auf  der  Fläche  gelegene  Curven 
berühren.  Die  Normale  zu  derselben  Ebene  im  Punkte  P  wird 
als  die  Normale  der  Fläche  in  P  bezeichnet. 

Unter  allen  Tangenten  der  Fläche  im  Punkte  P  sind  die 
beiden  /,  t*  hervor  zu  heben,  welche  zugleich  Tangenten  der 
Schnittcurve  der  Tangentialebene  mit  der  Fläche  im  Punkte 
P  sind  und  die  daher  in  P  mit  der  Fläche  nicht  nur  wie  alle 
anderen  Geraden  der  Ebene  /j^2  zwei,  sondern  drei  unendlich 
nahe  Nachbarpunkte  gemeia  haben.  Weil  in  Folge  dessen 
jeder  durch  t  oder  t*  geführte  ebene  Schnitt  der  Fläche  mit 
t  respective  t*  in  P  drei  auf  einander  folgende  Punkte  ge- 
mein oder  diese  Gerade  zur  Inflexionstangente  mit  dem  Be- 
rührungspunkte P  hat,  so  sollen  i^  t*  die  Inflexionstan- 
genten  der  Fläche  im  Punkte  P  heissen;  man  nennt  sie 
auch  die  Haupttangenten. 

Je  nach  der  Natur  des  Doppelpunktes  P  in  der  Schnitt- 
curve der  Tangentialebene  (§  1)  als  Knotenpunkt,  als  Rück- 
kehrpunkt oder  als  isolierter  Punkt  —  für  solche  Punkte 
ebener  Curven   zeigt   sich  hier   eine   neue  geometrische  Ent- 
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stehung  —  sind  diese  InflexionstaDgenten  entweder  reell  und 
verschieden  oder  sie  decken  sich  oder  sie  sind  nicht  reell. 
Und  man  unterscheidet  hiemach  (vergl.  §48)  hyperbolische 
Punkte  der  Fläche,  d.  i.  solche  mit  reellen  und  verschie- 
denen Inflexionstangenten ,  von  parabolischen  Punkten 
der  Fläche,  oder  solchen  mit  vereinigten  Inflexionstangenten, 
und  von  elliptischen  Punkten  derselben  mit  nicht  reellen 
Inflexionstangenten.  (Fig.  61  zeigt  die  Typen  dieser  drei 
Schnitte.) 

Vorläufige  Erläuterungen  dieser  Begriffe,  besonders  auch 
in  Rücksicht  auf  die  Unterscheidung  von  den  developpabelu 
Flächen,  geben  wir  in  den  Beispielen. 

Pig.  61. 


1)  Im  Allgemeinen  schneiden  sich  zwei  Flächen  von  den  Ord- 
nungen m^  und  m2  in  einer  Raumcurve  von  der  Ordnung  m^m^'^ 
drei  Flächen  von  den  respectiven  Ordnungen  /»,,  fTtj,  m^  haben  eine 
Gruppe  von  m^m.^m^  Punkten  mit  einander  gemein.  Eine  Fläche 
zweiter  Ordnung  wird  von  ihren  Tangenten  ausser  dem  Berührungs- 
punkte nicht  mehr  getroffen;  eine  Fläche  dritter  Ordnung  nicht 
von  ihren  Haupttangenten,  aber  einfach  von  allen  gewöhnlichen 
Tangenten. 

2)  Man  sagt,  zwei  Flächen  berühren  einander  im  Funkte  P, 
wenn  sie  diesen  Punkt  gemein  und  einerlei  Tangentialebene  in  ihm 
haben.  Zwei  Flächen  berühren  einander  längs  einer  Curve,  wenn 
sie  alle  ihre  Punkte  gemein  und  in  jedem  derselben  die  nämliche 
Tangentialebene  haben.  Man  sagt  dann  etwa,  sie  seien  einander 
nach  dieser  Curve  um-  und  resp.  eingeschrieben. 

3)  Das  elementare  Beispiel  der  Kugel  zeigt  den  Charakter  der 
elliptischen  Punkte;  der  Berührungspunkt  ist  als  ein  Kreis  von  un- 
endlich kleinem  Radius  anzusehen,  die  Tangenten  an  denselben  von 
seinem  Mittelpunkte  aus  sind  die  von  da  nach  den  imaginären 
Kreispunkten  der  Ebene  gehenden  Geraden ;  sie  liegen  ganz  auf  der 
Kugelfläche,  weil  sie  je  drei  Punkte  mit  ihr  gemein  haben. 

4)  Die  parabolischen  Punkte  einer  Fläche  bilden  im  All- 
gemeinen die  Grenzlinie  zwischen  den  Regionen  elliptischer 
und  hyperbolischer  Punkte  auf  derselben.  Jedes  Modell  einer 
Terrainfläche  ist  geeignet,  diesen  Uebergang  zu  erläutern.  (Vergl. 
§  28.) 
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5)  Liegt  eine  gerade  Linie  t  in  der  Fl&che,  so  ist  sie  für  alle 
ihre  Punkte  die  eine  der  Inflexionstangenten;  daher  ist  auch  die 
zweite  Inflexionstangente  in  jedem  derselben  reell  und  die  Punkte 
der  Fläche  in  der  Geraden  sind  hyperbolisch.  Legt  man  dann  durch 
den  Punkt  P  der  Geraden  eine  Curve  auf  der  Fläche  und  zieht  die 
Tangente  t^  dieser  CuiTe  in  P^  so  bestimmt  t^  mit  i  die  bezügliche 
Tangentialebene  der  Fläche.  Dieselbe  berührt  im  Allgemeinen  die 
Fläche  nur  im  Punkte  P. 

6)  In  einer  developpabeln  Fläche  sind  alle  Punkte  para- 
bolisch ^  die  Erzeugende  des  Punktes  ist  die  Vereinigung  der  In- 
flexionstangenten  der  Fläche  in  ihm  —  die  Tangentialebene  berührt 
in  allen  Punkten  der  Erzeugenden.  Diess  Verhalten  der  Tangen- 
tialebene trennt  die  developpabeln  Flächen  von  den  eigentlich 
krummen. 

7)  Während  die  developpabeln  Flächen  eine  einfach  unendliche 
Schaar  von  Tangentialebenen  haben,  und  die  Curven  eine  einfach 
unendliche  Reibe  von  Punkten  —  jedes  Elemeut  nur  einem  nächst- 
folgenden benachbart  (jedoch  jene  zweifach  unendlich  viele  Punkte 
und  diese  zweifach  unendlich  viele  Tangentialebenen)  —  zeigen 
die  eigentlich  krummen  Flächen  eine  doppelt  unendliche 
Schaarung  von  Tangentialebenen  wie  eine  doppelt  un- 
endliche Reibung  von  Punkten. 

8)  Insofern  Tangente  einer  Fläche  in  einem  ihrer  Punkte  jede 
durch  ihn  in  der  zugehörigen  Tangentialebene  gehende  Gerade  ist, 
hat  eine  krumme  Fläche  ebenso  viele  Tangenten  wie  eine  de- 
veloppable,  nämlich  dreifach  unendlich  viele;  bei  jener  sind 
aber  die  Tangenten  in  einer  Tangentialebene  nur  einfach  unendlich 
an  Zahl,  bei  diesen  zweifach  unendlich,  jede  ihrer  Geraden  ist  eine 
Tangente. 

9)  Die  Berührung  einer  krummen  Fläche  mit  einer  Tangen- 
tialebene in  einem  parabolischen  Punkte  derselben  vnrd  als  eine 
stationäre  bezeichnet.  Die  Ebene  berührt  die  Fläche  in  zwei  auf 
einander  folgenden  Punkten. 

28.  Wir  wollen  die  vorigen  Erklärungen  zuerst  an  den 
topographischen  Flächen  erläutern,  für  welche  die  „Me* 
thode  des  plans  cotes''  die  natürliche  Darstellung  ist.  (Vergl. 
J,  §  54*,  7  und  p.  345.)  Solche  Flächen  sind  in  der  Regel  nur 
annähernd  bestimmt  und  dasselbe  gilt  daher  auch  von  den  Er- 
gebnissen der  auf  sie  bezüglichen  Constructionen ;  man  stellt 
sie  dar  durch  die  Orthogonalprojection  eines  Systems  äqui- 
distanter  paralleler  Querschnitte  auf  die  Ebene  eines 
derselben;  diese  und  die  Entfernung  benachbarter  Querschnitte 
von  einander  oder  die  Schichtenhohe  bestimmen  die  Form 
der  Fläche  natürlich  um  so  genauer,  je  kleiner  diese  Distanz 
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ist.  Man  nennt  sie  unter  der  den  Voraussetzungen  geodätischer 
Messungen  entsprechenden  Annahme  der  horizontalen  Lage 
aquidistante  Horizontalen  oder  Niveaulinien.  Wenn  das 
mathematische  Erzeugungsgesetz  der  Fläche  bekannt  ist;  so 
leitet  man  daraus  so  viele  Niveaulinien  ab  als  man  will;  z.  B. 
ein  System  concentrischer  äquidistanter  Kreise  stellt  immer 
einen  Rotationskegel  mit  vertikaler  Axe  dar,  je  nach  Wahl 
der  Schichtenhöhe  Rotationskegel  aller  möglichen  Oeffnungs- 
winkel.  Sowie  die  Terrainfläche  und  jede  Oberfläche  überhaupt, 
so  kann  aber  jede  Tabelle  mit  zwei  Eingängen  oder  jeder  func- 
tionale  Zusammenhang   z  =  f{x,  y)   mit   z  =>  ä?,    2«=«  2tf, 

Fig.  62. 


z  =  3  (?,  etc.  in  solcher  Darstellung  ausgedrückt  werden ;  die 
Terrainfläche  kann  etwa  nur  dadurch  von  beliebigen  andern 
unterschieden  werden ^  dass  bei  ihr,  wie  bei  der  letzten  Aus- 
drucksweise mit  rationalem  f^  auch  jede  Verticale  nur  einen 
reellen  Punkt  mit  der  Fläche  gemein  hat.  In  Folge  dessen  ist 
jeder  Punkt  P  der  Fläche  durch  seine  Projection  P'  bestimmt; 
liegt  dieselbe  zwischen  den  Niveaulinien  k  und  /r  -|-  1 ,  so  ist, 
wenn  wir  von  der  Projectionsebene  aus  als  Niveau  0  zählen, 
seine  Höhe  grösser  als  die  X:-fache  und  kleiner  als  die  (/: -|- 1)  fache 
Distanz;  ziehen  wir  durch  sie  d.  h.  durch  P'  eine  zu  den  beiden 
benachbarten  Niveaulinien  senkrechte  Linie,  so  giebt  für  P^^ 
und  P^   als   ihre  Fusspunkte  in  der  k^^  resp.  {k  ■■{•  1)**'°  das 
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Verhältniss  P^P' :  P'  P^  den  für  die  Höhe  von  P  zur  Ar-fachen 
Distanz  hinzuzufügenden  Bruchtheil  der  Distanz  näherungs- 
weise an.  Dieser  Betrag  ist,  wie  die  Anschauung  lehrt,  unter 
oder  über  dem  wahren  Werthe,  je  nachdem  die  auf  der  Fläche 
gelegene  Curve  von  der  Horizontalprojection  P^P'P^  nach  oben 
convex  oder  concav  ist,  eine  Sache,  die  nur  aus  der  Anschauung 
der  Lage  der  benachbarten  Niveaulinien  zur  A:**"  und  {k  +  1)*®** 
mit  Wahrscheinlichkeit  zu  entnehmen  ist:  Man  denkt  durch 
PqP'  etwa  eine  zur  Tafel  normale  Ebene  und  verzeichnet  durch 
Umlegung  in  die  Tafel  ihren  Querschnitt  mit  der  Fläche,  indem 
man  in  den  Schnittpunkten  der  Geraden  PqP'  mit  den  Niveau- 
linien 0,  1,  2,  . .  .  A',  A:  +  1,  A:  +  2,  .  .  .  auf  jenen  Perpen- 
dikel errichtet,  in  ihnen  die  0,  1,  2,  etc.  fache  Distanz  ab- 
trugt und  die  Endpunkte  durch  einen  stetigen  Zug  verbindet. 
(Fig.  62.) 

Wir  erhalten  nun  die  Tangentialebene  T  der  Fläche 
Punkte  P  als  die  Yerbiudungsebene  der  Tangente  t,  dieses 
Querschnittes  in  P  mit  der  Tangente  in  der  durch  P  gehenden 
Niveaucurve  daselbst;  da  die  letztere  eine  Horizontale  in  der 
Ebene  T  ist,  so  liefert  der  Durchstosspunkt  von  U  in  irgend 
einer  Niveauebene  zugleich  die  Spur  von  T  in  derselben,  und 
senkrecht  zu  dieser  zwischen  den  parallelen  Spuren  in  zwei 
benachbarten  Niveauebenen  die  Falllinie  und  Skala  (nämlich 
einen  bestimmten  Theil  i,  (i  -j-  1)  derselben)  der  Ebene  T. 
Liegt  P  nicht  auf  einer  gegebenen  Niveaucurve^  so  wird  man 
eine  durch  P  gehende  Curve  dieser  Art  interpolatorisch  an- 
geben und  sie  benutzen  wie  vorher.  (Fig.  62.) 

Denken  wir  femer  eine  Terrainfläche  durch  ihre  Niveau- 
curveu  und  eine  Ebene  durch  ihre  Falllinie  und  ihre  Skala 
in  derselben  gegeben,  so  wird  die  Projection  ihres  Querschnittes 
mit  jener  erhalten  als  der  Ort  der  sämmtlichen  Schnittpunkte 
der  Niveaucurven  0,  1,  2,  .../:..  .  der  Fläche  mit  den  durch 
die  Theilpunkte  der  Skala  senkrecht  zur  Falllinie  verzeichneten 
entsprechenden  Niveaulinien  0,  1,  2,  .../:,..  .  Ebene.  Führt 
man  dies  für  die  vorher  construierte  Tangentialebene  T  der 
Fläche  im  Punkte  P  aus,  so  erhält  man  die  Projection  ihres 
Querschnittes;  für  dieselbe  ist  immer  P'  ein  Doppelpunkt  und 
zwar  ein  Knoten,  ein  isolierter  Punkt  oder  eine  Spitze,  je 
nachdem  P  in  der   Kegion    der   hyperbolischen    oder   in   der 
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der  elliptischen  Punkte  oder  auf  der  Grenzlinie  zwischen  beiden 
liegt.  Im  Allgemeinen  findet  entweder  das  erste  oder  das 
zweite  statt  und  die  Figur  62  enthält  beide  Fälle  resp.  für  Pk 
und  P^  (hyperbolischen  und  elliptischen  Punkt);  man  hat  die 
Schnitte  normal  zur  Tangente  /»  der  Niveaulinie  in  die  Tafel 
umgelegt  und  ihre  Tangenten  (/«)  in  {P)  eingezeichnet^  daraus 
die  Querschnitte  der  Tangentialebene  T  mit  den  Niveauebenen 
0;  1,  2,  3^  4  und  deren  Schnittpunkte  mit  den  Niveaulinien 
erhalten;  durch  die  geordnete  Verbindung  derselben  sind  die 
Schnittcurven  Sa;  die  mit  zwei  reellen  Aesten  mit  den  Tan- 
genten g  und  h  durch  Pk  hindurchgeht^  und  B^y  für  welche  P 
ein  isolierter  Punkt  oder  ein  unendlich  kleines  Oval  ist^  er- 
halten worden.  Zwischen  den  Punkten  Ph  und  jP«  wird  die 
Niveaulinie  2,  auf  der  sie  liegen,  natürlich  von  der  parabo- 
lischen Curve  der  Fläche  durchschnitten. 

Man  kann  auch  von  einem  willkürlich  im  Räume  gedachten 
Punkte  L  aus  die  Tangentialebenen  an  die  Fläche  legen  und 
erhält  deren  einfach  unendlich  viele^  die  zusammen  den  Tan 
gentialkegel  der  Fläche  aus  dem  Mittelpunkte  L  bilden.  Denn 
jede  durch  L  gehende  Verticalebene,  die  die  Fläche  in  einer 
Curve  Vi  schneidet,  liefert  eine  Anzahl  in  ihr  liegender  und 
von  L  ausgehender  Tangenten  der  Fläche  iuy  hiy  •  -  •  niit  den 
Berührungspunkten  Tu,  Tu,  ...]  und  jede  von  diesen  be- 
stimmt mit  der  horizontalen  Tangente  der  Fläche  in  ihrem 
Berührungspunkte  d.  h.  mit  der  Tangente  der  durch  ihn  geh- 
enden Niveaucurve  eine  Ebene,  die  den  Punkt  L  enthält 
und  die  Fläche  in  jenem  Berührungspunkte  berührt.  Die 
Gesammtheit  der  Berührungspunkte  jener  Tangenten  der  Ver- 
ticalschnitte  aus  L  bildet  in  ihrer  stetigen  Folge  T^i,  T^^^ 
...  Tji)  ^227  •  •  •  ^^  Berühr ungscurve  der  Fläche  mit  dem 
ihr  aus  L  umgeschriebenen  Kegel.  Denkt  man  L  als  eine 
punktförmige  Lichtquelle^  so  bezeichnet  man  diese  Berührungs- 
curve  als  die  Selbstschattengrenze  auf  der  Fläche  für 
diese  LichtqueUe.  Setzt  man  Beleuchtung  durch  parallel  ein- 
fallende Lichtstrahlen  voraus  (Sonnenlicht),  so  sind  die  Yer- 
ticalschnitte  Vi  einer  Geraden  parallel  und  man  hat  in  ihren 
Umlegungen  die  Tangenten  von  bestimmtem  Winkel  ß  zur 
Spur  zu  ziehen  und  ihre  Berührungspunkte  zur  Curve  zu  ver- 
einigen: Selbstschattengrenze  für  Sonnenlicht. 

13* 
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Nach  der  Natur  der  Terrainfläche  giebt  es  für  ß  =  90^ 
keine  solchen  Tangenten  und  somit  keine  Selbstschatteo  grenze 
für  senkrecht  zu  den  Niveauebenen  einfallendes  Licht  Würde 
L  als  ein  neues  Projectionscentrum  für  die  Darstellung  der 
Fläche  angesehen ;  so  bildet  die  betrachtete  Berührungscurve 
die  entsprechende  Umrisslinie  auf  der  Fläche  und  ihre 
Projection  aus  L  auf  die  Tafel  den  Umriss  der  Fläche  in  dieser. 
Was  wir  vorher  bemerkten,  spricht  sich  also  auch  dahin  aus, 
dass  eine  Terrainfläche  für  die  zu  ihren  Niyeauebenen  normale 
Richtung  d.  h.  in  der  üblichen  und  ihr  adäquaten  Darstellung 
keinen  Umriss  darbietet.  Doch  wir  wollen  bei  dem  Beispiele 
der  Beleuchtung  noch  kurz  verweilen. 

Die  Gesammtheit  der  die  Fläche  berührenden  Lichtstrahlen 
oder  der  Berührungskegel  resp.  Berührungscylinder  der  Fläche 
wird  in  der  Regel  in  der  Verlängerung  seiner  Mantellinien 
jenseits  der  Berührungspunkte  die  Fläche  schneiden  und  die 
Reihenfolge  der  ersten  unter  diesen  Schnittpunkten  jenseits  der 
Berührungspunkte  bildet  den  Schlagschatten  der  Fläche 
auf  sich  selbst  für  jene  Beleuchtung;  man  sieht,  dass  seine 
Bestimmung  auf  Grund  des  Vorigen  nur  die  Benutzung  der- 
selben Verticalschnitte  Fi  erfordert,  nämlich  die  Angabe  der 
besagten  Schnittpunkte  der  Tangenten  und  die  Angabe  ihrer 
Projectionen. 

Wir  können  femer  die  Tangentialebenen  der  Fläche  durch 
eine  gegebene  Gerade  /  construieren,  indem  wir  zuerst  aus 
einem  Puukte  L  in  derselben  den  Tangentenkegel  ermitteln 
und  dann  die  durch  die  Gerade  /  an  ihn  gehenden  Tangential* 
ebenen  bestimmen;  wir  müssen  dazu  die  Spurcurve  des  Kegels 
auf  irgend  einer  Niveaufläche  und  den  Durchstosspunkt  von  / 
im  nämlichen  Niveau  bestimmen.  Die  Tangenten  aus  diesem 
an  jene  sind  die  Spuren  der  gesuchten  Ebenen  im  betrachteten 
Niveau.  Wäre  die  Gerade  horizontal,  so  bildet  man  etwa  den 
ihr  parallelen  Berührungscylinder  und  zieht  die  Tangenten  aus 
ihrem  Durchstosspunkte  in  der  Ebene  seines  Normalschnittes 
an  diesen. 

Es  ist  aber  lehrreich,  dasselbe  Problem  noch  in  einer 
zweiten  Art  zu  betrachten.  Mau  markiere  in  der  Geraden  ihre 
Durchstosspunkte  *%,  S^y  ...  in  den  Ebenen  der  auf  einander 
folgenden   Niveaucurven   uud    ziehe    von    diesen    an   die    ent-> 


Topographische  Fliehen:  Technische  Benutzang.    28.  197 

sprechenden  Niveaucurveu  die  Tangenten ;  wenn  zwei  benachbarte 
unter  diesen  —  d.  h.  solche  in  benachbarten  Niveaus  und  mit 
benachbarten  Berührungspunkten  auf  der  Fläche  —  einander 
parallel  sind,  so  liegen  sie  mit  /  in  einer  Ebene,  die  um  so 
näher  einer  der  gesuchten  Tangentialebenen  liegt,  je  geringer 
die  Distanz  ist.  Wir  werden  weiterhin  allgemein  von  Flächen 
als  Ort  beweglicher  Geraden  zu  sprechen  haben,  die  gewissen 
drei  Bedingungen  unterliegen  —  wie  hier  den  Bedingungen: 
horizontal  zu  sein,  /  zu  schneiden  und  .die  Fläche  zu  berühren 
—  und  den  Charakter  der  Theile  solcher  Flächen  erkennen, 
wie  sie  hier  in  Betracht  kommen. 

Dass  die  Durchdringung  solcher  Flächen  aus  ihren  Niveau- 
curven  von  einerlei  Höhe  als  der  Ort  ihrer  Schnittpunkte  er- 
halten wird,  ist  evident;  aber  nur  etwa  die  Durchdringung 
zwischen  einer  Terrainfläche  und  einer  auf  sie  aufzusetzenden 
Fläche  von  bekanntem  mathematischen  Bildungsgesetz  kann 
technische  Bedeutung  erhalten.  Wir  erinnern  in  den  Beispielen 
an  die  Hauptgesichtspunkte  technischer  Verwend- 
ung, welche  sich  an  die  Behandlung  der  Flächen  aus  Niveau- 
curven  anschliessen. 

1)  Man  verzeichne  auf  einer  durch  Niveaucurven  dargestellten 
Fläche  eine  Linie  von  bestimmtem  gleichen  Fallen  und  Gefalle  von 
einem  gegebenen  Punkte  A  einer  bestimmten  Niveaulinie  aus  nach 
oben  und  nach  unten.  Ist  ß  der  gedachte  Neigungswinkel,  so  be- 
stimmt man  in  einem  rechtwinkligen  Dreieck  aus  ihm  und  der  Di- 
stanz zweier  Nachbamiveaus  als  gegenüberliegender  die  anliegende 
Kathete  und  hat  damit  die  Länge  der  ^orizontalprojection  der 
fraglichen  Linie  zwischen  zwei  benachbarten  Niveaulinien.  Durch 
Abstechen  derselben  von  A'  aus  erhält  man  die  benachbarten 
Punkte  der  Linie  in  den  nächsten  Niveaus  und  setzt  sie  von  diesen 
aus  in  der  gleichen  Weise  fort.  Wie  hebt  sich  practisch  die  Un- 
bestimmtheit der  Construction,  wenn  es  sich  um  die  Einzeichnung 
einer  Strasse  in  die  Karte  handelt? 

2)  Man  soll  zwischen  zwei  bestimmten  Punkten  auf  einer  durch 
Niveaucurven  dargestellten  Fläche  eine  Linie  von  gleichem  Fallen 
verzeichnen  —  indem  man  aus  der  Höhendifferenz  der  Punkte  und 
dem  Fallwinkel  ß  die  gesammte  Weglänge  und  den  auf  die  Höhe 
zwischen  benachbarten  Niveaus  auffallenden  Theil  desselben  be- 
stimmt und  benutzt.    Offenbar  durch  Probieren. 

3)  Man  zeichne  die  Linie  vom  grössten  GefäUe  ein,  welche 
in  einem  gegebenen  Punkte  beginnt  —  als  orthogonale  Trajectorie 
durch  den  Punkt  zu  den  auf  einander  folgenden  Niveaulinien.    Sie 
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ist  im  Allgemeinen  der  kürzeste  Weg  zwischen  den  in  ihr  liegenden 
Punkten  auf  der  Fläche.    (Vergl.  §  11.) 

4)  Man  projiciere  den  ebenen  Querschnitt  einer  durch  ihre 
Niveaucurven  dargestellten  Fläche^  der  durch  drei  bestimmte  Punkte 
derselben  geht  —  indem  man  die  Falllinie  und  die  Skala  der  Ebene 
dieser  drei  Punkte  ermittelt. 

5)  Man  interpretiere  die  Bertthrungscurve  der  Fläche  mit  dem 
Tangentenkegel  aus  dem  Punkte  L  und  den  Theil  der  Fläche  zwischen 
ihr  und  der  Curve  der  ersten  Durchschnittspunkte  des  Kegels  mit 
ihr  für  die  Voraussetzung,  dass  L  der  Standort  eines  die  Terrain- 
fläche bestreichenden  Geschützes  sei. 

6)  Die  Relation  z  =  a?y,  die  einer  Producten-  oder  Factoren- 
Tafel  zu  Grunde  liegt,  giebt  in  rechtwinkligen  Punktcoordinaten 
interpretiert  für  z  =  0  entweder  a:  =  0  oder  y  t=s  0,  d.  h.  die 
Coordinatenaxen  in  der  Niveau  ebene  0;  für  z  =  1,  2,  etc.  xy=c^ 
eine  gleichseitige  Hyperbel;  die  graphische  Darstellung  der  Tafel 
zeigt  also  ein  System  gleichseitiger  Hyperbeln  mit  einerlei  Asymp- 
toten, deren  Scheitel  in  der  einen  Halbierungslinie  der  Axenwinkel 

die  Punkte  x  =  j^  =  j/l,  x  ^=  y  =  ^2  ,  x  =  y  =  f^  3,  ete. 
sind.  Wir  werden  die  so  dargestellte  Fläche  weiterhin  (§  35  f.) 
in  allgemeinerer  Form  als  ein  hyperbolisches  Paraboloid  bezeichnen 
und  studieren.  Man  constaüert  nach  der  Methode  des  Textes  leicht, 
dass  sie  nur  hyperbolische  Punkte  besitzt. 

29.  Das  im  Vorigen  (§  27)  entwickelte  Grundgesetz  der 
Tangentialebene  lässt  eine  Ausnahme  zu,  die  man  so  aus- 
sprechen kann:  Wenn  durch  den  Punkt  M  der  Fläche  mit 
zwei  Tangenten  /],  i^  derselben  eine  nicht  in  der  Ebene  der 
letzteren  gelegene  Gerade  t^  geht,  welche  in  M  auch  zwei  zu* 
sammenfallende  Punkte  mit  der  Fläche  gemein  hat,  so  thut 
diess  jed  e  durch  M  gehende  Gerade  /<  und  M  ist  ein  Doppel- 
punkt der  Fläche  oder  ein  konischer  Punkt  derselben. 

Denn  die  Ebene  t^U  schneidet  die  Fläche  in  einer  Ourve, 
welche  in  M  die  Gerade  tj  berührt  und  auch  die  Schnittlinie 
der  Ebenen  i^t^  und   i^U  in  zwei  in  M  zu-  rig.  es. 

sammenfallenden  Punkten  trifft;  also  schnei- 
det jede  durch  M  gehende  Ebene  die  Fläche 
in  einer  Curve,  die  in  M  einen  Doppel- 
punkt hat.  (Fig.  63.)  Im  Allgemeinen  hat 
jede  dieser  Curven  in  M  zwei  reelle  und  ver- 
schiedene, oder  vereinigte,  oder  zwei  nicht 
reelle  Tangenten,  welche  in  M  drei  auf  ein- 
ander folgende  Punkte  mit  der  Fläche  gemein 
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haben;  die  Fläche  hat  also  iu  einem  solchen  Punkte  M  un- 
endlich viele  Paare  von  Inflexionstangenten  und  diese  bilden 
eine  Kegelfläche  zweiter  Ordnung  undClasse,  da  ihrer 
nicht  mehr  als  zwei  in  einer  Ebene  liegen.  Jede  Ebene ,  die 
diesen  Kegel  berührt,  schneidet  die  Fläche  in  einer  Curve  mit 
Rückkehrpunkt  in  M  und  mit  der  zugehörigen  Erzeugenden  des 
Kegels  als  Rückkehrtangente. 

In  analoger  Weise  wie  der  doppelte  oder  zweifache  kann 
ein  j9-facher  Punkt  der  Fläche  definiert  werden.  Jede 
durch  ihn  gehende  Gerade  hat  in  ihm  p  vereinigte  Punkte  mit 
der  Fläche  gemein^  jeder  durch  ihn  geführte  ebene  Schnitt 
hat  in  ihm  einen  p- fachen  Punkt,  d.  h.  die  Schnittcurve  geht 
p-mal  durch  ihn  hindurch  und  hat  iu  ihm  p  im  Allgemeinen 
von  einander  verschiedene  Tangenten;  diese  Tangenten  haben 
in  dem  gedachten  Punkte  (p  -f-  1)  vereinigte  Punkte  mit  der 
Fläche  gemein  und  bilden  ^  weil  in  jeder  den  Punkt  enthal- 
tenden Ebene  nicht  mehr  als  p  von  ihnen  liegen,  einen  Kegel 
von  der  Ordnung  p  als  eigentlichen  Tangentenkegel  der 
Fläche. 

1)  Hat  eine  Fläche  von  der  Ordnung  m  einen  m- fachen  Punkt 
in  My  so  liegt  jede  Gerade,  welche  von  diesem  nach  einem  andern 
Punkte  der  Fläche  geht,  ganz  in  derselben,  weil  sie  Punkte  in  der 
Zahl  {m  -f-  1),  also  alle  ihre  Punkte  mit  der  Fläche  gemein  hat. 
Somit  ist  die  Fläche  eine  Kegelfläche  m^^  Ordnung.  Die  Kegel 
zweiter  Ordnung  sind  die  einzigen  Flächen  zweiter  Ordnung  mit 
einem  Doppelpunkt. 

2)  Eine  developpable  Fläche  enthält  in  ihrer  Doppelcurve  un- 
endlich viele  Doppelpunkte ;  für  jeden  derselben  zerfällt  der  Kegel 
der  Inflexionstangenten  in  das  Paar  der  bezüglichen  Tangential- 
ebenen der  Fläche. 

3)  Die  Bückkehrkante  der  developpabeln  Fläche  ist  der  Ort 
von  Doppelpunkten  derselben^  für  welche  der  Kegel  der  Inflexions- 
tangenten ein  in  der  entsprechenden  Schmiegungsebene  vereinigtes 
Ebenenpaar  ist. 

4)  In  analoger  Weise  wie  die  developpabeln  Flächen  kann  auch 
eine  krumme  Fläche  eine  doppelte  oder  mehrfache  Curve,  speciell 
Rückkehrcurve,  enthalten. 

*)  Ihre  Ordnungszahl  kann  ohne  Zerfallen  der  Fläche  auch  im 
ersten  Falle  nicht  grösser  sein  als  ^{m  —  1)  (^  —  2)^  weil  eine 
einfache  ebene  Curve  m'^^^  Ordnung  nicht  mehr  als  so  viel  Dop- 
pelpunkte haben  kann.  (Vergl.  §  1,  4.)  Man  zeige,  dass  diess  Gesetz 
durch  die  Doppel-  und  Bückkehrcurven  der  untersuchten  develop- 
pabeln Flächen  erfüllt  ist. 
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30.  Eine  Fläche  zweiter  Ordnung  heisst  jede  Fläche, 
welche  mit  einer  Geraden  nicht  mehr  als  zwei  Punkte  gemein 
haben  kann,  ohne  sie  ganz  zu  enthalten.  Eine  solche  Fläche 
wird  von  einer  Ebene  im  Allgemeinen  in  einer  Curve  zweiter 
Ordnung  geschnitten. 

Fallen  die  zwei  Schnittpunkte  einer  Geraden  mit  der 
Fläche  in  einen  Punkt  P  zusammen,  so  ist  die  Gerade  eine 
Tangente  der  Fläche  in  P.  Legt  man  in  einem  Punkte  P  zwei 
Tangenten  t^^  t^  v^n.  die  Fläche  ^  so  bestimmen  dieselben  mit 
einander  die  Tangentialebene  T  der  Fläche  im  Punkte  P^ 
und  diese  schneidet  die  Fläche  in  einer  Curve  zweiter  Ordnung 
mit  Doppelpunkt  in  Py  deren  beide  Tangenten  in  diesem  Punkte 
die  Inflexionstangenten  der  Fläche  in  P  sind ;  dieselben  können 
reell  und  verschieden,  oder  vereinigt  oder  nicht  reell  sein.  Sie 
sind  im  Falle  ihrer  Realität  identisch  mit  dem  Paar  sich  in  P 
schneidender  Geraden,  welche  den  in  der  Tangentialebene  ent- 
stehenden Kegelschnitt  mit  Doppelpunkt  in  P  bilden.  Und  da 
jede  von  ilinen  drei  auf  einander  folgende  Punkte  mit  der  Fläche 
zweiter  Ordnung  gemein  hat,  so  liegen  sie  ganz  in  der  Fläche. 
(§27,3.)  Man  hat  also  den  Satz:  Durch  jeden  Punkt  einer 
Fläche  zweiter  Ordnung  gehen  zwei  reelle  und  ver- 
schiedene oder  zwei  vereinigte  oder  zwei  nicht 
reelle  Gerade,  welche  ganz  in  der  Fläche  liegen. 

Denken  wir  die  Inflexionstangenten  der  Fläche  zweiter 
Ordnung  im  Punkte  P  als  reell  und  verschieden  und  bezeichnen 
sie  durch  g  und  /,  so  gehen  durch  jeden  andern  Punkt  P^ 
derselben  Fläche  zwei  Ebenen  P^g  und  P^l,  *von  denen  die 
erste  die  Fläche  in  einer  weiteren  durch  jP,  gehenden  Geraden 
/j  und  die  zweite  sie  in  einer  ebenfalls  durch  P^  gehenden  Ge- 
raden ^1  schneidet.  Diese  zwei  Geraden  g^,  l^  bestimmen  mit 
einander  die  Tangentialebene  T,  der  Fläche  zweiter  Ordnung 
in  P|.  Man  erhält  also  die  Sätze:  Alle  Punkte  einer 
Fläche  zweiter  Ordnung  sind  hyperbolisch,  wenn 
ein  einziger  Punkt  derselben  hyperbolisch  ist. 
Durch  jeden  Punkt  P  einer  solchen  Fläche  zweiter 
Ordnung  gehen  zwei  reelle  und  verschiedene  Ge- 
rade gy  und  /,,  die  ganz  in  ihr  liegen.  Alle  Geraden 
g  auf  der  Fläche  schneicjen  jede  Gerade  /  und  keine 
zwei  Geraden  g  schneiden  einander;   alle  Geraden  / 
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schneiden  jede  Gerade  g  und  keine  zwei  /  einander. 
Die  Ebenen,  welche  durch  eine  Gerade  g  mit  je 
einer  Geraden  /  bestimmt  werden,  sind  die  Tangen- 
tialebenen der  Fläche  in  den  Punkten  von  g^  in 
denen  die  bezüglichen  /  ihr  begegnen. 

Die  Flächen  zweiter  Ordnung  mit  hyperbolischen  Punkten 
enthalten  somit  zwei  Schaaren  von  unendlich  vielen  Geraden; 
sie  heissen  daher  die  Regelflächen  zweiter  Ordnung 
und  jede  wird  als  Vereinigung  von  zwei  ßegelschaaren  — 
nämlich  der  der  g  und  der  der  /  —  betrachtet,  die  die  ganze 
Fläche  in  windschiefe  Vierecke  zerlegen. 

Weil,  wie  wir  sahen,  ein  hyperbolischer  Punkt  in  einer 
Fläche  zweiter  Ordnung  lauter  hyperbolische  Punkte  derselben 
bedingt,  so  folgt  umgekehrt,  dass  eine  Fläche  zweiter  Ordnung, 
in  der  ein  einziger  Punkt  elliptisch  ist,  nur  elliptische  Punkte 
enthält.  Wir  müssen  wie  vorher  schliessen,  dass  durch  jeden 
reellen  Punkt  P  der  Fläche  zwei  in  ihr  liegende  nicht  reelle 
Gerade  g  und  /  gehen,  die  in  seiner  Tangentialebene  T  liegen. 
Wenn  durch  eine  derselben  z.  B.  g  eine  von  der  Verbindungs- 
ebene beider  verschiedene,  daher  nothwendig  nicht  reelle  Ebene 
gelegt  wird,  so  schneidet  sie  aus  der  Fläche  eine  zweite  nicht 
reelle  Gerade  /j,  welche  mit  jener  einen  nicht  reellen  Punkt 
gemein  haben  wird,  der  der  Berührungspunkt  dieser  Ebene  mit 
der  Fläche  ist;  etc.  Man  sieht,  dass  vorläufig  diese  Deductionen 
nur  logischen  aber  nicht  anschaulichen  Inhalt  haben  und 
dass  sie  den  letzteren  erst  erlangen  werden,  wenn  wir  nach 
hinreichenden  Erfahrungen  über  ihr  Vorkommen  und  ihre  Be- 
deutung zii  einer  constructiven  Theorie  der  imaginären 
ßaumelemente  gelangt  sind;  vnr  dürfen  diess  bis  auf  den 
dritten  Band  dieses  Werkes  verschieben,  wo  vrir  zugleich  die 
Identität  der  so  erlangten  Bestimmungen  mit  dem  algebraisch 
Imaginären  in  Form  der  gewöhnlichen  complexen  Grössen  nach- 
weisen können.  Hier  begnügen  wir  uns  mit  der  erkannten 
Nothwendigkeit  der  Eiutheilung  der  Flächen  zweiter  Ordnung 
in  hyperbolische  oder  Regelflächen  und  elliptische 
oder  Nichtregel flächen,  zu  denen  natürlich  eine  (parabo- 
lische) Uebergangsform  tritt,  die  wir  als  entwickelbar  oder 
als  die  Kegelflächen  zweiten  Grades  erkennen. 

1)  Wir  erinnern,  dass  das  Linienpaar  oder  die  Corve  zweiter 
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Ordnung  mit  Doppelpunkt  aus  perspectivischen  und  aus  concen- 
trischen  projectivischen  Strahlenbüscheln  in  derselben  Ebene  ent- 
steht; im  ersten  Falle  immer  das  reelle  Linienpaar,  im  zweiten 
nach  einfachen  Relationen  der  Lage  ein  reelles  getrenntes,  ein  con- 
jugiert  imaginäres  und  ein  reelles  vereinigtes  Linienpaar.  (Vergl. 
I,  §  25;  §  28,11;  §  29,1.) 

2)  Wenn  die  Inflexionstangenten  g  und  /  in  einem  Punkte  P 
der  Fläche  zweiter  Ordnung  zusammenfallen,  so  berührt  die  Tan- 
gentialebene der  Fläche  in  i'  —  die  dann  durch  eine  weitere  Tan- 
gente der  Fläche  in  P  zu  bestimmen  ist  —  dieselbe  in  allen  Punkten 
von  gl  oder  e  —  denn  alle  diese  Punkte  sind  doppelte  Punkte  in 
ihrem  Schnitt  mit  der  Fläche. 

3)  In  demselben  Falle  ist  die  Fläche  eine  Kegel-  oder  Cylin- 
derfläche  zweiten  Grades ;  denn  jeder  Punkt  P^  der  Fläche  bestimmt 
mit  den  zusammenfallenden  Inflexionstangenten  von  P  zwei  ver- 
einigte Ebenen,  die  die  Fläche  in  den  somit  auch  zusammenfallenden 
Inflexionstangenten  ^j ,  Z,  oder  in  der  Mantellinie  e^  von  P^  schnei- 
den. Die  Kegelflächen  zweiter  Ordnung  sind  die  Flächen 
zweiter  Ordnung  mit  parabolischen  Punkten. 

4)  Soll  eine  Fläche  zweiter  Ordnung  eine  Doppellinie  haben,  so 
muss  diese  gerade  sein:  Ebenenpaar.  (Rückkehrkante:  Doppelebene.) 

31.  Die  Yorher  gewonnene  ünterscheidnug  ist  uns  aber 
in  specieller  Form,  nämlich  für  Rotationsflächen^  und  nach 
einer  besonderen  Methode,  der  Methode  der  Cyklographie,  schon 
früher  bekannt  geworden,  nämlich  in  Bd.  I,  §  (SG*»)  für  die 
entsprechenden  krummen  Flächen  und  in  Bd.  I,  §  (7)  für  die 
zugehörigen  Kegel. 

Indem  wir  dies  etwas  weiter  ausführen,  thun  wir  es  im 
Sinne  eines  vorbereitenden  Beispiels;  die  weiterhin  folgende 
allgemeine  Theorie  der  reellen  Flächen  zweiten  Grades  lässt 
sich  ja  überall  auf  diese  besonderen  Fälle  anwenden. 

Wir  haben  a.  a.  0.  gefunden,  dass  die  zweifach  unend- 
liche Oesammtbeit  derjenigen  Kreise  der  Tafelebene,  welche 
einen  festen  reellen  Kreis  in  derselben  rechtwinklig  schneiden, 
die  zweifach  unendlich  vielen  Punkte  einer  krummen  Oberfläche 
repräsentiert,  welche  erzeugt  wird  durch  Rotation  der  gleich- 
seitigen Hyperbel  mit  den  Endpunkten  eines  Durchmessers  in 
jenem  festen  Kreise  als  Scheiteln  und  der  in  seinem  Mittel- 
punkte auf  der  Tafel  errichteten  Normalen  als  Nebenaxe  um 
diese  ihre  Nebenaxe*,  eine  Oberfläche,  die  wir  als  das  einfache 
gleichseitige  Rotationshyperboloid  bezeichneten  und 
bei  der  bezeichneten  Lage  zur  Tafel  auch  als  einfaches  Netz- 
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hyperboloid  benennen  konnten.  Wir  fanden  dagegen,  dass 
die  zweifach  unendliche  Gesammtheit  der  Kreise  der  Tafel, 
welche  einen  festen  Kreis  derselben  mit  rein  imaginärem  Radius 
rechtwinklig  oder  seinen  Symmetriekreis  (vergl.  I,  §  34,  6) 
in  den  Endpunkten  je  eines  Durchmessers  oder  diametral  schnei- 
den, die  Punkte  der  krummen  Oberfläche  repräsentiert,  welche 
die  Rotation  einer  gleichseitigen  Hyperbel  um  die  im  Mittel- 
punkte jenes  festen  Kreises  auf  der  Tafel  errichtete  Normale 
als  ihre  Hauptaxe  dann  hervorbringt,  wenn  jener  Mittelpunkt 
auch  ihr  Mittelpunkt  und  der  Durchmesser  jenes  Symmetrie- 
kreises ihrer  Hauptaxenlänge  gleich  ist;  das  zweifache 
gleichseitige  Rotations-  oder  das  zweifache  Netzhy- 
perboloid. Wir  nannten  jene  Normale  die  Axe  der  Fläche, 
die  Tafel  selbst  ihre  Hauptebene;  die  Lagen  der  erzeugenden 
gleichseitigen  Hyperbel  werden  als  Meridiane  M  der  Fläche 
benannt.  Im  Falle  des  zweifachen  Hyperboloides  haben  sie  alle 
die  nämlichen  beiden  Punkte  zu  Scheiteln,  die  durch  jenen  Sym- 
metriekreis reell  dargestellt  werden;  und  insofern  man  jene  beiden 
Punkte  die  Scheitel  der  Fläche  nennt,  kann  dieser  Kreis  als 
Scheitelkreis  der  Fläche  bezeichnet  werden;  er  ist  auch  der 
Hauptkreis  einer  Kugel,  die  die  Fläche  in  ihren  beiden  Scheitel- 
punkten berührt,  d.  h.  nicht  nur  durch  diese  Punkte  geht, 
sondern  auch  in  ihnen  dieselben  Tangentialebenen  mit  der 
Fläche  hat,  nach  §  27  die  Normalebenen  zur  Axe. 

Im  Falle  des  einfachen  Hyperboloides  haben  die  Meridiane 
ihre  Scheitel  in  dem  festen  Orthogonalkreise  in  der  Tafel;  die 
durch  die  zugehörigen  Tangenten  desselben  gehenden  zu  seiner 
Ebene  normalen  Ebenen  sind  nach  der  Construction  von  §  27 
die  Tangentialebenen  des  Hyperboloides ;  ihre  Gesammtheit  für 
alle  Punkte  des  besagten  Kreises  bildet  den  Rotationscylinder 
über  demselben  und  man  sieht,  dass  kein  Punkt  der  Fläche 
innerhalb  desselben  liegen  kann,  dass  derselbe  also  für  die 
Orthogonalprojection  der  Fläche  auf  die  Tafel  zugleich  der 
Umrisscylinder  und  der  Orthogonalkreis  zugleich  dieUm- 
risscurve  auf  der  Fläche  und  in  der  Tafel  ist.  Er  ist  zugleich 
Hauptkreis  einer  Kugel,  die  mit  der  Fläche  in  allen  seinen 
Punkten  je  die  nämliche  Tangentialebene  hat. 

Weil  bei  der  Rotation  um  eine  Axe  jeder  Punkt  einen 
Kreis   in   der  durch  ihn  gehenden  Normalebene  zur  Axe  mit 
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ihrem  Fusspunkte  als  Mittelpuukt  und  der  Distanz  von  ihm  als 
Radius  beschreibt,  so  ist  jeder  zur  Axe  normale  Querschnitt 
einer  Kotationsiläche  ein  Kreis  F,  Parallelkreis  genannt; 
und  weil  bei  einer  Hyperbel  die  Hauptaxe  die  kürzeste  Sehne 
ihrer  Richtung  ist,  während  die  zu  ihr  rechtwinkligen  Sehnen 
alle  Längen  von  Null  (Tangenten  in  den  Scheiteln)  bis  Unendlich 
haben,  so  ergiebt  sich,  dass  von  den  Parallelkreisen  des  ein- 
fachen Rotationshyperboloids  der  Orthogonalkreis  in  der  Haupt- 
ebene der  kleinste  ist  —  man  nennt  ihn  desshalb  seinen  Kehl- 
kreis  —  oder  dass,  während  die  Orthogonalprojection  der 
Parallelkreise  in  der  Richtung  der  Axe  im  Falle  des  zweifachen 
Rotationshyperboloides  das  ganze  concentrische  System  um 
ihren  Fusspunkt  liefert,  im  Falle  des  einfachen  Hyperboloides 
nur  die  den  Kehlkreis  umschliessenden  Kreise  desselben  erhalten 
werden. 

Fig.  61. 


Endlich  ergab  sich  aus  der  cyklographischen  Entstehung 
mit  gleicher  Evidenz  die  Eigenschaft  des  einfachen  Netzhyper- 
boloides, zwei  Systeme  g  und  /  von  zur  Tafel  unter  45^  ge- 
neigten und  in  den  Kehlkreistangenten  paarweis  orthogonal 
projicierten  geraden  Linien  zu  enthalten,  wie  für  das  zweifache 
Hyperboloid  die  Unmöglichkeit  reeller  Geraden.  Jene  Paare 
sind  die  Querschnitte  der  zur  Tafel  normalen  Tangentialebenen 
der  Fläche  mit  ihr,  die  Berührungspunkte  im  Kehlkreise  sind 
ihre  Doppelpunkte.  Denken  wir  irgend  zwei  dieser  Ebenen 
(Fig.  64  a),  so  ist  der  Schnittpunkt  ihrer  Spuren  in  der  Tafel 
zugleich  die  Orthogonalprojection  jP,  des  Schnittpunktes  P,  den 
das  g  in  der  einen  mit  dem  /  in  der  andern  bildet,  weil  för 
die  gleiche  Neigung  zur  Tafel  den   gleichen  Tangentenlängen 
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als  Orthogonalprojectdonen  die  gleiche  Hohe  d.  h.  das  Zusam- 
menfallen der  im  Schnittpunkte  projicierten  Punkte  sich  ergiebt. 
Wir  haben  also  den  Satz:  Jede  Gerade  der  einen  Schaar 
schneidet  alle  Geraden  der  andern.  Und  insbesondere  ist  die 
Höhe  des  Schnittpunktes  über  der  Tafel  gleich  der  Länge  der 
von  seiner  Orthogonalprojection  ausgehenden  Kehlkreistangenten 
—  mit  andern  Worten^  sein  Bildkreis  schneidet  den  Eehlkreis 
orthogonal,  wie  wir  schon  wissen.  Für  die  g  und  /  in  den  zur 
Tafel  normalen  Tangentialebenen  mit  parallelen  Spuren  oder 
an  den  Enden  desselben  Eehlkreisdurchmessers  ergiebt  sich 
damit  der  Parallelismus,  die  unendlich  ferne  Lage  ihres  Schnitt- 
punktes, die  Berührung  ihrer  Ebene  mit  der  Fläche  in 
unendlicher  Feme,  d.  h.  ihr  Charakter  als  asymptotische 
Ebene.  Wir  sehen,  dass  jede  solche  Ebene  durch  den  Mittel- 
punkt des  Kehlkreises  geht  und  unter  45^  zur  Tafel  geneigt  ist; 
dass  also  die  Gesammtheit  der  asymptotischen  Ebenen  den 
gleichseitigen  Rotationskegel  aus  jenem  Mittelpunkte  und  um 
die  Axe  der  Fläche  bildet.  In  jeder  asymptotischen  Ebene  ist 
die  Mittellinie  zwischen  ihrem  g  und  ihrem  /  die  Berührungs- 
mantellinie mit  dem  besagten  Kegel.  Weil  zu  dem  Schnitt- 
punkt irgend  zweier  Geraden  gi  und  h  über  der  Kehlkreisebene 
immer  ein  Schnittpunkt  der  parallelen  Geraden  ^<*und  /»*  gleich- 
viel unter  der  Kehlkreisebene  gehört  und  die  Verbindungs- 
gerade  solcher  zwei  Punkte  den  Mittelpunkt  des  Kehlkreises 
zu  ihrer  Mitte  zwischen  jenen  hat,  so  nennt  man  den  Mittel- 
punkt des  Kehlkreises  auch  den  Mittelpunkt  der  Fläche 
und  die  durch  ihn  gehenden  Geraden  Durchmesser  der  Fläche 
und  darf  nun  sagen,  dass  die  unendlich  langen  Durchmesser 
derselben  zugleich  die  Mantellinien  ihres  asymptotischen 
Kegels  sind. 

Man  sieht  sofort,  dass  der  Mittelpunkt  der  um  ihre  Haupt- 
axe  gedrehten  gleichseitigen  Hyperbel  auch  der  Mittelpunkt 
des  entstehenden  zweifachen  Hyperboloides  ist,  dass  die  Durch- 
messer jener  Hyperbel  in  allen  ihren  Lagen  Durchmesser  der 
Fläche  sind  und  dass  die  unendlich  langen  unter  ihnen,  die 
Asymptoten,  im  Sinne  der  vorigen  Entwicklung  den  Asymp- 
totenkegel der  Fläche  hervorbringen;  jede  Tangentialebene  des 
Asymptotenkegels  berührt  die  Fläche  im  unendlich  fernen 
Punkte  seiner  zugehörigen  Mantellinie. 
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Ist  dann  P^  die  Orthogonalprqjection  eines  Punktes  der 
Fläche  (Fig.  64  b),  so  ist  der  Abstand  derselben  von  der  Haupt- 
ebene der  Radius  Pi(P)  des  um  P^  beschriebenen  EreiseS;  der 
den  Schnitt-  oder  Symmetriekreis  in  Endpunkten  7,  7*  des- 
selben Durchmessers  schneidet.  Es  bleibt  übrig,  die  Tangen- 
tialebene der  Fläche  in  P  zu  bestimmen^  was  natürlich  durch 
Angabe  ihrer  Spur  5^  in  der  Hauptschnittebene  geschieht. 
Wir  werden  zeigen^  dass  diese  Spur  die  Polare  von  P^  in  Bezug 
auf  den  imaginären  Kreis  ist;  welchen  der  Scheitelkreis  als  sein 
Symmetriekreis  vertritt,  so  dass  für  beide  Netzhyperboloide 
das  gleiche  Gesetz  ihrer  Construction  gilt:  Die  Spur  der 
Tangentialebene  in  der  Hauptebene  ist  die  Polare 
von  der  Orthogonalprojection  des  Berührungs- 
punktes in  Bezug  auf  den  Orthogonalkreis.  Zum  Be- 
weise führt  sofort  die  Anwendung  der  Centralprojection  auf  die 
Darstellung  der  Fläche,  die  wir  ohnediess,  nachdem  die  bis- 
herigen Erörterungen  sich  in  den  Vorstellungen  der  Ortho- 
gonalprojection bewegten;  nun  zu  betrachten  haben.  Wir 
denken  den  Kehl-  resp.  Scheitel-  oder  Symmetriekreis  als  Di- 
stanzkreis, so  dass  der  Kehl-  resp.  Scheitelkreis  zugleich  die 
Fluchtlinie  des  Asymptotenkegels  der  Fläche,  sowie  jedes  andern 
gleichseitigen  Rotationskegels  mit  zur  Tafel  normaler  Axe  ist, 
also  auch  das  Bild  des  gemeinsamen  unendlich  fernen  Quer- 
schnittes, den  alle  Netzhyperboloide  derselben  oder  parallelen 
Hauptebenen  enthalten.  Wir  bemerken,  dass  die  Tangential- 
ebene T  als  die  Ebene  der  Tangenten  an  den  Parallelkreis  und 
an  den  Meridian  ihres  Berührungspunktes  P  normal  zum 
Meridian  ist  und  dass,  weil  dieser  selbst  zur  Tafel  normal  ist, 
ihre  Spur  in  der  Tafel  normal  zu  der  seinen  im  Durchstoss- 
punkte  S  der  Meridiantangente  des  Punktes  P  sein  muss,  so 
dass  nur  dieser  Durchstosspunkt  S  zu  bestimmen  bleibt,  um 
auch  im  Falle  des  zweifachen  Hyperboloides  die  Tangential- 
ebene zu  erhalten.  Die  Meridianhyperbel  des  zweifachen  Hy- 
perboloides in  der  Ebene  CC^PP^  (in  der  Fig.  64  ist  für  C 
als  Umlegung  mit  ihr  S  eingetragen  wie  sonst  immer)  kann, 
wie  wir  aus  I,  §  (36)  und  (36'')  wissen  und  nach  den  Ehitwicke* 
lungen  des  vorigen  Abschnittes  sofort  auch  erkennen,  ange- 
sehen werden  als  die  Durchdringung  von  zwei  gleichseitigen 
Rotationskegelu  mit  zur  Tafel  normalen  Axen,  deren  Mittel- 
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punkte  die  Endpunkte  des  zu  C^P^  uonnalen  Durchmessers 
(S.(^*  im  Distanzkreis  sind  —  ihre  in  der  Ebene  CC^(§,  selbst 
gelegenen  Mantellinien  liefern  die  Seheitel  der  Hyperbel,  das 
Projectionscentrum  und  den  zu  ihm  in  Bezug  auf  die  Haupt- 
ebene orthogonal  symmetrischen  Punkt  C*]  sie  kann  auch  an- 
gesehen werden  als  der  Querschnitt  eines  dieser  Kegel  mit  der 
Meridianebene.  Wir  wählen  den  Kegel  vom  Mittelpunkt  6  und 
denken  seine  Mantellinie  dP^  deren  Orthogonalprojection  ^P^ 
ist;  so  dass  die  dazu  Parallele  durch  C^  im  Distanzkreis  der 
Fluchtpunkt  0'  ihrer  Gentralprojection  und  somit  in  ^Q'  diese 
selbst  liefert.  (Dieselbe  muss  (P)  enthalten  und  giebt  P'  an^ 
die  Gentralprojection  von  P.)  Die  zu  C^Q'  also  auch  zu  @P, 
normale  Tangente  des  Distanzkreises  in  Q'  ist  daher  die  Flucht- 
linie q'  und  ihre  Parallele  durch  den  Durchstosspunkt  ^  der 
Mantellinie  oder  das  Perpendikel  von  (E  auf  ^P^  also  die  Spur 
der  Tangentialebene  des  Kegels  in  P,  deren  Schnitt  mit  C^P^ 
den  Fusspunkt  der  Meridiantangente  und  damit  die  Spur  s^ 
der  Tangentialebene  in  P  liefert.  Wir  sagen:  Der  Fusspunkt 
der  Tangente  und  der  Normale  vom  Berührungspunkte  in  der 
Nebenaxe  der  gleichseitigen  Hyperbel  bilden  mit  jedem  ihrer 
Scheitel  einen  rechten  Winkel.  Dann  ist  aber  s^  die  Polare 
von  P^  in  Bezug  auf  den  rein  imaginären  Kreis ;  dessen  Sym- 
metriekreis der  Distanz-  und  Scheitelkreis  ist.  ( Vergl.  I^  §  34, 6.) 

Die  vorstehende  Entwicklung  ist  typisch  für  den  engen 
Zusammenhang  zwischen  der  centralen  und  der  orthogonalen 
Projection  auf  die  Tafel  und  der  cyklographischen  Darstellung; 
ein  anderes  Beispiel  zu  denselben  geben  wir  unter  5)  f. 

Zu  diesen  Elementen  der  constructiven  Behandlung  unserer 
Flächen  wollen  wir  in  den  Beispielen  naheliegendes  Altes  und 
Neues  zusammenstellen. 

1)  Gleichseitige  Botationsbyperboloide  von  der  nämlichen  Axe 
und  einerlei  Mittelpunkt  berühren  einander  längs  ihres  unendlich 
fernen  Querschnittes  —  denn  sie  haben  denselben  Asymptoten- 
kegel.  Jener  bildet,  doppelt  gezählt,  ihre  vollständige  Durchdrin- 
gung, weil  sie  eine  Curve  vierter  Ordnung  sein  muss.  Sie  sind 
durch  ihre  Badien^  d.  h.  die  Radien  ihrer  Orthogonal-  resp.  Sym- 
metriekreise vollkommen  bestimmt. 

2)  Gleichseitige  Botationsbyperboloide  von  parallelen  Axen 
haben  ihren  unendlich  fernen  Querschnitt  zur  einen  Hälfte  ihrer 
Durchdringung ;  die  andere  Hälfte  derselben,  als  die  Curve  vierter 
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Ordnung  completierend,  ist  ein  Kegelschnitt ;  seine  Ebene  ist  normal 
zur  Verbindungsebene  der  Axen  der  Flächen  und  enthält  die  Po- 
tenzlinie aller  der  Paare  von  Parallelkreisen,  welche  je  in  einerlei 
Nonnalebene  zu  den  Axen  liegen.  (Vergl.  weiterhin  §  32,  7;  die 
cyklographischen  Beweise  für  diesen  Satz  findet  man  in  I,  §  (36*^).) 
Wenn  die  Axen  zusammenfallen,  so  ist  der  endliche  Theil  der 
Durchdringung  ein  gemeinsamer  Parallelkreis.  Wenn  die  Haupt- 
ebenen bei  parallelen  Axen  vereinigt  sind,  so  ist  die  in  s  Endliche 
gehende  Durchdringung  eine  gleichseitige  Hyperbel,  deren  Ebene 
den  Axen  parallel  durch  die  Potenzlinie  der  Orthogonalkreise  der 
zugehörigen  Netze  geht.  (Im  Sinne  von  I,  §  (36*^),  3.) 

3)  Für  die  Kugel  ist  jede  durch  den  Mittelpunkt  gehende 
Ebene  eine  Hauptebene  und  der  zu  ihr  normale  Durchmesser  die 
zugehörige  Axe.  Der  Schnitt  mit  der  Hauptebene  ist  der  ortho- 
gonale ümriss  der  Kugel  auf  derselben.  Für  einen  im  Innern  des- 
selben gelegenen  Pankt  P^  als  Orthogonalprojecüon  eines  Punktes 
der  Kugel  ist  die  Hälfte  der  kleinsten  durch  ihn  gehenden  Sehne 
im  Umrisskreis  die  Höhe  der  zugehörigen  Punkte  P  und  P*  der 
Kugel;  der  damit  um  P^  beschriebene  vom  Ümriss  diametral  ge- 
schnittene Kreis  ist  der  Bildkreis  derselben.  (Vergl.  I,  §  (36**) 
Beisp.)  Die  Polare  von  i\  in  Bezug  auf  den  Umrisskreis 
ist  die  Spur  s^  der  in  P  und  P^  die  Kugel  berührenden 
Ebenen. 

4)  Der  projicierende  Strahl  CP'  nach  einem  bestimmten  Paukte 
der  Tafel  schneidet  das  einfache  Netzhyperboloid  mit  dem  Distanz- 
kreis als  Kehlkreise  in  zwei  Punkten  P  und  P*^  welche  beide  im 
Endlichen  liegen,  wenn  nicht  P'  dem  Distanzkreise  angehört,  in 
welchem  Falle  der  eine  mit  dem  Bilde  P'  zusammenfällt  und  der 
andere  unendlich  fem  liegt.  Im  Falle  des  zweifachen  Netzhyper- 
boloides mit  dem  Distanz-  als  Scheitelkreise  hat  der  Strahl  CP' 
seinen  ersten  Schnittpunkt  mit  der  Fläche  in  C  und  schneidet  sie 
daher  noch  einmal  in  P,  welcher  Punkt  stets  reell  ist  und  im  End- 
lichen liegt,  so  lange  P'  nicht  dem  Distanzkreis  angehört.  Unter 
den  gemachten  Voraussetzungen  hat  also  das  zweifache  Netzhyper- 
boloid auch  keinen  centralprojecti vischen  wie  keinen  orthogonal- 
projectivischen  Ümriss,  sein  Bild  bedeckt  die  ganze  Tafel.  Das  ein- 
fache Netzhyperboloid  hat  ein^n  Ümriss,  seiner  centralen,  wie  seiner 
orthogonalen  Projection ;  derselbe  ist  ein  Parallelkreis  auf  der  Fläche 
und  in  unserem  Falle  ein  zum  Distanzkreise  concentrischer  Kreis  in 
der  Tafel,  der  Ort  der  DurchstosSpunkte  derjenigen  projicierenden 
Strahlen,  welche  die  Fläche  in  zwei  zusammenfallenden  Punkten 
schneiden  d.  h.  berühren.  Mit  der  Construction  jener  Schnittpunkte 
P,  P*  von  CP'  werden  wir  also  auch  zur  Bestimmung  des  Um- 
risses gelangen. 

5)  Wir  denken  die  Meridianhyperbel  in  der  Ebene  CC^P' 
sammt  der  Geraden  CP'  in  die  Tafel  umgelegt  und  bemerken^  dass 
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sieb  die  Schnitte  beider  nicht  Sndeni,  wenn  wir  sie  aas  der  Dm- 
kgung  zusammen  wieder  aufrichten,  statt  in  die  Normalebene  durch 
die  Hauptaie  in  die  durch  die  Nebenaxe  der  Hyperbel ,  so  dass 
nun  (Fig<  €5)  ihr  Schnitt  mit  der  Kebenaxe  ihr  Durchstosspunkt 
S  und  weil  li  das  zugehörige  umgelegte  oder  Collineationscentrum 
et/  ihr  Parallelstrahl  in  der  ürategung  und  Q'  ihr  Durchsloss- 
puukt  ist.  Nun  können  wir  unsere  gleichseitige  Hyperbel  als  Quer- 
schnitt des  gleichseitigen  Rotationskegels  vom  Mittelpunkt  M  und 
dem  Fluchtkreis  im  Distanzkreise  mit  der  Ebene  CCj  S  der  Geraden 
betrachten  und  die  Schnittpunkte  der  Geraden  mit  der  Hyperbel 
als  ihre  Schnittpunkte  mit  dem  Kegel  construierea  —  nach  den 
Regeln  von  §  3,  c).  Wir  legen  die  Ebene  von  JU  nach  h,  deren 
Spnr  MS  und  deren  Fluchtlinie  die  dazu  durch  Q'  gezogene  Pa- 
rallele ist;  diese  Fluchtlinie  schneidet  den  Fluchtkreis  des  Kegels 
in  den  Fluchtpunkten  £),'  und  Oj'  <1er  die  gesuchten  Schnittpunkte 

Kk.  es. 


enthaltenden  Mantellinien  l^fQ^',  MQ^  (vom  Durch stosspiinkte  M), 
so  dass  die  Schnittpunkte  dieser  Geraden  mit  SQ'  die  Centralpro- 
jectionen  derselben  sind.  Um  die  Fuaspunkte  der  von  ihnen  aus- 
gehenden Perpendikel  lur  Tafel  zu  finden ,  ziehen  wir  diese  Per- 
pendikel in  C^  S  als  vom  Fluchtpunkt  C,  und  erhalten  jene  als 
Schnittpunkte  /•»,  Z'^*  dieser  Geraden  mit  den  durch  IH  zu  C,  (>,', 
resp.  (7|  Qj  gezogenen  Parallelen.  Die  dort  auf  C,  S  errichteten  Per- 
pendikel schneiden  (ff)  in  der  Hyperbel  and  die  von  dort  nach 
AfC,C  gefällten  liefern  die  Ortbogonalprojectionen  i*,,  P,*  der 
Schnittpunkte  des  projicierenden  Strahles  CP'  mit  der  FlSehe  und 
ihre  Bildkreise.  Dass  diese  D  orthogonal  schneiden,  sowie  die  aus 
P  resp.  P*  durch  (P)  und  (/**)  beschriebenen  es  diametral  (also 
in  M  und  C)  thun,  ist  nur  anzumerken.  Man  wende  die  Con- 
struction  auf  den  besonderen  Fall  der  zur  Nebenaje  normalen  Ge- 
roden an.    Wie  verfShrt  man  fUr  die  mit  ihr  iiarallelen? 
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6)  Um  nun  die  Umrisse  zu  erhalten,  lassen  wir  die  45** Linie 
0\0^iQ'  <^®°  Distanz-  und  Fluchtkreis  berühren  (im  Punkte  9|/), 
markieren  das  zugehörige  Q'  und  ziehen  zu  seinen  Verbindungs- 
linien mit  6  oder  M  durch  S  die  Parallelen  —  die  projicierenden 
Strahlen,  die  in  dem  betrachteten  Meridian  dem  Umrisskegel  an- 
gehören ;  ihre  Schnittpunkte  mit  M  C^  ^.  sind  zwei  Punkte  des  per- 
spocti vischen  Umrisskreises  U' ,  Da  endlich  die  Parallele  aus  M 
zu  O^^xQx'i  clie  Gerade  C^S  auf  dem  Distanzkreise  triflPt,  so  ist 
die  dort  an  denselben  gezogene  Tangente  die  Umlegung  des  im 
betrachteten  Meridian  liegenden  Durchmessers  vom  Umrissparallel- 
kreis und  ü^  dessen  Orthogonalprojection.  Man  findet  leicht,  dass  0' 
dem  dem  Distanzkreis  eingeschriebenen  Quadrat  eingeschrieben  und 
dass  Üy  dem   ihm  umgeschriebenen  Quadrat  umgeschrieben  ist. 

7)  Offenbar  gilt  die  in  6)  entwickelte  Betrachtung  für  jede 
beliebige  (und  nicht  nur  für  durch  S  gehende)  Gerade  und  wir 
haben  damit  eine  neue  Zirkolconstruction  (wie  man  sieht^  mit 
dem  einen  festen  Kreise,  dem  Distanzkreise)  zur  Bestimmung  der 
Schnittpunkte  einer  beliebigen  Geraden  mit  einer 
durch  ihre  Scheitel  gegebenen  gleichseitigen  Hyperbel. 

Daher  enthält  die  Construction  noch  folgendes  allgemeine  Ee- 
sultat.  Weil  im  Dreieck  Q{  C^  Q./  die  Winkel  bei  ß,'  und  O2  gleich 
sind,  so  sind  es  auch  die  bei  M  von  MP  und  MP*  mit  MS  ge- 
bildeten und  da  diese  die  Winkel  der  aus  P,  jP*  und  S  durch  M 
gehenden  Kreise  messen,  der  Bildkreise  der  zu  ihnen  gehörenden 
Punkte  der  gleichseitigen  Hyperbel,  und  S  der  innere  Aehnlichkeits- 
punkt,  also  der  aus  ihm  durch  M  beschriebene  Kreis  der  innere 
Potenzkreis  der  beiden  andern  ist,  so  sehen  wir,  dass  der  innere 
Potenzkreis  zweier  Kreise  den  Winkel  derselben  hal- 
biert. Wir  erhalten  auch  durch  Vertauschung  von  (P)  mit  dem 
zu  ihm  in  Bezug  auf  die  Nebenaxe  der  Hyperbel  symmetrischen 
Punkte,  weil  als  Durchstosspunkt  der  Geraden  nun  der  äussere 
Aehnlichkeitspunkt  ihrer  Bildkreise  erscheint,  den  analogen  Satz 
für  den  äusseren  Aehnlichkeitskreis,  also  die  Orthogonalität  der 
beiden  Potenzkreise  unter  einander.    (Vergl.  I,  §  (36**),  4.) 

Aber  wir  wissen  schon  aus  I,  §  (36*)  wie  die  Theorie  der 
reciproken  Badien  diese  Sätze  umfasst,  und  wissen  auch  von 
dort,  dass  ihre  Wahrheit  gar  nicht  an  die  Bealität  der  Schnitt- 
punkte M  und  6  der  betrachteten  beiden  Kreise  geknüpft  ist. 

8)  Wir  bemerken  aber  wegen  weiterer  Verwendung  zwei 
andere  im  Sinne  dieser  Betrachtungen  naheliegende  Resultate:  Der 
über  der  Strecke  zwischen  den  Aehnlichkeitspunkten  zweier  Kreise 
als  Durchmesser  beschriebene  Kreis  —  der  Aehnlichkeitskreis 
der  beiden  —  ist  der  Ort  der  Punkte,  von  wo  aus  beide  Kreise 
unter  gleichen  Winkeln  gesehen  werden.  Und  die  Sehnen  beider 
Kreise;  die  in  der  Verbindungslinie  der  Berührungspunkte  von  einer 
Tangente   des  einen   und   einer  Tangente   des    andern    aus   einem 
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Punkte  ihres  Aehnlichkeitskreises  liegen,  sind  gleich  lang.  Man 
nennt  diese  Sehnen  Wechselsehnen  und  bezeichnet  darnach  den 
Aehnlichkeitskreis  als  den  Ort  der  Wechselsehnenschnitte. 

Denn  die  Aehnlichkeitspunkte  E  und  /  zweier  Kreise  (Fig.  66) 
theilen  die  Strecke  zwischen  ihren  Mittelpunkten  0^  und  0^  innen 
vnd  aussen  nach  dem  Verh&ltniss  der  Radien  Tj  und  r^  und  das 
Strahlenbüschel  aus  einem  Punkte  P  des  Aehnlichkeitskreises  über 
E^  Jy  O^y  O2  ist  daher  ein  harmonisches  mit  einem  rechtwinkligen 
conjugierten  Paar;  PE^  PJ  sind  die  Halbierungslinien  der  Winkel 
zwischen  POy  nnd  P02'i  daher  sind  die  Entfernungen  des  Punktes 
von  den  Mittelpunkten  der  Kreise  gleichfalls  ihren  Badien  propor- 
tional nnd  wenn  von  ihm  reelle  Tangenten  PP^  und  PP^  an  beide 
gezogen  werden  kOnnen,  so  muss  der  Winkel  zwischen  den  Tan- 
genten des  einen  dem  Winkel  zwischen  den  Tangenten  des  andern 

Flg.  66. 


gleich  sein.  Seien  die  Lftngen  jener  Tangenten  /, ,  t^  und  27,,  ü^ 
die  zweiten  Schnittpunkte  der  Geraden  T,  T^  mit  den  respectiven 
Kreisen,  sowie  V^y  Fj  die  Mitten  der  Sehnen  T^U^  ^^2$^  und 
Jj  U^  =  2^2,  80  hat  man  wegen  LO^PT^^  L  O^PT^  auch 
Ti  :  r2  "B  /|  :  t^  und  aus  den  rechtwinkligen  Dreiecken  PST^  und 
^57*2  niit  S  als  Fusspunkt  des  Perpendikels  von  P  auf  T^T^  ist 


5,  :  r,  _  sin  J,  0,  V^       smS7\P       t^       r 


$2  '  ^2 


sin  T2  O2  V2 


sinÄJjP       r,       r 


-  oder  5j  »»  s 


2' 


9)  Wenn  man  in  7)  (Fig.  65)  die  zu  den  Schnittpunkten  P 
und  P*  gehörigen  Mantellinien  des  Hyperboloids  verzeichnet,  so 
sind  ihre  Orthogonalprojectionen  die  von  P^  und  P,*  resp.  an  den 
orthogonalen  ümriss  gehenden  Tangenten  mit  ihren  Berührungs- 
punkten als  Durchstosspunkten.  Da  aber  jedes  g  von  jedem  /  ge- 
schnitten wird,  so  liegen  noth wendig  jeweilen  die  Geraden  g^,  h 
und  /,*,  Ä,  /,  und  ^,*  in  einer  Ebene  oder,  wie  die  Figur  be- 
stfttigt,  ihre  Durchstosspunkte  in  einer  Geraden:  also  P'  mit  den 
Paaren  der  erwähnten  Berührungspunkte  in  s  resp.  5*.  Die  so  er- 
haltenen Ebenen  berühren  das  Hyperboloid  in  den  Schnittpunkten  J, 
7**  von  ^,  /*  und  gl^y  l  respcctive,  deren  Orthogonalprojection  7,, 


212      n.  Curven  und  Flächen:  B)  Flächen  zweiten  Grades.   31. 

T^*  die  Figur  enthält.  Man  hat  also  die  Aufgaben  gleichzeitig 
gelöst:  Die  in  einer  gegebenen  Geraden  h  liegenden 
Punkte  und  die  durch  sie  gehenden  Tangentialebenen 
eines  einfachen  Netzhyperboloides  zu  bestimmen  — 
zunächst  wie  es  scheint  nur  in  einem  speciellen  Fall,  nämlich  fttr 
Gerade,  welche  die  Aze  der  Fläche  schneiden.  Im  Falle  der  Figur, 
wo  dieser  Schnittpunkt  das  Projectionscentrum  ist,  kennen  wir 
auch  den  zugehörigen  Umriss  der  Fläche^  sowohl  in  Orthogonal* 
projection  ü^  als  in  Centralprojection  IT^  und  weil  die  durch  h 
gehenden  Tangentialebenen  unter  den  durch  einen  seiner  Punkte  C 
gehenden  sich  finden  müssen,  so  liegen  nothwendig  Ty  und  T*  in 
U^  und  ihre  Centralprojectionen  in  ü'  \  sie  sind  natürlich  auch  die 
Berührungspunkte  der  Spuren  s  und  $*  der  projicierenden  Tan- 
gentialebenen mit  dem  perspectivischen  Umriss.  Die  Gerade  T' T*' 
ist  die  Polare   von   P'  in  Bezug   auf  den  perspectivischen  UmribS. 

Alles  Üebrige  ist  ersichtlich  allgemein.  Für  eine  beliebige 
Gerade  g  können  Schnittpunkte  und  Tangentialebenen  mit  der  Fläche 
bestimmt  werden,  wenn  man  die  Hyperbel  (resp.  ihre  Scheitel)  be- 
stimmt, in  welcher  ihre  orthogonal-projicierende  Ebene  die  Fläche 
schneidet;  denn  dann  erhält  man  jene  und  mittelst  der  durch  sie  geh- 
enden Mantellinien  diese.  Wir  kommen  im  nächsten  §  darauf  zurück. 

10)  Für  das  zweifache  Hyperboloid  kommen  wir  zu  anderen 
Resultaten.  Die  Schnittpunkte  Py  P*  einer  Geraden  h  mit  dem- 
selben würde  man  aus  der  Hyperbel  erhalten ;  nach  welcher  ihre 
orthogonal-projicierende  Ebene  die  Fläche  schneidet.  Denkt  man 
dann  in  diesen  die  Tangentialebenen  der  Fläche  und  die  nicht 
reellen  Geraden,  welche  dieselben  aus  der  Fläche  schneiden,  so  be- 
gegnen sich  die  Geraden  g^  l  der  einen  zwar  mit  den  Geraden 
/^,  g*  der  andern  resp.,  aber  nothwendig  in  nicht  reellen  Punkten 
—  weil  sonst  sie  selbst  ids  Verbindungslinien  von  je  zwei  reellßn 
Punkten  reell  sein  müssten  —  und  die  Ebenen,  welche  von  h  nach 
ihnen  gehen^  können  daher  nicht  reell  sein.  Wir  sehen  also,  dass 
für  das  zweifache  Hyperboloid  eine  Gerade  mit  reellen 
Schnittpunkten  keine  reellen  Tangentialebenen  ent- 
hält. Und  offenbar  ist  auch  das  Umgekehrte  wahr:  Dass  auf  einer 
Geraden  mit  reellen  Tangentialebenen  keine  reellen  Schnittpunkte 
liegen  können.  Auch  auf  die  Bestimmung  der  Tangentialebenen  in 
diesem  Falle  kommen  wir  zurück. 

11)  Wir  haben  es  in  I,  §  (36^)  wichtig  gefunden,  die  Netz- 
hyperboloide nicht  nur  in  Bezug  auf  die  zugehörige  Hauptebenc, 
sondern  für  eine  beliebige  Parallelkreisebene  als  Tafel  zu  betrachten ; 
desshalb  ist  ihre  Darstellung  für  diesen  Fall,  wir  wollen  sogleich 
auch  betreffs  der  centralen  annehmen  für  beliebige  Lage  des  Gen- 
trums,  kurz  zu  besprechen.  Die  Fläche  ist  bestimmt,  wie  wir  sahen, 
durch  ihren  Kehlkreis  im  einen,  durch  ihren  Scheitelkreis  im  an- 
deren Falle.    Wenn  wir  also  die  Orthogonalprojection  dieses  Kreises 


Gleichseitige  Kotationshyperboloide:  Querscbnitte.   32.        213 

auf  die  Tafel  and  die  Höhe  seines  Mittelpunktes  über  derselben  — 
z.  B.  eingetragen  in  der  ümlegung  einer  der  Meridianebenen  in  die 
Tafel  —  angeben,  wenn  wir  die  Centralprojection  des  Flächen- 
mittelpunktes in  der  der  Axe  (Fluchtpunkt  C^^  verzeichnen  und 
den  Badius  des  Kreises  geben,  so  ist  die  Fläche  jeweilen  graphisch 
bestimmt.  Man  erörtere,  wie  die  Darstellung  ihrer  Punkte  in  be- 
liebigen projicierenden  Strahlen  und  der  zugehörigen  Tangential- 
ebenen nach  dem  Vorigen  zu  leisten  ist. 

12)  Zur  Erinnerung  an  die  cyklographische  Bedeutung 
des  Entwickelten  bemerken  wir  noch  Folgendes:  Netze  mit 
centrischen  Orthogonalkreisen  haben  nur  die  Bildkreise  unendlich 
femer  Punkte  in  45^  Richtung  d.  h.  die  Durchmesser  dieser  Kreise 
gemein  (1).  Zwei  Netze  in  derselben  Ebene  haben  ein  Büschel  von 
Kreisen  gemein.  (2.  zum  Theil;  man  spreche  das  übrige  cyklo- 
graphisch  aus.)  In  einer  gegebenen  linearen  Reihe  von  Kreisen 
giebt  es  im  Allgemeinen  zwei  Kreise,  die  einen  gegebenen  reellen 
oder  rein  imaginären  Kreis  ihrer  Ebene  orthogonal  resp.  diametral 
schneiden  (5,  7);  ebenso  zwei  Kreise^  die  einen  gegebenen  reellen 
oder  rein  imaginären  Kreis  unter  einem  Winkel  von  gegebenem 
Cosinuswerth  schneiden.  [11;  vergl.  I,  §(36*^).]  Die  Kreise  des 
Netzes,  welche  einer  gegebenen  linearen  Reihe  ange- 
hören, entsprechen  einander  in  derjenigen  Abbildung 
nach  reciproken  Radien,  für  welche  der  aus  ihrem 
Aehnlichkeitspunkt  beschriebene  Kreis  desselben 
Netzes  der  Directrixkreis  ist.  [Vergl.  I,  §  (36*).]  Das  Netz 
enthält  zweifach  unendlich  viele  derartige  Paare  für  dieselbe  Di- 
rectrix,  unter  ihnen  einfach  unendlich  viele  zusammenfallende  d.  h. 
zu  ihr  orthogonale,  die  ein  Büschel  bilden.    (§  32.) 

32.  Die  Untersuchungen  des  vorigen  §  haben  mehrfach 
auf  den  ebenen  Querschnitt  der  betrachteten  Flächen  geführt, 
und  was  vom  ümriss  ihrer  Bilder  gesagt  ward,  ist  ein  Special- 
fall von  der  Bestimmung  des  Tangenteukegels  der  Fläche  aus 
einem  Punkte.  Wir  wissen  bereits  aus  I,  §  (36*^),  dass  der  ebene 
Querschnitt  eines  gleichseitigen  Hyperboloides  zugleich  seine 
Durchdringung  mit  unendlich  vielen  andern  gleichseitigen  Hy- 
perboloiden von  parallelen  Axen  ist,  und  wir  werden  betreffs 
der  Systeme  gemeinsamer  Tangentialebenen  von  zwei  solchen 
Flächen  weiterhin  ähnliche  Resultate  finden,  wie  die  darin 
enthaltenen  betreffs  ihrer  gemeinsamen  Punkte.  Aber  wir  wollen 
hier  die  cyklographische  Lehre  von  Querschnitt  und  Durch- 
dringung nach  ihrem  Zusammenhang  mit  Orthogonal-  und 
Centralprojection  untersuchen.  Wir  dürfen  das  Centrum  in  der 
Axe   der  Fläche  denken  und  haben  dann^  den  Abstand  ihrer 
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Hauptebene  von  der  Tafel  und  dem  Radius  ihres  Kehl*  resp. 
Scheitelkreises  zu  geben,  beides  wie  vorher  durch  Umlegung 
einer  ihrer  Meridianebeneu  in  die  Tafel;  die  Schnittebene  kann 
als  normal  zu  diesem  Meridian  durch  ihre  Spur  s  in  der  Tafel 
und  ihre  Fluchtlinie  oder  durch  ihren  Schnitt  mit  dieser  Me- 
ridianebene bestimmt  werden.  (Fig.  67,  die  Hauptebene  ist 
die  Tafel  selbst.)    Der  Querschnitt  wird  orthogonal  projiciert 


Fig.  67. 


/  tMtf 


als  der  Ort  der  Centra  derjenigen  Kreise,  welche  einen  festen 
Kreis,  den  Schnitt  des  Hyperboloides  in  der  Tafel,  und  eine 
feste  Gerade,  die  Spur  der  Ebene,  unter  vorgeschriebenen 
Winkeln  schneiden;  ein  Kegelschnitt,  der  den  Umriss  des  Hy- 
perboloides doppelt  berührt,  in  beiden  Formen.  Zu  seiner  Con- 
struction  führt  in  jedem  Falle  einmal  die  Benutzung  der 
Parallelkreise  P,  das  anderemal  die  der  Meridianebenen  M  der 
Fläche;  im  Falle  des  einfachen  Hyperboloides,  den  die  Figur 
darstellt,    können    aber   auch    die  im    Kehlkreis   berührenden 
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Ebenen  mit  Vortheil  zur  Construction  verwendet  werden.  Wir 
wollen  alle  drei  Methoden  kurz  besprechen.  Jede  Ebene,  die 
mit  der  Fläche  einen  reellen*  Parallelkreis  F  und  mit  der  Ebene 
eine  Gerade  gemein  hat  (Fig.  67),  die  denselben  reell  trifft^ 
liefert  in  den  Schnittpunkten  zwei  Punkte  P^ ,  P^  des  Quer- 
schnittes; man  erhält  auch  seine  Tangenten  in  denselben  als 
die  Schnittliuien  der  Ebene  mit  den  zugehörigen  Tangential- 
ebenen des  Hyperboloides.  Man  construiert  den  Kegelschnitt  so 
als  Ort  *der  üentra  seiner  Bildkreispaare  von  gleichem  Radius. 

Jede  Meridianebene  M  (Fig.  67)  liefert  uns  ebenso  zwei 
Punkte  il/p  M^  als  die  Schnittpunkte  der  in  ihr  liegenden 
gleichseitigen  Hyperbel  mit  der  Geraden  h,  in  welcher  sie  die 
Schnittebene  schneidet.  Man  construiert  hier  den  Kegelschnitt 
als  den  Ort  der  Centra  derjenigen  Paare  seiner  Bildkreise, 
welche  zu  den  linearen  Reihen  mit  einem  gemeinsamen 
Kreis,  dem  Bildkreis  des  Schnittpunktes  mit  der  Axe,  gehören. 
Zur  Bestimmuug  jener  Schnittpunkte  des  Meridians  mit  der 
Ebene  dient  das  Gonstructionsverfahren  von  Fig.  65,  Beisp.  5  f. 
des  vorigen  §.  Man  denkt  den  betrachteten  Meridian  mit 
seiner  Schnittlinie  in  der  Ebene  durch  Drehung  um  die  Axe 
mit  dem  umgelegten  Meridian  vereinigt;  ist  dann  (h)  diese  mit 
umgelegte  Schnittlinie  und  C^(^  die  Hauptaxe  der  Meridian- 
hyperbel, so  hat  man  S  als  den  Durchschnitt  ihrer  Nebenaxe 
mit  (Ä)  zu  nehmen  und  (jP),  (P*),  hier  also  {M^)y  {M.^^  sowie 
daraus  /V, ,  M2  resp.  M^,  .¥./  (denn  beide  fallen  nicht  zu- 
sammen, weil  S  nicht  das  Projectionscentrum  ist)  zu  ermitteln. 
Die  Centralprojection,  die  in  der  Figur  fehlt,  ist  leicht  hinzu- 
zufügen. Der  zur  Schnittebene  normale  Meridian  enthält  und 
bestimmt  die  eine  Hauptaxe  AB  des  Querschnittes,  der  zu  ihm 
wie  die  Fläche  und  die  Querschnittsebene  selbst  orthogonal 
symmetrisch  sein  muss;  also  mit  horizontalen  Tangenten  in 
den  zugehörigen  Scheiteln  falls  diese  reell  sind.  Ebenso  liefert 
nach  der  Methode  der  Parallelkreise  der  Kehlkreis  als  Umriss- 
kreis für  die  Orthogonalprojection  zwei  in  Fig.  67  nfcht  relle 
Punkte,  in  denen  er  mit  dem  Querschnitt  dieselbe  Tangente 
hat.  SoDst  liefert  die  Parallelkreismethode  zu  jedem  auf  einem 
Meridian  gefundenen  Punktepaar  die  beiden  zu  ihm  orthogonal- 
symmetrischen  in  Bezug  auf  den  zur  Spur  der  Schnittebene 
normalen  Spurkreisdurchmesser. 
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Nach  der  Methode  der  im'  Eehlkreis  berührenden  Hilfs- 
ebenen T  im  Falle  des  einfachen  Hyperboloides  erhalten  wir 
die  Punkte  des  Schnittes  auf  den*  Schnittlinien  d  dieser  Hilfs- 
ebenen  in  der  Querschnittsebene  in  Paaren  als  Schnittpunkte 
mit  den  zugehörigen  Paaren  g,  l  der  Geraden  in  der  Fläche 
—  natürlich  mittelst  der  Umlegung  der  Hilfsebene  in  die  Tafel. 
Ist  daher ;  wie  in  der  Figur,  die  Kehlkreisebene  zugleich  die 
Tafel;  so  liefert  das  Paar  der  Mantellinien  des  Hyperboloides 
in  einer  der  Hilfsebenen  zwei  einander  in  ihrem  gemein- 
samen Durchstosspunkt  (dem  Berührungspunkte  der  Hilfsebene 
mit  der  Fläche)  berührende  Bildkreise  der  zugehörigen 
Eegelschnittpunkte  —  wie  A^j,  K^  in  Fig.  67.  Der  Eehlkreis 
ist  also  der  Ort  ihrer  Berührungspunkte  und  wird  von  den 
Bildkreisen  orthogonal  geschnitten.  Es  ist  nicht  schwierige 
den  Kegelschnitt  hiermit  durch  solche  Bildkreise  darzustellen, 
von  denen  jeder  von  seinen  beiden  nächsten  Nachbarn  berührt 
wird;  nach  der  ersten  Hilfsebene  dient  als  zweite  jede  der 
beiden,  deren  Berührungspunkte  mit  dem  Kehlkreise  in  den 
äusseren  Schnittpunkten  der  Bildkreise  der  durch  jene  gefun- 
denen Punkte  mit  dem  Kehlkreise  liegen.  Um  das  Schliess- 
ungsproblem zu  lösen,  welches  dabei  entspringt,  kann  man 
die  Transformation   durch   reciproke  Radien    verwenden. 

Der  entstehende  Schnitt  ist  elliptisch,  hyperbolisch,  pani- 
bolisch,  je  nach  der  Lage  der  Ebene.  Die  Methode  der  Meri- 
diane führt  sofort  zu  dem  Unterscheidungsmerkmal.  So  oft 
die  Schnittlinie  eines  Meridians  mit  der  Schnittebeue  unter 
45®  zur  Axe  und  zur  Tafel  geneigt  ist,  so  oft  liegt  einer  der 
beiden  bezüglichen  Punkte  des  Querschnittes  unendlich  fern  in 
in  der  zugehörigen  gleichseitigen  Meridianhyperbel.  Da  nun 
eine  Ebene,  deren  Neigungswinkel  zur  Tafel  45^  nicht  erreicht, 
keine  4ö^-Linien  enthält,  so  schneidet  sie  jedes  unserer  Hyper- 
boloide elliptisch ;  für  eine  Ebene  unter  45®  sind  die  45®-Linien 
ihre  Falllinien  zur  Tafel  und  sie  wird  daher  nur  von  dem 
Meridiafi  der  zu  ihr  normalen  Meridian  ebene  in  einem  unendlich 
fernen  Punkte  getroffen,  so  dass  der  bezügliche  Schnitt  para- 
bolisch ist;  der  im  Endlichen  liegende  Schnittpunkt  des  be- 
sagten Meridians  ist  der  Scheitel  der  Pajrabel. 

Uebersteigt  die  Tafelneigung  der  Ebene  45®,  so  enthält 
dieselbe  zwei  Systeme  von  45®-Linien  und  ihr  Schnitt  ist  hy- 
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perbolisch;  der  Bildkreis  des  Schnittpunktes  der  Ebene  mit 
der  Äxe  der  Fläche  schneidet  ihre  Spur  in  der  Tafel  in  Punkten 
der  beiden  Meridiane,  welche  die  unendlich  fernen  Punkte 
liefern.  Die  Tangentialebenen  des  Hyperboloides  in  den  un- 
endlich fernen  Punkten^  d.  h.  zugleich  die  Tangentialebenen 
seines  Asymptotenkegels  in  seinen  nach  ihnen  hingehenden 
Mantellinien,  schneiden  die  Schnittebene  in  den  Asymptoten 
des  Querschnittes;  natürlich  werden  diese  beiden  Mantellinien 
durch  die  den  Mittelpunkt  enthaltende  Parallelebene  der  Quer- 
schnittebene aus  demselben  ausgeschnitten,  und  wir  sehen,  dass 
der  Schnitt  einer  Ebene  mit  dem  Hyperboloid  elliptisch,  para- 
bolisch oder  hyperbolisch  ist,  je  nachdem  die  zu  ihr  parallele 
Ebene  durch  den  Mittelpunkt  den  Asymptotenkegel  desselben 
nicht  weiter  trifft,  berührt  oder  in  zwei  reellen  Mantellinien 
schneidet.  Wir  sehen  damit  auch,  dass  die  Schnitte  der- 
selben Ebene  und  somit  auch  die  paralleler  Ebenen 
mit  dem  Hyperboloid  und  seinem  Asymptotenkegel 
ähnliche   und   ähnlich  gelegene  Kegelschnitte  sind. 

Wenn  die  betrachtete  Ebene  normal  zur  Tafel  ist,  so 
wird  ihr  Schnitt  eine  gleichseitige  Hyperbel,  deren  Axen  die 
Schnittlinien  der  Ebene  mit  der  zu  ihr  normalen  Meridian- 
ebene und  mit  der  Hauptebene  des  Hyperboloides  sind.  Im 
Falle  des  zweifachen  Hyperboloides  liegt  die  Hauptaxe  der- 
selben stets  in  der  zuerst  bezeichneten  Geraden  und  die  Scheitel 
sind  ihre  Schnittpunkte  mit  der  Meridianhyperbel.  Bei  einem 
einfachen  Hyperboloid  ist  dasselbe  der  Fall,  wenn  die  Ebene 
den  Eehlkreis  nicht  reell  schneidet;  geschieht  diess,  so  sind 
die  Schnittpunkte  mit  ihm  die  Scheitel  der  Schnitthyperbel. 

Die  besondere  Erörterung  der  centralprojectivischen  Dar- 
stellung des  Schnittes  überlassen  wir  dem  Leser  und  wenden 
uns  zu  den  Consequenzen,  welche  die  Auffassung  des  Schnittes 
als  Durchdringung  unendlich  vieler  gleichseitiger  parallelaxiger 
Hyperboloide  darbietet;  die  andere  Hälfte  der  Durchdringung 
ist  der  gemeinsame  unendlich  ferne  Kreis,  so  dass  die  Gesaramt- 
durchdringung  im  Falle  der  Hyperbel  zwei  reelle  und  im  Falle 
der  Ellipse  zwei  imaginäre  Doppelpunkte  auf  der  unendlich 
fernen  Geraden  der  Schnittebene  hat,  die  im  Falle  der  Parabel 
einander  unendlich  nahe  liegen.  (Vergl.  §  21.)  Wir  kennen  aus 
I,  (§  So"-')  diese  Gesammtheit  im  Allgemeinen  als  ein  Büschel. 
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Sie  ist  durch  zwei  der  Hyperboloide  bestimmt^  die  Mittelpunkte 
aller  ihr  angebörigen  Hyperboloide  und  Kegel  liegen  in  einer 
geraden  Linie;  eine  zur  Richtung  ihrer  Axen  normale  Ebene 
schneidet  aus  dieser  den  Mittelpunkt  desjenigen  Hyperboloides 
im  Büschel  aus^  welches  in  ihr  seinen  Hauptschnitt  hat.  Die- 
selbe Ebene  oder  Tafel  wird  von  allen  andern  Hyperboloiden 
in  einem  Büschel  von  Spurkreisen  geschnitten ,  welches  ihre 
Schnittpunkte  mit  dem  Durchdringungskegelschnitt  zu  Grund- 
punkten  hat.  Wenn  zwei  reelle  Kegel  im  Büschel  (in  der 
Figur  67  sind  {G)y  {ff)  die  Mittelpunkte  der  Kegel)  sind;  d.  h. 
wenn  die  in  der  gemeinsamen  Meridianebene  aller  seiner  Flächen 
liegende  Gerade  der  Ebene  jenes  Kegelschnittes  eine  Axe  mit 
reellen  Scheiteln  für  denselben  ist^  so  ist  der  Hauptkreis  des 
Hyperboloides,  das  seinen  Mittelpunkt  in  der  Tafel  hat,  der 
Potenzkreis  der  Spurkreise  dieser  Kegel;  der  dem  Dnrchstoss- 
punkt  der  Verbindungslinie  der  Spitzen  als  Aehnlichkeitspunkt 
entspricht.  Das  Bildkreissystem  der  Punkte  des  Kegelschnittes 
berührt  diese  Kreise ;  es  ist  orthogonal  resp.  diametral  zu  diesem 
Pot^nzkreiS;  je  nachdem  er  ein  Kehl-  oder  Scheitelkreis  ist^ 
und  es  schneidet  jeden  andern  Kreis  des  Spurenbüschels  unter 
einem  constanten  Winkel;  dessen  cos.  mit  der  cotan.  des  Win- 
kels übereinstimmt;  unter  welchem  das  zugehörige  Hyperboloid 
die  Tafel  schneidet;  der  also  reell  ist  für  die  einfachen  und 
nicht  reell  für  die  zweifachen  Hyperboloide  im  Büschel.  Die 
Kegel  im  Büschel  trennen;  wie  wir  sahen;  jene  von  diesen  und 
wenn  sie  nicht  reell  sind;  so  besteht  das  ganze  Büschel  nur 
aus  einfachen  resp.  nur  aus  zweifachen  Hyperboloiden.  Da  die 
Ebene  des  Kegelschnittes  selbst  zusammen  mit  der  unendlich 
fernen  Ebene  als  dasjenige  Hyperboloid  des  Büschels  anzusehen 
ist;  dessen  Mittelpunkt  unendlich  fem  liegt,  und  da  eine  Ebene 
mit  einer  45^  übersteigenden  Tafelneigung  zu  den  einfachen, 
mit  Tafelneigung  unter  45^  zu  den  zweifachen  Hyperboloiden 
gehört;  so  haben  wir  in  jenem  Falle  das  Büschel  aus  lauter 
einfachen  Hyperboloiden  mit  a  >  45^  und  hätten  das  aus  lauter 
zweifachen  mit  a  <  45^.  Wenn  wir  aber  die  gemeinsamen 
Meridianhyperbeln  solcher  zwei  Hyperboloide  denken;  die  also 
dieselben  zu  einander  rechtwinkligen  Asymptotenrichtungen 
habeU;  ohne  sich  im  Endlichen  reell  zu  schneiden,  so  dass  sie 
auf  der  Spur  der  Kegelschnittebene  im  Meridian  die  nämliche 
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elliptische  Involution  bestimmen,  so  ist  zwar  zulässig,  beide 
Paare  ihrer  parallelen  Hauptaxen  nacheinander  als  Azen  der 
zugehörigen  Hyperboloide  zu  denken,  d.  h.  diese  als  einfache 
oder  als  zweifache  Hyperboloide  voraussetzen;  aber  man  sieht 
auch  sogleich,  dass  dieselben  nur  als  einfache  Hyperboloide, 
nicht  aber  als  zweifache,  eine  reelle  Durchdringung  im  End- 
lichen liefern,  wie  denn  in  der  That  der  reelle  elliptische  Schnitt 
und  ebenso,  a «»  45^  entsprechend,  der  parabolische,  in  keiner 
seiner  Hauptaxen  imaginäre  Scheitel  haben  kann.  Und  somit 
ist  das  Büschel  ohne  reelle  Kegel  ein  Büschel  einfacher  Hy- 
perboloide mit  einer  Hyperbel  als  Durchdringung,  deren  Neben- 
axe  dem  gemeinsamen  Meridian  angehört.  In  den  Büscheln 
mit  reellen  Kegeln  erscheinen  ebensowohl  einfache  als  zweifache 
Hyperboloide,  die  Mittelpunkte  der  einen  liegen  in  der  end- 
lichen durch  die  Eegelspitzen  begrenzten  Strecke  der  Mittel- 
punktsgeraden, die  der  anderen  in  den  beiden  unendlichen 
Strecken  derselben;  für  a  >  45^  oder  hyperbolische  Durch- 
dringung (mit  der  Hauptaxe  im  gemeinsamen  Meridian)  ist  der 
unendlich  ferne  Punkt  Mittelpunkt  eines  einfachen  Hyper- 
boloides und  die  innere  Strecke  also  der  Ort  der  Mittelpunkte 
der  zweifachen  Hyperboloide;  für  a  <  45®  oder  elliptische 
Durchdringung  gehört  die  Kegelschnittebene  zu  den  zweifachen 
Hyperboloiden  und  die  innere  Strecke  der  Mittelpunktsgeraden 
enthält  daher  die  Mittelpunkte  der  einfachen  Hyperboloide 
im  zugehörigen  Büschel.  Wir  sehen  damit,  dass  in  unserem 
Büschel  immer  unendlich  viele  einfache  Hyperboloide  auftreten 
und  wollen  den  Durchdringungskegelschnitt  zweier  einfacher 
Hyperboloide  daher  noch  rücksichtlich  der  orthogonal-projec- 
tiviscben  Darstellung  näher  betrachten.  Wir  erinnern  dazu  an 
den  in  I,  §  (36<^),  3  bewiesenen  Satz,  dass  für  die  Projectionen 
der  Punkte  des  Durchdringungskegelschnittes  zwischen  ihren 
Hauptebenen  die  Summe  und  für  die  der  Punkte  desselben 
ausserhalb  der  Hauptebenen  die  Differenz  der  Längen 
der  Tangenten  bis  zu  den  Projectionen  ihrer  Kehlkreise  con- 
stant,  nämlich  gleich  dem  Abstände  der  Kehlkreisebenen  ist;  und 
den  einfachen  Beweis  desselben  durch  Betrachtung  der  sich 
in  jedem  Punkte  des  Kegelschnittes  begegnenden  geraden  Man- 
tellinien beider  Hyperboloide,  die  sich  als  Kegelkreistangenten 
wegen  ihrer  Neigung  so  projicieren,  dass  für  jeden  ihrer  Punkte 
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also  auch  für  ihren  Schnittpunkt  der  Abstand  von  der  Kehl- 
kreisebene der  Länge  der  Tangente  von  seiner  Projection  bis 
zum  Berührungspunkte  gleich  ist.  Welcher  Beweis  auch  zeigt, 
dass  der  Uebergang  von  der  Summe  zur  Differenz  in  den  Be- 
rührungspunkten des  Kegelschnittes  mit  den  Kehlkreisen  statt- 
findet, wo  die  eine  beider  Längen  durch  ihren  Nullwerth  hin- 
durchgeht, so  dass  wenn  jene  nicht  reell  berühren  für  alle 
Punkte  des  Kegelschnittes  entweder  die  constante  Summe  oder 
die  constante  Differenz  stattfindet.  Wir  haben  damit  die  Ent- 
stehung aller  reellen  Kegelschnitte  aus  zwei  dop- 
pelt berührenden  Kreisen,  deren  üentra  in  derselben 
Axe  liegen,  und  jener  constanten  Summe  oder  Dif- 
ferenz der  Tangentenlängen;  indess  die  Entstehung  aus 
doppelt  berührenden  nicht  reellen  Kreisen  ihre  Erklärung  aus 
der  Durchdringung  mit  zweifachen  Hyperboloiden  ebenso  finden 
wird,  da  wir  wissen,  dass  als  Tangentenlänge  oder  Radius  des 
orthogonal  schneidenden  Kreises  aus  einem  reellen  Punkte  an 
einen  rein  imaginären  Kreis  der  Radius  des  Kreises  aus  diesem 
anzusehen  ist,  der  den  Symmetriekreis  von  jenem  diametral 
schneidet.  Wir  wollen  in  einer  Reihe  von  Beispielen  (7  und  f.) 
Consequenzen  dieser  Auffassung  entwickeln  und  nur  noch  be- 
merken, dass  für  einen  Kegelschnitt,  einen  ihn  dop- 
pelt berührenden  Kreis  und  die  Berührungssehne 
für  alle  Punkte  des  ersten  das  Yerhältniss  der  Tan- 
gentenlänge zu  jenem  und  des  Abstandes  von  dieser 
constant  ist:  Die  Tangente  des  Neigungswinkels  der  ent- 
sprechenden Durchdringungsebene  zur  Tafel. 

1)  Dem  Büschel  von  einfachen  Hyperboloiden  ohne  reelle  Kegel 
entspricht  in  der  Tafel  ein  SpurenbOschel  mit  reellen  Onindpunkten 
und  somit  nur  reellen  Kreisen.  Das  Bildkreissystem  des  gemein- 
samen Kegelschnittes  schneidet  alle  Kreise  dieses  Büschels  anter 
reellen  Winkeln  und  berührt  keinen  von  ihnen. 

Das  Büschel  von  zweifachen  Hyperboloiden  ohne  reelle  Kegel 
hat  ein  Spurenbüschcl  mit  nicht  reellen  Grundpunkten.  Das  Bild- 
kreissystem des  gemeinsamen  Kegelschnittes  müsste  alle  Kreise 
dieses  Büschels,  die  reellen  wie  die  nicht  reellen,  unter  imaginären 
Winkeln  schneiden  und  kann  keinen  derselben  berühren;  diess  ist 
wie  wir  gesehen  haben  unmöglich. 

2)  Wenn  man  in  einem  Büschel  mit  zwei  reellen  Kegeln  diese 
und  eines  seiner  einfachen  Hyperboloide  hervorhebt,  so  dass  der 
Hauptkreis   des   letzteren  die  Orthogonalprojection  des  Durchdrin- 
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Fig.  68. 


SC. 


\ 


gungskegelscbnittes  auf  die  Hauptebene  in  seinen  Scbnittpunkten 
mit  ibr  und  zugleich  den  Scbnittpunkten  der  Spurkreise  der  Kegel 

doppelt  berührt,  so  erhält  man  aus 
den  Relationen  zwischen  den  Radien 
und  der  Centraldistanz  zweier  Kreise 
zu  den  Radien  und  Centraldistanzen 
ihrer  Potenzkreise  eine  Reihe  wich- 
tiger metrischer  Sätze  über  die  Ke- 
gelschnitte (Fig.  68).  Man  hat  für 
—  r,  und  Tj  als  die  Radien  der  Spur- 
kreise beider  Kegel  in  der  betrach- 
teten Ebene  und  2  c  als  ihre  Cen< 
traldistanz  oder  den  Abstand  der 
beiden  Kegelaxen,  also  c  als  die 
lineare  Exccntricität  der  Orthogonalprojection,  für  den  inneren  Po- 
tenzkreis die  Distanzen  t\ ,  ij  seines  Mittelpunktes  J  von  den  Mit- 
telpunkten C^,  C^  der  ersteren  Kreise  und  dem  Radius  r^  durch 
die  Relationen  verbunden 


oder 


(''i  +  '•2)  :  2c  =  r,  :  1,  =  r^  :  i^ 


h  ^  —7-  L- »    '2  = 


^-  ,    also    /,  +  I5  =  2  c , 

'•1+^2  112 


f,  :t2 


r,  :  Tj , 


M  '2  /^       i     ^  \2 


Femer  ist  die  Potenz  des  inneren  Aehnlichkeitspunktes 


Pi 


'..2 


(''i  4-  i\)  (Tit  —  h)  ^r^r^-  /, l^ ,  weil  /.r^  —  i^r^  =0 


r.n 


(n  +  ^2)*      ('•i  +  ''2)'  ^^  *  '    2'  '  ' 


ist,  und  somit 

oder  da  r,  -L  ^2  =  2«,  der  Hauptaxe  der  Ellipse,    ist, 

/c\2  ö2  __  ^2 


h  'h 


und  mit  ä^  —  c'^  =  b^^   dem  Quadrate  der  halben   Nebenaze  und 
c  :  ö  =  f ,  der  numerischen  ExcentricitSt, 


also  auch 


G)'-. 


r^     und     f,  t^  =  «V,  Tj  ,     r,-«  =  (1  -  «')  r,  r, , 


woraus  noch  folgt 


*>    9 


(1  -  *») ;,  »j  = 
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Auch  erhält  man  nach  der  Formel 


i«=/- 


$(s  —  a) 
cos  ■ "     ^ 


bc 

fdr  den  durch  die  Normale  halbierten  Winkel  zwischen  den  Radien- 
vectoren  eines  Punktes  P  in  der  Ellipse   aus  dem  Dreieck  C^  P  C.^ 


-  Un.  r.)  -  /"•'  +  -•  +  \°t!r:  *  "  '-■ 


V 


(ö  +  c){a  —  c)  b  b^ 


Ebenso  sind  für  den  äusseren  Potenzkreis  die  Distanzen  e^ ,  e^ 
seines  Mittelpunktes  von  den  Mittelpunkten  der  gegebenen  Kreise 
und  sein  Radius  r«  verbunden  durch 

(rj  —  r^)  :  2  c  —  r,  :  ^,  —  Tj  :  e^ 

oder 

^cr^                    2cr^  .  _  ^ 

•     ^1  ^*s y    ^rt  SB^ ^     also    €t  "^  vä  ~*~  ^  c  f 


^x—W  ^i—r^ 


_  j4cV^j_, 


sodann 

P«  =  r,2  =  (<?i  —  r,)  (^2  +  fj)  =  (?,  ^2  —  r,  r^,  weil  e^r,  =  <?,  r^ 

und  somit 

und  da  r,  —  Tj™  2«',  der  Hauptaxe  der  Hyperbel,  ist 

c'  —  a'* 
r,'  a=a  r,  r^ t^ —     oder  für    «  «*  {? :  a' 

r*'  =  («'  — l)r|r2,     («* — l)^l^2"'*^'"«^     r,  :  ^,e=r2  :  ^2"*^  •^* 

Da  der  durch  die  Normale  halbierte  Winkel  er  der  Radien- 
vectoren  von  P  in  diesem  Falle  der  Nebenwinkel  des  Winkels 
C^PC^  ist,  so  erhält  man  für  den  cos.  seiner  Hälfte  nach  der 
Formel  fOr  den  sinus  des  halben  Dreieckswinkels 


cos 


/ 


■j/s—b.s 

~y    bc 

--r-'-- 

-r,  +  2c)(r,- 
4r,r, 

-r,H-2r) 

(c  +  a')  (c  - 

"•'  -  V'~T^ 

-  fl'*           b' 

wie  oben,  wenn  c^  —  a^  durch  b"^  ersetzt  wird. 
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Die  Constante  c  :  a  oder  die  numerische  Excentricität  ist  die 
Tangente  des  Winkels,  den  die  Verbindungslinie  der  Kegelmittel- 
punkte  mit  ihren  Axen  bildet.  Und  die  Formeln  enthalten  für  beide 
Fälle,  JSllipse  und  Hyperbel  folgende  Sätze:  In  jedem  Kegel- 
schnitt theilt  die  Normale  die  Strecke  zwischen  den 
Brennpunkten  in  zwei  Abschnitte,  die  sich  verhalten 
wie  die  Radienyectoren  ihres  FusspunkteS;  und  deren 
Product  zu  dem  Product  der  Radienyectoren  in  einem 
Constanten  Yerhältniss,  dem  Quadrate  des  Verhält- 
nisses eines  jeden  zum  benachbarlen  Radiusvector, 
steht;  die  Normale  halbiert  also  den  Winkel  zwischen  den  Ra- 
dienyectoren und  die  beiden  Kegelschnitte  aus  denselben  Kreisen 
durchschneiden  einander  rechtwinklig.  Sodann:  Das  Quadrat  des 
auf  der  Normale  zwischen  ihrem  Fusspunkt  und  der 
Hauptaxe  gelegenen  Abschnittes  ist  ein  constantes 
Vielfaches  vom  Product  der  Radienvectoren  ihres 
Fusspunktes  —  diese  Constante  ist  die  Differenz  der 
vorigen  von  der  Einheit.  Also  auch:  Das  Quadrat  der 
Normale  ist  zum  Product  der  Distanzen  ihres  Axen- 
schnittpunktes  von  den  Brennpunkten  in  constantem 
Verhältnisse  dem  Verhältniss  der  zweiten  und  ersten 
Constanten;  u.  s.  w. 

3)  Man  zeige  die  für  den  Fall  der  Parabel  eintretenden  Modifi- 
cationen,  sowie  die  mit  €^  <==  2  eintretenden  Speciali täten  der  gleich« 
seitigen  Hyperbel;  unter  den  Ellipsen  ist  analog  ausgezeichnet  die 
mit  £^  =  -^ . —  man  entwickele  ihre  besonderen  Eigenschaften. 

4)  Für  M  als  den  Mittelpunkt  der  beiden  Kegelschnitte  und 
J^  resp.  E^  als  die  Schnittpunkte  der  Normalen  in  P  mit  der 
Nebenaxe  erhält  man   leicht  aus  ähnlichen  Dreiecken   die  Werthe 

MJ=c-,      EM  =  c-,,      PJ=~y?7F^,       EP=~yf\r.; 

Dieselben  liefern  eine  Fülle  von  Relationen  und  Sätzen,  z.  B. 
PJ:J,P^b^:a\     EP:  PE^  =  ft'^ :  a^.    (Vergl.  I,  §  36,  8.) 

5)  Zu  zwei  gegebenen  Kreisen  K^,  K^  in  der  Tafel  den  Ort 
der  Centra  derjenigen  Kreise  zu  bestimmen,  die  sie  unter  vorge- 
schriebenen durch  ihre  Cosinuswerthe  cos  ^^j  =  c, ,  cos  o^  =  c^ 
gegebenen  Winkeln  schneiden,  heisst  die  Orthogonalprojection  des- 
jenigen Kegelschnittes  zeichnen^  in  welchem  sich  zwei  gleichseitige 
Rotationshjrperboloide  durchdringen,  welche  A", ,  K^  zu  Parallelkreis- 
schnitten haben  und  deren  Hauptebenen  und  Radien  nach  I,  (36'^) 
Fig.  83  bestimmt  werden.     Die  Ebene  des  Kegelschnittes  hat  zur 
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Spur  in  der  Tafel  die  Potenzlinie  von  K^  und  K^{Xy  §  (36^,  3) 
und  zu  ihrer  Bestimmung  wird  man  ihre  Spur  in  der  gemeinsamen 
Meridianehene  der  Flächen  bestimmen;  vergl.  5).  Schneidet  die- 
selbe die  zugehörigen  Meridianhyperbeln  in  reellen  Funkten,  so 
liefern  die  45^-Linien  durch  diese  in  der  Meridianebene  die  Mittel- 
punkte der  Kegel  des  Büschels  und  in  den  zogehörigen  Spurkreisen 
diejenigen  Kreise  des  Spurenbüschels  in  der  Tafel,  welche  von  dem 
Bildkreissystem  berührt  werden;  man  kann  die  Orthogonalprojection 
des  Kegelschnittes  als  die  der  Durchdringung  dieser  Kegel  nach 
I,  §  (36*)  oder  auch  als  die  des  Querschnittes  der  Ebene  mit 
einem  von  ihnen  nach  I,  §  (36)  construieren. 

Schneidet  die  Spur  in  der  gemeinsamen  Meridianebene  die 
Meridiane  nicht  reell,  so  dass  keine  reellen  Kegel  im  Büschel  exi- 
stieren^ so  wird  die  Projection  des  Kegelschnittes  nach  den  Me- 
tboden des  Textes  als  die  vom  Querschnitt  der  Ebene  mit  einem 
Hyperboloide  erhalten. 

Da  man  über  jedem  der  Kreise  K^ ,  K^  zwei  zur  Tafel  für  ein- 
ander orthogonal-symmetrische  Hyperboloide  H|;  Hj*  und  resp.  Hj, 
Hj*  mittelst  c^ ,  c^  erhält;  so  entstehen  vier  Darchdringungskegel- 
schnitte  H,,  H^;  H,*,  Hj*;  H,,  Hj*;  Hj*,  Hj;  von  denen  die 
beiden  ersten  wie  die  beiden  letzten  als  orthogonal  -  symmetrisch 
zu  einander  für  die  Tafel  dieselbe  Projection  haben.  Man  erhält 
also  zwei  Kegelschnitte  und  ihre  Bildkreissysteme  als 
Lösungen. 

Die  unterscheidende  Behandlung  der  Fälle  von  reellen  oder 
rein  imaginären  Kreisen  K^  oder  K^  oder  K^  und  K^^  und  von 
reellen  oder  rein  imaginären  Winkeln  g^  oder  c^  oder  c^  und  a^ 
(cos  <y  =  cotan  «  giebt  für  jeden  Werth  von  cos  a  reelles  a)  in  allen 
ihren  Combinationen  bietet  nach  unserer  Theorie  keine  Schwierigkeit 
dar.    Aber  .zu  ihrer  Ausführung  fehlt  hier  Baum  und  Anlass. 

6)  Zu  drei  Kreisen  K^^  K^^  K^  derselben  Ebene  sollen  die- 
jenigen neuen  Kreise  bestimmt  werden,  welche  sie  unter  vorge- 
schriebenen durch  ihre  Cosinus werthe  c, ,  c^^  c^  resp.  gegebenen 
Winkeln  durchschneiden.  Man  bildet  die  Paare  der  zu  K^^  c, ,  etc. 
gehörigen  Hyperboloide  H, ,  H^*;  Hj,  Hj*;  Hj,  Hg*  und  con- 
struiert  die  Bildkreise  der  Punkte,  welche  ihre  Durchdringungen 
zu  dreien  sind.  Um  z.  B.  die  gemeinsamen  Punkte  von  Hf,  H^, 
H3  zu  bestimmen,  verzeichnet  man  die  Ebenen  Ej.^  und  £,3  der 
Durchdringungskegelschnitte  der  Paare  H(H2  resp.  HjHj  und  die 
Punkte,  in  welchen  ihre  Durchschnittslinie  h  das  Hyperboloid  H| 
durchschneidet.  Auf  Grund  von  5)  kommt  daher  diese  Construction 
auf  die  Benutzung  von  §  31,5,7  zurück.  Jede  der  Combinationen 
HiHjHj,  Hj^HjH^,  H1H./H3,  H,  HjHj"^  wird  zu  zwei  anderen 
Lösungen  führen.  Die  Unterscheidungen  nach  der  Realität  gehen 
ohne  Weiteres  hierauf  über. 

Die  graphische  Ausführung   gestaltet  sich   in   diesem   wie   im 
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vorigen  Falle  am  einfachsten,  wenn  man  die  Spur  des  Asymptoten- 
kegels von  einem  der  drei  Hyperboloide  als  Distanzkreis  d.  h. 
seinen  Mittelpunkt  zum  Projectionscentrum  wählt.  Sind  die  c^es  1, 
so  gehen  die  Hyperboloide  in  gleichseitige  Rotationskegel  über  und 
ihre  Durchdringung  liefert  die  acht  Kreise,  welche  die  drei  Grund- 
kreise gleichzeitig  berühren^  nach  der  Construction  des  §  (36*),  4 
in  I.  Im  Falle  der  jetzigen  allgemeinsten  Aufgabe  des  Bereichs 
treten  die  Spurkreise  der  Hyperboloide  neben  den  Spurkreisen  ihrer 
Asymptotenkegel  auf. 

7)  Für  die  Bestimmung  der  Spur  der  Ebene  des  Durchdrin- 
gungskegelschnittes in  der  gemeinsamen  Meridianebene  sind  fol- 
gende Uebe riegungen  zu  machen.  Die  gemeinsamen  Meridiane  sind 
durch  ihre  Mittelpunkte  in  ihren  parallelen  Axen,  ihre  parallelen 
Asymptoten  und  durch  je  einen  Scheitel  gegeben  gedacht  —  diese 
um  den  Radius  vom  Mittelpunkt  entfernt  in  der  Axe  beim  zwei- 
fachen^ rechtwinklig  zur  Axe  beim  einfachen  Hyperboloid.  Wir 
construieren  daher  jene  Gerade  nach  der  Regel  von  I,  §  29,  c): 
Sind  die  Kegelschnitte  durch  die  gemeinsamen  Punkte  P^  y  P^  und 
die  Punkte'  P^^  P^^  P^  des  ersten  resp.  P*^  P^*,  P*  des  zweiten 
bestimmt;  so  ist  sie  die  Verbindungslinie  der  Doppelpunkte  der 
projectivischen  Reihen  im  ersten  Kegelschnitt^  welche  die  Strahlen- 
paare der  Büschel  />,  .  P^*P*P*  ...  und  />^  .  P^'^P*P*  .  .  . 
bestimmen.  Die  Anwendung  auf  unsem  Fall,  wo  jP,  ,  Pj  ^^® 
Asymptotenrichtungen  sind  und  P^ ,  P^*  als  mit  P,    und  Pr^ ,  Pz 


* 


5 


als  mit  P2  zusammenfallend  gedacht  werden  können,  während  P^^ 
P^*  die  bestimmenden  Scheitel  sind^  führt  zu  folgender  einfacherer 
Regel:  Sind  2'  und  3  die  Asymptotenrichtungen,  2  und  3'  die 
Schnitt^  der  zugehörigen  Asymptoten  der  zweiten  Hyperbel  mit  der 
ersten^  und  nennen  vrir  1,  1'  ebenso  die  Schnitte  der  zu  ihnen 
Parallelen  durch  den  Scheitel  der  zweiten  Hyperbel  mit  der  ersten, 
so  liefern  die  Linienpaare  12',  1'2;  13',  1'3  und  2  3',  2' 3  als 
ihre  Schnittpunkte  drei  Punkte  der  fraglichen  Geraden.  Nun  ist 
2' 3  unendlich  fem  und  somit  23'  der  gesuchten  Geraden  parallel; 
einer  der  beiden  andern  Punkte  genügt  zu  ihrer  Bestimmung.  Denkt 
man  sich  aber  die  Richtung  bekannt,  so  bedarf  man  keines  dieser 
Punkte,  weil  die  Spur  der  Ebene  in  der  Tafel,  die  Potenzlinie 
der  Spurkreise  der  Hyperboloide,  durch  ihren  Schnittpunkt  mit  dem 
gemeinsamen  Meridian  d.  h.  mit  der  Centrale  der  Spurkreise  schon 
einen  Punkt  unserer  Geraden  liefert,  und  damit  ist  uns  eine  noch 
einfachere  Bestimmung  gewiesen,  da  eben  diese  Richtung  einfacher 
erhalten  werden  kann.  Denn  sie  ist  die  Richtung  der  nicht  durch 
die  Mittelpunkte  gehenden  aber  im  Endlichen  liegenden  Diagonale 
des  Asymptotenvierseits.  Denkt  man  nämlich  die  von  der  ersten 
Hyperbel  und  der  Verbindungslinie  23'  ihrer  Schnittpunkte  mit 
den  Asymptoten  der  zweiten  gebildete  Figur  für  den  Mittelpunkt 
der  ersten  als  Aehnlichkeitspunkt  stetig  verkleinert,  so  bleibt  2  3' 
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sich  selbst  parallel  und  fällt  in  der  Grenze  in  die  Diagonale  des 
Bechtecks  der  Asymptoten ;  und  wenn  auch  dieses  Bechteck  gleich- 
zietig  mit  dem  Badius  der  ersten  Hyperbel  unendlich  klein  ge- 
worden ist,  so  hat  doch  nach  dem  Gesetze  der  Aehnlichkeit  die 
bezeichnete  Diagonale  ihre  Richtung  nicht  geändert,  womit  der  Satz 
bewiesen  ist.  Wir  haben  so  für  die  Spur  der  Durchdringungsebene 
im  gemeinsamen  Meridian^  unabhängig  von  der  Realität  der  Schnitt- 
punkte der  Meridianhyperbeln  überdies,  eine  höchst  einfache  Con- 
struction  erhalten:  Die  Potenzlinie  der  Spurkreise  der  Hyperboloide 
in  der  Tafel  giebt  einen  Punkt  von  ihr  und  die  Diagonale  des 
Rechtecks  der  Asymptoten  ihre  Richtung.  Eine  wichtige  Consequenz 
derselben  zeigen  wir  weiterhin.  Aber  hier  ist  noch  zu  bemerken, 
dass  die  stereometrische  Auffassung  mit  dem  Satze  des  Textes  von 
den  parallelen  Schnitten  der  Fläche  und  des  Asymptotenkegels  eine 
ganz  unmittelbare  Evidenz  unserer  Construction  giebt,  weil  die 
Asymptoten  der  Meridiane  die  in  seiner  Ebene  liegenden  Kanten 
der  Asymptotenkegel  sind. 

8)  Man  construiere  einen  Kegelschnitt,  von  welchem  drei  Punkte 
und  ein  doppelt  berührender  Kreis  gegeben  sind.  Wir  betrachten 
den  doppelt  berührenden  Kreis,  wenn  er  als  reell  gilt,  als  den  Kehl- 
kreis eines  einfachen,  und  wenn  er  als  rein  imaginär  anzusehen  ist, 
als  den  Scheitel-  oder  Symmetriekreis  eines  zweifachen  Netzbyper- 
boloides ;  dann  sind  die  Bildkreise  der  drei  Punkte  im  ersten  Falle 
die  um  sie  beschriebenen  den  Kehlkreis  orthogonal  schneidenden 
Kreise^  im  zweiten  Falle  ebenso  die  um  sie  beschriebenen  den  Sym- 
metriekreis diametral  schneidenden  Kreise.  Nach  I,  §  (7)  sind  die 
vier  Aehnlichkeitsaxen  dieser  drei  Kreise  in  jedem  Falle  die  Spuren 
der  vier  schiefen  Ebenen,  welche  diejenigen  drei  Paare  tafelsym- 
metrischer Punkte  des  Hyperboloides  mit  einander  bestimmen,  die 
die  gegebenen  Punkte  der  Tafel  zu  Projectionen  haben«  Die  Schnitte 
dieser  Ebenen  mit  dem  Hyperboloid  liefern  die  gesuchten  Kegel- 
schnitte ;  man  bestimmt  sofort  ihre  Tangenten  in  den  drei  gegebenen 
Punkten.  Dieselben  sind  aber  auch  planimetrisch  unmittelbar  be- 
stimmt, weil  die  Spuren  die  Sehnen  ihrer  doppelten  Berührung 
mit  dem  gegebenen  Kreise  sind,  weil  also  die  von  diesem  in  ihnen 
bestimmten  Polinvolutionen  und  ihre  Pole  in  ihm  zu  den  drei  ge- 
meinsamen Punkten  noch  je  zwei  Punkte  und  Tangenten  des  ge- 
suchten Kegelschnittes  liefern.  Als  speciellen  Fall  erhält  man  die 
Construction  der  Kegelschnitte  aus  drei  Punkten  und  einem  Brenn- 
punkte von  I,  §  (36«^),  2. 

9)  Es  ist  von  Nutzen,  dem  Vorigen  die  allgemein  projectivische 
Behandlung  des  Problems  zur  Seite  zu  stellen:  Gegeben  ein 
Kegelschnitt  A'  und  drei  Punkte  1,  2^  3;  man  verzeichne 
die  Kegelschnitte  durch  diese,  welche  jenen  doppelt 
berühren.  Man  bilde  auf  den  Geraden  12  und  23  die  dem 
Kegelschnitt   K  zugehörigen  Involutionen  harmonischer  Pole  und 
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bestimme  ibre  zu  1  und  2  resp.  2  und  3  conjugiert  harmonischen 
Paare  X,  X^  und  JT,  Z^;  die  Geraden  XY,  XY^y  X^Y,  X^Y^ 
sind  die  vier  Sehnen  der  doppelten  Berührung  der  gesuchten  Kegel- 
schnitte mit  den  gegebenen.  Denn  jeder  Punkt  in  der  Sehne  einer 
solchen  Doppelberührung  hat  nothwendig  in  beiden  Kegelschnitten 
dieselbe  Polare  ^  da  sie  durch  ihren  Pol  und  den  doppelt  conju- 
gierten  in  der  Sehne  vollständig  bestimmt  ist.  Man  zeige,  dass 
die  Construction  in  8)  mit  der  vorigen  übereinstimmt. 

10)  Durch  zwei  Punkte  1,  2  gehen  einfach  unendlich 
viele  Kegelschnitte,  welche  einen  gegebenen  A^  dop- 
pelt berühren*  Dieselben  theilen  sich  in  zwei  Systeme,  von 
denen  die  Sehnen  des  einen  durch  X^  und  die  des  andern  durch 
X  gehen,  wenn  X,  X^  das  zu  1  und  2  conjugiert  harmonische 
Paar  der  Involution  harmonischer  Pole  ist,  welche  auf  der  Geraden 
12  durch  X  hervorgebracht  wird.  Für  1  und  2  als  die  unendlich 
fernen  imaginären  Kreispunkte  sind  X  und  X^  die  Richtungen  der 
Axen,  die  Berührungssehnen  des  Kegelschnittes  mit  den  doppelt 
berührenden  Kreisen  laufen  den  Axen  parallel.  Für  AT  als  Kreis 
sind  X  und  X^  die  Aehnlichkeitspunkte  der  zu  ihm  orthogonalen 
Kreise  aus  den  Mittelpunkten  1  und  2,  die  einfachste  Form  der 
Ausführung  der  angegebenen  Construction.  Nach  I^  §  32^  11^  12  und 
§  34,  5,  6  ist  auch  die  Unterscheidung  der  Fälle  von  K  als  reell 
und  als  imaginär  in  der  projectivisoh  allgemeinen  Behandlung  die- 
selbe wie  in  der  metrisch  speciellen  cyklographischen. 

Da  die  projectivisoh  allgemeinen  Constructionen  hier  und  in 
9)  dualistisch  übersetzbar  sind^  so  hat  man  auch  die  Construction 
der  Probleme:  Die  Kegelschnitte  zu  drei  Tangenten,  welche  einen 
gegebenen  Kegelschnitt  doppelt  berühren,  resp.  die  Systeme  der 
Kegelschnitte  zu  zwei  Tangenten  und  einem  doppelt  berührenden 
Kegelschnitt  zu  construieren. 

Weil  vierpunktige  Berührung  als  das  unendlich  nahe  Zusam- 
menfallen zweier  zweipunktigen  angesehen  werden  darf,  so  erhält 
man  auch  die  vier  Lösungen  der  Aufgabe:  Construiere  den  Kegel- 
schnitt durch  zwei  Punkte  (an  zwei  Gerade),  die  einen  gegebenen 
Kegelschnitt  vierpunktig  berühren. 

11)  Man  zeichne  die  Kegelschnitte  durch  einen  Punkt, 
welche  zwei  gegebene  Kreise  doppelt  berühren.  Die 
Radien  der  zu  den  gegebenen  Kreisen  orthogonalen  um  den  Punkt 
sind  die  Abstände  der  Hauptebenen  der  zugehörigen  Hjrperboloide 
von  dem  Punkte;  nach  der  Entwickelung  im  Text  ist  also  entweder 
die  Simime  oder  die  Differenz  dieser  Radien  der  Abstand  ihrer  beiden 
Hauptebenen  von  einander;  nehmen  wir  die  Tafel  als  die  eine  der 
Hauptebenen,  so  ist  durch  diese  Summe  resp.  Differenz  die  Lage  der 
Hauptebenen  zweier  anderen  Hyperboloide  bestimmt,  welche  sich  mit 
dem  ersten  in  Kegelschnitten  durchdringen,  deren  Orthogonalpro- 
jectionen   auf   die   Tafel  die    gesuchten  Kegelschnitte    sind.     Man 
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bestimmt  die  Elemente  der  Berührung  mit  den  Kreisen   und   die 
Tangenten  im  gegebenen  Punkte  für  beide  sofort. 

Im  Falle  der  Realität  beider  Kreise  hat  man  die  Durchdringung 
von  zwei  einfachen  Hyperboloiden;  wenn  sie  nicht  reell  sind  und 
wenn  einer  von  ihnen  nicht  reell  ist  resp.  die  Durchdringung  von 
zwei  zweifachen  Hyperboloiden  und  von  einem  einfachen  mit  einem 
zweifachen  Hyperboloid.  Dann  ist  auch  der  Abstand  des  Punktes 
von  der  Hauptebene  der  Radius  des  Kreises,  der  den  Symmetrie- 
kreis diametral  schneidet.  Haben  die  Kreise  den  Radius  Null,  so 
erhält  man  die  confocalen  Kegelschnitte  durch  den  Punkt.  Ein 
Punkt,  eine  Tangente  und  ein  doppelt  berührender  Kreis  bestimmen 
zwei  Parabeln;  etc. 

Dieprojectiyisch  allgemeinen  Relationen,  welche  diesen  metrischen 
entsprechen  und  die  Einsicht  in  die  Systeme  der  Kegelschnitte, 
welche  zwei  gegebene  doppelt  berühren,  bahnen  wir  durch  die  fol- 
genden Beispiele  an.  Ihr  Bezug  auf  das  gemeinsame  Tripel  der 
Kegelschnitte  (I,  §  32,  a)  darf  nach  den  projectivischen  Formen 
von  9)  und  10)  schon  erwartet  werden. 

12)  Wenn  von  zwei  Hyperboloiden  die  Orthogonalprojectionen 
der  Kehl-  resp.  Scheitelkreise  und  der  Abstand  d  der  Hauptebenen 
gegeben  sind^  so  ist  auch  die  Projection  ihres  Durchdringungs- 
kegel Schnittes  bestimmt.  Wir  denken  für  die  Tafel  als  Hauptebene 
des  einen  die  gemeinsame  Meridianebene,  die  durch  die  Centrale 
der  Kreise  gehende  Normalebene  zur  Tafel  in  diese  umgelegt  und 
mittelst  des  Abstandes  d  den  Mittelpunkt  des  zweiten  in  dieser 
Umlegung  eingetragen ;  dazu  auch  die  Asymptoten  beider  Meridian- 
hyperbeln. Dann  ist  die  Potenzlinie  der  Spurkreise  beider  Hyper- 
boloide in  der  Tafel^  also  des  Hauptkreises  im  einen  und  des  der 
Tafel  angehörigen  Parallelkreises  im  andern  ^  den  man  leicht  be- 
stimmt, die  Spur  der  Ebene  des  Durchdringungskegelschnittes  in 
der  Tafel ;  und  die  Parallele  aus  ihrem  Schnittpunkt  mit  der  Cen- 
trale zu  der  Diagonale  des  vorher  gezeichneten  Asymptotenvierseits, 
welche  die  Mittelpunkte  nicht  enthält  und  im  Endlichen  liegt,  ist 
die  Spur  derselben  in  der  gemeinsamen  Meridianebene.  Man  kann 
also  die  Projection  des  Durchdingungskegelschnittes  als  eines  ebenen 
Querschnittes  construieren.  Aber  man  wird  es  nach  dem  Vorigen 
vorzuziehen  haben,  wenn  man  seine  Berührungssehnen  mit  den  ge- 
gebenen Kreisen  finden  kann  und  diess  ist  sehr  einfach  möglich; 
man  hat  dazu  nur  die  Potenzlinien  zwischen  dem  Hauptkreise  des 
einen  Hyperboloides  und  dem  in  derselben  Ebene  liegenden  Parallel 
des  andern  anzugeben,  so  dass  also  die  vorher  benutzte  Potenzlinie 
schon  die  Sehne  der  doppelten  Berührung  für  den  in  der  Tafel 
gedachten  Hauptkreis  ist.  Die  Wiederholung  desselben  Verfahrens 
für  den  zweiten  Hauptkreis  liefert  auch  die  zu  ihm  gehörige  Sehne 
und  damit  zugleich  die  Ebene  der  Durchdringung. 

Für  rechtwinklige  Cartesische   Coordinaten  mit  der  Centrale 
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der  Kreise  von  den  .Badien  r^ ,  r2  und  der  Centraldistanz  2  c  als 
Axe  der  x  und  der  Mitte  zwischen  ihren  Mittelpunkten  als  An- 
fangspunkt sind  die  beiden  bezeichneten  Paare  von  Kreisen  —  je* 
weilen  Kehlkreisprojection  des  einen  und  Projection  des  in  derselben 
Ebene  liegenden  Parallelkreises  des  anderen  Hyperboloides  —  -aus« 
gedrückt  durch 


und 


(x  +  cY  +  y'  =  r.S    (X  -  cy  +  y'  =  (r^*  +  (P); 

(a;  -  cy  +  y^  =  r,^ ,     {x  +  cf  +  y^  =  (r^^  +  <P) . 
Ihre  Potenzlinien  sind  resp. 

4cx  '=  r,^  —  Tj'  —  ^;     ^cx  =  r^  —  r^^  +  ^^> 
symmetrisch  zur  Potenzlinie  der  Kehlkreisprojectionen 


4,cx 


2. 


'  l  '2    > 

und  die  Schnittpunkte  des  ersten  Paares  von  Kreisen  liegen  mit 
denen  des  zweiten  Paares  auf  dem  um  die  Mitte  der  Centrale  be- 
schriebenen Kreise,  dessen  Gleichung 

2  (a:^  +  y^  +  c^)  =  r,2  +  r^^  +  (P 
[Radiusquadrat  ß2  =  |(r^2  +  r^^  +  d^)  —  c^] 

sowohl  die  Summe  der  Gleichungen  des  ersten  wie  die  der  Glei- 
chungen des  zweiten  Paares  ist. 


Sind  also  beide  Kreise  reell  oder  die  Hyperboloide  einfach,  so 
erhält  man  (Fig.  69  a)  den  Radius  Tp  des  Parallelkreises  eines 
jeden,  den  die  Hauptebene  des  andern  aus  ihm  schneidet,  als  Hy- 
potenuse eines  rechtwinkligen  Dreiecks^  welches  man  aus  seinem 
Radius  und  dem  Abstand  d  als  Katheten  bildet;  ist  aber  das  be- 
trachtete Hyperboloid  zweifach,  sein  Hauptkreis  ein  Scheitelkreis 
d.  h.  sein  Radiusquadrat  negativ,  der  doppelt  berührende  Kreis 
rein  imaginär,  so  ist  der  Radius  r^  des  fraglichen  Parallelkreises 
(Fig.  69  b)  die  zweite  Kathete  in  einem  rechtwinkligen  Dreieck, 
welches  d  zur  Hypotenuse  und  den  Radius  r  des  Symmetriekreises 
zur  ersten  Kathete  bat.  Man  sieht,  dass  in  diesem  Falle  r^  nur 
reell  ist;  wenn  der  Abstand  d  den  Radius  des  Symmetriekreises  r 
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übertrifft;  ist  d  <^r,  so  wird  Tp  rein  imagin&r^  sein  Badiosqnadrat 
negativ  und  man  erhält  den  Radius  des  Sjmmetriekreises  für  den 
fraglichen  Parallelkreis  als  zweite  Kathete  in  dem  Dreieck  aus  r 
als  Hypotenuse  imd  d  als  erster  Kathete  (Fig.  69  c).  Man  kann 
dies  letzte  in  Form  einer  geometrischen  Deutung  der  Scheitelbe- 
rührungskugel (§  31.  Vergl.  I,  §  (36^)  p.  226)  des  zweifachen 
Hyperboloides  aussprechen:  Die  Symmetriekreise  der  imaginftren 
Parallelkreise  in  den  Normalebenen  zur  Axe  zwischen  den  Scheiteln 
sind  ihre  Querschnitte  mit  der  Scheitelberührungskugel. 

Natürlich  muss  die  Construction  der  Potenzlinien  mit  Bück- 
sicht auf  die  Realität  der  betheiligten  Kreise  wie  in  I;  §  (36^) 
ausgeführt  werden.  Man  wende  die  in  den  folgenden  Nummern 
gegebenen  Entwickelungen  auf  den  besonderen  Fall  der  confocalen 
Kegelschnitte  von  gegebener  Axenlänge  an. 

Im  Falle  reeller  Hauptkreise  wird  aus  dieser  Construction 
evident,  dass  die  derselben  Distanz  d  entsprechenden  Sehnen  der 
Doppelberührung  mit  den  Hauptkreisen  symmetrisch  liegen  zur 
Potenzlinie  der  Hauptkreise,  oder  dass  sie  ein  Büschel  involutorischer 
Parallelen  bilden  mit  der  Potenzlinie  und  der  unendlich  fernen  Ge* 
raden  als  Doppelstrahlen. 

Man  sieht  leicht,  dass  dieses  Gesetz  auch  in  den  übrigen 
Fällen  fortbesteht^  wenn  die  Potenzlinie  nach  den  entwickelten 
Begeln  bestimmt  wird,  und  dass  daher  auf  der  Potenzlinie  durch 
die  Spur  der  Durchdringungsebene  in  der  gemeinsamen  Meridian- 
ebene immer  die  Strecke  ^c  von  der  Centrale  aus  abgeschnitten 
wird.  Nach  dem  oben  unter  7)  gefundenen  Gesetz  der  Bichtungs- 
änderung  jener  Spur  im  gemeinsamen  Meridian  sehen  wir  nun,  dass 
dieselbe  stets  Tangente  einer  Parabel  ist;  diese  hat  die 
Centrale  zur  Axe  und  den  Punkt  in  der  Potenzlinie  zum  Scheitel 
und  wird  mittelst  der  Spur  der  Parabelebene  als  ihrer  45®  Tan- 
gente bestimmt;  denn  die  Spur  derselben  in  der  Tafel  ist  ihre 
Directrix  und  damit  wird  als  ihr  symmetrisch  zur  Scheiteltangente 
auch  ihr  Brennpunkt  erhalten. 

13)  Im  Falle  reeller  Kreise  kann  zwischen  dem  Hauptkreise  des 
einen  und  dem  Parallelkreise  des  andern  Hyperboloides  Berührung 
stattfinden;  dann  ist  die  Potenzlinie  die  zugehörige  gemeinsame 
Tangente  und  die  beiden  entsprechenden  Berührungen  sind  benach- 
bart (siehe  oben  10),  der  bezeichnete  Hauptkreis  ist  Osculations- 
kreis  im  Scheitel  der  Kegelschnittprojection.  Wir  erhalten  also  die 
Distanz  d^  für  welche  dies  stattfindet,  indem  wir  den  Radius  eines 
zum  einen  Hauptkreis  concentrischen  und  den  andern  berührenden 
Kreises  als  Hypotenuse  mit  dem  Radius  des  ersten  Kreises  als 
Kathete  zu  einem  rechtwinkligen  Dreieck  verbinden,  nämlich  als 
die  zweite  Kathete  desselben.  Da  zu  jedem  der  beiden  Hauptkreise 
zwei  den  andern  berührende  concentrische  Kreise  existieren,  so  giebt 
es   in  dem   System  der  für  alle   Werthe   von   d  aus   den  beiden 
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Ereisen  entstehenden  doppelt  berührenden  Kegelschnitte  im  Allge- 
meinen vier,  welche  einen  der  Kreise  vierpunktig  in  der  Centrale 
berühren.  Sie  sind  aber  nur  reell,  wenn  die  Radien  jener  berühr- 
enden jeweilen  den  Badius  des  concentrischen  Hauptkreises  über- 
treffen, d.  h.  wenn  die  reellen  Hauptkreise  ausser  einander  liegen. 
Wenn  sie  einander  schneiden  und  wenn  einer  den  andern  um- 
schliesst,  so  sind  nur  zwei  von  ihnen  reell,  nSmlich  die  zu  den 
äusseren  Durchmesserenden  der  Centrale  gehörigen;  jedoch  mit  dem 
Unterschiede,  dass  im  letzten  Falle  beide  zu  demselben  Hyperboloid 
gehören,  während  sie  sich  im  andern  auf  beide  vertheilen.  Alles 
ist  zusanmien  zu  fassen  in  die  Begel:  Die  Längen  der  Tangenten, 
welche  von  den  in  der  Centrale  liegenden  Durchmesserendpunkten 
TJ^  ü*  und  resp.  F,  F*  jedes  Hauptkreises  an  den  jeweiligen 
anderen  gehen,  sind  die  Distanzen  d  für  die  Construction  der  Kegel- 
schnitte, welche  den  ersten  in  einem  Scheitel  vierpunktig  berühren. 
(Fig.  70  zeigt  die  Ausführung  für  ü  und  ü*.) 

Fig.  70. 


Wenn  der  eine  der  Hauptkreise  rein  imaginär  ist,  so  kann 
zwischen  ihm  und  einem  zum  andern  concentrischen  Kreise  Be- 
rührung nicht  stattfinden  nnd  die  Zahl  der  Fälle  kommt  auf  zwei, 
wobei  für  die  Bestimmung  von  ä  zu  bedenken,  dass  das  Badius-^ 
quadrat  des  nicht  reellen  Hauptkreises  negativ  ist.  (Vergl.  12.) 
Sind  beide  Hauptkreise  imaginär,  so  kann  keiner  von  ihnen  der 
Krümmungskreis  im  reellen  Scheitel  eines  Kegelschnittes  sein.  Oder 
auch;  weil  die  in  der  Centrale  liegenden  Scheitel  des  Durchdring- 
ungskegelschnittes die  Schnittpunkte  der  gleichseitigen  Hyperbeln 
im  gemeinsamen  Meridian  oder  die  der  einen  von  ihnen  mit  der 
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zugehörigen  Spar  der  Schnittebene  sind  und  damit  selbstverständ- 
lich: Der  imaginäre  Eehlkreis  eines  zweifachen  Hyperboloides  kann 
das  andere  Hyperboloid  resp.  die  Ebene  der  Durchdringung  nicht 
in  reellen  Punkten  treffen.  Nur  die  Schnittlinie  seiner  Ebene  mit 
der  Ebene  der  Durchdringung  ist  reell. 

Natürlich  ergiebt  sich  in  diesen  besonderen  Fällen  aus  der 
Distanz  d  die  Berührungssehne  der  Kegelscbnittprojection  mit  dem- 
jenigen Hauptkreise  y  welchen  sie  nicht  im  Scheitel  osculiert  — 
symmetrisch  zu  jener  berührenden  in  Bezug  auf  die  Potenzlinie  der 
Hauptkreise  nach  dem  Gesetze  von  12).  (Siehe  Pu  und  p^  und 
wieder  p„*  und  p^*  in  Fig.  70.) 

14)  Für  d  =  0  ist  die  zur  Tafel  normale  Ebene  durch  die 
Potenzlinie  Po  (Fig.  70)  der  Hauptkreise  die  Ebene  der  Durch- 
dringung; die  Orthogonalprojection  derselben  liegt  in  der  Potenz- 
linie und  das  beiden  Netzen  gemeinsame  Büschel  repräsentiert  sie 
cyklographisch.  Ist  d  der  Centraldistanz  der  Hanptkreise  gleich, 
so  liegt  der  Mittelpunkt  des  einen  Hyperboloides  im  Asymptoten- 
kegel des  andern^  beide  Asymptotenkegel  haben  längs  der  gemein- 
samen Mantellinie  zugleich  eine  gemeinsame  Tangentialebene  und 
die  Durchdringung  ist  die  einzige  Parabel  des  Systems. 

Ist  d  der  Länge  der  innem  gemeinsamen  Tangenten  /,•  beider 
Grundkreise  gleich,  so  gehört  offenbar  jede  der  45®-Linien,  welche 
durch  diese  Tangenten  gemeinsam  projiciert  werden  und  ihre  Durch- 
stosspunkte  mit  den  Kehlkreisebenen  in  den  Kehlkreisen  selbst 
habeU;  der  Durchdringung  der  Flächen  an;  beide  bilden  einen  ge- 
meinsamen ebenen  Querschnitt  mit  Doppelpunkt,  welcher  letzte  im 
Durch  Schnittspunkt  der  Tangenten,  d.  h.  im  inneren  Aehnlichkeits- 
punkte  seine  Projection  hat.  Ebenso  für  die  äusseren  gemeinsamen 
Tangenten  und  d  gleich  ihrer  Länge  tc  zwischen  den  Berührungs- 
punkten. Wir  bemerken,  dass  für  diese  degenerierenden  Durch- 
dringungen die  Brennpunkte  je  in  Paaren  zusammenfallen  (im  zu- 
gehörigen Doppelpunkt),  also  resp.  im  inneren  und  im  äusseren 
Aehnlichkeitspunkte  der  Kehlkreise. 

15)  Wir  können  damit  eme  Uebersicht  über  die  Wandlung 
des  doppelt  berührenden  Kegelschnittes  zu  zwei  Kreisen  bei  Ver- 
änderung des  Werthes  der  Distanz  d  von  Null  bis  Unendlich  geben. 
Nehmen  wir  den  Fall  ausser  einander  liegender  reeller  Kreise  A 
und  B  von  den  Badien  a  und  b]  sei  2  c  ihre  Centraldistanz,  U  die 
Länge  der  inneren  und  /^  die  der  äusseren  gemeinsamen  Tangenten 
zwischen  den  Berührungspunkten;  seien  ferner  U  und  U*  die  End- 
punkte des  in  der  Centrale  liegenden  Durchmessers  im  Kreise  A 
und  F,  V*  die  im  Kreise  B,  so  dass  (/,  U*^  V,  V*  in  gleichem 
Sinne  aufeinanderfolgen  und  seien  u,  u*,  v,  v*  die  Längen  der 
Tangenten,  welche  aus  !7,  6^*,  V\  F*  resp.  je  an  den  andern 
Kreis  gehen;  ist  dann  a  >  b,  so  folgen  die  sieben  Längen  u,  v* 
2Cf  /«,  /,',  Vy  u*  in  abnehmender  Grösse  einander  und  bezeichnen 
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die  Grenz-  und  Uebergangsstellen  der  Form  und  Lage  im  System 
der  Kegelschnitte.  Für  wachsendes  d  erhalten  wir  folgende  üeber- 
sicht.  Für  ^  =»  0  die  doppelt  zählende  Potenzlinie;  ftLr  alle  Werthe 
von  d  unter  der  Centraldistanz  2  c  Hyperbeln  und  für  alle  Werthe 
d>  2c  Ellipsen ,  jene  von  diesen  getrennt  durch  die  Systempa- 
rabel d^^2c,  (Fig.  70  enthält  ihre  Berührungssehnen  mit  den 
Eehlkreisen.)  Diese  ersten  Hauptzüge  gelten  für  alle  Fälle  der 
Lage  bei  reellen  Grundkreisen,  wie  auch  für  nicht  reelle  Grund- 
kreise. Die  Hyperbeln  werden  nun  aber  durch  die  degenerierten 
Durchdringungen  bei  ^  «=»  ^^ ,  ^  «=>  /«  in  drei  Gruppen  geschieden, 
falls  diese  reell  sind  —  man  sieht  sofort,  dass  in  anderen  Fällen 
der  Hauptkreise  nach  Lage  und  Art  diese  Theilung  modificiert 
werden  kann.  Für  die  erste  Gruppe  e^  =3  0  bis  d  ^^  U  liegt  die 
Hauptaxe  in  der  Centrale  und  von  ihren  Zweigen  umschliesst  der 
eine  den  Kreis  A,  der  andere  den  EJreis  B;  der  Mittelpunkt  rückt 
aus  der  Potenzlinie  bis  zum  inneren  Aehnliclikeitspunkt.  Bis  d=u* 
berührt  die  Hyperbel  beide  Kreise  imaginär,  um  mit  u*  den  Kreis 
A  in  ^*  vierpunktig  zu  berühren,  den  sie  dann  allein  doppelt  be- 
rührt, bis  </  =  t;  wird,  wo  sie  B  in  F  vierpunktig  berührt;  von 
da  ab  berührt  sie  beide  Kreise  reell  doppelt  und  die  Berührungs- 
punkte liegen  auf  A  in  den  Bögen  von  U^  und  auf  B  von  V  bis 
zu  den  Berührungspunkten  mit  den  innern  gemeinsamen  Tangenten. 
An  diese  mit  d  >  ti  his  d  ^=  tg  schliesst  sich  die  zweite  Gruppe 
von  Hyperbeln,  mit  der  Centrale  als  Nebenaxe  und  den  Mittel- 
punkten in  der  Strecke  vom  inneren  zum  äusseren  Aehnlichkeits- 
punkt;  beide  Kreise  von  aussen  stets  reell  doppelt  berührend,  den 
Büscheln  von  Hyperboloiden  entsprechend,  welche  keine  reellen 
Kegel  enthalten.  —  Es  folgen  die  Hyperbeln  von  den  äusseren  ge- 
meinsamen Tangenten  d  =  i^  bis  zur  Parabel  des  Systems  d  =  2c^ 
mit  den  Hauptaxen  in  der  Centrale  und  beide  Kreise  mit  dem  einen 
Zweige  reell  doppelt  berührend,  die  Mittelpunkte  im  äusseren  un- 
begrenzten Segment  der  Centrale  auf  der  Seite  des  äusseren  Aehn- 
lichkeitspunktes ;  ebenso  die  Berührungspunkte,  die  sich  denen  des 
vorigen  Systems  anschliessen ,  von  denen  der  äusseren  gemein- 
samen Tangenten  bis  zu  denen  der  Systemparabel.  Jenseits  der- 
selben beginnt  das  System  der  Ellipsen,  mit  der  Centrale  als 
Hauptaxe,  beide  Kreise  stets  umschliessend,  zuerst  auch  beide  reell 
doppelt  berührend,  bis  mit  d  =  v*  die  reelle  doppelte  Berührung 
an  B  mit  vierpunktiger  Berührung  in  F*  schliesst,  um  bei  d  =  u 
ebenso  in  U  vierpunktig  berührend  A  zu  verlassen^  so  dass  für 
alle  Ellipsen  von  d  =  u  bis  d  =  00  alle  Berührungen  nicht  reell 
sind  —  die  Berührungsstellen  haben  beide  Kreise  vollständig  um- 
laufen —  durch  die  Coincidenz  in^s  Imaginäre  Übergegangen  sind. 
Die  Mittelpunkte  liegen  auf  dem  anderen  unbegrenzten  Segment 
der  Centrale  bis  zu  dem  Punkte,  der  der  Mittelpunkt  M  der  durch 
die  Berührungspunkte  der  inneren  und  der  äusseren  gemeinsamen 
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Tangenten  sowie  die  Schnittpunkte  beider  gehenden  concentrischen 
Kreise  ist.  (Siehe  16.)  Die  Strecke  von  da  bis  zum  Fusspunkte 
der  Potenzlinie  in  der  Centrale  enthält  nur  die  Mittelpunkte  von 
nicht  reellen  Kegelschnitten. 

Ist  einer  der  Kreise  B  nicht  reell,  so  bestimmt  sich  wie  vorher 
die  Parabel  des  Systems  und  die  beiden  Kegelschnitte  desselben, 
welche  den  reellen  Kreis  zum  Osculationskreis  im  Scheitel  V  resp. 
U^  haben;  die  Distanzen  d  für  die  Hauptebenen  bei  diesen  Durch- 
dringungen sind  die  Längen  von  ü  resp.  ü*  bis  zu  den  End- 
punkten des  zur  Centrale  senkrechten  Durchmessers  im  nicht  reellen 
Kreis.  Sind  beide  Kreise  imaginär ,  so  sind  sie  ftlr  keinen  Kegel- 
schnitt des  Systems  Scheitel-Osculationskreise. 

16)  Jede  Curve  des  Systems  schneidet  aus  jeder  der 
gemeinsamen  Tangenten  der  Hauptkreise  eine  Länge 
aus^  welche  der  Distanz  d  der  Hauptebenen  gleich  ist, 
die  ihr  entspricht.  Denn  die  beiden  Schnittpunkte  der  durch 
die  gemeinsame  Tangente  gehenden  zur  Tafel  normalen  Ebene  mit 
irgend  einer  Curve  des  Systems  sind,  als  zu  Stande  kommend  durch 
die  Schnitte  der  beiden  Paare  von  Mantellinien  der  Hyperboloide^  die 
diese  Ebene  enthält,  Gegenecken  eines  Bechtecks  aus  45® -Linien, 
dessen  beide  andere  Gegenecken  in  den  Hauptkreisen  liegen;  die 
Horizontalprojection  der  Distanz  jener  Gegenecken  ist  ebenso  lang 
wie  die  der  45^-Linien  zwischen  den  beiden  Hauptebenen.  Dieselbe 
Figur  macht  ersichtlich,  dass  die  Mitten  jener  Sehnen  sämmtlich 
in  der  Potenzlinie  der  Hauptkreise  liegen  müssen  und  damit  weiter, 
dass  die  Endpunkte,  d.  h.  die  Schnittpunkte  der  inneren  und  resp. 
äusseren  gemeinsamen  Tangenten  der  Hauptkreise  mit  irgend  einer 
Curve  des  Systems,  in  einem  Kreise  liegen,  dessen  Mittelpunkt  der 
Schnittpunkt  der  Perpendikel  ist,  die  man  auf  den  inneren  und  auf 
den  äusseren  gemeinsamen  Tangenten  in  ihren  Schnittpunkten  mit 
der  Potenzlinie  der  Hauptkreise  errichtet;  d.  h.  die  Mitte  der 
Centrale.  (Vergl.  12  oben.)  Dass  die  Berührungspunkte  der  äusseren 
wie  der  inneren  gemeinsamen  Tangenten  mit  den  Hauptkreisen, 
sowie  die  Schnittpunkte  der  äusseren  mit  den  inneren  in  drei 
Kreisen  aus  demselben  Mittelpunkte  M  liegen,  ist  theils  unmittel- 
bar ersichtlich,  theils  ein  Specialfall  hiervon  (I,  §  (36*^),  3),  der 
Kreis  der  letzten  Tetrade  enthält  auch  die  Mittelpunkte  der  Haupt- 
kreise.   (Fig.  70.) 

Die  Länge  der  inneren  gemeinsamen  Tangenten  zwischen  den 
äusseren  giebt  die  Höhendifferenz  der  Kehlkreise  beider  Hyperboloide 
(vergl.  in  Fig.  70)  für  das  Paar  der  äusseren  Tangenten  als  Durch- 
dringung und  ist  daher  der  Länge  der  äusseren  Tangenten  gleich ; 
und  ebenso  die  Länge  der  äusseren  zwischen  den  inneren  die  Ent- 
fernung d  für  die  inneren  als  Durchdringung,  etc.  Man  sieht^  von 
welchem  grossen  constructiven  Gebrauch  diese  Sätze  sind.  Eine 
Menge  von  Erweiterungen  der  vorentdeckten  Eigenschaften  schliesst 
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man  noch  ans  der  Betrachtung,  dass  die  beiden  Paare  der  gemein- 
samen Tangenten  zwei  Curven  des  Systems  sind,  welche  die  Haupt- 
kreise und  alle  übrigen  Curven  des  Systems  bestimmen.  Dann 
verbinden  sich  auch  die  Sätze  aus  §  31,  8  mit  ihnen. 

17)  Man  erörtere  die  Veränderungen,  welche  in  den  vorigen 
Entwickelungen  eintreten^  falls  die  reellen  Hauptkreise  sich  ftusser- 
lich  berühren,  falls  sie  sich  schneiden,  falls  der  eine  den  andern 
umschliesst,  und  endlich,  falls  sie  sich  umschliessend  bertlhren.  Man 
zeige  auch  die  Modificationen  an,  welche  eintreten,  wenn  der  eine 
der  Hauptkreise  ein  Sjmmetriekreis  ist  und  wenn  beide  Symmetrie- 
kreise sind.    (Vergl.  15,  16,  18.) 

Wir  wollen  dabei  nur  hervorheben,  dass  für  einen  reellen  und 
einen  rein  imaginären  Kreis  zwar  die  Aehnlichkeitspunkte  nicht 
reell  sind,  wohl  aber  ihre  Mitte  reell  bleibt,  so  dass  der  Aehn- 
lichkeitskreis  rein  imaginär  ist;  und  dass  für  zwei  rein  imaginäre 
fijreise  die  Aehnlichkeitspunkte  und  der  Aehnlichkeitskreis  dieselben 
sind;  wie  für  die  zugehörigen  Symmetriekreise.  Denn  man  hat 
nach  2)  für  die  Abstände  der  Aehnlichkeitspunkte  vom  Mittelpunkte 
des  ersten  Kreises  mit  ir^  und  f  rj  dieselben  Werthe  wie  für  r^ 
und  Tj,  weil  i  herausfällt;  und  der  Ausdruck  für  den  Badius  des 
Aehnlichkeitskreises  bestätigt  das  durch 


i(«i  —«"1)  =  1(^2  + ^'2)  = 


g^1^2 


Damit  ist  man  im  Stande,  ebenso  einfach  die  beiden  Berührungs- 
lagen der  zweifachen  Hyperboloide  zu  bestimmen,  wie  die  der  ein- 
fachen im  Falle  reeller  gemeinsamer  Tangenten  der  Kehlkreise. 

Sodann,  dass  für  zwei  reelle  Kreise,  die  einander  schneiden 
oder  von  denen  der  eine  den  andern  umschliesst,  so  dass  ihre 
inneren  resp.  beide  Paare  der  gemeinsamen  Tangenten  imaginär 
sind,  die  zu  den  imaginären  Distanzen  d  zwischen  0  und  U  resp. 
ig  gehörigen  Hyperboloiddurchdringungen  in  Kugeldurchdringungen 
übergehen.    Nämlich  für  rein  imaginäre  d  und  z  werden 

{x  +  cy  +  f/^  —  z^  =  r^^  und   {x  —  cf +  f/ —(z  +  d)^  =  r./ 

übergeführt  in 

{x  +  cy  +  y^  +  z^=^ri^   und   (o;  —  c)^  +  y^  +  (z  +  rf)2  =  r^^a ; 

die  Durchdringungen  dieser  Kugeln  inclusive  ihrer  Berührungen 
liefern  die  von  den  Kreisen 

ix  +  cy  +  y*  =  r,^     {X  -  cy  +  y*  =  r^^ 

umschliessend  doppelt  berührten  Ellipsen  als  ihre  Projectionen. 
Man  zeige,  welche  Formen  die  Fundamentaleigenschaften  des  Textes 
von  der  Tangentensumme  und  von  der  numerischen  Excentricität 
für  dieselben  annehmen.*  Auch  sind  die  Elemente  ihrer  Doppelbe- 
rührungen mit  den  Kreisen,  ihre  Scheitel  und  die  vierpunktig  be- 
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rührenden  unter  ihnen  nach  den  Regeln  der  darstellenden  Geometrie 
zu  bestimmen. 

18)  Eine  letzte  Reihe  von  Bemerkungen  erfordern  die  Brenn- 
punkte des  Systems  der  Orthogonalprojectionen  unserer  Durch- 
dringungen. Dieselben  sind,  insofern  sie  in  der  Centrale  der  Haupt- 
kreise liegen,  die  Projectionen  der  Kegelmittelpunkte  der  jeweiligen 
Durchdringung;  von  diesen  scheiden  sich  also  nur  die  Brennpunkte 
der  zweiten  Gruppe  von  Hyperbeln  in  der  üebersicht  unter  15), 
der  Hyperbeln  also,  die  den  Distanzen  zwischen  ti  und  /«  ent- 
sprechen, zwischen  den  inneren  und  den  äusseren  Tangenten  der 
Kreise  den  üebergang  bilden  und  ihre  Mittelpunkte  in  dem  endlichen 
Segment  zwischen  den  Aehnlichkeitspunkten  haben,  deren  Brenn- 
punkte also  in  Perpendikeln  zur  Centrale  durch  diese  und 
äquidistant  von  ihr  liegen  müssen.  Zu  den  Brennpunkten  als  Or- 
thogonalprojectionen der  Kegelspitzen  führt  folgender  Constnic- 
tionszusammenhang.  Wir  wissen,  dass  die  Spuren  der  Durchdring- 
ungsebenen im  gemeinsamen  Meridian  eine  Parabel  umhüllen,  die 
die  Potenzlinie  der  Hauptkreise  auf  deren  Centrale  in  ihrem  Scheitel 
berührt  und  zu  ihrer  45^-Tangente  die  betreffende  Spur  der  Ebene 
der  Parabel  des  Systems  hat.  Die  Schnittpunkte  der  Tangenten 
dieser  Parabel  mit  der  gleichseitigen  Hyperbel,  welche  der  Meridian 
des  ruhenden  Hyperboloides  —  wir  wollen  denken  vom  Kehlkreis 
A  in  der  Tafel  —  ist,  sind  die  Scheitel  der  in  der  Falllinie  seiner 
Ebene  liegenden  Axe  des  Kegelschnittes^  und  die  durch  sie  gehenden 
45®-Linien  im  Meridian  liefern  als  die  neuen  Ecken  des  von  ihnen 
gebildeten  Rechtecks  die  Mittelpunkte  der  Kegel  im  Büschel  mit 
dieser  Durchdringung  und  durch  ihre  Orthogonalprojectionen  die 
Brennpunkte  des  Kegelschnittes  in  dem  System,  das  sie  liefert.  Die 
Brennpunkte  in  der  Centrale  bilden  .also  ein  einfach  unendliches 
System  von  Paaren^  die  durch  Lineal-  und  Zirkel-Constructionen 
gefunden  werden  und,  wie  die  Construction  auch  zeigt,  sich  ver- 
tauschbar entsprechend,  d.  h.  eine  Involution.  Die  Aehnlich- 
keitspunkte  sind  die  Doppelpunkte  derselben,  weil  sie  die  jeweilen 
vereinigten  Brennpunkte  der  beiden  Linienpaare  des  Kegelschnitt- 
systems sind;  der  Mittelpunkt  zwischen  ihnen  wird  der  endlich 
entfernte  Brennpunkt  der  Parabel  im  System  sein  und  die  Brenn- 
punkte  irgend  eines  Kegelschnittes  im  System  in  der  Centrale  (also 
die  zweite  Gruppe  der  Hyperbeln  ausgenommen)  liegen  also  so, 
dass  sie  mit  den  Aehnlichkeitspunkten  eine  harmonische  Gruppe 
bilden  und  von  dem  Mittelpunkte  ihrer  Strecke  constantes  positives 
Product  der  Entfernungen  haben  (gleich  dem  Quadrat  seines  Ab- 
standes  von  einem  der  Aehnlichkeitspunkte).  Man  bestimmt  daher 
aus  einem  Brennpunkt  den  andern  und  damit  auch  den  Mittelpunkt 
des  betreffenden  Kegelschnittes ;  imd  man  bestimmt  aus  dem  Mittel- 
punkte beide  Brennpunkte,  als  das  gemeinsame  Paar  der  beschrie- 
benen Involution  mit  der  durch  den  angenommenen   Mittelpunkt 
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als  Doppelpunkt  im  Endlichen  bestimmten  symmetrischen  Invo- 
lution. Man  sieht  sofort,  dass  für  die  Mittelpunkte  zwischen  den 
Aehnlichkeitspunkten  die  Brennpunkte  in  der  Centrale  nicht  reell 
sein  können  —  weil  beide  Involutionen  reelle  Doppelpunkte  haben 
und  diese  einander  trennen  —  und  erhält  nach  den  Gesetzen  des 
Zusammenhanges  zwischen  den  reellen  und  imaginären  Brenn- 
punkten desselben  Kegelschnittes  (vergl.  I,  §  36,  4)  die  reellen 
Brennpunkte  in  den  Punkten  des  Aehnlichkeitskreises ;  welche  in 
der  Senkrechten  zur  Centrale  durch  den  Mittelpunkt  liegen.  Dies 
wird  bestätigt  durch  die  im  Geiste  der  Methode  liegende  Con- 
struction  des  gemeinsamen  Paares  im  Falle  der  Realität,  wonach 
es  durch  den  um  den  gewählten  Mittelpunkt  beschriebenen  Ortho- 
gonalkreis des  Aehnlichkeitskreises  aus  der  Centrale  ausgeschnitten 
wird.  Jetzt  sind  sie  die  Schnittpunkte  des  vom  Aehnlichkeitskreis 
diametral  geschnittenen  Kreises  um  jenen  Mittelpunkt. 

Natürlich  können  daraus  auch  die  übrigen  Elemente  des  be- 
treffenden Systemkegelschnittes  bestimmt  werden.  Weil  die  Aehn- 
lichkeitspunkte  nicht  reell  sind,  sobald  der  eine  der  Hauptkreise 
ein  Symmetriekreis  ist,  so  existiert  dann  zu  jedem  Mittelpunkte 
ein  reelles  Paar  von  Brennpunkten  in  der  Centrale  und  die  zweite 
Gruppe  der  Hyperbeln  im  System  existiert  nicht  mehr,  wie  der 
Aehnlichkeitskreis,  von  dem  jedoch  der  Mittelpunkt,  der  Brennpunkt 
der  Systemparabel,  reell  bleibt.  Wir  wollen  anmerken,  dass  die 
Kegelschnitte  des  Systems,  welche  ihre  Mittelpunkte  zwischen  dem 
vorher  (16)  erwähnten  Mittelpunkte  M  und  dem  Fusspunkte  der 
Potenzlinie  haben  ^  obwohl  sie  selbst  nicht  reell  sind  (15),  doch 
reelle  Brennpunkte  in  der  Centrale  liefern,  wie  dies  auch  schon 
durch  die  Theorie  der  Brennpunkte  in  I,  §  36  im  Zusammenhang 
mit  I,  §  32,  12  und  §  34^  4  f.  zu  erwarten  stand.  Wir  empfehlen 
die  Discussion  der  Brennpunktsbestimmung  für  den  Specialfall  der 
confocalen  Kegelschnitte. 

19)  Einen  directen  Beweis  der  vorstehenden  Ergebnisse  er- 
halten wir  in  den  folgenden  elementaren  Rechnungen. 

Für  das  Coordinatensystem  wie  in  12)  oder  die  Gleichungen 
der  Kehlkreisprojectionen  K^^  K^ 

(^  +  ^)'  +  y'-r,2  =  0,     {x  —  cf  +  y-^  —  r^^^ 

und  den  Kreis  K  durch  ihre  Berührungspunkte  mit  einem  Kegel- 
schnitt des  Systems  (vergl.  12) 

x^  -I-  y2  -  Ä»  =  0 

werden  die  Kreise  der  Büschel  A^],  K  durch  C^  und  K^^  K  durch 
C^  ausgedrückt  durch 

(a;«+y')(c^-Ä2  +  r,2)+2ca:(c^-Ä2)-fc2(c'-Ä2— ri2)=o, 
(a:2-fy2)(c^-Ä2+r22)-2cx(c2  — Ä2)-fc2(c«  — Ä2-r22)=o, 
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und   liefern   die  Potenzlinie  oder  die  Mittelponktsabscisse  des   be- 
trachteten Kegelschnittes  mit. 

„  ^ ^\^  -^2^) ^  ^(r±  —J"ö. 

2(c2— äO +  r,2  +  r22  4c^  — J2    ' 

weil  nach  12)  ist 

2Ä«  =  r,2  4-  rj^  +  rf«  _  2  c\ 

Dieselbe  Linie  ist  aber  auch  die  Potenzlinie  jedes  dieser  Kreise 
mit  dem  Aehnlichkeitskreise  von  A^,  und  A^^,  welcher  den  Radius 
und  die  Mittelpunktsabscisse  resp.  gleich 


c 


Tj^  —   Tj^  '  Tj^  —   Tj« 


und  somit  die  Gleichung  hat 


a;^  +  y2  _  2  ex  J^       .2  +  c^  =  0 ; 

"1 


d.  h.  jene  beiden  Kreise  schneiden   sich  stets  auf  dem  Aehnlich- 
keitskreise oder  sie  bilden  mit  ihm  ein  Büschel. 

20)  Aber  wir  haben  endlich  die  schon  in  11)  nach  dem  Vorgänge 
von  9)  und  10)in'sAuge  gefasste  projectivische  Erweiterung 
der  gefundenen  Resultate  zu  erläutern.  In  dem  System  der  doppelt 
berührenden  Kegelschnitte  zu  zwei  Kreisen,  welches  wir  aus  der 
Durchdringung  der  gleichseitigen  Hyperboloide  ableiteten ,  haben 
wir  den  dort  angeregten  Erwartungen  entsprechend  eine  (Gerade 
von  einerlei  Pol  in  beiden  Kreisen,  nämlich  ihre  Centrale,  und 
eben  diesen  Pol,  die  Richtung  der  dazu  Normalen,  als  ausgezeich- 
nete Elemente  gefunden.  Für  alle  Kegelschnitte  des  Systems  ist 
jene  Gerade  und  dieser  Punkt  Polare  und  Pol ;  für  alle  gehen  auch 
die  Paare  der  Berührungssehnen  mit  den  gegebenen  Kreisen  durch 
jenen  Pol  und  sind  also  jener  Polare  coi^jugiert;  dieselben  bilden 
eine  Involution^  welche  die  beiden  reellen  sich  in  jenem  Pol  schnei- 
denden gemeinsamen  Sehnen  der  gegebenen  Kreise  zu  Doppel- 
strahlen hat,  oder  sie  werden  je  durch  diese  harmonisch  getrennt. 
Wir  haben  nun  zu  bemerken,  dass  die  Hauptkreise  im  Allgemeinen 
drei  Pole  besitzen,  von  denen  jeder  in  Bezug  auf  sie  dieselbe  Polare 
hat,  nämlich  die  Verbindungslinie  der  jeweiligen  beiden  andern. 
Die  beiden  bis  jetzt  nicht  hervorgehobenen  liegen  in  der  Centrale 
und  sind  sowohl  von  den  Durchmesserendpunkten  Uj  U*  im  Kreise 
A,  wie  von  denen  im  Kreise  B,  also  T,  F*,  harmonisch  getrennt, 
d.  h.  sie  sind  das  gemeinsame  Paar  der  durch  jene  und  durch  diese 
resp.  bestimmten  Involutionen  oder  die  Doppelpunkte  der  Invo- 
lution, welcher  beide  als  Paare  angehören.  Bei  reellen  Hauptkreisen 
sind  sie  also  reell,  wenn  diese  ganz  aussereinander  liegen  (in 
diesem  Falle  sind  sie  auch  Diagonalpunkte  des  von  den  gemein- 
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samen  Tangenten  gebildeten  vollständigen  Yierseits)  oder  der  eine 
den  andern  umschliesst ;  nicht  reell,  wenn  sie  sich  schneiden.  Im 
Falle  der  Berührung  zwischen  den  Kreisen  fallen  sie  im  Berührungs- 
punkte zusammen.  -  Ist  einer  der  Hauptkreise  rein  imaginär,  oder 
sind  es  beide,  so  sind  sie  stets  reell  als  gemeinsames  Paar  von 
zwei  Involutionen,  von  denen  eine  elliptisch  ist  oder  welche  dies 
beide  sind.  Im  Geiste  der  entwickelten  Methode  sagen  wir^  sie  sind 
die  Orundpunkte  des  Büschels  von  Kreisen,  das  zu  dem  durch  die 
beiden  Hauptkreise  bestimmten  Büschel  conjugiert  ist  oder  die 
Grenzpunkte  und  Nullkreise  des  Büschels  der  gegebenen  Kreise. 
[Vergl.  I,  §  (36b)  ^nd  §  (36<*).] 

Wir  wollen  bemerken,  dass  für  den  Fall  der  imaginären  Haupt- 
kreise nach  den  Grundlagen  der  Centralprojection  in  I,  §  10  und 
§  34,  5 f.  zugleich  die  Lösung  der  Aufgabe  enthalten  ist:  Man  soll 
die  entsprechenden  trirectangulären  Ecken  oder  Recht- 
winkeltripel  in  den  projicierenden  Bündeln  desselben 
ebenen  Systems  aus  zwei  beliebigen  Centren  im  Baume 
construieren.  Dieselben  sind,  wie  die  entsprechenden  Recht- 
winkelpaare  in  perspectivischen  Büscheln,  stets  reell. 

21)  Benennen  wir  nun  den  in  den  vorigen  Entwickelungen 
aus  den  Hyperboloiden  hervorgetretenen  Pol  mit  X  und  seine 
Polare,  die  Centrale,  mit  x,  sowie  femer  die  beiden  in  der  Centrale 
liegenden  Pole  als  Y  und  Z  und  die  durch  sie  nach  X  gehenden 
Polaren  von  Z  resp.  Y  mit  z  und  y^  so  entsprechen  auch  den 
Polen  Y  und  Z  mit  ihren  resp.  Polaren  y  und  z  Systeme  von 
einfach  unendlich  vielen  die  gegebenen  Kreise  doppelt  berührenden 
Kegelschnitten.  Für  alle  Kegelschnitte  des  Systems  Y  resp.  Z  sind 
die  Gerade  y{z)  und  der  Punkt  Y(Z)  Polare  und  Pol;  ihre  Be- 
rührungssehnen mit  den  Kreisen  gehen  durch  Y(Z)  und  sind  die 
Paare  einer  Involution,  welche  die  beiden  durch  Y{Z')  gehenden 
gemeinschaftlichen  Sehnen  derselben  zu  Doppelstrahlen  hat;  und 
da  diese  letzten  die  nach  den  Kreispunkten  im  Unendlichen  ge- 
henden Geraden  sind,  so  ist  die  Involution  rectangulär  und  die 
Paare  der  Berührungssehnen  zwischen  Kegelschnitien  des  Systems 
und  den  gegebenen  Kreisen  sind  rechtwinklig  zu  einander.  Von 
den  Axen  eines  solchen  Kegelschnittes  geht  die  eine  durch  den 
Mittelpunkt  A  und  die  andere  durch  den  Mittelpunkt  B  und  der 
Ort  ihrer  Mittelpunkte  ist  daher  die  Peripherie  des  über  AB  als 
Durchmesser  beschriebenen  Kreises;  und  jeder  Punkt  dieses  Kreises 
ist  Mittelpunkt  eines  Kegelschnittes  von  jedem  der  beiden  Systeme, 
zweier  Kegelschnitte  mit  vereinigten  Azen.  Der  Ort  der  Brenn- 
punkte jedes  der  beiden  Systeme  besteht  aus  zwei  Kreisen,  welche 
zu  den  gegebenen  Hauptkreisen  concentrisch  sind  und  welche  ent- 
weder einander  rechtwinklig  schneiden,  oder  von  denen  der  eine 
den  andern  im  Durchmesser  schneidet.  Geht  die  Hauptaxe  einer 
Curve  des  Systems  Y  durch  A  oder  B^  so  liegen  ihre  Brennpunkte 
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resp.  im  Kreise  um  den  Mittelpunkt  B  oder  den  Mittelpunkt  Ai 
Das  Rechteck  unter  den  Abständen  jedes  Paares  Brennpunkte  vom 
Punkte  A  sowohl  als  vom  Punkte  B  ist  constant  und  zwar  dem 
Quadrate  des  Radius  des  zugehörigen  Kreises  um  A  oder  um  B 
resp.  gleich.    Ebenso  für  das  System  Z, 

und  da  diese  Eigenschaften  sich  auf  das  gemeinsame  Tripel 
harmonischer  Pole  und  die  gemeinsamen  Punkte  und  Tangenten 
der  Hauptkreise  beziehen,  so  sind  sie  im  Wesentlichen  projectivisch 
allgemein,  d.  h.  übertragbar  auf  die  Theorie  der  doppelt  berührenden 
Kegelschnitte  zu  zwei  gegebenen  Kegelschnitten  in  derselben  Ebene. 
Nur  wird  die  Zahl  der  zu  unterscheidenden  Lagen  der  Hauptkegel- 
schnitte  um  zwei  vermehrt,  diejenigen  nämHch,  wo  sie  vier  reelle 
gemeinsame  Punkte  und  Kreise  oder  vier  gemeinsame  reelle  Tan- 
genten besitzen,  und  so  bildet  die  ganze  Entwickelung  ein  um- 
fassendes Beispiel  von  der  Anwendung  räumlicher  Anschauungen 
und  Constructionen  auf  die  Geometrie  der  Ebene  (in  den  nachfol- 
genden Beispielen  in  umgekehrtem  Sinne)  und  von  dem  Zusammen- 
hange der  metrischen  mit  der  projecti  vi  sehen  Geometrie. 

22)  Wenn  man  die  in  der  Tafelebene  entstandene  Figur  der 
vorigen  Entwickelungen  um  die  Centrale  der  Grundkreise  als  Axe 
dreht,  so  entstehen  zwei  Kugeln  und  die  sie  längs  zweier  Kreise 
in  zur  Centrale  normalen  Ebenen  berührenden  Rotationsflächen 
zweiten  Grades  um  ihre  Centrale  als  Axe.  Man  sieht,  dass  unter 
denselben  im  Allgemeinen  zwei  Kegel  auftreten,  welche  die  Hyper- 
boloide des  Systems  in  drei  Gruppen  sondern,  während  dieselben 
von  den  EUipsoiden  durch  ein  Rotationsparaboloid  geschieden 
werden;  von  jenen  drei  Gruppen  bestehen  die  erste  und  die  letzte 
aus  zweifachen  und  die  mittlere  aus  einfachen  Hyperboloiden. 
Während  die  Brennpunkte  von  jenen  in  den  EUipsoiden  die  ganze 
Hauptaxe  erfüllen,  besitzen  die  einfachen  Hyperboloide  des  Systems 
Brennkreise^  deren  Gesammtbeit  die  Aehnlichkeitskugel  der  beiden 
gegebenen  Kugeln  erfüllt. 

Wir  lenken  damit  die  Aufmerksamkeit  auf  die  Entwickelung 
der  analogen  Sätze  in  der  Geometrie  der  Flächen  zweiten  Grades, 
zunächst  der  Rotationsflächen;  insbesondere  auch  in  Betreff  der 
Realität  der  eingeschriebenen  Kugeln. 

Die  Gesammtheit  der  gemeinsamen  Tangenten  von  zwei  festen 
Kugeln,  welche  zwischen  den  Berührungspunkten  eine  vorgeschrie- 
bene Länge  haben,  erfüllt  ein  einfaches  Rotationsbyperboloid ;  für 
alle  Punkte  desselben  ist  die  Summe  resp.  die  Differenz  der  Längen 
der  Tangenten  aus  ihnen  an  diese  Kugeln  jener  Länge  gleich. 
Zwischen  welchen  Grenzen  muss  diese  constante  Länge  liegen? 
unter  welchen  Bedingungen  kann  das  entstehende  Hyperboloid 
gleichseitig  werden? 

33.  Wir  haben  in  §  91,  3  erinnert,  dass  die  Kugel  an 
Einfachheit  den  gleichseitigen  Botationshyperboloiden*  voraas- 
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geht^  weil  jede  ihrer  Diametralebenen  die  analoge  Bedeutung 
hat,  die  in  diesen  nur  der  einzigen  Hauptebene  zukommt-,  und 
wir  wissen,  dass  dies  darin  seinen  eigentlichen  Grund  hat, 
dass  die  Kugel  im  Räume  wie  der  Kreis  in  der  Ebene  die 
vollständige  anschauliche  Ausdrucksform  des  Prineipes  der  Ro- 
tation ist.  (Vergl.  I,  Schlussüberblick,  p.  349  f.)  Deshalb  ist 
sie  schon  im  ersten  Bande  rücksichtlich  der  darstellend  geo* 
metrischen  Elementaraufgaben  mit  behandelt  worden,  und  eben 
darum  erscheint  es  am  Platze,  sie  hier  einer  weiterführenden 
Betrachtung  zu  unterwerfen.  Wir  knüpfen  an  jene  Elementar- 
behandlung an,  indem  wir  zugleich  unter  den  Beispielen  in 
Form  der  Centralprojection  die  Probleme  vom  ebenen  Schnitt 
und  Tangentenkegel  wiederholen  (1). 

Ist  K  ein  Kreis  vom  Radius  r  um  den  Mittelpunkt  M^  P 
ein  Punkt  in  seiner  Ebene  und  p  seine  Polare  in  Bezug  auf 
den  Kreis,  so  bildet  man  durch  Rotation  der  so  gebildeten 
Figur  um  den  Durchmesser  PM  aus  dem  Kreise  die  Kugel  und 
aus  der  Polare  p  die  Polarebene  F  von  P  in  Bezug  auf  die- 
selbe; der  Pol  Pund  die  Polarabene  F  werden  auf  allen  Strahlen 
aus  P  und  an  allen  Strahlen  in  F  durch  die  Kugel,  nämlich 
durch  ihre  Punkte  in  jenen  resp.  ihre  Tangentialebenen  aus 
diesen,  harmonisch  getrennt.  Wenn  p  den  Kreis  K  in  zwei 
Punkten,  also  F  die  Kugel  in  einem  Kreise  schneidet,  so  ent- 
steht duroh  dieselbe  Rotation  aus  den  Verbindungslinien  jener 
Punkte  mit  P  der  projicierende  Kegel  dieses  Kreises  aus  Pj 
der  Tangentenkegel  der  Kugel  mit  dem  Mittelpunkte  P.  (I, 
§  33,  13.) 

Bildet  man  zum  Kreise  K  (Fig.  71  bei  2),  für  einen  seiner 
Punkte  als  Centrum  (S  der  CoUineatiou,  den  zur  zugehörigen 
Tangente  parallelen  Durchmesser  als  Vereinigung  der  Gegenaxen 
q  und  r  und  somit  seine  parallele  zweite  Tangente  als  Collinea- 
tionsaxe  ^,  die  (involutorische)  CoUinearfigur,  so  ist  dieselbe  die 
gleichseitige  Hyperbel,  welche  den  Kreis  in  ihren  Scheiteln  in 
(S  und  in  s  berührt  und  seine  zum  Durchmesser  von  6  unter 
45^  geneigten  Durchmesser  zu  ihren  Asymptoten  hat.  Aus  ihrer 
Rotation  um  denselben  Durchmesser  6  M  entsteht  das  zweifache 
gleichseitige  Roiationshyperboloid ,  welches  die  aus  K  entste- 
hende Kugel  zu  seiner  Scheitelberührungskugel  hat  und  welches 
offenbar  die  centrisch  involutorische  Raumfigur  zur  Kugel  ist, 

Fiedler    danteUende  Geometrie.  IL  8.  Aufl.  16 


/ 


242      n.  Gurven  nnd  Flächen:   B)  Flächen  zweiten  Grades.   33. 

für  @  als  Centrum  und  die  aus  q'r  resp.  s  bei  der  Rotation 
um  ^.M  entstehenden  Ebenen  Q|B  und  8  als  Gegenebene 
und  als  Collineationsebene.  Auf  diese  Relation  wollen  wir  hier 
nicht  näher  eingehen,  weil  wir  schon  wissen,  dass  aus  der 
Kugel,  wie  aus  dem  zweifachen  gleichseitigen  Rotationshyper- 
boloid, alle  Flächen  zweiten  Grades  von  der  elliptischen  Art 
durch  centrisch  collineare  Umformung  abgeleitet  werden  können 
und  wir  daher  weiterhin  im  Laufe  der  allgemeinen  Unter- 
suchung mit  mehr  Erfolg  darauf  zurückkommen  wollen;  wir 
widmen  nur  dem  speciellen  Fall  noch  unten  ein  Beispiel.  Aber 
wir  stehen  mit  demselben  zugleich  im  Gedankenkreis  der  Cyklo- 
graphie  und  am  natürlichen  Ausgangspunkt  ihrer  Erweiterung 
auf  den  Raum,  von  einer  Geometrie  der  Kreise  in  der  Ebene 
zur  darstellenden  Geometrie  der  Kugeln  und  zur  dar- 
stellenden Geometrie  der  Kreise  auf  der  Kugel.  Wir  kennen 
die  gleichseitige  Hyperbel  als  die  Darstellung  der  beiden  conju- 
gierten  Büschel  von  Kreisen,  welche  ihre  Hauptaxe  resp.  ihre 
Nebenaxe  zur  Centrale  haben^  so  dass  für  jeden  Punkt  der  Axe 
die  zu  ihr  senkrechte  Ordinate  der  Hyperbel  den  Radius  des  um 
ihn  zu  beschreibenden-  Kreises  im  zugehörigen  Büschel  hefert 
[?ergl.  I,  §  (36'*)  und  für  das  Folgende  §  (36'*)].  Wir  wissen  auch, 
in  welcher  einfachen  Beziehung  die  Theorie  der  reciproken Radien 
zu  dieser  Darstellung  der  Kreisbüschel  durch  die  gleichseitige 
Hyperbel  steht.  Denken  wir  nun  die  Kreise  des  Büschels  mit 
der  Hauptaxe  der  Hyperbel  als  Centrale  mit  um  diese  Axe 
gedreht,  so  erzeugen  sie  sämmtlich  Kugeln,  für  welche  die 
Parallelkreise  des  entstehenden  gleichseitigen  zweifachen  Ro* 
tationshyperboloides  ein  System  paralleler  Hauptkreise  bilden, 
und  welche  die  iScheitelberührungskugel  desselben,  die  aus  dem 
Kreise  K  entsteht,  orthogonal  durchschneiden.  Lassen  wir  die 
Kreise  des  conjugierten  Büschels  mit  der  Nebenaxe  der  Hyperbel 
als  Centrale  sich  mit  der  Hyperbel  um  diese  Axe  drehen,  so 
entsteht  gleichfalls  ein  einfach  unendliches  System  von  Kugeln, 
welche  die  Parallelkreise  des  entstehenden  gleichseitigen  ein- 
fachen Rotationshyperboloides  zu  einem  System  paralleler 
Hauptkreise  haben,  und  welche  die  aus  K  entstandene  Kehl- 
kreisberührungskugel  sämmtlich  in  dem  vom  Radius  M^  be- 
schriebenen Kreise  durchdringen.  Alle  jene  Kugeln  des  ersten 
Systems  haben  die  Normalebene  durch  M  zur  Hauptaxe  der 
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Hyperbel  zur  Ebene  gleicher  Potenzen  [vergl.  I,  §  (36c),  3], 
wie  alle  die  des  zweiten  Systems  die  Normalebene  durch  M 
zur  Nebenaxe ;  der  Schnitt  mit  diesen  Ebenen  ist  allen  Kugeln 
des  BQschels  gemein  oder  der  Grundkreis  desselben;  diese 
Ebenen  sind  die  Kugeln  der  Systeme  mit  unendlich  grossen 
Radien  oder  für  die  unendlich  fernen  Punkte  der  resp.  Axen 
als  Mittelpunkte.  Wir  nennen  diese  Kugelsysteme  Kugel- 
büschel  und  können  sie  als  solche  mit  Orthogonalkugel 
resp.  mit  Diametralkugel  unterscheiden;  jede  Kugel  des 
einen  wird  von  allen  Kugeln  des  andern  orthogonal 
geschnitten,  weil  je  zwei  Kugeln  sich  unter  denselben 
Winkeln  schneiden,  wie  ihre  fiauptkreise  in  derselben  Ebene; 
endlich  nennen  wir  solche  zweiKugelbüschel,  wie  die  hier 
betrachteten,  einander  conju giert.  Da  nun  das  erste  Kugel- 
büschel zu  jedem  der  Meridiane  des  zugehörigen  zweifachen 
Rotationshyperboloides  in  gleicher  Weise  gehört,  während  das 
zweite  für  jeden  andern  Meridian  ein  neues  wird  und  diese  Be- 
trachtung überdies  yom  zweiten  Büschel  ausgehend  in  gleicher 
Weise  für  das  einfache  Hyperboloid  gilt,  so  sehen  wir,  dass  z  u 
einem  Büschel  von  Kugeln  unendlich  viele  conjugierte 
oder  orthogonale  Büschel  gehören,  deren  Centralen  die 
Normalen  zu  der  seinigen  durch  seinen  Mittelpunkt  sind,  und 
die  einander  gleich  und  nur  durch  die  Lage  von  einander 
unterschieden  sind.  Die  Kugeln  von  gleichen  Radien  in  allen 
diesen  Büscheln,  die  zu  demselben  Kugelbüschel  conjugiert 
sind,  erfüllen  einen  Raum,  dessen  Grenze  eine  Kreisringfläche, 
ein  Torus  ist,  eine  Rotationsfläche,  die  wir  weiterhin  unter- 
suchen müssen. 

Hier  werden  wir  die  Gesammtheit  der  Kugeln  aller  zu 
demselben  Büschel  conjugierten  Büschel  als  ein  Kugelbündel 
bezeichnen.  Die  Kugel  aus  dem  Kreise  My  Ci,  welche  allen 
seinen  Büscheln  gemeinsam  angehört  und  zu  jedem  einzelnen 
die  Diametralkugel  ist,  oder  die  Orthogonalkugel  des  zu  ihm 
conjugierten  Büschels  in  unserem  Falle,  hat  die  Centralen  aller 
seiner  Büschel  'zu  den  Durchmessern  einer  Hauptebene.  Ist 
aber  das  conjugierte  Büschel  ein  solches  mit  Diametralkugel, 
so  ist  dieselbe  zu  allen  Büscheln  des  entstehenden  Bündels  die 
Orthogonalkugel,  hat  aber  ebenfalls  die  Centralen  aller  seiner 
Büschel  zu  Durchmessern  einer  Hauptebene,  nämlich  der  zur 

16* 


244      n.,  Curven  und  Flächen:  B)  Flächen  zweiten  Grades.   33. 

Centrale  des  conjugierten  Büschels  normalen.  Wir  werden  somit 
Kugelbündel  mit  Diametralkugel  und  Eugelbündel 
mit  Orthogonalkugel  unterscheiden  dürfen.  Denken  wir 
endlich  zu  einer  und  derselben  Diametralkugel  die  sämmtlichen 
Bündel,  welche  einem  Büschel  ihrer  Hauptebene  entsprechen, 
so  dass  ihre  conjugierten  Büschel  das  Bündel  bilden,  welches 
zu  der  Hauptebene  gehört,  die  zum  gemeinsamen  Durchmesser 
jenes  Büschels  normal  ist,  so  haben  wir  alle  Kugeln  zusammen- 
gefasst,  die  eine  und  dieselbe  Kugel  zur  Diametralkugel  haben, 
und  können  diese  Gesammtheit  als  ein  Kugel  netz  mit 
Diametralkugel  bezeichnen,  und  ihr  gegenüber  stellen  das 
Kugelnetz  mit  Orthogonalkugel,  welches  in  analoger 
Weise  aus  einem  Büschel  von  Kugelbündeln  mit  Orthogonal- 
kugel hervorgeht.  Auch  dies  kann  als  dem  zugehörigen 
Kugelbündel  conjugiert  bezeichnet  werden,  aber  man  sieht  zu- 
gleich, dass  jedes  der  beiden  Netze  in  gleicher  Art  aus  den 
sämmtlichen  Bündeln  zu  den  Ebenen  irgend  eines  Duroh- 
messers entsteht  und  daher  auch  immer  zu  einem  Bündel  der 
zugehörigen  normalen  Diametralebene  conjugiert  ist.  Dem  ent- 
spricht es,  wenn  wir  sagen,  das  Netz  mit  einer  Ortho- 
gonalkugel und  das  Netz,  welches  dieselbe  Kugel 
zur  Diametralkugel  hat,  seien  einander  conjugiert. 
Es  ist  evident,  was  man  im  Netz,  Bündel  und  Büschel 
von  Kugeln  als  seine  Hauptkugel  und  als  seinen  Mittel- 
punkt bezeichnen  kann;  auch  wird  man  bei  einem  Bündel 
von  Kugeln  von  seiner  Axe  als  der  Normale  im  Mittelpunkt 
auf  seiner  Centralebene  sprechen  und  kommt  damit  im  Büschel 
wieder  zu  seiner  Potenzebene  als  der  Normalebene  zur  Cen- 
trale im  Mittelpunkte. 

Büschel,  Bündel  und  Netze  von  Kugeln  sind  die 
einfach  unendlichen,  zweifach  und  resp.  dreifach  unendlichen 
Systeme  von  Kugeln,  die  man  als  lineare  Systeme  be- 
zeichnen darf,  weil  jeder  Punkt  des  Raumes  nur  für  eine 
Kugel  des  Netzes  von  gegebener  Diametral-  oder  Orthogonal- 
kugel der  Mittelpunkt  ist,  und  ebenso  jeder  PiJhkt  der  Central- 
ebene des  Bündels  resp.  der  Centrallinie  des  Büschels  nur  fQr 
eine  des  Bündels  und  des  Büschels. 

Ein  specielles  Büschel  bilden  die  Kugeln  durch  einen 
Punkt  mit  einer  durch  ihn  gehenden  Centrale;  die  entspreche 


Die  Verbindungen  der  linearen  EngelBysteme.  33.  245 

enden  Bündel  sind  gebildet  von  den  Kugeln  durch  einen 
Punkt  ihrer  Centralebene  und  die  Netze  von  sämmtlichen 
Kugeln  durch  einen  Punkt;  die  conjugierten  zu  solchen  sind 
von  der  nämlichen  speciellen  Beschaffenheit.  Man  kann  solche 
Büschel  als  konisch  bezeichnen,  gegenüber  den  allgemeinen 
als  den  hyperboloidischen,  insofern  die  zur  Centrale  normalen 
Hauptkreise  ihrer  Kugeln  einen  gleichseitigen  Rotationskegel 
erfüUen;  man  sieht  auch,  dass  in  den  von  ihnen  gebildeten 
Bündeln  nur  Kreisringflächen  auftreten,  die  sich  in  jenem 
Punkte  nach  der  Äxe  selbst  berühren^  etc.  Diese  Büschel, 
Bündel  und  Netze  bilden  die  Grenz-  und  Uebergangs- 
form  zwischen  denen  mit  Diametral-  und  denen  mit 
Orthogonalkugel. 

Diesen  linearen  Gesammtheiten  von  einfach,  zweifach  und 
dreifach  unendlicher  Mächtigkeit  steht  die  Gesammtheit 
aller  denkbaren  Kugeln  des  Baumes  als  vierfach  un- 
endlich an  Zahl  und  gleichfalls  linear  gegenüber. 

Es  ist  ersichtlich,  dass  zwei  Netze  von  Kugeln  ein  Bündel 
derselben,  drei  Netze  ein  Büschel  und  vier  Netze,  immer  eine 
einzige  Kugel  gemein  haben.  Eine  Ebene  durch  die  Mittel- 
punkte beider  Netze  bestimmt .  im  ersten  Falle,  mittelst  des 
conjugierten  Büschels  zu  demjenigen  der  aus  den  Hauptkugeln 
der  Netze  geschnittenen  beiden  Kreise,  eines  der  Kugeibüschel 
des  gemeinsamen  Bündels;  denn  jenes  conjugierte  Büschel  ist 
gemeinsam  den  beiden  Netzen  von  Kreisen  in  der  betrachteten 
Ebene,  welche  die  in  ihr  liegenden  Diaraetralschnitte  der  Kugeln 
beider  Netze  bilden.  Dass  es  für  beide  Hauptkugeln  als  Or- 
thogonal- resp.  Diametralkugeln  das  Büschel  der  Orthogonal- 
resp.  Diametralkreise  der  aus  ihnen  geschnittenen  Kreise  ist, 
während  es  für  die  eine  Hauptkugel  als  Orthogonal-  und  die 
andere  als  Diametralkugel  auch  aus  den  Kreisen  besteht,  die 
den  Kreis  aus  jener  orthogonal  und  den  aus  dieser  diametral 
schneiden,  braucht  nur  erwähnt  zu  werden;  seine  Centrale  ist 
die  Potenzlinie  der  Kreise  aus  den  Hauptkugeln  der  Netze  im 
Sinne  von  I,  §  (ßG%  3.  Wenn  man  im  Falle  von  drei  Netzen 
die  Schnitte  der  Hauptkugeln  in  der  Ebene  ihrer  Centra  bildet, 
so  ist  die  Centrale  des  gemeinsamen  Büschels  die  Normale  zu 
dieser  Ebene  im  Schnittpunkt  der  Potenzlinien  der  drei  Paare 
von  jenen  im  nämlichen  allgemeinen  Sinne,  wie  1,  §  (36^),  4, 
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und  der  um  denselben  beschriebene  gemeinsame  Kreis  der  drei 
zugehörigen  Netze  der  Diametralschnitt  der  Hauptkugel  dieses 
Büschels.  Durch  zweimalige  Wiederholung  dieser  Operation 
bestimmt  man  im  Schnitt  der  entsprechenden  Centralen  den 
Mittelpunkt  der  gemeinsamen  Kugel  zu  vier  Netzen  und  damit 
sie  selbst.  Vier  Kugeln  von  aligemeiner  Lage  bestimmen  acht 
gemeinsame  Orthogonalkugeln,  je  nachdem  man  sie  alle  als 
reell  oder  rein  imaginär,  oder  eine  oder  zwei  von  ihnen  allein 
als  reell  ansieht;  etc. 

Aber  unsere  Methode  zeigt  sofort  auch  die  Theorie  der 
reciproken  Radien  als  jene  linearen  Gesammtheiten  be- 
herrschend und  verbindend.  Wir  wissen  aus  I,  §  (36^),  dass 
die  Potenzkreise  zu  zwei  Kreisen  Kreise  des  durch  sie  be- 
stimmten Büschels  und  Directrix-  resp.  Symmetriekreise  reci- 
proker  Radien  sind,  in  Bezug  auf  welche  die  beiden  gegebenen 
Kreise  einander  entsprechen;  sind  nämlich  Aj  B  und  (7,  D 
die  Endpunkte  der  zur  Centrale  senkrechten  Durchmesser  in 
beiden  Kreisen,  so  denken  wir  die  durch  dieselben  bestimmte 
gleichseitige  Hyperbel  —  bei  sich  schneidenden  Kreisen  mit 
der  Centrale  als  Nebenaxe,  andernfalls  mit  derselben  als  Haupt- 
axe;  wir  markieren  die  Schnitte  der  Geraden  ACj  BD  oder  E 
und  AB,  BC  oder  /  in  der  Centrale,  und  die  zu  ihr  in  diesen 
Punkten  senkrechten  Ordinaten  der  Hyperbel  sind  die  Radien 
der  Potenzkreise  oder  ihre  Quadrate  die  gemeinschaftlichen 
Potenzen  beider  Kreise  in  ihrem  Aehnlichkeitspunkte.  Die  Ro- 
tation um  die  Centrale,  die  wir  vorher  vollzogen,  liefert  zu 
dem  Paare  von  Kugeln  als  die  um  die  Aehnlichkeitspunkte 
beschriebenen  Kugeln  ihres  Büschels  ihre  Potenzkugeln, 
die  Directrix-  resp.  Symmetriekugeln  reciproker  Ra- 
dien, nach  welchen  die  gegebenen  Kugeln  einander  ent- 
sprechen. Jede  die  Centrale  des  Kugelbüschels  schneidende 
Gerade  liefert  durch  ihren  Schnitt  mit  der  Centrale  und  mit 
der  der  Ebene  beider  angehörigen  Meridianhyperbel  des  zuge- 
hörigen Hyperboloides  den  Mittelpunkt  einer  Kugel  des  Bü- 
schels und  die  Endpunkte  der  zur  Centrale  normalen  Durch- 
messer von  zwei  andern  Kugeln  desselben,  die  in  Bezug  auf 
jene  einander  nach  reciproken  Radien  entsprechen;  und  jene 
ist  Directrixkugel ,  wenn  die  zu  ihrem  Mittelpunkte  gehörige 
Hyperbelordinate  reell  ist;  etc.    Jede  Kugel  im  Netz  ist  daher 
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für  ein&ch  unendlich  viele  Paare  von  Kugeln  desselben  Netzes 
als  sieh  entsprechend  Directrixkugel  reciproker  Radien  und 
unter  jenen  Paaren  ist  eines^  welches  aus  zwei  zusammen- 
fallenden Kugeln  besteht;  denn  jene  bestimmt  das  Büschel  und 
damit  die  gleichseitige  Hyperbel  im  Meridian^  deren  Transver- 
salen aus  dem  Mittelpunkte  der  gegebenen  Hyperbel  die  be- 
sagten Paare ;  deren  Tangenten  aus  ihm  das  vereinigte  Paar 
bestimmen;  dieses  letztere  ist  zur  gegebenen  Directrixkugel 
orthogonal. 

Wir  haben  endlich  in  I,  §  (36^)  gesehen,  wie  mittelst  der- 
selben gleichseitigen  Hyperbeln  und  Hyperboloide  die  Kreise 
sich  bestimmeu,  welche  einen  gegebenen  Kreis  unter  Winkeln 

von  vorgeschriefbenem  Cosinuswerth  f  o  i\  schneiden ;  zu  einem 

Kreise,  einem  seiner  Durchmesser  als  Centrale  und  einer  Zahl 
gehören  in  dieser  Weise  zu  einander  in  Bezug  zu  ihm  sym- 
metrische einfach  unendliche  Systeme  von  Kreisen,  die  mau 
als  excentrische  Büschel  und  als  ein  quadratisches  einfach 
unendliches  System  von  Kreisen  bezeichnen  kann,  weil 
zu  jedem  Punkte  der  Centrale  als  Mittelpunkt  zwei  Kreise  des 
Systems  gehören.  Die  Gesammtheit  dieser  Kreise  für  einen 
Kreis  und  eine  Zahl  ward,  wie  wir  wissen,  cyklographisch  re- 
präsentiert durch  die  Punkte  eines  gleichseitigen  Rotations- 
hyperboloides, welches  den  gegebenen  Kreis  zu  einem  Parallel- 
kreis und  die  Zahl  zur  Cotangente  des  Neigungswinkels  seiner 
zugehörigen  Tangentialebenen  gegen  die  Ebene  desselben  hat; 
wir  wissen  auch,  wie  im  Falle  des  gegebenen  imaginären  Kreises 
derselbe  als  Parallelkreis  der  zugehörigen  Scheitelberührungs- 
kugel zu  behandeln  ist.  Dass  es  für  denselben  Kreis  und  die- 
selbe Zahl  zwei  zur  Kreisebene  miteinander  symmetrische  Hy- 
perboloide dieser  Construction  giebt,  deren  Ordinaten  zu  einem 
bestimmten  Punkte  in  dieser  als  Mittelpunkt  die  Radien  der 
betreffenden  Kreise  sind,  ist  offenbar.  Nehmen  wir  den  gege- 
benen Kreis  und  alle  die  so  bestimmten  Kreise  der  Tafel  als 
Diametralschnitte  von  Kugeln,  so  wird  die  aus  dem  ersten 
entstandene  Kugel  von  den  zwei  zweifach  unendlichen  Systemen 
von  den  Kugeln  aus  den  letzteren  unter  Winkeln  von  (jener 
Cotangente)  gleichem  Cosinuswerth  geschnitten  und  diese  qua- 
dratisch zweifach  unendliche  Oesammtheit  kann,  als  aus  ein- 
fach unendlich  vielen  excentrischen  Büscheln  zusammengesetzt, 
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ein  excentrisches  Bündel  und  ein  Bündel  zweiten 
Grades  genannt  werden.  Die  zwei  dreifach  unendlichen  Ge- 
sammtheiten  aller  Kugeln  endlieh,  die  eine  gegebene  Kugel  unter 
Winkeln  von  vorgeschriebenem  Gosinuswerth  schneiden,  dürfen 
wir  als  excentrisches  oder  auch  als  quadratisches  Netz, 
Netz  Yom  zweiten  Grade  bezeichnen;  gegenüber  dem  vorher 
betrachteten  linearen.  Die  Mittelpunkte  der  zu  seinen  excen- 
trischen  Büscheln  gehörigen  Hyperboloidenpaare  bilden  zwei 
mit  der  Hauptkugel  concentrische  Kugeln ,  indess  sie  beim 
linearen  Netz  in  ihrem  Mittelpunkte  vereinigt  sind.  Jene  ge- 
gebene als  Hauptkugel  und  eine  von  diesen  zu  ihr  concentrischen 
Mittelpunktskugeln  bestimmen  das  System. 

Als  Grenzfälle  dieser  Systeme  erhalten  wir  die  Gesammt- 
heit  der  Kugeln,  welche  eine  feste  Ebene  unter  Winkeln  von 
vorgeschriebenem  Cosinuswerthe  schneiden,  eine  quadratische 
dreifach  unendliche  Gesammtheit,  welche  man  leicht  aus  ihren 
einfach  unendlichen  resp.  zweifach  unendlichen  Gesammtheiten 
zusammensetzt;  denn  eine  beliebige  Normalebene  zur  gegebenen 
liefert  in  den  zweifach  unendlich  vielen  Kreisen  in  ihr,  welche 
ihre  Durchschnittslinie  mit  jener,  unter  dem  vorgegebenen 
Winkel  schneiden  (vergl.  I,  §  (7)  p.  24  f.)  die  Diametralkreise 
ebenso  vieler  Kugeln  des  Systems;  und  eine  bestimmte  Nor- 
male zur  gegebenen  Ebene  schneidet  einfach  unendlich  viele 
solche  Kugeln  aus,  für  die  sie  Centrale  ist.  Wir  sehen  aus 
der  Gonstruction  und  mit  den  angezogenen  Ergebnissen  über 
Kreise  sofort;  dass  je  zwei  Kugeln  dieses  Systems  einen  ihrer 
Aehnlicbkeitspunkte,  je  drei  Kugeln  desselben  eine  ihrer 
Aehnlichkeitsaxen  und  je  vier  Kugeln  des  Systems  eine 
ihrer  Aehnlichkeitsebenen  in  der  gegebenen  Ebene  haben. 
Weil  aber  zwei  Kugeln  zwei  Aehnlichkeitspunkte,  drei  Kugeln 
vier  Aehnlichkeitsaxen  —  die  Aehnlichkeitsaxen  ihrer  Schnitt- 
kreise in  der  Ebene  der  Centra  —  und  vier  Kugeln  nach  I, 
§  45,  4  acht  Aehnlichkeitsebenen  haben ^  so  sehen  wir,  dass 
vier  Kugeln  nicht  ein  solches  System,  sondern  acht  derselben 
bestimmen,  entsprechend  ihrer  Zugehörigkeit  zu  den  qua- 
dratischen und  nicht  zu  den  algebraisch  linearen  Systemen. 

Es  ward  schon  im  Zusammenhang  mit  den  reciproken 
Radien  berührt  ~  und  wir  wissen  es  aus  I,  §  (36^),  p.  221  — 
dass  die  Gesammtheit  der  Kreise,  die  zwei  gegebene  Kreise 
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einer  Ebene  gleichwinklig  schneiden,  aus  den  beiden  Systemen 
der  Orthogonalkreise  zu  ihrem  äusseren  und  resp.  ihrem  inneren 
Potenzkreis  besteht  und  cyklographisch  durch  die  beiden  zu- 
gehörigen Netzhyperboloide  repräsentiert  wird.  Denken  wir  . 
nun  die  gegebenen  Kreise  als  Diametralschnitte  von  Kugeln, 
so  liefert  jede  durch  ihre  Centrale  gehende  Ebene  ein  gleiches 
Paar  zweifach  unendlicher  Systeme  und  alle  so  erhaltenen  Kreise 
sind  Diametralschnitte  ebenso  vieler  Kugeln,  welche  die  Kugeln 
der  gegebenen  Kreise  gleichwinklig  schneiden  und  von  denen 
die  Kugeln  des  einen  die  äussere,  die  des  andern  die  innere 
Potenzkugel  derselben  rechtwinklig  schneiden  —  rechtwinklig 
in  dem  allgemeinen  schon  oft  berührten  Sinne,  wonach  das 
orthogonale  Schneiden  mit  einer  rein  imaginären  Kugel  durch 
das  diametrale  Schneiden  mit  ihrer  Symmetriekugel  vertreten 
wird.  Die  gleichwinklig  schneidenden  zu  zwei  Ku- 
geln bilden  also  zwei  Kugelnetze  mit  den  Potenz- 
kugeln der  gegebenen  Kugeln  als  ihren  Haupt- 
kugeln  [vergl.  I,  §  (36''),  12],  nämlich  nach  der  Natur  der- 
selben als  Directrix-  resp.  Symmetriekugel  der  reciproken 
Radien,  nach  denen  jene  sich  entsprechen,  als  Orthogonal-  resp. 
Diametralkugeln  derselben.  Wir  schliessen  daraus  sofort,  dass  die 
gleichwinklig  schneidenden  Kugeln  zu  vier  Paaren 
von  Kugeln,  etc.  und  schliesslich  zu  fünf  Kugeln  als  ge- 
meinschaftlich zu  vier  Netzen  stets  zu  bestimmen  sind.  (Vergl. 
die  Beispiele.) 

Wir  haben  endlich  die  Kegelschnitte  aus  Kreissy- 
stemen entstehen  sehen  und  können  die  bezüglichen  Figuren 
demselben  Verfahren  der  Rotation  unterwerfen.  Um  an  die 
einfachste  Form  dieser  Entstehung  anzuknüpfen,  erinnern  wir 
daran,  dass  ein  Kegelschnitt  der  Ort  der  Centra  von  Kreisen 
war,  siehe  I,  §  (36*),  welche  zwei  feste  Kreise  gleichartig  oder 
ungleichartig  berühren;  es  entstehen  also  zwei  Kegelschnitte 
von  denselben  Brennpunkten,  den  Centren  der  festen  Kreise, 
nämlich  Ellipse  und  Hyperbel  bei  Kreisen,  die  sich  schneiden, 
zwei  Hyperbeln  bei  Kreisen,  die  einander  ausschliessen ,  und 
zwei  Ellipsen,  wenn  der  eine  Kreis  den  andern  umschliesst, 
immer  resp.  von  der  Summe  und  der  Differenz  der  Radien  als 
Hauptaxen.  Denken  wir  das  System  in  jeder  der  Lagen,  die 
es  durch  Drehung  um  seine  Hauptaxe  annehmen  kann^  und  in 
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jeder  Lage  alle  Kreise  desselben  als  Diametralschnitte  von 
Kugeln,  so  erkennen  wir  die  durch  Drehung  des  Kegelschnittes 
um  seine  Hauptaxe  entstehende  Rotationsfläche  zweiten 
.  Grades  als  den  Ort  der  Centra  von  Kugeln^  welche 
zwei  gegebene  feste  Kugeln  gleichartig  resp.  un- 
gleichartig berühren:  Ellipsoide,  zweifache  Hyper- 
boloide und  in  dem  Grenzfall,  wo  die  eine  der  festen  Kugeln 
in  eine  Ebene  im  Endlichen  übergeht^  elliptische. Rota- 
tionsparaboloide.  Weil  wir  aber  wissen,  dass  die  Bild- 
kreise der  Kegelschnittpunkte  jeden  Kreis  des  durch  die  gege- 
benen beiden  Kreise  bestimmten  Büschels  unter  einem  be- 
stimmten Winkel  schneiden^  und  sie  also  auch  erhalten  durch 
die  Forderung  nach  den  Kreisen,  welche  mit  zwei  gegebenen 
Kreisen  vorgeschriebene  Winkel  bilden  —  d.  h.  Winkel  von 
gegebenen  Cosinuswerthen  —  so  erweitert  sich  das  vorige  Er- 
gebniss  auf  die  Kugeln,  welche  mit  zwei  gegebenen  festen 
Kugeln  Winkel  von  gegebenen  Cosinuswerthen  bilden. 

Auch  ist  evident,  dass  alle  Rotationsflächen  zweiten  Grades 
von  Kugeln  aus  Punkten  ihrer  Axe  in  allen  Punkten  je  eines 
Parallelkreises  berührt  werden,   (Vergl.  §  32, 2  f.  u.  Absch.  C,  b.) 

Wir  wollen  bei  diesen  Rotationsflächen  zweiten  Grades 
mit  zwei  Brennpunkten  hier  nicht  ausführlicher  verweilen,  son- 
dern auf  sie  und  ihre  Verwendung  zur  Lösung  einer  Reihe 
von  Aufgaben  bei  der  Untersuchung  der  Rotationsflächen 
zurückkommen. 

Es  ist  ersichtlich,  dass  in  der  Entwickelung  dieser  An- 
schauungen zugleich  eine  Fülle  darstellend  geometrischer  Pro- 
bleme enthalten  ist,  aber  gleichzeitig  auch,  dass  die  Mittel  zu 
ihrer  Lösung  mit  in  denselben  liegen.  Wir  haben  nur  für  eine 
Auswahl  von  Beispielen  Raum  und  überlassen  dem  Leser  ein 
reiches  Feld  zu  solchen  nach  eigener  Ueberlegung. 

1)  Eine  Kugel  ist  durch  die  Centralprojection  M*  ihres  Mit- 
telpunktes M  auf  einer  ihn  enthaltenden  Geraden  SQ*  und  ihren 
Radius  r  bestimmt;  man  soll  aus  dorn  durch  sein  Bild  und  eine 
durch  ihn  gehende  Gerade  bestimmten  Punl^te  L  den  Tangenten- 
kegel an  sie  legen,  seine  Berührungscurve  mit'ihr  und  seinen  Schnitt 
mit  der  Tafel  oder  mit  einer  beliebigen  anderen  Ebene  E  con- 
struieren,  dabei  auch  den  Umriss  ihres  Bildes  ermitteln. 

Alles  das  kann  unabhängig  von  einander  geschehen  mittelst 
der  Involutionen  auf  den  Fluchtünien.    Man  denke  die  projicierende 
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Ebene  der  Geraden  Sif,  lege  mit  ihr  mittelst  ihres  umgelegten 
Centrums  (Sp  die  Punkte  L  und  M  in  (Z)  und  {M^  resp.  in  die 
Tafel  und  verzeichne  dort  um  {M)  mit  dem  Radius  r  den  Kreis 
{K\  die  ümlegung  des  zugehörigen  Hauptkreises  der  Kugel.  Man 
zeichne  die  Polaren  /^(j  und  pj^  von  6  und  L  respective  für  diesen 
Kreis  und  markiere  ihre  Durchstosspunkte  in  der  Tafel,  d.  h.  ihre 
Schnitte  mit  M' L\  Punkte  der  Spuren  der  durch  sie  gehenden 
Normalebenen  zu  den  Geraden  CM  und  LM  resp.,  d.  h.  der  Ebenen 
des  Umrisskreises  U  und  des  Schattengrenzkreises  8  auf  der  Kugel ; 
zugleich  sind  die  Längen  jener  Polaren  innerhalb  des  Kreises 
(A')  die  resp.  Durchmesser  der  Kreise  U  und  S  und  ihre  Mitten 
0  und  N  die  Mittelpunkte  derselben.  Da  nun  die  Ebene  von 
U  normal  auf  dem  Sehstrahl  des  Centrums  CM  und  die  Ebene 
von  S  normal  auf  der  Geraden  ^M  ist,  so  ist  die  Fluchtlinie  q^ 
der  ersten  die  Fluchtlinie  der  Normalebenen  für  M'  als  Flucht- 
punkt der  Normalen,  und  die  Fluchtlinie  q\  der  zweiten  die  Flucht- 
linie der  Normalebenen  für  Q'  von  8/1/  als  Fluchtpunkt  der  Nor- 
malen; und  damit  sind  auch,  als  ihnen  parallel  und  durch  die 
Durchstosspunkte  der  Polaren  p^  ui^d  /?x  gehend»  die  Spuren  s^ 
und  $8  bestimmt. 

Man  bestimme  nun  zu  den  Fluchtlinien  qu  und  q^  die  Um- 
legungen des  Centrums  C^  also  die  Collineationscentra  (Su  und  (5« 
und  markiere  die  Hauptfluchtpunkte  11^  und  /^,,  sowie  die  Distanz- 
punkte Z>„,  />„♦  und  />,,  />,*  beider  Fluchtlinien;  dieselben  ge- 
nügen als  zwei  Paare  der  Involutionen  in  den  resp.  Fluchtlinien 
zur  Construction  der  Kegelschnitte  U'  und  S',  wenn  man  die  durch 
die  Bilder  der  Mittelpunkte  0  und  N  gehenden,  zur  Spur  und 
Fluchtlinie  jeweilig  parallelen  Sehnen  verzeichnet  hat,  mit  ihren 
Endpunkten  X^^  1^'*  und  1/,  1/*.  Und  zwar  erhält  man  für  U' 
die  Endpunkte  der  zu  $u,  normalen  Axe  als  Schnittpunkte  der  Ge- 
raden 1|/Z>„,  l„*'2>w*  und  resp.  !„'/>„*,  \^' Du  und  dazu  die 
Geraden  \u  Hu  und  \u*' Hu  als  Tangenten  in  den  Punkten  l^ 
und  Itt*'  resp.  Und  man  erhält  für  S'  die  Tangenten  in  1/  und 
\*'  als  nach  H,  gehend  und  zwei  Punkte  auf  einer  Geraden  durch 
N'  als  Schnitte  von  1/A  mit  !,*'/>,*  und  von  1,*'A  luit  1/A*« 
Ueberdies  berühren  sich  aber  beide  Kegelschnitte  doppelt  auf  der 
Schnittlinie  der  Ebenen  U  und  S,  die  zugleich  die  Polare  von  8' 
in  beiden  Kegelschnitten  ist,  und  es  ist  leicht,  diese  Berührungs- 
punkte und  damit  ihre  Tangenten  zu  bestimmen. 

Wenn  so  Umriss  und  Schattengrenze  der  Kugel  ermittelt  sind, 
so  bleibt  noch  von  ^er  Bestimmung  des  Schlagschattens  auf  der 
beliebigen  Ebene  5b,  ^e'  ein  Wort  zu  sagen.  Da  er  die  Central- 
projection  des  Kegelschnittes  der  Schattengrenze  aus  dem  Leucht- 
punkte L  auf  die  Ebene  E  ist^  so  können  wir  ihn  construieren, 
indem  wir  die  Involution  auf  ^/^  den  zugehörigen  Pol  N  und  die 
Punkte  lg  und  1«*  der  durch  ihn  zu  jener  parallel  gehenden  Sehne 
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von  L  auH  auf  E  projicieren  und  die  80  erhaltene  Invointioit  mit 
Pol,  Polare  und  Punktepaar  auf  der  Seluie  durch  den  Pol  zur 
Constrnction  dea  Kegelw^nittes  S&  verwenden. 

Die  AasfUhrung  ist  sehr  tu  empfehlen. 

Zöge  man  (vergl.  I,  §  60, 12)  durch  £  eine  beliebige  Gerade, 
vom  Fluchtpunkt  Q/,  so  liegt  ihre  coi^ugierte  Gerade  h  in  der 
Polarebene  von  8  in  Bezug  auf  die  Kugel  und  in  der  Normalebene  lu 
ihr  selbst  durch  den  Mittelpunkt.  Wenn  g  die  Kugel  nicht  trifft, 
so  schneidet  sie  A,  natürlich  in  S;  ihre  Schnittpunkte  mit  S  sind 
die  Berührungspunkte  der  dnrch  g  an  die  Kugel  gehenden  Tan- 
gentialebenen. 

2)  In  der  cenirisch  involutorischen  CoUineation,  welche  swiachen 
der  gleichseitigen.  Hyperbel  und  ihrem  Scheitelkreis  flir  den  einen 
Scheitel  als  Centrum  (£  und  die  Tangente  im  andern  Scheitel  als 
Axe  s  besteht,  denke  man  einen  Funkt  P,  der  Hauptase  der  Hjperbel 
und  seine  Polare  im  Scheitelkreis  p\  ist  dann  P^*  der  Fnsspunkt 
dieser  Polare  in  der  Hauptaxe  und  p*  die  auf  dieser  in  P  er* 
lichtete  Normale,   so  ist  immer  p  die  Polare  von  P  und  p*  die 

Polare  von  P*  auch  in  der 
gleichseitigen  Hyperbel  and  P, , 
P|*  sind  entsprechende  Punkte 
und  p,  p*  enteprechende  Ge- 
rade in  der  bezeichneten  In- 
volution (Fig.  71).  Weil  die 
Asymptoten  der  Hyperbel  den 
üur  Hauptase  parallelen  Tan- 
genten des  Kreises  entsprechen, 
und  den  andern  Durchmessern 
der  Hyperbel  Sehnen  des  Krei- 
ses von  derselben  Richtung  so- 
wie umgekehrt,  so  entspringen 
zahlreiche  Relationen ,  welche 
in      der     Figur    71     bestehen 

mUssen.    Sie  enthalten  den  Zusammenhang  zwischen  cyklischen  und 

hyperbolischen  Functionen. 

3)  Man  denke  zwei  Kugeln  darch  die  Horizontal-  und  Verti- 
calprojectionen  ihrer  Mittelpunkte  vV, ,  J/,  und  ihre  Radien  f|,  f*} 
bestimmt;  man  construiere  ihre  Fotenzebene  und  die  Kugel  ihres 
Büschels,  welche  einen  bestimmten  Punkt  .1/  der  Centrale  M^M^ 
zum  Centmm  bat. 

Wir  machen  durch  eine  Transformation^—  ,j;  in  M^M^  (I, 
§  59,  Fig.  127  f.)  —  die  Centrale  zur  verticalen  Projectionsebene 
parallel  und  verzeichnen  die  ümrisskreise  der  beiden  Kugeln  in  der 
neuen  Verticalprojection,  die  Potenzlinie  derselben  und  den  Kreis 
ihres  BUschels,  welcher  yM"  zum  Mittelpunkte  hat;  die  Normalebene 
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durch  jene  zur  jetzigen  Yerticalebene  ist  die  fragliche  Potenzebene 
und  die  Kugel  mit  dem  Badius  r  von  diesem  um  M  die  gesuchte 
Kugel. 

Zur  Ermittelung  der  Potenzlinie  haben  wir  schon  eine  Reihe 
von  Wegen.  Schneiden  sich  die  beiden  reell  gedachten  Kreise  um 
lüf/'  und  ^^2'  ™^^  ^^°  Radien  r^  und  Tj,  so  ist  sie  die  gemein- 
same Sehne;  schneiden  sie  sich  nicht,  so  kann  sie  als  durch  die 
Halbierungspunkte  der  Strecken  ihrer  gemeinsamen  Tangenten  zwi- 
schen den  Berührungspunkten  (also  mittelst  eines  derselben)  gehend 
bestimmt  werden;  oder  man  erhält  einen  Punkt  von  ihr  als  den 
Schnittpunkt  der  gemeinsamen  Sehnen,  die  die  beiden  gegebenen 
Kreise  mit  irgend  einem  sie  schneidenden  Hilfskreis  gemein  haben. 
Ganz  allgemein  aber,  auch  die  Fälle  rein  imaginärer  Kreise  \xm* 
fassend^  ist  die  Regel,  die  wir  in  Folgendem  entwickeln.  Ist  2c 
die  Centraldistanz  M^  M^  und  diese  Gerade  die  Axe  der  x ,  ihre 
Mitte  zwischen  M^  und  M^  der  Anfangspunkt  rechtwinkliger  Car- 
tesischer  Coordinaten  in  der  Ebene  der  Kreise,  so  sind  deren  Glei- 
chungen und  die  Gleichung  der  Verbindungslinie  ihrer  Schnittpunkte 
Im  Endlichen,  also  der  Potenzlinie,  resp. 

(a?+c)^ +y^=''l^     (^  — <^)*+y^=*'^2^    und    .4cxs=r,^  —  r^ 

d.  h.  der  Abstand  des  Fusspunktes  der  Potenzlinie  in  der  Centrale, 
von  der  Mitte  derselben  gegen  das  Centrum  des  kleineren  Kreises 
hin  gemessen,  ist  die  Hohe  eines  Rechteckes  mit  der  doppelten 
Centrale  als  Basis,  welches  die  Differenz  der  Quadrate  der  Radien 
zur  Fläche  hat.  Ist  einer  der  Kreise  rein  imaginär,  so  ist  sein 
Radiusquadrat  in  dieser  Regel  als  negativ  zu  behandeln.  Die  vier 
diesen  Fällen  entsprechenden  Potenzlinien  derselben  Kreise  sind  in 
Paaren  symmetrisch  zur  Mitte  der  Centrale.  Es  ist  nicht  schwer, 
dieselbe  Regel  ohne  die  Coordinateneinkleidung  aus  der  Forderung 
abzuleiten^  dass  ein  um  diesen  Fusspunkt  als  Centrum  beschriebener 
Kreis  die  beiden  gegebenen  Kreise  orthogonal  resp.  ihre  Sjmmetrie- 
kreise  diametral  schneiden  muss.  Dieser  Kreis  ist  der  Hauptkreis 
des  Büschels  und  je  nachdem  er  reell  oder  rein  imaginär  ist,  wird 
der  um  M  zu  beschreibende  Kreis  des  Büschels  zu  ihm  prthogonal 
resp.  diametral  sein  u.  s.  w. 

Wir  erwähnen,  dass  die  Potenzebene  von  zwei  Kugeln  zugleich 
ihre  Collineationsebene  sowohl  fdr  den  äusseren  als  den  inneren 
Aehnlichkeitspunkt  als  Collineationscentrum  ist. 

4)  Man  zeichnet  auch  die  Kugeln  des  Büschels,  die  durch 
einen  gegebenen  Punkt  P  gehen,  sowie  die,  welche  eine  gegebene 
Ebene  T  und  die,  we)che  eine  gegebene  Kugel  K  berühren. 

Im  ersten  Falle  reduciert  sich  die  Construction  auf  eine  solche 
in  der  Ebene  M^M^Pi  im  zweiten  auf  die  in  der  Normalebene 
durch  A/j  M2  zu  E  und  im  dritten  auf  die  in  der  Ebene  von  M^  M^ 
nach  dem  Mittelpunkte  der  Kugel  K.  Man  macht  diese  Ebenen 
resp.  zu  Projectionsebenen  —  durch  ümlegung  resp.  Transformation 
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—  und  nimmt  die  Kreise  und  die  Gerade  mit,  die  sie  aus  den 
gegebenen  Kugeln,  aus  der  Kugel  K  und  der  Ebene  £  schnefden, 
im  ersten  Falle  natürlich  den  Punkt  P.  Man  hat  nun  die  Kreise 
im  Bdschel  durch  einen  Punkt  P,  an  eine  Gerade  t  resp.  an  einen 
Kreis  AT  zu  legen.  Die  Methode  der  Cyklographie  führt  in  allen 
drei  Fällen  leicht  zu  den  botreffenden  besten  Constructionen.  Das 
Büschel  Yon  Kreisen  ist  die  Darstellung  einer  gleichseitigen  zur 
Zeichnungsebene  orthogonal  symmetrischen  Hyperbel,  die  als  Durch- 
dringung von  zwei  gleichseitigen  Botationskegeln  oder  eines  Netz- 
hyperboloides mit  einer  Ebene  angesehen  werden  kann;  dazu  giebt 
der  Punkt  durch  die  ihn  enthaltenden  Kreise  einen  zur  Tafel  sym- 
metrischen gleichseitigen  Botationskegel ,  die  Gerade  t  durch  die 
sie  berührenden  Kreise  eine  durch  sie  gehende  45®  Ebene  und  der 
Kreis  iT  zwei  über  ihm  stehende  gleichseitige  Rotationskegel.  Die 
Ebene  schneidet  die  gleichseitige  Hyperbel  des  Büschels  in  zwei 
Punkten  (vergl.  §  31, 7),  welche  die  gesuchten  Kreise  des  zweiten 
Falles  zu  ihren  Bildungskreisen  haben;  die  Kegel  durchdringen  je 
einen  Kegel  oder  das  Hyperboloid  durch  die  Büschelhyperbel  in 
einem  ebenen  Querschnitt  resp.  in  zwei  solchen  Querschnitten,  die 
aus  der  Hyperbel  die  Punkte  der  einen  und  die  der  zwei  Lösungen 
der  ersten  und  dritten  Aufgabe  ausschneiden. 

5)  Der  Mittelpunkt  eines  Netzes  hat  in  allen  Kugeln  desselben 
die  nämliche  Potenz,  nämlich  das  Radiusquadrat  der  Hauptkugel; 
diese  Potenz  ist  positiv  im  Netz  mit  Orthogonalkugel,  negativ  im 
Netz  mit  Diametralkugel,  und  Null  in  dem  Netze,  dessen  sämmt- 
liche  Kugeln  durch  seinen  Mittelpunkt  gehen.  Das  Netz  besteht 
aus  sich  selbst  entsprechenden  Kugeln  in  der  Verwandtschaft  nach 
reciproken  Radien,  für  welche  seine  Hauptkugel  die  Directrix-  resp. 
Symmetriekugel  ist. 

Für  das  gemeinsame  Bündel  zu  zwei  Netzen  ist  die  Potenz- 
ebene ihrer  Hauptkugeln  die  Centralebene;  für  das  gemeinsame 
Bündel  zu  drei  Netzen  die  Potenzlinie  ihrer  Hauptkugeln  die  Cen- 
trale in  dem  Sinne  von  2). 

6)  Die  gemeinsame  Kugel  zu  vier  Netzen  construiert  man  also 
aus  den  vier  Hauptkugeln  1,  2,  3,  4  derselben,  indem  man  den 
Schnittpunkt  der  drei  Potenzebenen  der  Paare  12^  13,  14  dieser 
Kugeln  ermittelt;  die  um  ihn  beschriebene  Kugel  des  einen  Netzes 
ist  zugleich  die  entsprechende  in  den  drei  andern  Netzen.  Die 
Bestimmung  der  Kugel  durch  vier  Punkte  (I^  §  52,  9)  ist  der  ein- 
fachste Fall  dieser  Construction ;  die  die  Strecken  12,  13,  14  hal- 
bierenden Normalebenen  sind  die  Potenzebenen  der  Kugel  paare  ftlr 
die  Radien  Null. 

Die  gefundene  Kugel  ist  die  Hauptkugel  des  Netzes,  zu  welchem 
die  vier  gegebenen  gehören,  und  bestimmt  alle  anderen  Kugeln  des- 
selben. Sie  ist  jedoch  nur  bestimmt,  wenn  die  vier  gegebenen 
Kugeln  nicht  zu  demselben  Bündel  gehören  und  ihre  Centra  nicht 
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in  derselben  Ebene  liegen  —  im  erwähnten  Grenzfall,  wenn  die  vier 
gegebenen  Punkte  nicht  in  einer  £bene  liegen;  andernfalls  ist  ihr 
Mittelpunkt  unendlich  fem  und  ihr  Radius  unendlich  gross. 

So  bestimmen  auch  drei  Kugeln  ein  Bündel  von  Kugeln  nur, 
wenn  sie  nicht  zum  nämlichen  Büschel  gehören  und  ihre  Centra 
nicht  in  einer  Geraden  liegen. 

7)  Die  Aehnlichkeitskreise  zu  den  drei  Paaren  12,  23,  31 
von  Kreisen,  die  man  aus  drei  Kreisen  1^  2;  3  bilden  kann,  bilden 
ein  Büschel^  also  auch  die  Aehnlichkeitskugeln  zu  drei  Kugeln.  Die 
sechs  Aehnlichkeitskugeln  der  aus  vier  Kugeln  1,  2,  3,  4  gebil- 
deten Paare  12,  ....  34  gehen  durch  zwei  gemeinsame  Punkte ; 
denn  die  Aehnlichkeitskugeln  von  den  Paaren  12^  23,  31  und 
wiederum  die  von  12,  24^  41  bilden  ein  Büsche],  dessen  Grund- 
kreise auf  der  Aehnlichkeitskugel  von  12  liegen  und  sich  also  in 
zwei  Punkten  schneiden.  Von  diesen  Punkten  aus  werden  die  vier 
Kugeln  durch  Rotationskegel  von  gleichem  Oefinungswinkel  berührt. 
(Vergl.  §  31,  8.) 

8)  Die  gleichwinklig  schneidenden  Kugeln  zu  zwei 
gegebenen  sind  die  sich  selbst  entsprechenden  Kugeln  in  den 
Transformationen  durch  reciproke  Radienvectoren  für  die  äussere 
und  innere  Potenzkugel  der  gegebenen  als  Directrix-  resp.  Sjm- 
metriekugel.  Ist  +  P  clas  Radiusquadrat  der  benutzten  Potenz- 
kugel, so  liegen  die  Mittelpunkte  aller  derjenigen  unter  ihnen,  die 
einen  gegebenen  endlichen  Radius  r  haben,  auf  der  zur  Potenzkugel 
concentrischen  Kugel  vom  Radiusquadrat  (r^  +  p);  die  von  un- 
endlich grossem  Radius  sind  die  gemeinsamen  Tangentialebenen 
aus  dem  Aehnlichkeitspunkte,  die  vom  Radius  Null  sind  die  Punkte 
der  Potenzkngel  —  sie  fehlen,  wenn  diese  als  Sjmmetriekugel  zu 
betrachten  ist.  Zweifach  unendlich  viele  schneiden  rechtwinklig  und 
haben  ihre  Centra  in  der  Potenzebene  der  beiden  Kugeln,  und 
zweifach  unendlich  viele  berühren  in  nicht  entsprechenden  Punkten 
eines  bezüglichen  Aehnlichkeitsstrahles  und  ihre  Centra  erfüllen 
eine  Rotationsfläche  zweiten  Grades;  ebenso  für  jede  andere  be- 
stimmte Grösse  des  Schnittwinkels. 

Die  zur  einen  Potenzkugel  gehörigen  Kugeln  schneiden  beide 
gegebene  Kugeln  nicht  bloss  gleichwinklig  sondern  auch  gleichartig, 
d.  h.  beide  mehr  einschliessend  oder  mehr  ausschliessend ,  die  zur 
andern  Potenzkugel  gehörigen  schneiden  sie  ungleichartig.  Die 
orthogonal  schneidenden  Kugeln,  deren  Centra  in  der  Potenzebene 
liegen,  gehören,  weil  dieser  Unterschied  beim  rechtwinkligen  Schnitt 
wegfällt,  zu  beiden  Systemen.  Die  Ortskugeln  der  Centra  gleich- 
winklig schneidender  Kugeln  von  einerlei  Radius  in  beiden  Sy- 
stemen schneiden  sich  daher  auf  der  Potenzebene  der  beiden 
Kugeln. 

9)  Sind  11*,  22*  zwei  Paare  von  Kugeln,  so  sind  die 
gleichwinklig  schneidenden  des  ersten  Paares  die  Kugeln  der  beiden 
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Netze  mit  den  Potenzkugeln  E|  und  If  und  die  des  zweiten  Paares 
die  Kugeln  der  Netze  Ej  und  Ij  —  wenn  wir  so  die  äussere  und 
innere  Potenzkugel  der  Paare  1  und  2  bezeichnen  — -  und  die 
Kugeln  der  Bündel,  welche  zweien  dieser  Netze,  einem  der  ersten 
und  einem  der  zweiten  Gruppe,  gemeinsam  sind,  schneiden  sowohl 
das  erste  Paar  als  auch  das  zweite  Paar  der  gegebenen  Kugeln 
unter  einerlei  Winkeln.  Nehmen  wir  die  Kugeln  1^  und  2*  als 
identisch^  als  eine  Kugel  3,  so  erhalten  wir  zwar  auch  in  dieser 
Art  die  gleichwinklig  schneidenden  zu  drei  gegebenen  beliebigen 
Kugeln^  aber  mit  wesentlicher  Specialisierung;  denn  die  Potenz- 
kugeln  der  drei  Paare  aus  den  gegebenen  Kugeln  gehören  als  zu 
den  durch  sie  bestimmten  Büscheln  zu  einerlei  Bündel  und  da  sie 
ihre  Centra  zu  dreien  in  gerader  Linie  haben,  nämlich  in  einer  der 
vier  Aehnlichkeitsaxen  der  gegebenen  Kugeln,  so  gehören  sie  zu 
solchen  dreien  einem  Büschel  an.  Die  Mittelpunkte  der  gleichwinklig 
schneidenden  zu  den  drei  Kugeln  liegen  daher  in  vier  Ebenen, 
welche  durch  die  Potenzaxe  derselben  normal  zu  je  einer  ihrer  vier 
Aehnlichkeitsaxen  gehen,  und  die  Kugeln  selbst  bilden  das  zuge- 
hörige Bündel. 

Für  drei  Paare  von  Kugeln  11*,  22*,  33*  haben  wir  die 
Paare  von  Netzen  E|,  I]*,  Ej,  I3;  E3,  I3  und  die  Kugeln  der 
Büschel,  welche  dreien  dieser  Netze ;  eines  aus  jeder  Gruppe  ge- 
nommen, gemeinschaftlich  sind,  sind  die  diese  drei  Paare  gleich- 
winklig schneidenden.  Fallen  die  Kugeln  1*,  2*,  3*  in  eine  einzige 
Kugel  4  zusammen;  so  erhält  man  die  Büschel  der  gleichwinklig 
schneidenden  zu  den  vier  Kugeln  1;  2,  3,  4;  die  Orte  ihrer  Centra 
sind  die  Normalen  vom  Potenzcentrum  zu  den  acht  Aehnlichkeits- 
ebenen  der  vier  Kugeln.  Man  wendet  zum  Erweis  die  vorige 
Betrachtung  auf  die  Gruppen  11»,  22*  und  11*,  3  3*  oder  2  2* 
33*  nach  einander  an. 

Offenbar  gehört  die  gemeinsame  Orthogonalkugel  zu  allen 
diesen  BQscheln,  und  jedes  ist  durch  sie  und  die  entsprechende 
Aehnlichkeitsebene  als  Potenzebene  bestimmt;  denn  diese  Ebenen 
sind  die  unendlich  grossen  Kugeln  des  Systems. 

Mit  vier  Paaren  von  Kugeln  11*,  .  .,  44*  kommt  man 
endlich  zu  einzelnen  Kugeln  als  sie  je  gleichwinklig  schneidend; 
dieselben  sind  die  gemeinschaftlichen  zu  vier  Netzen,  je  eines  aus 
jedem  der  Paare  E, ,  I|;  E^,  I2;  E3,  I3;  E4,  I4,  also  an  Zahl 
sechszehn.  Fallen  1*,  .  •  4*  in  in  eine  einzige  Kugel  5  zusammen, 
so  erhalten  wir  dieselbe  Lösung,  aber  wir  können  die  Gonstruction 
auch  in  folgender  Art  vollziehen :  Wir  bilden  aus  den  fünf  Kugeln 
die  Quadrupel  1234  und  2345  und  verzeichnen  für  jede  derselben 
die  acht  Normalen  vom  Potenzcentrum  auf  die  acht  zugehörigen 
Aehnlichkeitsebenen;  weil  beide  Quadrupel  das  Tripel  2  34  gemein 
haben,  so  liegen  diese  Normalen  in  den  vier  Ebenen  der  Centra 
der  gleichwinklig  schneidenden  Kugeln  zu  2,  3  und  4  und  ihre  sechs- 
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zehn  Schnittpunkte  liefern  die  Mittelpunkte  der  gesuchten  Kugeln. 
Da  aus  den  fünf  Kugeln  fünf  Quadrupel  gebildet  werden,  also  auch 
fünf  Orthogonal  kugeln  und  je  acht  Aebnlicbkeitsebenen  entstehen, 
deren  Schnitte  mit  den  entsprechenden  unter  jenen  auf  den  gleich- 
winklig schneidenden  Kugeln  liegen,  so  erh&lt  man  eine  interessante 
sphärische  Oonfiguration:  Die  fünf  mal  acht  Kreise,  welche 
die  Orthogonalkugeln  mit  den  Aehnlichkeitsebenen  ihrer  Gruppen 
,  gemein  haben^  liegen  zu  fünf  auf  sechzehn  Kugeln. 

Die  analoge  Aufgabe  in  der  Ebene  zeigt  vier  mal  vier  Paare 
von  Punkten  zu  vier  auf  acht  Kreisen  als  die  analoge  cyklische 
Oonfiguration. 

Man  zeige,  wie  die  Oonstruction  der  gleichwinklig  schneidenden 
zu  einem  Tripel  und  einem  Paar,  zu  einem  Tripel  und  zwei  Paaren, 
zu  zwei  Tripeln  y  und  zu  einem  Quadrupel  und  einem  Paare  von 
Kugeln  sich  gestaltet. 

Die  Oonstruction  der  Aebnlichkeitspunkte  von  zwei  Kugeln 
und  damit  die  der  Aehnlicbkeitsaxen  und  Aehnlichkeitsebenen  von 
drei  und  vier  derselben  geschieht  immer  in  der  nfimliohen  einfachen 
Weise,  durch  innere  und  äussere  Theilung  der  Oentrale  M^M^ 
nach  dem  Yerhältniss  der  Radien  r,  und  r^  . 

10)  Die  Transformation  durch  reciproke  Radien, 
welche  Ebenen  und  Kugeln  in  Kugeln,  Gerade  und  Kreise  in 
Kreise  und  umgekehrt  überführt,  indem  zugleich  alle  Berührungen 
und  die  Grössen  aller  Schnittwinkel  zwischen  ihnen  erhalten  bleiben, 
giebt  zum  Theil  Begründungen  des  vorigen,  zum  Theil  weiter- 
führende Resultate. 

Zwei  Kugeln  bestimmen  ein  Büschel  und  damit  zugleich  das 
Bündel  der  zu  ihm  conjugierten  Büschel  oder  der  zu  ihnen  ortho- 
gonalen Kugeln ;  sie  schneiden  .sich ;  werde  angenommen ,  in  den 
Punkten  eines  Kreises,  zu  welchem  dann  diese  orthogonal  sind,  so 
dass  für  jedes  ihrer  Büschel  zwei  diametral  gegenüber  liegende 
Punkte  dieses  Kreises  die  Kugeln  vom  Radius  Null  oder  die  Grenz- 
punkte sind.  Denken  wir  den  Anfangspunkt  reciproker  Radien  in 
einem  Punkte  jenes  Kreises,  so  verwandelt  die  betreffende  Trans- 
formation alle  Kugeln  des  ursprünglichen  Büschels  in  Ebenen  durch 
den  entsprechenden  zum  andern  Endpunkt  des  bezüglichen  Grund- 
kreisdurchmessers und  normal  zu  den  Durchmessern  der  einzelnen 
Kugeln,  die  den  Anfangspunkt  enthalten;  und  es  gehen  gleich- 
zeitig die  Kugeln  desjenigen  Büschels  der  conjugierten  oder  ortho- 
gonalen, für  welches  der  Anfangspunkt  ein  Grenzpunkt  ist,  weil 
sie  jene  orthogonal  schneiden  müssen,  in  concentrische  Kugeln  um 
jenen  entsprechenden  des  andern  Grenzpunktes  über  —  indess  die 
übrigen  Büschel  in  Büschel  gleicher  Art  verwandelt  werden.  Diess 
geschieht  für  jeden  beliebigen  Punkt  des  Raumes  in  der  Art,  dass 
die  durch  ihn  gehende  Kugel  des  Büschels  in  eine  Ebene  d.  h. 
also  in  die  Potenzebene    des    transformierten   Büschels  übergeht; 

Fiedler,  danteUende  Geometrie.  II.  3.  Aufl.  17 


258      II.  Curven  und  Flächen:  ß)  Flächen  zweiten  Grades.   33. 

fasst  man  also  zwei  Kugeln  des  Originalbüschels  in's  Auge,  ftlr 
welche  jene  die  Potenzkugel  ist,  welche  also  von  ihr  unter  gleichen 
Winkeln  geschnitten  werden  ^  so  gehen  diese  in  solche  Über,  die 
die  Potenzebene  des  transformierten  Büschels  unter  gleichen  Win- 
keln schneiden,  d.  h.  in  Kugeln  von  gleichen  Radien.  Wir  ziehen 
daraus  zunächst  den  Schluss,  dass  zwei  Kugeln  immer  entweder 
in  zwei  Ebenen  oder  in  zwei  concentrische  Kugeln  oder  endlich  in 
zwei  gleiche  Kugeln  verwandelt  werden  können.  Die  gleichwinklig 
schneidenden  zu  jenen  beiden,  unter  denen  wir  die  berührenden 
hervorheben  wollen,  gehen  im  ersten  Falle  in  die  gleichwinklig 
schneidenden  zu  zwei  Ebenen  über,  im  zweiten  in  die  gleichwinklig 
schneidenden  und  berührenden  zu  zwei  concentrischen  Kugeln ;  und 
weil  jene  die  Halbierungsebenen  der  Winkel  jener  Ebenen,  diese 
aber  zwei  andere  concentrische  Kugeln  rechtwinklig  schneiden,  so 
müssen  die  gleichwinklig  schneidenden  der  Originalkugeln  zu  zwei 
Kugeln  orthogonal  sein,  die  als  die  Potenzkugeln  E  und  I  der- 
selben durch  analoge  Schlüsse  deduciert  werden  können. 

11)  Man  verwandelt  durch  reciproke  Radien  das  Netz  mit 
Orihogonalkugel  in  das  System  der  Kugeln  aus  den  Punkten  einer 
Ebene;  und  ebenso  das  Bündel  von  Kugeln  mit  Orthogonalkreis 
in  das  -System  der  Kugeln  aus  den  Punkten  einer  Qeraden. 

12)  Denken  wir  drei  Kugeln  durch  reciproke  Radien  mit  einem 
ihrer  gemeinsamen  Punkte  als  Anfangspunkt  in  Ebenen  transfor- 
miert, so  erscheinen  die  gleichwinklig  schneidenden  als  von  vier 
Geraden,  den  Axen  der  berührenden  Rotationskegel  orthogonal  ge- 
schnitten,  und  dieselben  bilden  daher  im  Original  vier  leicht  näher 
zu  bestimmende  Systeme;  für  die  berührenden  liegen  die  Berühr- 
ungspunkte jedes  Systems  auf  jeder  Ebene  in  einer  Geraden  aus 
ihrem  Schnittpunkt,  die  mit  der  grthogonal  schneidenden  in  einer 
zu  jener  normalen  Ebene  liegt.  Also  liegen  die  Berührungspunkte 
der  drei  Kugeln  mit  den  sie  berührenden  für  jede  in  einem  Kreise 
und  die  durch  denselben  gehende  Orthogonalkugel  zu  jener  enthält 
auch  den  Orthogonalkreis  des  bezüglichen  Systems  und  die  gemein- 
samen Punkte  der  gegebenen  Kugeln;  etc. 

Macht  man  die  drei  Kugeln  durch  reciproke  Radien  aus  einem 
Punkte  des  Kreises  durch  ihre  Centra  (also  z.  B.  für  eine  von  ihnen 
als  Directrix)  zu  Kugeln  mit  einerlei  Centrale,  so  werden  die  be- 
rührenden zu  jenen  in  die  von  diesen  verwandelt  und  man  erhält 
durch  die  Construction  der  Apollonischen  Kreise  zu  ihren  Diametral- 
kreisen in  einer  beliebigen  durch  die  Centrale  gehenden  Ebene 
vollständige  Auskunft  über  das  Gesammtsystem :  Die  vier  Paare 
zur  Centrale  symmetrischer  Berührungskreise  bestimmen  durch  ihre 
Centra  die  Orte  aller  Centra,  durch  ihre  Berührungspunkte  mit 
den  Diametralkreisen  die  Orte  der  Berührungspunkte  auf  den 
Kugeln,  etc. 

Zu  drei  beliebigen  Kugeln  1,  2,  3  wird  man  also  das  System 
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der  berührenden  wie  folgt  bestimmen.  Seien  ihre  Potenzaxe  o  und 
ihre  vier  Aehnlichkeitsaxen  s^,  5,,  ^2>  hy  ^^  bestimme  man 
die   zu  0  parallelen  Polarlinien    der  letzteren  in  den  drei  Kugeln 

Poi}  Po2*  ^03)  P\i9  Pt2f  P\^'^  ®^"  ^^^  schneide  die  Kugel  Ä^<  durch 
die  Ebenen  opoi^  opu^  opa,  opzi\  die  entstehenden  Schnittkreise 
sind  die  Orte  der  Berührungspunkte  der  vier  den  Aehnlichkeits- 
axen s^y  5j,  $2;  ^3  i'^sp.  entsprechenden  Systeme  der  gesuchten 
Kugeln. 

Offenbar  gehört  zu  jedem  derselben  eines  der  conjugierten 
Paare  von  Apollonischen  Kreisen,  die  in  der  Centralebene  der 
Kugeln  zu  ihren  drei  Diametralkreisen  als  denselben  Aehnlichkeits- 
axen conjugiert  gefunden  werden,  und  sie  sind  in  der  That  durch 
diese  vollständig  bestimmt,  wie  denn  auch  die  conjugierten  Geraden 
j9qi,  etc.  der  Aehnlichkeitsaxen  in  den  Kugeln  durch  die  Pole  der 
Aehnlichkeitsaxen  in  den  Diametralkreisen  vollständig  ersetzt  werden. 

Aus  einem  Berührungspunkte  P^  auf  der  Kugel  K^  in  dem 
zu  Si  gehörigen  Kreise  erhält  man  den  Mittelpunkt  der  zugehörigen 
Berührungskugel  als  Schnitt  seines  Durchmessers  in  der  Normal- 
ebene zu  $i  durch  o  und  die  übrigen  zwei  Berührungspunkte  auf 
den  nach  diesem  gehenden  Durchmessern  der  beiden  andern  Kugeln 
und  in  der  Ebene  /i^t«  so  dass  überdiess  die  Verbindungslinien 
der  drei  Berührungspunkte  in  Paaren  durch  die  drei  Aehnlichkeits- 
punkte  in  dieser  Aehnlichkeitsaxe  gehen. 

13)  Damit  erhält  man  folgende  Construction  der  gemeinschaft- 
lichen Berührungskugeln  zu  vier  beliebigen  Kugeln  1,  2, 
3,  4  —  in  vollständiger  Analogie  zur  Construction  des  Apollonischen 
Problems  in  I,  §  (36^)^  4:  Construiert  man  zu  einer  der  acht  Aehn- 
lichkeitsebenen  der  vier  Kugeln  die  Pole  in  denselben,  so  schneiden 
ihre  Yerbindungsgeraden  mit  dem  Potenzcentrum  der  vier  Kugeln 
die  zugehörigen  einzelnen  Kugeln  in  den  Berührungspunkten  von 
zweien  der  gemeinsamen  Berührnngskugeln ;  ihre  nach  diesen  Schnitt- 
punkten gehenden  Durchmesser  begegnen  sich  zweimal  zu  vieren 
in  zwei  Punkten  auf  der  Normale  vom  Potenzcentrum  zur  benutzten 
Aehnlichkeitsebene ;  als  den  Mittelpunkten  derselben.  Man  erhält 
acht  Paare  solcher  Kugeln ;  jedes  mit  der  zugehörigen  Aehnlich- 
keitsebene  als  Potenz-  und  Collineationsebene  und  dem  Potenz-  als 
CoUineations- Centrum.  Es  ist  evident,  dass  sie  nicht  immer  alle 
reell  sind,  sondern  in  Paaren  imaginär  werden  können,  und  es  ist 
leicht  Kugelsjsteme  zu  bilden,  die  gar  keine  reellen  gemeinsamen 
Berührungskugeln  gestatten;  nichtsdestoweniger  sind  dieselben  stets 
alle  sechzehn  geometrisch  bestimmt. 

14)  Um  alle  Specialfälle  zu  umfassen,  müssen  wir  die  Bestim- 
mung der  Aehnlichkeitspunkte  und  Potenzebenen  auch  für  die  Kugeln 
mit  unendlich  kleinen  oder  unendlich  grossen  Radien  ausführen 
können.  Wir  bemerken  deshalb,  dass  für  gleiche  Badien  der  innere 
Aehnlichkeitspunkt  die  Mitte  der   Centrale    und  der    äussere    der 

17* 


260      n.    Ourven  und  Flächen:  B)  Flächen  zweiten  Grades.   84. 

unendlich  ferne  Punkt  derselben  ist,  während  für  einen  Radius 
Null  beide  Aehnlichkeitspunkte  in  den  zugehörigen  Mittelpunkt  zu- 
sammenfallen;  dass  für  Kugel  und  Ebene  die  Aehnlichkeitspunkte 
die  Endpunkte  des  zur  Ebene  normalen  Kugeldurchmessers  sind, 
so  dass  eine  Kugel  mit  allen  Ebenen  von  gleicher  Stellung  die- 
selben Aehnlichkeitspunkte  hat.  Ebenso  ist  für  zwei  gleiche  Kugeln 
die  Potenzebene  die  Normalebene  zur  Centrale  durch  ihre  Mitte; 
für  Kugel  und  Ebene  fällt  sie  immer  mit  der  Ebene  zusammen, 
für  zwei  Ebenen  ist  jede  der  Halbierungsebenen  ihrer  Fläohen- 
winkel  Potenzebene. 

Auch  für  die  Bestimmung  der  gleichwinklig  schneidenden  zu 
gegebenen  Paaren,  wenn  unter  diesen  Ebenen  auftreten,  bedarf 
man  dieser  besonderen  Resultate. 

34.  Die  Transformation  durch  reciproke  Radien ,  die  sich 
aus  unserer  Methode  mit  Nothwendigkeit  ergeben  und  sich 
im  Vorigen  für  die  Probleme  ihres  Gebietes  als  wirkdames  Un- 
tersuchuDgdmittel  erwiesen  hat,  ist  nun  auch  insbesondere  das 
natürlichste  und  beste  Hilfsmittel  zur  Behandlung  der 
sphärischen  Geometrie,  speciell  der  Probleme  über  Kreise 
auf  derselben  Kugel. 

Erinnern  wir  uns  der  zahlreichen  Ergebnisse,  die  wir  über 
die  linearen  und  planaren  Systeme  von  Kreisen  in  einer  Ebene, 
über  die  Büschel  und  Netze  von  Kreisen,  über  die  Winkel- 
schnittsysteme derselben  in  I,  §  (7)  und  §  (36)  f.,  über  ihre 
Verbindung  mit  der  Theorie  der  Kegelschnitte  a.  a.  0.  und 
oben  besonders  in  §  32  gefunden  haben,  so  wird  sofort  er- 
sichtlich, welche  Mengen  von  Relationen  und  Anschauungen 
der  Sphärik  daraus  entspringen,  dass  wir  die  Ebene,  auf  der 
wir  alles  diess  construiert  denken,  als  stereographische 
Projection  aus  einer  Kugelfläche  ansehen  und  von  ihr 
auf  dieselbe  zurückgehen.  Kreise  und  Gerade  der  Ebene  ver- 
wandeln sich  in  Kreise  auf  der  Kugel,  die  letzteren  speciell 
in  solche,  die  durch  den  Anfangspunkt  der  reciproken  Radien 
auf  derselben  gehen,  Büschel  in  Büschel  von  derselben  Art; 
die  Winkel,  welche  jene  Kreise  in  der  Ebene  mit  einander  ein- 
schliessen,  bilden  auch  die  Transformierten  auf  der  Kugel, 
Netze  gehen  daher  in  Netze  und  Winkelschnittsysteme  nach 
irgend  einem  bestimmten  Cosinuswerth  in  eben  solche  Systeme 
nach  demselben  Cosinuswerth  über,  Berührungen  liefern  wieder 
Berührungen;  etc. 
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Nehmen  wir  den  Anfangspunkt  0  der  reciproken  Radien 
in  einem  ausserhalb  der  Ebene  gelegenen  willkürlichen  Punkte, 
so  kann  jeder  Punkt  in  der  aus  ihm  auf  die  Ebene  gefällten 
Normale  als  Mittelpunkt  M  der  Originalkugel  gewählt  werden, 
die  dann  mit  dem  Radius  MO  beschrieben  wird;  die  Directrix- 
kugel  der  reciproken  Radien  ist  dann  die  zum  Mittelpunkt  0 
gehörige  Kugel  des  BüechelS;  welches  die  Kugel  um  M  durch 
0  mit  der  gegebenen  Ebene  als  Potenzebene  bestimmt.  Nimmt 
man  insbesondere  M  als  den  Fusspunkt  der  Normale  von  0  auf  der 
Ebene,  so  ist  die  Directrixkugel  der  reciproken  Radien  die  aus 
0  beschriebene,  welche  die  um  M  im  Diametralkreise  schneidet, 
und  die  Radien  beider  Kugeln  stehen  im  Yerhältniss  1  :  /2. 
Dann  wird  der  innerhalb  dieses  Diametralkreises  liegende  Theil 
der  Ebene  auf  der  unter  ihr  liegenden  Hälfte  der  Orthogonal- 
kugel  und  der  ausserhalb  desselben  Kreises  liegende  Tbeil  der 
Ebene  auf  ihrer  oberen  Halbkugel  mit  Erhaltung  aller  Winkel- 
grossen, also  in  den  kleinsten  Theilen  ähnlich  oder  wie 
man  sagt  conform  oder  winkeltreu,  abgebildet;  und  in 
dieser  Abbildung  übertragen  sich  unsere  planimetrischen  Con- 
structionen  in  solche  der  Sphärik. 

Dazu  betrachten  wir  die  Zeichnungsebene  selbst  als  eine 
Kugel  von  unendlich  grossem  Radius,  die  auf  ihr  liegenden 
Kreise  und  Geraden  als  ihre  Schnitte  mit  Kugeln,  welche  sie 
orthogonal  schneiden,  resp.  mit  zu  ihr  normalen  Ebenen.  Dann 
sind  zwei  Kreise  mit  ihren  Aehnlichkeitspunkten  durch  die 
zwei  über  ihnen  als  Diametralschnitten  beschriebenen  Kugeln 
und  die  Mittelpunkte  ihrer  gemeinschaftlichen  Berührungskegel 
zu  ersetzen;  ein  Büschel  von  Kreisen  mit  Grundpunkten  durch 
die  die  Ebene  orthogonal  schneidenden  Kugeln  aus  gerader 
Centrale  und  mit  einem  zur  Tafel  orthogonal -symmetrischen 
gemeinsamen  Kreise;  etc.  Durch  die  Transformation  gehen 
alle  diese  Ebenen  und  Kugeln  in  Kugeln  über,  welche  die 
Originalkugel  überall  rechtv^inklig  durchschneiden  und  dabei 
z.  B.  durch  die  entsprechenden  Punkte  oder  Kreise  gehen,  etc. 

Die  Hauptgrundlage  der  Uebertragung  ist  dann  der  Satz: 
Das  Bild  des  Poles  Yom  Originalkreis  auf  der  Kugel 
ist  der  Mittelpunkt  des  zugehörigen  Bildkreises. 
Sei  M  der  Pol  der  Originalkreisebene  in  Bezug  auf  die  Kugel, 
auf  welcher  C  den  Anfangspunkt  der  reciproken  Radien  be- 
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zeichnet,  so  denke  man  durch  die  Gerade  CM  eine  Ebene, 
welche  aus  dem  Originalkreise  den  Durchmesser  AB  und  aus 
seinem  projicierenden  Kegel  die  Mantellinien  C A^  CB  schneidet, 

welche  die   entsprechende  Ebene 

^'*  '*•  in  A\  B'  treflfen.    Dann   ist  der 

^       MM-    -^^        ^    Schnitt  M'  von  MC  mit  ihr  immer 

'*'^ 1"'//    V'  die  Mitte  zwischen   A'  und   B\ 

\  //M(\\  weil  für  D  als  den  Schnittpunkt 

/f\ '   \     V,.  von  A  B  mit  der  Tangentialebene 

'"   \"jt.  Jf'  jb\  \ der  Kugel   in   C  und    somit  als 

/       \      '    \  \  \  Pol  von  MC  im  Schnittkreis  der 

/  \       \\  \;  Kugel  mit  der  betrachteten  Ebene 

/  \..^'\vi  ^ÄS  Büschel  der  Strahlen   aus  C 

^ "  ^^     c^    nach  A,  By  M  und   D  ein  har- 

monisches ist  und  somit  in  der 
Reihe  seiner  Schnittpunkte  Ä^  B\  M*  auf  der  zu  CZ>  parallelen 
Tafelebene  M'  der  dem  unendlich  fernen  Punkte  in  Bezug  auf 
A'  und  B'  harmonisch  conjugierte  ist. 

Wir  wenden  diesen  Satz  zuerst  auf  ein  System  concen- 
trischer  Kreise  in  der  Bildebene  und  das  System  ihrer  gemein- 
samen Durchmesser  an.  Nach  ihm  ist  der  vom  Anfangspunkte 
der  reciproken  Radien  nach  dem  gemeinsamen  Mittelpunkte 
der  Kreise  gehende  Strahl  m  der  Ort  der  Pole  der  Ebenen  der 
Bildkreise  auf  die  Kugel,  so  dass  diese  Ebenen  durch  die  in 
Bezug  auf  die  Kugel  conjugierte  Gerade  desselben  m*  hin- 
durchgehen werden,  d.  i.  durch  die  Schnittlinie  der  Tangential- 
ebene der  Kugel  im  Anfangspunkt  und  ihrer  Tangentiale'bene 
in  ihrem  zweiten  Schnittpunkt  mit  der  Geraden  m.  Der  un- 
endlich fernen  Geraden  der  Bildebene  als  dem  unendlich  grossen 
Kreise  des  concentrischen  Systems  entspricht  der  unendlich 
kleine  Kreis  der  Kugel  in  der  Tangentialebene  im  Anfangs- 
punkt; dem  unendlich  kleinen  Kreise  des  Systems  d.  h.  dem 
Mittelpunkte  desselben  entspricht  auf  der  Kugel  der  unendlich 
kleine  Kreis  um  ihren  zweiten  Schnittpunkt  mit  m.  Dem  System 
der  gemeinschaftlichen  Durchmesser  entspricht  auf  der  Kugel 
das  System  der  Kreise,  welche  von  den  durch  m  gehenden 
Ebenen,  d.  i.  den  projicierenden  Ebenen  der  Durchmesser,  aus 
ihr  geschnitten  werden,  oder  die  Kreise  durch  zwei  feste  reelle 
Punkte  der  Kugel.    Die  durch  diese  Kreise  gehenden  Ortho- 
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gonalkugeln  der  gegebeneu  bilden  ein  Kugelbüschel  mit  der 
Centrale  m*  und  mit  einem  durch  die  Schnitte  von  m  gehenden 
Grundkreis  in  der  zu  m*  normalen  Diametralebene.  Das  Analoge 
gilt  für  das  Büschel  der  Kreise  in  den  Ebenen  durch  m*.  Die 
Kreise  des  einen  Büschels  schneiden  die  des  andern  recht- 
winklig, wie  die  concentrischen  Kreise  ihre  Durchmesser.  Es 
ist  ein  Specialfall  der  allgemeinen  Figur  der  conjugierten  oder 
orthogonalen  sphärischen  Büschel,  die  wir  nun  betrachten 
wollen. 

Von  zwei  conjugierten  Kreisbüscheln  in  der  Ebene  hat  das 
eine  die  Grundpunkte  des  andern  zu  Grenzpunkten,  und  wenn 
wir  ihre  Kreise  als  Diametralkreise  von  Kugeln  denken,  so 
gehen  die  Kugeln  des  einen  durch  zwei  feste  zur  Centrale  or- 
thogonal-symmetrische Punkte  der  Ebene,  während  die  Kugeln 
des  andern  normal  zu  ihnen  sind  und  jene,  die  Grenzpunkte, 
selbst  als  Kugeln  vom  Radius  Null  enthalten.  Den  Kreisen 
des  Büschels  mit  Grundpunkten  Ä^  B  entsprechen  auf  der 
Kugel  die  Kreise  durch  die  entsprechenden  A\  B*  derselben, 
die  Kreise  also,  welche  die  Ebenen  des  Büschels  von  der 
Scheitelkante  Äff  aus  der  Kugel  schneiden;  den  Kreisen  des 
conjugierten  Büschels  entsprechen,  weil  die  Grundpunkte  selbst 
als  Grenzpunkte  zu  ihnen  gehören,  die  Schnitte  der  Kugel  mit 
den  Ebenen  durch  die  Gerade,  in  denen  die  beiden  Tangential- 
ebenen in  ^',  B'  einander  schneiden.  Die  Pole  der  Ebenen 
jedes  Büschels  liegen  in  der  Scheitelkante  des  andern,  die 
Scheitelkanten  sind  conjugierte  Gerade  in  Bezug  auf  die  Kugel. 
Aus  der  Erhaltung  der  Winkelgrössen  bei  der  Abbildung  durch 
reciproke  Radien  folgt,  dass  die  Kreise  des  einen  Büschels 
von  denen  des  andern  rechtwinklig  geschnitten  werden.  Die 
Polarität  der  Scheitelkanten  in  Bezug  auf  die  Kugel 
ist  also  die  Orthogonalität  der  zugehörigen  Kreis- 
büschel auf  derselben.  Die  speciellsten  Formen  solcher 
Büschel  bieten  die  Meridiane  einer  Kugel,  oder  ihre  Schnitte 
mit  Ebenen  durch  einen  ihrer  Durchmesser,  uud  die  zuge- 
hörigen Parallelkreise,  d.  h.  ihre  Schnitte  mit  den  zu  diesem 
Durchmesser  normalen  Ebenen  einerseits,  und  die  Schnitte  durch 
zwei  in  demselben  Punkte  berührende  und  einander  recht- 
winklig schneidende  Tangenten  der  Kugel  anderseits;  jene 
entsprechen   dem   concentrischen   System   mit   seinen   Durch« 
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messerii;  diese  den  conj  agierten  45^  Reihen  in  der  Ebene,  wie 

I,  §(7). 

Wenn  man  in  der  vorigen  Erörterung  die  Verbindaugs- 

ebene  des  Anfangspunktes  der  reciproken  Radien  mit  der  Cen- 
trale des  betrachteten  Büschels  in  der  Ebene  denkt,  so  schneidet 
sie  das  Büschel  der  Ebenen  der  entsprechenden  Kreise  auf  der 
Kugel  in  den  Strahlen  eines  Büschels,  deren  Schnitte  mit  der 
Kugel  die  entsprechenden  sind  zu  den  in  der  Centrale  gelegeneu 
Durchmesserendpunkten  der  Kreise  in  der  Ebene.  In  der  That, 
diese  bilden  eine  Involution  und  die  aus  dem  Anfangspunkte 
nach  ihnen  gehenden  Strahlen  bestimmen  also  eine  solche  in 
dem  zugehörigen  Querschnitt  der  Kugel,  für  die  das  erwähnte 
Strahlenbüschel  das  'Sehnenbüschel  ist;  diese  Involution  ist 
elliptisch  für  das  Büschel  mit  Grandpunkten  und  hyperbolisch 
für  das  mit  Grenzpunkten,  d.  h.  der  Schnittpunkt  der  Sehnen 
liegt  für  jene  im  Innern  für  diese  nothwendig  ausserhalb  der 
Kugel.  Diess  ist  ein  Specialfall  des  allgemeinen  Verhaltens 
der  projectivischen  Gebilde  gegenüber  der  Um- 
formung durch  reciproke  Radien,  von  dem  hier  noch 
kurz  die  Rede  sein  soll.  Vier  Punkte  einer  Geraden,  vier 
Strahlen  durch  einen  Punkt  in  einer  Ebene  und  vier  Ebenen 
durch  eine  Gerade,  vier  Punkte  eines  Kreises  mit  allen  andern 
Punkten  und  vier  Tangenten  eines  Kreises  mit  allen  andern 
Tangenten  desselben  bestimmen  ein  festes  Doppelverhältnisa, 
und  wir  bilden  darnach  projectivische  Punktreihen  und  Strahlen- 
systeme oder  Ebenen büschel  nach  I,  §  16  f.,  §  24  f.  Wenn 
nun  aus  vier  Punkten  einer  Geraden  durch  reciproke  Radien 
die  vier  entsprechenden  Punkte  ihres  Bildkreises  abgeleitet 
werden,  so  geschieht  diess  durch  Strahlen  aus  dem  auf  dem 
Bildkreise  liegenden  Anfangspunkt  und  das  Doppelverhältniss 
der  Originalreihe  ist  dem  der  Bildreihe  gleich.  Alle  Doppel- 
verhältnissrelationen gerader  Punktreihen ,  also  insbesondere 
auch  ihre  Involution  etc.,  werden  somit  übertragen.  Das  Analoge 
gilt  für  vier  Punkte  eines  Kreises  auf  einer  durch  den  An- 
fangspunkt gehenden  Ebene,  weil  die  Bildpunkte  auf  den  für 
den  Anfang  als  Aehnlichkeitspunkt  zum  Originalkreis  ähn- 
lichen Bildkreise  die  nicht  entsprechenden  in  den  betreffenden 
Aehnlichkeitsstrahlen  sind.  Offenbar  sind  dann  die  zugehörigen 
Tangentengruppen  in  demselben  Sinne  projectivisch.    Aus  den 
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Strahlen  eines  Büschels  erhalten  wir  Kreise  eines  Büschels  mit 
Grundpunkten,  die  mit  einander  Winkel  von  derselben  Grösse 
einschliessen^  wie  die  entsprechenden  Geraden;  und  wenn  aus 
dem  Strahlenbüschel  durch  eine  Transversale  eine  beliebige 
Reihe  herausgeschnitten  wird;  so  geht  dieselbe  in  die  zu  ihr 
projectivische  über,  die  auch  der  Bildkreis  der  Transversale 
—  ein  Kreis  durch  einen  der  Grundpunkte  —  aus  den  Kreisen 
des  Büschels  schneidet.  Ein  Ebenenbüschel  verwandelt  sich 
in  ein  mit  ihm  gleichwinkliges  Kugelbüschel  mit  einem  durch 
den  Anfangspunkt  gehenden  Gruudkreis;  etc.  Es  ist  in  diesem 
Sinne,  dass  sich  projectivische  Eigenschaften  in  die  Umform- 
ungen durch  reciproke  Radien  übertragen. 

Bezeichnen  wir  zwei  Kreise  der  Ebene  und  zugleich  die 
über  ihnen  als  Diametralschnitte  stehenden  Kugeln  durch  K^ , 
K^  und  die  ihnen  entsprechenden  Kreise  auf  der  Kugel  sowie 
die  durch  sie  gehenden  Orthogonalkugeln  derselben  mit  K(^ 
K^  und  sind  Ej  1  die  Aehnlichkeitspunkte  dieser  Kugeln  E 
und  I  die  entsprechenden  Potenzkugeln  derselben,  so  dürfen 
wir  die  Kugeln  A',',  K^  als  einander  für  jeden  dieser  Aehn- 
lichkeitspunkte und  die  zugehörige  Potenzkugel  als  Anfang 
und  als  Directrix  nach  reciproken  Radien  entsprechend  ansehen. 
Dann  entspricht  die  der  Ebene  entsprechende  Kugel  K,  weil  sie 
beide  orthogonal  schneidet,  in  den  nämlichen  Abbildungen 
sich  selbst,  so  dass  von  den  zwei  Schnittpunkten  eines  belie- 
bigen Aehnlichkeitsstrahles  mit  ihr  jeder  das  Bild  des  andern 
nach  der  zugehörigen  Abbildung  ist;  die  beiden  Schnittkreise  A^/, 
K^  entsprechen  einander  in  denselben  auch,  d.  h.  die  projicie- 
renden  Strahlen  oder  Radien  der  Punkte  des  einen  schneiden  auch 
den  andern,  oder  beide  d.  h.  irgend  zwei  Kreise  derselben 
Kugel  liegen  zugleich  auf  zwei  Rotationskegeln  mit 
den  Aehnlichkeitspunkten  der  zugehörigen  Ortogo- 
ualkugeln  als  Mittelpunkten«  In  Folge  dessen  berührt 
jede  Ebene  aus  einem  dieser  Punkte,  welche  den  einen  der 
beiden  Kreise  iT/,  K^  berührt,  auch  den  andern,  und  der 
Schnittkreis  derselben  mit  der  Kugel  E  berührt  sie  in  Punkten, 
deren  gerade  Verbindungslinie  nach  dem  zugehörigen  Kegel- 
mittelpunkte als  Aehnlichkeitspunkt  geht.  Und  zwar  berühren 
die  in  dieser  Weise  auf  Ebenen  aus  E  entstehenden  Kreise  die 
gegebenen  gleichartig,  und  die  auf  Ebenen   aus  /  liegenden 
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berühren  sie  ungleichartig.  Endlich  schneiden  die  Ebenen 
dnrch  die  Gerade  El,  die  Centrale  der  Orthogonalkngeln  üT/, 
K^j  die  Engel  K  in  Kreisen,  welche  zu  den  Kreisen  K^^  K^ 
orthogonal  sind,  und  die  Schnittpunkte  eines  solchen  Kreises 
mit  ihnen  liegen  nothwendig  in  geraden  Linien  ans  E  und 
aus  /. 

Weil  aber  allgemein  zwei  Kreise  auf  einer  Kugel 
die  nämlichen  Winkel  mit  einander  einschlie^sen, 
wie  die  durch  sie  gehenden  Orthogonalkugeln  der- 
selben,  so  folgt,  dass  alle  Ebenen  durch  den  Punkt  E  und 
resp.  durch  den  Punkt  /  die  Kugel  K  in  Kreisen  schneiden, 
welche  mit  den  Kreisen  K(  und  K^  gleiche  Winkel  bilden. 
Auch  ihre  Schnittpunkte  mit  denselben  li^en  in  Paaren  auf 
geraden  Linien  durch  den  entsprechenden  Aehnlichkeitspunkt. 
Das  Ebenenbündel  durch  E  liefert  so  die  Gesammtheit  der 
gleichartig  gleichwinklig  schneidenden  Kreise  zu  den  gegebenen, 
das  Ebenenbündel  aus  /  die  ebenfalls  zweifach  unendliche  Ge- 
sammtheit der  ungleichartig  gleichwinklig  schneidenden.  Immer 
kommt  in  dem  einen  System  eine  einfach  unendliche  Reihe 
Yon  Kreisen  mit  dem  Radius  Null  yor,  die  Punkte  des  Kreises 
in  der  Polarebene  von  E^  während  jedes  ein  Büschel  von  Kreisen 
vom  grossten  Radius  und  ein  Büschel  yon  Kreisen  durch  einen 
beliebigen  Punkt  der  Kugel  K  enthält,  also  auch  durch  den 
Anfangspunkt  reciproker  Radien  in  ihr,  durch  welche  die  Kugel 
K  in  die  Tafelebene  abgebildet  wird.  Dnrch  Zusammensetzung 
gelangt  man  zu  den  gleichwinklig  schneidenden  zu  zwei  und 
zu  drei  Paaren  you  Kreisen  derselben  Kugel  und  Ebene. 

Drei  Kreise  A^|,  K^^  K^  einer  Ebene  bestimmen  einen 
gemeinsamen  Orthogonalkreis  O  und  ein  Netz  yon  Kreisen  Ki 
in  derselben,  damit  zugleich  ein  zweifach  unendliches  System 
yon  Kugeln,  welche  zu  einer  Kugel  O  orthogonal  sind  und  ihre 
Centra  in  einer  Ebene  haben,  die  Kugeln  eines  Bündels  nach 
§  33.  Die  Abbildung  nach  reciproken  Radien  yerwandelt  das- 
selbe in  ein  neues  Kugelbündel,  nämlich  in  die  zweifach  un- 
endliche Gesammtheit  yon  Kugeln  A^/,  welche  zu  der  der  Ebene 
entsprechenden  Kugel  E  und  zugleich  zu  einer  ihrer  Ortho- 
gonalkugeln O'  orthogonal  sind,  die  also  ihre  Centra  in  der 
Potenzebene  P  der  beiden  Kugeln  K  und  O'  haben;  diese 
Ebene  P  ist  aber  wegen  der  Orthogonalität  der  Kugeln  zugleich 
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die  Polarebene  vom  Mittelpunkte  der  einen  in  Bezug  auf  die 
andere,  also  die  Polarebene  des  Mittelpunktes  von  O'  in  Bezug 
auf  K.  Jeder  Punkt  A  der  Ebene  F  ist  Centrum  einer  zu  K 
(und  damit  zu  O')  orthogonalen  Kugel,  welche  aus  E  einen 
Kreis  des  Systems  ausschneidet,  für  dessen  Ebene  H'  der  ge- 
dachte Punkt  der  Pol  ist ;  weil  aber  die  Polarebenen  der  Punkte 
einer  Ebene  in  Bezug  auf  die  Kugel  durch  den  Pol  dieser 
Ebene  in  derselben  gehen,  so  gehen  die  Ebenen  der  Kreise 
des  Systems  sämmtlich  durch  den  Pol  der  Ebene  F  in  Bezug 
auf  die  Kugel  K  oder  den  Mittelpunkt  Of  von  O'.  Wir  nennen 
die  Oesammtheit  dieser  Kreise  ein  sphärisches  Netz  und 
den  Kreis  in  der  Ebene  F  den  Hauptkreis  desselben;  offenbar 
stehen  Netzen  mit  reellem  Orthogonalkreis  solche  mit  imagi- 
närem gegenüber*,  die  ersteren  enthalten  unendlich  viele  Kreise 
vom  Radius  Null,  die  Punkte  des  Orthogonalkreises,  und  für 
jeden  unzählig  viele  Kreise,  die  sich  in  ihm  berühren;  jedes 
Netz  enthält  ein  Büschel  von  grössten  Kreisen,  etc.  Die  Ebene 
jedes  Kreises  im  sphärischen  Netz  hat  als  durch  Ö  gehend 
ihren  Pol  in  F  und  ist  daher  die  Centralebene  eines  neuen 
Kugelbündels  und  die  Ebene  des  Hauptkreises  eines  neuen 
sphärischen  Netzes,  zu  welchem  der  Orthogonalkreis  des  ersten 
gehört;  solcher  Netze  gehören  somit  zu  einem  gegebenen  zwei- 
fach unendlich  viele.  Man  sieht,  dass  dies  in  der  Ebene 
wiederholt  wird  und  dass  im  Räume  zu  einem  Kugelnetz  drei- 
fach unendlich  viele  andere  in  solcher  Weise  conjugiert  sind. 
Den  Geraden  der  Ebene  F  sind  die  Geraden  durch  den 
Punkt  0'  einzeln  conjugiert,  nämlich  so,  dass  sie  in  conjugierten 
Paaren  eine  und  dieselbe  gemeinsame  Normale  durch  den  Mit- 
telpunkt der  Kugel  K  besitzen;  durch  jede  von  zwei  solchen 
Geraden  gehen  einfach  unendlich  viele  Ebenen,  deren  Pole  in 
der  andern  liegen.  Die  Geraden  der  Ebene  F  liefern  somit 
Büschel  sphärischer  Kreise,  welche  den  im  Netze  0'  enthal- 
tenen conjugiert  sind;  die  Netze,  welche  den  Ebenen  durch 
eine  solche  Gerade  entsprechen,  enthalten  das  zugehörige 
Büschel  uud  sind  als  conjugiert  zu  den  Büscheln  der  andern 
zu  betrachten.  Die  Netze  aus  conjugierten  Punkten  und  con- 
jugierten Ebenen  oder  aus  Punkten  0\  von  denen  jeder  auf 
der  Polarebene  des  andern  liegt,  resp.  aus  Ebenen  F,  deren 
jede  durch  den  Pol  der  andern  geht,  sind  orthogonal  zu  ein- 
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ander,  der  Orthogonalkreis  des  einen  gehört  dem  anderen  an; 
ein  Büschel  und  ein  Netz  sind  orthogonal;  wenn  das  conju- 
gierte  des  ersten  dem  zweiten  angehört ^  etc.  Die  Relationen 
der  Polarität  in  Bezug  auf  die  Kugel  sind  zugleich  die  der 
Orthogonalität  der  auf  ihr  liegenden  linearen  Kreissysieme  und 
der  zugehörigen  Systeme  ihrer  Orthogonalkugeln. 

Drei  Kreise  Ä',',  K^y  K^  auf  einer  Kugel  K  bestimmen 
aber  auch  mittelst  der  durch  sie  gehenden  Orthogonalkugeln 
zu  E  drei  Paare  von  Aehnlichkeits-  und  Kegelmittelpunkten 
^3,  /,;  £, ,  /,;  -£^2,  /j,  die  in  der  Ebene  ihrer  Centra  oder 
der  Polarebene  des  Schnittpunktes  ihrer  Ebenen  liegen  und 
viermal  zu  dreien  in  einer  geraden  Linie  enthalten  sind;  diese 
Geraden  sind  die  Aehnlichkeitsaxen  $^^  s^,  ^y  s^.  Nach  dem 
Vorigen  schneiden  die  Ebenen  der  vier  Büschel  durch  dieselben 
alle  die  Kreise  aus  der  Kugel  aus,  welche  mit  den  drei  gege- 
benen Kreisen  auf  ihr  gleiche  Winkel  bilden ,  mit  Unter- 
scheidung der  Gleichartigkeit  und  Ungleichartigkeit  dieses 
Schneidens  nach  den  einzelnen  Aehnlichkeitsaxen ;  nämlich  so, 
dass  die  Kreise  des  Büschels  um  die  Aehnlichkeitsaxe  s^  der 
drei  äusseren  Aehnlichkeitspuukte  gleichartig  schneiden ,  die 
der  Büschel  um  die  Aehnlichkeitsaxen  ^, ,  ^2)  ^d>  welche  je 
einen  äusseren  Aehnlichkeitspuukt  mit  zwei  inneren  verbinden, 
nur  das  zu  jenem  gehörige  Kreispaar  gleichartig,  die  beiden 
andern  Paare  aber  ungleichartig  schneiden.  In  jedem  dieser 
sphärischen  Büschel  der  gleichwinklig  schneidenden  sind  zwei 
von  den  acht  zugleich  berührenden  der  drei  gegebenen  Kreise 
enthalten  und  ihr  gemeinsamer  Orthogonalkreis  gehört  zu  allen 
zugleich,  wie  es  offenbar  ist. 

Fügen  wir  den  drei  Kreij^en  der  Kugel  einen  vierten  Kreis 
Kl  der  Kugel  beliebig  hinzu,  so  erhalten  wir  die  gleichwinklig 
schneidenden  jedes  der  Tripel  aus  ihnen  in  vier  Büscheln  und 
als  gemeinschaftlich  diesen  Büscheln  für  alle  vier  Tripel  die 
acht  Kreise  der  Kugel,  welche  mit  den  vier  gegebenen  gleiche 
Winkel  einsch Hessen;  dieselben  werden  somit  durch  die  acht 
Aehnlichkeitsebenen  der  vier  Orthogonalkugeln  zu  E  durch  die 
betrachteten  aus  E  geschnitten. 

Gehen  wir  aus  der  Kugel  E  auf  die  nach  reciproken  Radien 
aus  ihrem  Punkte  0  ihr  entsprechende  Ebene  zurück,  so  er- 
halten wir  als  Originale  zu  den  sphärischen  Netzen  und  Bü- 
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schein  die  Netze  uud  Büschel  in  der  Ebene,  zu  den  gleich- 
winklig schneidenden  zu  drei  und  vier  Kreisen  der  Kugel  die 
gleichwinklig  schneidenden  in  der  Ebene  —  vier  Büschel  und 
acht  einzelne  resp.  wie  dort;  etc.  Wir  haben  daher  für  alle 
diese  Probleme  der  Sphärik  hierdurch  zwei  Wege  der  con- 
structiven  Losung  erhalten,  den  einen  durch  directe  Be- 
nutzung der  entwickelten  Sätze,  den  andern  mittelst  der  ste- 
reographischen Projection  oder  der  Centralprojection 
aus  einem  Punkte  der  Kugel  auf  die  zu  seinem  Durchmesser 
normale  Diametralebene  derselben. 

Die  Vorschrift,  dass  gegebene  Kreise  auf  der  Kugel  von 
den  gesuchten  unter  vorgeschriebenen  Winkeln  geschnitten 
werden,  führt  auch  hier  auf  Systeme  zweiten  Gradesund 
die  bezüglichen  Aufgaben  sind  wenigstens  der  letzten  der  beiden 
genannten  Methoden  unmittelbar  zugänglich,  wie  wir  unter  den 
Beispielen  erläutern  wollen.  Die  Ebenen  solcher  Kreise  auf 
der  Kugel,  die  einen  gegebenen  Kreis  derselben  unter  vorge- 
schriebenem Winkel  schneiden,  müssen,  weil  in  jedem  Büschel 
von  Kugelkreiseu  zwei  dieser  Kreise  vorkommen,  eine  Fläche 
zweiten  Grades  umhüllen;  und  weil  aus  einem  solchen  Kreise 
unzählig  viele  andere  von  gleichen  Radien  und  concentrischer 
Lage  um  den  gegebenen  Grundkreis  folgen,  so  lehrt  die  An- 
schauung, dass  jene  Fläche  eine  Rotationsfläche  um  den  zur 
Ebene  des  Grundkreises  normalen  Durchmesser  als  Axe  sein 
muss.  Wenn  wir  insbesondere  gefunden  haben,  dass  die  einfach 
unendlich  vielen  Kreise  der  Ebene,  welche  zwei  feste  Kreise 
derselben  unter  vorgeschriebenen  Winkeln  schneiden,  zwei  feste 
Kreise  des  durch  diese  bestimmten  Büschels  berühren,  einen 
Kreis  desselben  orthogonal  und  jeden  andern  Kreis  desselben 
wie  auch  seine  Potenzlinie  unter  bestimmten  Winkeln  schnei- 
den, so  gilt  alles  dieses  ebenso  auf  der  Kugel.  Zu  zwei  Kreisen 
der  Kugel  erhalten  wir  einfach  unendlich  viele  sie  zugleich 
berührende,  wie  wir  gesehen  haben,  die  in  zwei  Systeme  nach 
der  Gleichartigkeit  und  Ungleichartigkeit  der  Berührung  an- 
schaulich  zerfallen;  dieselben  schneiden  jeden  Kreis  des  durch 
jene  beiden  bestimmten  Büschels  sphärischer  Kreise  unter 
einem  andern  bestimmten  Winkel  und  werden  daher  auch  aus 
zweien  derselben  mittelst  dieser  Winkel  erhalten;  einen  Kreis 
des  Büschels  schneiden  sie  orthogonal.     Die  Endpunkte    der 


270      n.  Curyen  und  Flächen:  B)  Flächen  zweiten  Grades.   34. 

zu  ihren  Ebeuen  normalen  Eugelradien  bilden  zwei  sphärische 
Curven,  eine  für  jedes  System,  die  wir  als  die  zugehörigen 
sphärischen  Kegelschnitte  bezeichnen  müssen,  weil  sich 
offenbar  auf  dieselben  die  Sätze  der  cyklographischen  Theorie 
der  ebenen  Kegelschnitte  übertragen  lassen. 

Dass  die  planaren  Systeme ;  I,  §  C^);  zu  den  Systemen 
vom  zweiten  Grade  gehören^  weil  sie  gleichwinklig  schneidende 
mit  einer  Geraden  als  Grundkreis  sind;  brauchen  wir  nur  zu 
erwähnen;  ihr  Zusammenhang  mit  denselben  ist  ja  soeben  in 
der  Durchgangsform  durch  die  linearen  Systeme  schon  hervor- 
getreten. 

1)  Jeder  Kreis  der  Kugel  bestimmt  ein  Netz  als  sein  Grundkreis; 
für  einen  Diameti'alkreis  der  Kugel  besteht  das  Netz  aus  allen 
Kreisen  in  den  Normalebenen  zu  ihm ;  für  einen  Kreis  vom  Radius 
Null  oder  einen  Punkt  der  Kugel  aus  den  sämmtlichen  durch  diesen 
hindurch  gehenden  Kreisen.  Dies  sind  die  den  ebenen  Netzen  der 
Kreise  aus  Punkten  einer  Geraden  und  durch  einen  Punkt  entspre- 
chenden sphärischen  Formen;  die  zugehörigen  Orthogonalkugelbündel 
sind  zu  besprechen.  Man  erläutere  die  Anschauungen  der  Büschel,  die 
durch  einen  Kreis  (speciell  Diametralkreis)  und  einen  Punkt,  resp. 
einen  Kreis  (speciell  Diametralkreis)  und  einen  Diametralkreis  (ins- 
besondere den  zu  ihm  parallelen)  bestimmt  werden;  dazu  die 
Büschel  und  Bündel  der  Orthogonalkugeln   und  ihre  conjugierten. 

2)  Man  soll  die  Bestimmung  des  sphärischen  Netzes  zu  den 
Kreisen  der  Kugel  für  die  speciellen  Fälle  erläutern,  wo  unter 
diesen  Punkte  resp.  grösste  Kreise  der  Kugel  auftreten. 

3)  Wenn  die  Ebenen  der  bestimmenden  Kreise  sich  in  einem 
Punkte  im  Innern  der  Kugel  schneiden,  so  wird  die  durch  diesen 
Punkt  zu  seinem  Radius  in  der  Kugel  gelegte  Normalebene  von 
allen  Kreisen  des  Netzes  diametral  geschnitten;  der  Orthogonal- 
kreis des  Netzes  der  Ebene  F  wird  durch  ihn  in  analoger  Weise 
vertreten,  wie  in  der  Ebene  ein  rein  imaginärer  Kreis  durch  seinen 
Symmetriekreis. 

4)  Zwei  Paare  von  Kreisen  jff'i,  K*  und  K^^  K^  auf  der- 
selben Kugel  bestimmen  zwei  Paare  von  Aehnlichkeitspunkten  E^ , 
/f  und  J&2;  *^2  ^^^  durch  sie  gehenden  Orthogonalkugeln;  und  weil 
alle  Ebenen  durch  E^  resp.  J^  Kreise  aus  der  Kugel  schneiden, 
die  das  erste  Paar  gleichwinklig  und  gleichartig  resp.  ungleich- 
artig schneiden;  alle  Ebenen  durch  E^  resp.  /j  ebensolche  für  das 
zweite  Paar,   so  haben  wir  in  den  Ebenen  der  Büschel  durch  die 

Geraden  E^  E2 ,  ^j  /2 )  *^]  ^2 )  *^i  *^2  ^^^P-  ^^^  gleichwinklig  schnei- 
denden zu  dem  ersten  und  zugleich  zum  zweiten  Paare  der  be- 
trachteten Kreise.  Denken  wir  K*  und  K*  in  einen  Kreis  K^ 
der  Kugel  vereinigt;  so  erhalten  wir  die  Lösung  im  Texte  wieder. 
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ö)  Drei  Paare  Ä^, ,  Af,*;  AT,,  A^2*>  -^3>  ^3*  ^^^  Kreisen  auf 
deraelben  Kugel  bestimmen  in  den  acht  Ebenen,  welche  je  drei 
Aehnlichkeitspunkte  von  ungleichem  Index  aus  den  Aehnlichkeits- 
punkten  ^1,  J^]  E2,  </2i  -^S)  -^3  <ier  zugehörigen  Orthogonalkugeln 
enthalten,  also  in  den  Ebenen .  ^,  i^2 ^3 «  *^]*^2'^3i  ^i^2*^S)  •  •  ) 
/)  ^2  ^3 )  -  •  y  ^^^  gleichwinklig  schneidenden.  Man  leitet  daraus 
die  sphärischen  Kreise  ab,  welche  ein  Tripel  und  ein  Paar  von 
Kreisen  je  anter  gleichen  Winkeln  schneiden. 

6)  Um  Kreise  der  Kugel  zu  bestimmen,  welche  zwei  Paare 
von  Kreisen  gleichwinklig  schneiden,  kann  man  durch  stereogra- 
phische Projection  in  die  Ebene  übergehen  und  hier  nach  §  33 
die  bezüglichen  Büschel  ermitteln,  um  dieselben  dann  wieder  auf 
die  Kugel  zu  übertragen,  wie  oben  im  Text.  Durch  einen  Punkt 
der  Kugel  gehen  vier  Kreise  dieser  Art,  in  jedem  der  vier  Büschel 
einer.  Hat  man  dieselben  in  der  Ebene  ermittelt;  so  Überträgt 
man  sie  in  die  Kugel ;  ihre  Construction  in  der  Ebene  aber  kommt 
auf  die  Bestimmung  der  Schnittpunkte  von  zwei  zur  Tafel  ortho- 
gonal-symmetrischen gleichseitigen  Hyperbeln  hinaus,  die  nach 
§  32,  7  einfach  durch  die  Bestimmung  der  Potenzlinie  ihrer  Haupt- 
kreise erledigt  wird.  Die  eine  dieser  Hyperbeln  ist  die  durch  das 
Büschel  repräsentierte,  während  die  andere  durch  den  Schnitt  ihrer 
Ebene  mit  dem  zur  Tafel  symmetrischen  gleichseitigen  fiotations- 
kegel  gebildet  wird,  der  der  Ort  der  von  den  Kreisen  durch  einen 
Punkt  repräsentierten  Punkte  im  Baume  ist.    [Yergl.  I,  §  (7).] 

7)  Man  construiere  die  Kreise  auf  einer  Kugel ,  welche  ein 
Tripel  von  Kreisen  AT/,  .  .  in  ihr  unter  gleichen  Winkeln  und 
einen  weiteren  Kreis  £'  unter  vorgeschriebenem  Winkel  d.  h.  unter 
einem  Winkel  von  gegebenem  Cosinuswerth  schneiden. 

Durch  stereographische  Projection  in  die  Ebene  übergehend 
erhält  man  hier  drei  Kreise  A!*, ,  A", ,  A^^  des  Tripels  und  den  Ein- 
zelkreis AT.  Die  gleichwinklig  schneidenden  zu  A^'j;  ^^  ^^^^  ^^^ 
orthogonalen  zu  den  Potenzkreisen  E| ,  I,  dieses  Paares,  die  gleich- 
winklig schneidenden  zu  A^3,  AT]  die  orthogonalen  zu  den  Potenz- 
kreisen E2,  I2  derselben.  Aus  den  Paaren  von  Netzen  resp.  den 
zugehörigen  Hyperboloiden  Ej,  E,;  Ej,  I2;  I^,  E2  und  I|,  Ij 
erhält  man  die  vier  Büschel  der  gleichwinkligen  des  Tripels  und 
die  zugehörigen  tafelsymmetrischen  gleichseitigen  Hyperbeln,  die 
durch  das  tafelsymmetrische  Punktepaar  des  Orthogonalkreises  dejr 
A'i,  AT.^,  ATg  gehen. 

Der  Kreis  AT  und  der  gegebene  Werth  von  cos  (^  <»  cotan  a 
liefert  nach  I,  §  (36^)  ein  Paar  von  zu  einander  in  Bezug  auf  die 
Tafel  symmetrischen  excentrischen  gleichseitigen  Hyperboloiden  und 
durch  den  Schnitt  mit  jeder  der  Hyperbelebenen  der  vorigen  Büschel 
erhält  man  aus  jedem  derselben  eine  excentrische  gleichseitige  Hy- 
perbel; die  zweimal  zwei  Schnittpunkte  dieser  Hyperbeln  mit  jener, 
die   wir  nach   §32,7   bequem  bestimmen ,    sind    die   räumlichen 
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Repräsentanten  der  Kreise  des  bezüglichen  Büschels,  welche  K 
unter  dem  vorgeschriebenen  Winkel  schneiden,  man  erhält  also 
sechzehn  solche  Kreise.  Die  Eücküberlragung  derselben  auf  die 
Kugel  vervollständigt  die  Lösung  des  Problems.  Man  construiere 
insbesondere  die  gemeinsam  berührenden  zu  drei  Kreisen  auf  der 
Kugel  nach  I,  §  (36*),  4. 

8)  Man  soll  die  Kreise  bestimmen,  welche  drei  gegebene  Kreise 
K(y  K^t  A'g'  unter  vorgeschriebenen  Winkeln  schneiden  —  also 
von  den  Cosinuswerthen  c, ,  Cj ,  c^  resp.   (Vergl.  §  33,  4.) 

Wir  gehen  durch  stereographische  Projection  in  die  Ebene 
zurück  zu  den  Kreisen  Af, ,  K^^  A'g,  die  jenen  entsprechen,  und 
denken  die  gleichseitigen  excentrischen  Botationshyperboloide  H^, 
H}*;  Hj;  ^2^*')  ^3)  ^3^1  welche  resp.  zu  den  Spurkreisen  A^|, 
K^^  K^  und  den  Cosinuswerthen  r^ ,  ^j»  ^3  ^*^^  ^;  §  (^^*)  8®" 
hören.  Die  gemeinsamen  Punkte  der  Tripel  der  Hjrperboloide  mit 
ungleichem  Index,  also  von  H, ,  Hj,  n3;  Hj*^  ^i  j  ^3*9  ^n 
H3,  Hj'^;  .  .  H|*,  Hj,  H3;  .  .  repräsentieren  die  acht  Lösungen. 
Um  sie  zu  6nden,  haben  wir  nach  §  32,  6  die  Ebenen  der  Durch- 
dringung z.  B.  von  Hj,  H3  und  wiederum  die  von  H3,  Hj  zu 
bestimmen  und  die  Schnittpunkt«  ihrer  Durchschnittslinie  mit  einem 
der  drei  Hyperboloide  nach  §  31,  6,  7  zu  ermitteln.  Die  Beduction 
auf  Zirkel-  und  Lineal- Gonstructionen  ist  durch  das  Frühere  voll- 
ständig gegeben.  Man  zeige,  wie  diese  Construction  auf  die  der 
berührenden  Kreise  zu  drei  Kreisen  in  I,  §  (36*),  4  zurückkommt. 

Eine  vollständige  Ausführung  bietet  Tafel  Y  dar.  Man  hat 
auf  der  Kugel  K  —  untere  Figur  —  drei  Kreise  Ä^/,  K^\  K^y 
von  denen  der  zweite  als  rein  imaginär  gedacht  werden  soll,  wäh- 
rend der  erste  und  dritte  reell  sind ;  und  es  sind  drei  Winkel  a^ , 
^2  9  «3  resp.  gegeben,  deren  Gotangenten  den  Cosinus  der  Schnitt- 
winkel (Tf ,  G^y  Oß  gleich  sind^  welche  diese  Kreise  der  Beihe  nach 
mit  den  gesuchten  Kreisen  bilden  sollen  —  a^  und  a^  kleiner  als 
45^,  so  dass  (T,  und  cTj  nicht  reell  sind,  nur  a^  grösser  als  45®, 
also  a^  reell.  Man  hat  die  zur  Ebene  von  A'/  parallele  Diametral- 
ebene der  Kugel  zur  Tafel  und  den  von  if/  entferntesten  End- 
punkt des  zu  ihr  normalen  Durchmessers  als  Anfangspunkt  0  der 
reciproken  Radien  genommen  und  die  stereograpbischcn  Abbil- 
dungen von  Ä",',  Ä'j'',  ^^3'  in  den  Kreisen  ATj ,  Ä^2'i  -^s  ^®^  oberen 
Figur  erhalten.  Nach  den  gegebenen  Winkeln  sind  sie  die  Spurkreise 
von  drei  gleichseitigen  Rotationshyperboloiden^  deren  Asymptoten- 
kegel  die  Spuren  J^iai  Afsa«  ^sa  besitzen  und  von  denen  nur  das 
letzte  ein  einfaches  Hyperboloid  ist.  Der  Mittelpunkt  des  ersten 
unter  ihnen  ist  als  Projectionscentrum  gedacht,  so  dass  der  Spur- 
kreis ATia  seines  Asymptotenkegels  der  Distanzkreis  D  der  Central- 
projection  ist. 

Die  stereographischen  Projectionen  der  gesuchten  Kreise  sind 
nun   die  Bildkreise  der  acht  Punkte,   in  denen  die  bezeichneten 
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Hyperboloide  einander  zn  dreien  durchdringen.  Die  Potenzlinien 
der  Spurkreise  K^ ,  K^ ,  K^  in  Paaren'  sind  die  Spuren  der  Ebenen 
ihrer  Durchdringnngskegelschnitte,  oder  das  Potenzcentrum  S  der- 
selben ist  der  gemeinsame  Durchstosspunkt  der  Schnittlinien  dieser 
Ebenen.  Da  nun  die  unendlich  fernen  Punkte  der  Asymptotenkegel 
der  Hyperboloide  diesen  selbst  angehören,  so  sind  die  Fluchtlinien 
der  Ebenen  ihrer  Durchdringungscurven  dieselben ,  wie  die  der 
Durchdringungen  dieser  Kegel;  man  hat  also  die  Polaren  der  Aehn- 
lichkeitspunkte  der  Spurkreise  der  Asymptotenkegel  im  ersten  der- 
selben, welcher  zugleich  der  gemeinsame  Fluchtkreis  des  Systems 
ist,  zu  nehmen,  und  ihre  vier  Durchschnittspunkte  zu  dreien,  oder 
die  Pole  der  vier  Aehnlichkeitsaxen  der  Spurkreise  ^la,  K%ay 
Kza  <3ef  Asymptotenkegel  als  die  Fluchtpunkte  der  Durchschnitts- 
linien der  Durchdringungsebenen  zu  je  dreien.  In  der  Tafel  ist 
fOr  die  Aze  s  der  drei  äusseren  Aehnlichkeitspunkte  ^, ,  E^^  E^ 
der  Pol  im  Kreise  Kia  als  Fluchtpunkt  0'  benutzt.  Sie  enthftlt 
die  zugehörigen  Kreise  der  Auflösung  K\ «  und  K^, ,  die  Bildkreise 
der  Schnittpunkte  der  Geraden  SQ'  oder  g  mit  dem  Hyperboloid 
über  Ky .  Parallel  zu  C^  Q'  geht  g^  durch  S,  die  Orthogonalpro- 
jection  der  Geraden  auf  die  Tafel ^  in  der  die  Mittelpunkte  P^^ 
und  P^  der  fraglichen  Kreise  liegen;  parallel  6()'  geht  durch  S 
die  Umlegung  {ß)  derselben,  (0)  ist  der  Mittelpunkt  und  {M^j 
(M*)  sind  die  beiden  Scheitel  der  gleichseitigen  Hyperbel  (auf 
dem  Kreise  um  F  durch  Z>),  welche  die  zur  Tafel  normale  Ebene 
durch  g  aus  dem  genannten  Hyperboloide  schneidet,  und  mittelst  ( A), 
(Äj),  der  Parallelen  durch  (Äj)  zu  {S)  {M)  und  ihrer  Schnittpunkte 
(l)  und  (2)  mit  dem  Kreise  um  {AI)  durch  (0)  werden  die  Schnitt- 
punkte (P')  und  {P'^)  von  (g)  mit  jener  Hyperbel  und  damit  die 
Mittelpunkte  P^^  und  P^^  ihrer  Bildkreise  und  diese  selbst  ge- 
funden. (Yergl.  §  32.)  Diese  Kreise  Ä^i«,  ^2$  schneiden  sich  mit 
dem  Orthogonalkreise  von  E^,  K.^^  K^  auf  der  Aehnlichkeits- 
axe  s  in  den  Punkten  Ay  A*.  In  der  untern  Figur  sind  sie  als 
^Uf  Kl»  auf  der  Kugel  nebst  dem  sphärischen  Bilde  $'  der  Aehn- 
lichkeitsaxe  in  Orthogonalprojection  auf  die  Tafel  eingetragen;  zur 
bequemen  Orientierung  auch  die  Punkte  A'  und  Al^\  Alles  was 
in  dieser  Figur  punktiert  ist,  liegt  auf  der  dem  An&ngspunkte  0 
gegenüberliegenden  Hälfte  der  Kugel  K;  die  Berührungspunkte  von 
K^ly  K^  mit  dem  ümriss  K  sind  die  aus  der  oberen  Figur  entnom- 
menen Schnitte  von  K  mit  Kt^^  K^  resp.  Man  mag  erläutern,  wie 
sich  die  Construction  ändert,  wenn  der  Kreis  K.^  reell  wäre,  oder  wenn 
der  Winkel  or,  über  45^  also  (T,  reell  ist;  man  mag  auch  die  Lösungen 
für  die  anderen  drei  Aehnlichkeitsaxen  E^J^J^t  etc.  hinzufügen. 

9)  Da  man  auf  der  gegebenen  Kugel  den  Anfangspunkt  reci- 
proker  Radien  willkürlich  wählen  kann,  so  ist  es  möglich,  durch 
seine  geeignete  Wahl  wesentliche  Vereinfachungen  der  Probleme 
zu  erzielen.  Wählt  man  z.  B.  im  Falle  der  Aufgabe  8)  den  An- 
fangspunkt in  einem   Schnittpunkte  von   zweien   der  drei   Kreise, 
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so  gehen  diese  in  gerade  Linien  der  Zeichnungsebene  über  und 
zwei  der  Hyperboloide  werden  Ebenen  mit  dem  Neigungswinkel 
cotan  Oi  =^  Ct.  Wenn  aber  keine  zwei  der  gegebenen  Kreise  reelle 
Schnittpunkte  besitzen,  so  schneidet  die  gerade  Verbindungslinie 
der  Pole  der  Ebenen  von  zweien  derselben  die  Kugel  in  zwei 
reellen  Punkten,  und  fUr  jeden  derselben  als  Anfangspunkt  gehen 
die  betreffenden  Kreise  in  concentrische  Kreise  der  Tafelebene  über. 
Auch  die  Verwandlung  in  Kreise  mit  einerlei  Centrale  und  in  Kreise 
von  gleichen  Badien  ist  möglich. 

10)  Weil  eine  bewegte  Gerade,  die  einen  Kreis  immer  unter 
demselben  Winkel  schneidet,  ihn  zugleich  projectivisch  theilt  und 
einen  mit  ihm  concentrischen  Kreis  umhtQlt,  so  theilt  auch  ein 
veränderlicher  Kreis,  der  durch  einen  festen  Punkt  geht  und  einen 
festen  Kreis  unter  unveränderlichem  Winkel  schneidet,  diesen  pro- 
jectivisch und  umhüllt  einen  Kreis  des  BtLschels,  das  durch  ihn 
und  den  festen  Punkt  als  zwei  seiner  Kreise  bestimmt  ist. 

Und  weil  ein  Kreis,  der  drei  feste  Kreise  von  gleichen  Badien 
gleichwinklig  schneidet,  dieselben  projectivisch  theilt  und  ein  con- 
centrisches  System  bildet,  so  werden  auch  die  Kreise  eines  Büschels, 
welche  drei  beliebige  feste  Kreise  gleichwinklig  schneiden,  dieselben 
zugleich  projectivisch  theilen.  Wie  die  Aehnlichkeitsstrahlen  zweier 
Kreise,  so  theilen  auch  die  Kreise  durch  einen  festen  Punkt,  welche 
sie  gleichwinklig  schneiden,  sie  zugleich  projectivisch;  etc. 

11)  Auch  die  cyklographischen  Betrachtungen  des  Früheren 
und  die  Untersuchungen  des  vorigen  Art.  lassen  sich  auf  die  Kugel 
anwenden.  In  jenem  Sinne  erscheint  die  Kugel  auf  jeder  ihrer 
Diametralebenen  dargestellt  durch  das  zweifach  unendliche  System 
der  Kreise,  die  von  einem  gegebenen  Kreise  —  ihrem  Querschnitt 
mit  der  Tafel  —  diametral  geschnitten  werden.  Welchem  Gesetze 
genügt  das  System  ihrer  Bildkreise,  wenn  die  Tafel  das  Centmm 
der  Kugel  nicht  enthält? 

Ein  einfach  unendliches  System  von  Kreisen,  welches  eine 
Gerade  unter  constantem  Winkel  schneidet  und  von  einem  gege- 
benen Kreise  diametral  geschnitten  wird,  hat  als  Mittelpunktsort 
eine  Ellipse,  die  Orthogonalprojection  des  Querschnittes  einer  Ebene 
durch  jene  Gerade  mit  der  Kugel  über  diesem  Kreis.  Analog  lässt 
sich  der  gemeinsame  Kreis  zweier  Kugeln  auffassen.  (Vergl.  §  32,7.) 

12)  Da  zwei  Kugeln  ein  Büschel  bestimmen,  so  gehen  durch 
den  Schnittkreis  derselben  unendlich  viele  Kugeln  und  es  ist  offen- 
bar, dass  die  Umrisskreise  derselben  in  der  Tafel  doppelt  berührende 
Kreise  für  die  Orthogonalprojection  jenes  Kreises  sind,  also  ein 
System  doppelt  berührender  Kreise  für  eine  Ellipse. 

Man  zeige,  dass  bei  Kreisen,  die  einander  schneiden,  oder  deren 
einer  den  andern  umschliesst,  die  Summe  ihrer  kleinsten  Halb- 
sehnen durch  den  inneren  Aehnlichkeitspunkt  ein  Maximum  und 
dass  im  zweiten  Falle  ihre  Differenz  für  den  äusseren  Aehn- 
lichkeitspunkt ein  Minimum  ist. 
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35.  Wir  studieren  nun  allgemein  zunächst  die  Flächen 
zweiter  Ordnung  mit  hyperbolischen,  später  dann  die 
mit  elliptischen  Punkten.  (§  39  f.) 

Denken  wir  drei  Gerade  g^,  g^,  g^  der  einen  Begelschaar 
einer  Begelfläche  zweiter  Ordnung  —  von  denen  also  keine 
zwei  in  einer  Ebene  liegen  können  —  so  ist  jede  Gerade  U 
der  zweiten  Begelschaar  dieser  Fläche  eine  Transversale  der- 
selben und  alle  Geraden  dieser  zweiten  Schaar^  somit  auch 
die  Regelfläche  zweiter  Ordnung  selbst  sind  also  durch  j^ne 
bestimmt;  und  zwar  geht  durch  jeden  Punkt  Ä^^  von  g^  eine 
Gerade  /j,  die  Schnittlinie  der  beiden  Ebenen  A^^j  g,^  und 
^,],  ^3  und  anderseits  liegt  in  jeder  Ebene  A,,  durch  ^,  eine 
Gerade   /j,    die  Verbindungslinie   der   Punkte   A|,;  g*^  und 

Die  Geraden  der  Begelschaar  /  sind  somit: 

a)  die  Durchschnittslinien  der  entsprechenden 
Ebenen  von  zwei  projectiyischen  Ebenenbüscheln, 
deren  Scheitelkanten  zwei  Gerade  der  Schaar  g  sind  und  welche 
zu  der  Punktreihe  in  einer  dritten  Geraden  dieser  Schaar  per- 
spectivisch  liegen.     Die  Geraden  der  Schaar  /  sind  ferner 

b)  die  Verbindungslinien  der  entsprechenden 
Punkte  von  zwei  projectivischen  Punktreihen,  deren 
Träger  zwei  Gerade  der  Schaar  g  sind  und  welche  zu  dem 
Ebenenbüschel  aus  einer  dritten  Geraden  dieser  Schaar  per- 
spectivisch  liegen. 

Zugleich  wird  nun  ersichtlich,  dass  die  Bestimmung  aus 
projectiyischen  Gebilden  erster  Stufe  auch  den  Satz  beweist, 
dass  auf  der  erzeugten  Fläche  zwei  einfach  unend- 
liche Systeme  von  Geraden  oder  zwei  Begelschaaren 
liegen,  in  denen  jede  Gerade  des  einen  alle  Geraden 
des  andern  schneidet  —  den  wir  vorher  mehr  analytisch 
entwickelten.  Denn  ist  z.  ß.  g  eine  Gerade,  welche  die  Ver- 
bindungslinien /|,  /j;  ^3  der  drei  Paare  ^ji,  A.^y\  A^^j  ^22? 
^13'  ^23  ^^^  entsprechenden  Punkten  zweier  projectivischen 
Beihen  auf  ^j,  g^  zugleich  schneidet,  so  muss  sie  auch  alle 
die  Verbindungsgeraden  aller  andern  entsprechenden  Paare 
derselben  treffen;  weil  es  unmöglich  ist,  in  ^^  und  g^  zwei 
andere  projectivische  Beihen  zu  bilden,  welche  durch  ein 
Ebenenbüschel  um  g  ausgeschnitten  werden  und  die  Geraden 
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^tf  ^it  h  '^  YerbindimgBliiiien  entsprechender  Paare  haben. 
Wir  wissen,  dass  zwei  projectiTische  Elementargebilde  erster 
Stufe  durch  drei  Paare  entsprechender  Elemente  bestimmt  sind. 
In  ganz  analoger  Art  beweist  man  denselben  Satz  f&r  die  Er- 
zeognng  aus  zwei  projectiviachen  EbenenbQscheln. 

Wir  werden  überdies  im  dritten  Bande  dieses  Werkes  sehen, 
wie  die  Torigen  Erzeugungen  spedelle  Formen  einer  allge- 
meinen Erzeugungsweise  der  Flächen  zweiten  Grades  aus  pro- 
jectiyischen  Gebilden  zweiter  Stufe  sind.  (V»!gL  auch 
§  43,».) 

Wir  wissen,  dass  die  Durchschnittslinien  d^  entsprechen- 
den Ebenen  Ton  zwei  projectiyischen  Büscheln,  deren  Scheitel- 
kanten in  derselben  Ebene  liegen,  ohne  dass  diese  sich  selbst 
entspricht,  einen  Kegel  zweiten  Grades  bilden.  (I,  Ueber- 
bUck  p.  229  f.,  oben  §  4,  3.) 

Und  ebenso  ist  bekannt,  dass  die  Verbindungslinien  ent- 
sprechender Punkte  in  zwei  projectivischen  Reihen,  die  einen 
Punkt  gemein  haben,  der  nicht  sich  selbst  entspricht,  die 
sammtlichen  Tangenten  eines  Kegelschnitts  sind.  Kahl- 
flächen und  Gurren  zweiten  Grades  sind  daher  Grenzformen 
der  Regelflachen  zweiten  Grades;  in  ihren  Mantellinien  resp. 
Tangenten  sind  die  geradlinigen  Erzeugenden  beider  Systeme 
vereinigt  Anderseits  haben  wir  in  der  Lehre  Yon  den  Netz- 
hyperboloiden für  die  den  Netzen  mit  Orthogonalkreis  ent- 
sprechenden einfachen  die  Existenz  von  zwei  Schaaren  von 
reellen  Geraden,  direct  erkannt,  die  ganz  in  ihnen  liegen. 
(Vei«l.  I,  §  (36")  f.) 

Nach  den  oben  entwickelten  Constructionen  bestimmt  man 
aus  drei  Geraden  der  Schaar  /  alle  die  Geraden  der  Schaar  g 
—  natflrlich  auch  die  übrigen  Geraden  der  Schaar  /  durch  diese. 

Beide  Constructionen  sind  projectivisch  (vei^l.  I,  §  29), 
werden  also  am  Raumgebilde  selbst  ausgeffihrt,  indem  man  sie 
in  der,  gleichviel  nach  welcher  elementaren  Methode  gebildeten, 
Projection  vollzieht;  sie  sind  daher  auch  f&r  alle  Projections- 
methoden  gleich  vortheilhaft. 

Die  Regelflache  zweiter  Ordnung  heisst  ein  hyperbo- 
lisches Paraboloid,  wenn  sie  von  der  unendlich  fernen 
Ebene  berührt  wird,  d.  h.  wenn  zwei  ihrer  Geraden,  je  eine  von 
jeder  Schaar,  ganz  im  Unendlichen  liegen.    In  jedem  andern 
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Falle  schneidet  die  Fläche  die  unendlich  ferne  Ebene  in  einem 
eigentlichen  Kegelschnitt  und  soll  ein  einfaches  Hyperbo- 
loid beissen.  Das  hyperbolische  Paraboloid  kann  nicht  als  Ro- 
tationsfläche erhalten  werden,  da  die  beiden  reellen  unendlich  ent- 
fernten Geraden,  die  es  enthält,  elliptische  also  auch  kreisförmige 
Querschnitte  nicht  zulassen;  es  ist  daher  in  den  §§  31,  32  nicht 
aufgetreten,  obwohl  es  in  anderem  Sinne  gleichseitig  sein  kann. 
Wir  besprechen  die  verschiedenen  Constructionen  des  ein- 
fachen Hyperboloides  und  des  hyperbolischen  Paraboloides  in 
den  folgenden  Beispielen. 

1)  Man  construiere  zu  drei  durch  ihre  Horizontal-  und  Yer- 
ticalprojectionen  gegebenen  Geraden  der  Schaar  g  die  Geraden  der 
Schaar  /  nach  der  Methode  a). 

Wählen  wir  auf  g^  die  Punkte  A^^^  A^^y  A^^^  so  bestimmen  wir 
die  von  ihnen  ausgehenden  Geraden  /],  /,,  l^  wie  folgt:  Wir  ziehen 
durch  A^^y  A^^y  ^i3  respective  parallel  g^  die  Geraden  g^x,  g^^  i^js 
und  parallel  zu  g^  die  Geraden  ^3,9  g^^^  g^^  und  erhalten  die  /, , 
/,,  ^3  als  die  Schnittlinien  der  Ebenenpaare  g^g^xi  9z9^\\  ff^ffn^ 
ff^ffzi'^  ^2^231  ffzQw  ^^zu  wird  die  Bestimmung  eines  Punktes  der 
jedesmaligen  Schnittlinie  gefordert,  etwa  eines  Durchstosspunktes 
derselben ;  in  Tafel  VI  ist  der  horizontale  Durchstosspunkt  benutzt, 
der  als  Schnittpunkt  der  Verbindungslinien  der  gleichnamigen  Durch- 
stosspunkte  von  g^  und  g^i^  respective  g^  und  g^i  entsteht.  Dabei 
liegen  die  Durchstosspunkte  der  g%i  respective  g%i  in  einer  Geraden 
mit  dem  gleichnamigen  Durchstosspunkte  von  g^»  Zuweilen  kann 
vortheilhaft  der  Durch schnittspunkt  der  Erzeugenden  mit  der  Hai- 
bierungsebene  Hy  (vergl.  I,  §  46,  3)  benutzt  werden.  Man  erhält 
dabei  als  Ort  der  gleichnamigen  Durchstosspunkte  die  betreffende 
Spur  der  Begelfläche  zweiter  Ordnung. 

Bezeichnen  wir  die  respectiven  Schnittpunkte  von  /j,  /j,  l^  mit 
g^  durch  A^^t  ^72 ">  ^23  ^^^  ^^  9$  durch  A^^,  A^^*  '^ssi  ^^  sind 
die  Keinen  A^^^  i4|j,  ^13,  .  .  .5  -^21»  -^22»  -^23)  •  •  •?  ^3i>  -^32»  -^ss»  •  •  • 
projectivisch  zu  einander,  und  nach  der  früher  entwickelten  Gon- 
struction  (I,  §  17)  können  also  zu  jedem  Punkte  Ai^  in  gi  die 
entsprechenden  Punkte  in  gjc  und  gi  hinzu  construiert  werden,  die 
dann  mit  jenem  in  einer  Geraden  /«  gelegen  sind. 

Ebenso  sind  die  Reihen  A^^^  /^^i*  ^30* ■•  ^^  ^n  -^129  -^22'  '^32»  •** 
in  /j;  i^]39  A^y  ^33,  ...  in  /3  zu  einander  projectivisch;  etc. 

2)  Man  construiere  zu  den  drei  Geraden  g^y  g^y  g^  der  einen 
Begelschaar  diejenigen  Geraden  der  andern  Regelschaar  der  Fläche 
zweiter  Ordnung,  welche  ihnen  respective  parallel  sind.  Dazu  legt 
man  durch  ^|  die  zu  g^y  g^  respective  parallelen  Ebenen  Gjj;  ^\%\ 
durch  g^  die  zu  ^3,  g^  parallelen  G^a*  ^21  "^^^  durch  ^^  die  zu 
d\*  ff 2  parallelen  G31,  G32  und  bestimmt  jene  Erzeugenden  Ij^  12* 
I3  als  die  respectiven   Schnittlinien   der  Ebenenpaare    Gji,    G3,; 
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G321  ^12)  ^\3f  ^23'  -^^^  projectivischen  Reihen  in  den  Geraden 
ff  und  /  sind  dann  durch  ihre  Gegenpunkte  und  je  ein  Paar  ent- 
sprechender Punkte  bestimmt.  (Vergl.  §  17,  1,  3.) 

3)  Die  sechs  Ebenen  Qa  bilden  ein  Parallelepiped  — 
denn  Qfk  ^^^  ^h  sin<i  einander  parallel  —  von  welchem  die  Ge- 
raden ^1 1)^3 ^1^2 ^3  ^^^^  Kette  von  Kanten  bilden,  und  ein  wind- 
schiefes Sechseck  mit  paarweis  parallelen  Gegenseiten.  Seine  Ecken 
sind  in  der  entsprechenden  Folge  A|2  A32  A3,  A,}  A23  Aj^.  Die  Punkte 
A||,  A22,  A33  liegen  auf  ff^  und  1,,  ff^  und  l,,  ff^  und  I3  respective 

unendlich  fem.  Die  Ebenen  ff^hy  ^^31  ^s^d  ^1^21  ff^h^  hS^i  ^^^^ 
die  Tangentialebenen  der  Fläche  zweiter  Ordnung  in  A|.2,  A32,  Aji, 
A21,  A23,  A|3  respective  und  die  Ebenen  ^ilp  ^jl^f  ^3^3  berühren 
sie  in  den  unendlich  fernen  Punkten  A,,,  A^^;  A33. 

Man  verzeichne  aus  diesem  Parallelepiped  die  axono metrische 
Projetion  des  einfachen  Hyperboloids. 

Wenn  das  Parallelepiped  aus  drei  Paaren  paralleler  Man- 
tellinien rectangulär  ist,  so  ist  das  Hyperboloid  von  einer  beson- 
deren Art  (§  37, 19 f.);  sein  Äsymptotenkegel  besitzt  dann  unendlich 
viele  Tripel  orthogonaler  Erzeugenden  und  so  auch  das  Hyperboloid 
selbst  in  jeder  seiner  Schaaren.  Die  Querschnitte  normal  zu  einer 
Erzeugenden  sind  gleichseitige  Hyperbeln;  man  hat  es  daher  selbst 
gleichseitig  genannt.  Drei  windschiefe  Gerade  ff^,  ^j«  ^3>  ^^® 
zu  einander  orthogonal  sind,  bestimmen  ein  solches.  Ist  das  Paral- 
lelepiped ein  Würfel,  so  erhält  man  ein  solches  specielles  (nicht 
im  früheren  Sinne  gleichseitiges)  Rotationshyperboloid. 

4)  Mit  den  Punkten  Aiij  Atiy  Azi  einer  Geraden  ffi  erhält 
man  die  Relationen 

■^12-^13        A.^^A%{        A^^Azi 

d.  h.  die  Punkte  A^^^  ^20  ^si'  theilen  die  Strecken  AuA^^y  ^23^10» 
^32^31   im  gleichen  Verhältniss. 

Trägt  man  also  z.  B.  die  Strecken  A^iA^^  und  A-nA^^  von 
i^i2  aus  in  der  Parallelen  zu  g^  respective  nach  2,  1  ab  (durch 
Parallelen  zu  ^3^^12)1  ^^  giebt  die  Parallele  zu  1  ^^33  durch  2  den 
Punkt  Aii\  und  wenn  man  auf  die  Parallele  zu  g^  von  ^32  die 
Strecke  A^^Aik  (durch  Parallelen  zu  A^^A^^)  in  k  abträgt  und 
A^yk  zieht,  so  findet  man  Ask»  Endlich  A^k  mit  Auftragung  von 
A^2Alk  und  A^^A^2  durch  Parallelen  zu  A^^A^^  in  /,  in  k  und  3 
und  die  Parallelen  zu  kA^^  aus  3. 

Analog  auf  den  /  aus 

_?Jjf*i  •^12      .<2  ^_   _23  ^*S 

^2t  ^31  ^12^*2  ^13^*8 

5)  Die  perspectivischen  Axen  der  projectivischen  Reihen  (vergl. 
I,  §  17)  in  den  Erzeugenden  g^  und  g^,  respective  g^  sind  parallel 
je  einer  Diagonale  des  vorbezeichneten  Parallelepipedes,  welches  die 
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gegebenen  g  mit  den  zu  ihnen  parallelen  /  bestimmen.    In  Tafel  V 
ist  12  II  A|2  A21 . 

Die  drei  Verbindungslinien  der  Qegenecken  unseres  Parallele- 
pipedes  sodann,  seine  Hauptdiagonalen^  gehen  durch  einen  Punkt  — 
wir  werden  ihn  als  den  Mittelpunkt  der  Fläche  erkennen  (9)  — 
und  die  Schnittlinien  seiner  drei  Paare  Ton  gegenüberliegenden 
Flächen,  der  Tangentialebenen  in  jenen  Eckenpaaren,  liegen  in  einer 
Ebene  —  der  unendlich  fernen  Ebene.  Als  rein  projectivisch  werden 
diese  Relationen  für  jedes  Sechsseit  aus  Mantellinien  eines  einfachen 
Hyperboloides  gelten.  In  der  That  für  ^1/2  ^3  ^1^2  ^3  ^^^  ein  solches 
Sechsseit  aus  beliebigen  drei  Manteliinien  der  einen  und  beliebigen 
drei  Mantellinien  der  anderen  Regelschaar  gehen  die  Geraden  von 
g^l^  nach  g^lx^  von  g^l^  nach  ^3/,  und  von  ^3/^  nach  g^l^  durch 
einen  Punkt,  weil  sie  drei  Gerade  sind,  die  einander  schneiden 
müssen,  ohne  alle  in  einer  Ebene  liegen  zu  können ,  da  die  beiden 
ersten  in  der  Ebene  g^l^^  die  zweite  und  dritte  in  ^3/3  und  die 
dritte  und  erste  in  ^,/]  liegen.  Man  kann  sagen,  dass  je  zwei 
Tripel  von  Mantellinien  desselben  Hyperboloides,  das  eine  aus  der 
einen  und  das  andere  aus  der  anderen  Regelschaar ;  stets  ein 
Brianchon'sches  Sechsseit  bilden,  und  umgekehrt;  dass  die 
zwei  Gruppen  alternierender  Seiten  eines  solchen  Sechsseits  immer 
sechs  Mantellinien  eines  einfachen  Hyperboloides  sind.  Aber  ebenso 
sind  die  Schnittlinien  der  Tangentialebenen  in  jenen  Eckenpaaren, 
d.  h.  der  Paare  von  Ebenen  g^l^  und  g^l^^  l^g^  und  /3^2;  9%h  ^^^ 
^1/3  Gerade  in  einer  Ebene,  weil  sie  einander  schneiden  müssen 
(nämlich  in  den  Punkten  ^2^2?  9%hy  9\^\)>  ^^^®  ^^  durch  einen 
Punkt  zu  gehen.  (I;  p.  113.)  Man  kann  somit  dieselben  Sechs- 
seite auch  als  Pasc aP sehe  bezeichnen;  sie  haben  einen  Bri- 
anchonpunkt  und  eine  Pascalebene,  dem.  Gesetze  der  Dua- 
lität im  Räume  gemäss. 

In  der  Darstellung  tritt  jenes  im  Umriss  und  in  dem  Kegel 
der  Tangentialebenen  aus  einem  beliebigen  Punkte,  dieses  in  der 
Spur  und  im  Kegelschnitte  der  Punkte  der  Fläche  in  einer  be- 
liebigen Ebene  hervor.  Dort  liefern  die  drei  Paare  von  Mantel- 
linien sechs  Tangentialebenen  eines  Kegels  vom  zweiten  Grade  und 
die  Verbindungsebenen  der  Gegenkanten  ihres  Sechsflachs  gehen 
durch  eine  Gerade,  den  Strahl  vom  Centrum  zum  Brianchonpunkt 
des  Sechsseits.  Hier  bestimmen  dieselben  Mantellinien  sechs  Punkte 
eines  Kegelschnittes  und  die  drei  Schnittpunkte  der  Gegenseiten- 
paare ihres  Sechsecks  liegen  in  einer  Geraden,  der  Spur  der  Pascal- 
ebene des  Sechsseits  auf  dem  Hyperboloid. 

Endlich  ist  zu  bemerken,  dass  aus  drei  Geraden  der  Schaar 
g  und  drei  Geraden  der  Schaar  /  des  nämlichen  Hyperboloides 
immer  sechs  Sechsseite  gebildet  werden  können,  so  dass  man  aus 
denselben  sechs  zugehörige  Brianchonpunkte  und  sechs  zugehörige 
Pascalebenen  erhält. 

6)  Man  construiere  zu  den  Geraden  g^y  g^^  ^3,  welche  durch 
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die  Paare  ihrer  ersten  Projectionen  gegeben  sind,   die  Geraden  /, 
wenn  insbesondere  gelegen  sind 

a)  ff^  parallel  zur  Projectionsaxe  OZ, 

b)  ffi  parallel  zur  Projectionsaxe  OÄ  und  ff^  P&rallel  OF^ 

c)  ffi  parallel  zu  OZ^  g^  parallel  zur  Projectionsebene^OZ. 

7)  Wenn  zu  den  Geraden  ^, ,  g^^  g^  der  ersten  Regelschaar 
zwei  Gerade  /j,  l^  der  zweiten  Scbaar  der  Fläche  gefunden  sind, 
so  sind  in  diesen  die  projectivischen  Reihen  durch  ^n,  A^^j  A^^\ 
y4^2  ^22*  ^^32  l>68timmt  und  zu  jedem  Punkte  An  der  ersten  con- 
struiert  man  den  entsprechenden  Punkt  An  der  letzteren  und  somit 
als  die  Gorade  ^nAa  eine  neue  Gerade  gi.  Man  kann  sagen:  Eine 
Regel  fläche  zweiter  Ordnung  ist  durch  ein  windschiefes 
Vierseit  und  eine  Transversale  von  zwei  Gegenseiten 
desselben  bestimmt. 

8)  Man  construiere  zu  drei  durch  Fluchtpunkte  und  Durch- 
stosspunkte  centralprojectivisch  bestimmten  Geraden  g  die  Central* 
projectionen  der  Geraden  der  Schaar  /  nach  der  Methode  unter  b). 
(Tafel  VII,  vergl.  I,  §  8,  8  u.  10.) 

Man  dreht  um  die  Gerade  g^  eine  Ebene  und  bestimmt  in  jeder 
Lage  ihre  Durchschnittspunkte  A^^  A^  mit  den  Geraden  gj  und  ^3; 
die  Verbindungslinie  A2iA^  ist  die  Gerade  /<.  Die  Spur  und  Flucht- 
linie der  sich  drehenden  Ebene  sind  Parallelenpaare  durch  den 
Durchstosspunkt  S^  und  den  Fluchtpunkt  (>/  von  g^ ,  und  zur  Be- 
stimmung der  Durchschniitspunkte  mit  ^2  "^^  ^3  ^^^  ™^^  Hilfs- 
ebenen durch  diese  Geraden  legen,  etwa  die  beiden  zu  einander 
parallelen^  deren  gemeinschaftliche  Fluchtlinie  die  Fluchtpunkte  von 
g^  und  ^3  verbindet.  Die  Figur  Tafel  VII  giebt  die  Durchführung 
für  zwei  Lagen,  die  Erzeugenden  /),  I2  mit  den  Punktreihen  A^^^ 

^m  -^81 5  AiQf  A^^^  A^2' 

Sind  zwei  Lagen  der  /  bestimmt,  so  kann  man  die  ferneren  g 
aus  den  projectivischen  Reihen  aus  diesen,  und  aus  drei  Lagen  der 
/  kann  man  die  sämmtlichen  übrigen  /  mittelst  der  projectivischen 
Reihen  in  den  g  construieren.  Die  zu  den  drei  gegebenen  g  paral- 
lelen Geraden  der  Schaar  /  sind  in  demselben  Falle  nach  dem  Vorigen 
zu  construieren,  und  damit  das  Parallelepiped  der  Aufgabe  3)  mit 
den  bezüglicken  neun  Tangentialebenen  der  Fläche.  Sie  sind  in  der 
Figur  construiert  und  durch  l/lj'ls'  bezeichnet;  die  Ecken  des  Paral- 
lelepipeds,  welche  der  Fläche  angehören,  oder  die  Ecken  des  wind- 
schiefen Sechsecks  sind  projiciert  in  A^^t  -^13  >  ^ni  -^ny  -^i  > 
A32';  die  Verbindungslinien  der  Gegeneckenpaare  schneiden  sich 
in  M'  (vergl.  §  37,14),  dem  Bilde  vom  Mittelpunkte  des  Hyper- 
boloids. 

Der  Ort  der  Durcbstosspunkte  und  der  Ort  der  Fluchtpunkte 
aller  Geraden  beider  Regeischaaren  sind  die  Curven,  die  man  als 
Spur  und  Fluchtlinie  d«r  Regelfläche  zweiter  Ordnung 
zu  bezeichnen  hat;  nach  der  Construction  sind  sie  ähnliche  und 
ähnlich  gelegene  Kegelschnitte. 
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Die  Fluchtlinie  der  Fläche  ist  die  Spur  des  Kegels,  der  durch 
die  projicierenden  Parallelebenen  der  Ebenen  der  erzeugenden  Bü- 
schel oder  nach  der  Parallelverschiebung  derselben  an  das  Projec- 
tionscentrum  entsteht;  seine  Mantellinien  sind  ihren  geraden  Er- 
zengenden parallel,  jede  zu  einer  Mantellinie  der  einen  und  zu  einer 
der  andern  Schaar.  Man  kann  ihn  als  den  projicierenden 
Parallelkegel  der  Fläche  bezeichnen. 

9)  Man  zeige  aus  der  Construction ,  dass  zu  jeder  Geraden  / 
eine  ihr  parallele  g  gehört  und  dass  die  Schnitte  aller  Paare  von 
Erzeugenden  und  ihrer  Parallelen  in  Geraden  aus  dem  Mittelpunkte 
des  Parallelepipeds  und  gleich  entfernt  von  ihm  liegen. 

Daraus  entspringt  der  Satz:  Die  aus  irgend  drei  Paaren 
paralleler  Mantellinien  desselben  Hyperboloides  be- 
stimmten Parallelepipeda  haben  gleiches  Volumen. 
Denn  so  oft  man  in  einem  Parallelepipede  ^1^2^3/1^0/3  ein  Paar 
paralleler  Kanten  g^ ,  l^  durch  ein  anderes  g^ ,  l^  ersetzt,  hat  man 
zu  dem  Volumen  des  alten  Parallelepipedes  ebenso  viel  zugesetzt, 
wie  von  ihm  weggenommen^  um  das  neue  ^1/2^4/1^2/4  zu  bilden. 
Dadurch  kann  man  aber  von  einem  solchen  Parallelepiped  zu  jedem 
anderen  gelangen. 

Wir  merken  noch  an,  dass  das  nämliche  Parallelepiped  —  von 
den  Ecken  A^  B^  C^  D  einer  Fläche  und  den  entsprechenden 
Ecken  Ey  F^  Gy  H  der  Gegenfiäche  —  vier  Hyperboloide  be- 
.«timmt,  nämlich  mit  den  aufgeschriebenen  Sechsecken  ABCGHE^ 
BCDHEF,  CDAEFG,  DABFGH,  so  dass  ihnen  in  Paaren 
III,  im,  IIV,  um,  II  IV,  m  IV  die  Kanten  BC,  EH, 
AE,  CG\  AB,  GH\  CDy  EF\  BF,  DH-,  AD,  FG  gemeinsam 
sind.  Alle  ihre  aufgeschriebenen  Parallelepipeda  haben  das  näm- 
liche Volumen. 

10)  Man  wähle  in  Tafel  VH  einen  Hauptpunkt  (7,  und  con- 
struiere  die  Orthogonalprojection  K'  der  Querschnittscurve  der  Ver- 
schwindungsebene  mit  dem  Hyperboloide  auf  die  Tafel.  (Die  Er- 
zeugenden /|^,  l^,  l^  von  den  gleichen  Verschvnndungspunkten 
mit  ^],  g^,  g^  liefern  drei  Punkte  und  ihre  Tangenten  für  diese 
Curve.) 

11)  Man  bestimme  für  die  durch  drei  Gerade  g^y  g^,  g^  ge- 
gebene Regelfläche  zweiter  Ordnung  in  Centralprojection  diejenigen 
Erzeugenden  /,  welche  mit  den  g  respective  das  nämliche  Bild  haben. 
Sind  5,  ö/,  S^  Q^,  S^  Q^  die  Paare  der  Durchstoss-  und  Flucht- 
punkte von  g^,  ^21  ^3  "°^  sucht  man  Durchstoss-  und  Fluchtpunkt 
S3*'  0*'  von  /j ,  welches  mit  g^  dasselbe  Bild  /3',  g^  hat,  so  wird 
man  etwa  durch  die  parallelen  Geraden  Q{  O2  Q\2*\  ^1^1*9  '^2^2* i 
femer  durch  S,  0]\  ^2^'/  i^  ff^  ^^^  Punkte  0^2* » '^i^  -^2*»  ^n  ^2 
bestimmen.  Denkt  man  dann  einen  beliebigen  Punkt  @  der  Tafel 
—  in  Tafel  VII  ist  der  Punkt  M'  als  dieses  d  gewählt  —  als  Um- 
legung des  Centrums  mit  der  projicierenden  Ebene  von  g^  und  /j, 
so  erhält  man  die  in  Tafel  VII  gegebene  Construction  für  die  Ge< 
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rade  S^*  Q.^*'  und  das  Bild  des  Schnitipunktes  A^n  von  ^3  und  /j. 
Man  erläutere  dieselbe  vollständig.  Der  Punkt  A^^  ist  der  Berflfar- 
ungspunkt  der  Geraden  ^3'  mit  der  ümrissellipse  des  Hyperboloides 
und  kann  daher  auch  nach  der  projecti vischen  Erzeugung  derselben 
constrniert  werden ;  ebenso  die  Punkte  ^3*,  Q./^'  als  Schnittpunkte 
der  Geraden  ^3'  oder  S.^  Q^  mit  dem  Spur-  respective  Flucht- Kegel- 
schnitte der  Fläche. 

12)  Man  construiere  in  Centralprojection  diejenige  Regelfläche 
zweiter  Ordnung,  für  welche  eine  Gerade  g^  als  projicierende  Linie, 
eine  Gerade  g^  als  in  der  Bildebene  gelegen  und  die  Gerade  g^ 
willkürlich  gegeben  sind ;  insbesondere  die  in  der  Bildebene  gelegene 
Erzeugende  /|  und  damit  den  Berührungspunkt  der  Bildebene  mit 
der  Fläche;  ebenso  die  Tangentialebene  derselben  im  Centrum. 

13)  Man  verzeichne  in  Centralprojection  für  das  durch  g^^  g^j 
g^  bestimmte  einfache  Hyperboloid  diejenigen  Tangentialebenen  und 
ihre  Berührungspunkte,  welche  durch  g^  gehen  und  die  Tafel- 
neigung 45^  besitzen. 

14)  Diejenigen  Transversalen  zweier  nicht  in  einer  Ebene  lie- 
genden Geraden  ^, ,  ^2 )  welche  zu  einer  festen  Ebene  parallel  sind, 
bilden  die  eine  Begelscfaaar  eines  hyperbolischen  Paraboloides,  für 
welches  jene  Geraden  zur  andern  Begelschaar  gehören.  Man  ver- 
zeichne dasselbe  in  Parallelprojection  a)  für  jene  Ebene  als  erste 
Projectionsebene ,  b)  als  Halbierungsebene  H^.',  c)  als  erste  proji- 
cierende Ebene. 

15)  Man  construiere  die  Centralprojection  des  durch  zwei  Ge- 
rade der  Schaar  g  und  die  Tafelebene  als  Parallelebene  der  Schaar  / 
bestimmten  hyperbolischen  Paraboloides.  Wo  berührt  es  die  Tafel, 
wo  die  Yerschwindungsebene  und  die  zweite  Parallelebene?  Im  un- 
endlich fernen  Punkt  der  zugehörigen  Erzeugenden  /,  etc. 

16)  Durch  ein  windschiefes  Vierseit,  also  auch  durch  ein  be- 
liebiges Tetraeder,  nämlich  eine  Kette  von  vier  Kanten  desselben, 
ist  ein  hjrperbolisches  Paraboloid  vollkommen  bestimmt  —  weil  zwei 
Gegenkanten  die  Stellung  der  Parallelebene  liefern,  welche  mit  den 
beiden  andern  zusammen  die  Bestimmung  nach  dem  Vorigen  leistet. 
Man  verzeichne  dasselbe  für  das  reguläre  Tetraeder  in  Parallelpro- 
jection und   discutiere   die  Mehrdeutigkeit  dieser  Bestimmung. 

17)  Man  construiere  in  Parallelprojection  ein  hyperbolisches 
Paraboloid^  welches  die  erste  und  zweite  Projectionsebene  in  ge- 
gebenen Punkten  berührt. 

18)  Man  bestimme  für  ein  durch  ein  windschiefes  Vierseit  ge- 
gebenes hyperbolisches  Paraboloid  a)  in  Parallelprojection,  b)  in 
Centralprojection  die  Richtung,  in  welcher  sein  Berührungspunkt 
mit  der  unendlich  fernen  Ebene  liegt. 

19)  Ein  windschiefes  Vierseit  g^l^g^lx  und  ein  Punkt  jP  resp. 
eine  Tangentialebene  T  der  Fläche  bestimmen  sie,  weil  sie  die 
erzeugenden   projeetivischen  Ebenenbüschel  z.  B.  g^  .  l^l^^  und 
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^3  *  ^1^3-^  resp.  die  erzeugenden  projectiviscfaen  Punkireihen  be- 
stimmen. Ebenso  ist  sie  bestimmt  durch  zwei  Gerade  der  einen 
Schaar  ^],  g*^<,  eine  Gerade  der  andern  /,  und  zwei  Punkte  resp. 
zwei  Tangentialebenen  z.  B.  durch  ^j  .  /j  P^  P^  und  g^  .  Z,  P^  P*^  \ 
also  auch  durch  zwei  Gerade  derselben  Schaar  und  drei  Punkte 
oder  drei  Tangentialebenen^  z.  B.  aus  den  projectivischen  Reihen 
g^  .  T^TjTg  und  g^  .  TjTjTj. 

Wären  zwei  sich  schneidende  Gerade  g  und  /  gegeben,  so 
sind  vier  Punkte  resp.  Tangentialebenen  der  Fläche  ausserdem  zur 
Construction  erforderlich  —  wir  wollen  annehmen  vier  Punkte  P^y 
i^2  7  -^3»  P4  seien  gegeben.  Denken  wir  die  Erzeugende  ^,  durch 
P^  in  der  Fläche,  so  wäre  das  Ebenenbüschel  g  .  IP^P-^P^  projec- 
tivisch  zu  dem  Büschel  g^  .  IP^^P^P^^  d.  h.  g^  liegt  in  der  Ebene 
Pyl,  Die  Ebene  P^P^P^  schneidet  die  Büschel  in  den  erzeugenden 
Büscheln  eines  Kegelschnittes  durch  die  Durchstosspunkte  von  g 
und  /,  sowie  die  Punkte  Pji  Aj  ^\7  ^®^  ^^^^  2MQ.)ol  den  Durch- 
stosspunkt  von  g^  enthält  und,  weil  dieser  auch  auf  ihrer  Schnitt- 
linie mit  der  Ebene  P,  /  liegen  muss,  ihn  eindeutig  bestimmt,  so- 
mit die  Gerade  g^  durch  zwei  Punkte  liefert.  Umgekehrt  bestimmt 
ein  Kegelschnitt  mit  zwei  Geraden,  die  ihn,  aber  nicht  einander, 
schneiden,  als  Mantellinien  derselben  Schaar,  ein  einfaches  Hy- 
perboloid. 

Man  zeige,  dass  auch  ein  Kegel  zweiten  Grades  und  zwei  ihn 
berührende  zu  einander  windschiefe  Gerade  als  Mantellinieu  der- 
selben Schaar  ein  einfaches  Hyperboloid  bestimmen  —  durch  die 
dualistisch  der  vorigen  entsprechende  Construction. 

20)  Endlich  bestimmen  eine  Mantellinie  g  und  sechs  Punkte 
P^y  ,  .  ,  P^   oder  sechs  Tangentialebenen  die  Fläche.     Zwei  pro- 

jectivische  Ebenenbüschel  g  ,  P^  •  •  •  ^e  ^'^^  ^1  •  -^i  •  •  •  ^6  ?  ^^^  9\ 
als  eine  durch  jP,  gehende  zu  bestimmende  Gerade  erzeugen  die 
Fläche.  Eine  Tafelebene  wird  Von  dem  ersten  in  fünf  Strahlen 
eines  Büschels  geschnitten  und  die  fünf  Strahlen  P,  P^^  P^P^, .  P,  P^ 
liefern  in  ihr  fünf  Punkte  der  Strahlen  eines  zu  jenem  projecti- 
vischen Büschels,  dessen  Scheitel,  der  Durch stosspunkt  von  ^| , 
darnach  bestimmt  wird;  man  erhält  ihn  als  vierten  gemeinsamen 
Punkt  von  zwei  Kegelschnitten  durch  die  Durchstosspunkte  der 
Strahlen  P^Pi^,  P\P^i  ^i-Pj?  deren  erster  noch  durch  den  Durch- 
stosspunkt  P^  P^  so  geht,  dass  das  Doppel verhältniss  dieser  vier 
Punkte  mit  dem  der  Spuren  von  g  .  P^P^P^Pf,  übereinstimmt, 
indes  der  zweite  durch  die  Durchstosspunkte  von  PiP2>  ^1^3; 
P^P^  und  PiPq  so  geht,  dass  ihr  Doppelverhältniss  mit  dem  von 
g  .  P^P^P^Pq  übereinstimmt.    (Vergl.  I,  §  25,  1.) 

Man  erläutere  die  Construction  aus  einer  Mantellinie  und  sechs 
Tangentialebenen« 

36.  Wir  stellen  unten  eine  Reihe  von  besonderen  Er- 
zeugungen der  Regelflächen  zweiter  Ordnung  zusammen,  welche 
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so  geben  diese  in  gerade  Linien  der  Zeichnungsebene  über  und 
zwei  der  Hyperboloide  werden  Ebenen  mit  dem  Neigungswinkel 
cotan  Ui  BS  a .  Wenn  aber  keine  zwei  der  gegebenen  Kreise  reelle 
Schnittpunkte  besitzen,  so  schneidet  die  gerade  Verbindungslinie 
der  Pole  der  Ebenen  von  zweien  derselben  die  Kugel  in  zwei 
reellen  Punkten,  und  für  jeden  derselben  als  Anfangspunkt  gehen 
die  betreffenden  Kreise  in  concentrische  Kreise  der  Tafelebene  über. 
Auch  die  Verwandlung  in  Kreise  mit  einerlei  Centrale  und  in  Kreise 
von  gleichen  Badien  ist  möglich. 

10)  Weil  eine  bewegte  Gerade,  die  einen  Kreis  immer  unter 
demselben  Winkel  schneidet,  ihn  zugleich  projectivisch  theilt  und 
einen  mit  ihm  concentrischen  Kreis  umhtQlt;  so  theilt  auch  ein 
veränderlicher  Kreis,  der  durch  einen  festen  Punkt  geht  und  einen 
festen  Kreis  unter  unveränderlichem  Winkel  schneidet,  diesen  pro- 
jectivisch und  umhüllt  einen  Kreis  des  Büschels,  das  durch  ihn 
und  den  festen  Punkt  als  zwei  seiner  Kreise  bestimmt  ist. 

Und  weil  ein  Kreis,  der  drei  feste  Kreise  von  gleichen  Badien 
gleichwinklig  schneidet,  dieselben  projectivisch  theilt  und  ein  con- 
centrisches  System  bildet,  so  werden  auch  die  Kreise  eines  Büschels, 
welche  drei  beliebige  feste  Kreise  gleichwinklig  schneiden,  dieselben 
zugleich  projectivisch  theilen.  Wie  die  Aehnlichkeitsstrahlen  zweier 
Kreise,  so  theilen  auch  die  Kreise  durch  einen  festen  Punkt,  welche 
sie  gleichwinklig  schneiden,  sie  zugleich  projectivisch;  etc. 

11)  Auch  die  cyklographischen  Betrachtungen  des  Früheren 
und  die  Untersuchungen  des  vorigen  Art.  lassen  sich  auf  die  Kugel 
anwenden.  In  jenem  Sinne  erscheint  die  Kugel  auf  jeder  ihrer 
Diametralebenen  dargestellt  durch  das  zweifach  unendliche  System 
der  Kreise,  die  von  einem  gegebenen  Kreise  —  ihrem  Querschnitt 
mit  der  Tafel  —  diametral  geschnitten  werden.  Welchem  Gesetze 
genügt  das  System  ihrer  Bildkreise,  wenn  die  Tafel  das  Centrum 
der  Kugel  nicht  enthält? 

Ein  einfach  unendliches  System  von  Kreisen,  welches  eine 
Gerade  unter  constantem  Winkel  schneidet  und  von  einem  gege- 
benen Kreise  diametral  geschnitten  wird,  hat  als  Mittelpunktsort 
eine  Ellipse,  die  Orthogonalprojection  des  Querschnittes  einer  Ebene 
durch  jene  Gerade  mit  der  Kugel  über  diesem  Kreis.  Analog  lässt 
sich  der  gemeinsame  Kreis  zweier  Kugeln  auffassen.  (Vergl.  §  32,7.) 

12)  Da  zwei  Kugeln  ein  Büschel  bestimmen,  so  gehen  durch 
den  Schnittkreis  derselben  unendlich  viele  Kugeln  und  es  ist  offen- 
bar, dass  die  Umrisskreise  derselben  in  der  Tafel  doppelt  berührende 
Kreise  für  die  Orthogonalprojection  jenes  Kreises  sind ,  also  ein 
System  doppelt  berührender  Kreise  für  eine  Ellipse. 

Man  zeige,  dass  bei  Kreisen,  die  einander  schneiden,  oder  deren 
einer  den  andern  umschliesst,  die  Summe  ihrer  kleinsten  Halb- 
sehnen durch  den  inneren  Aehnlichkeitspunkt  ein  Maximum  und 
dass  im  zweiten  Falle  ihre  Differenz  für  den  äusseren  Aehn- 
lichkeitspunkt ein  Minimum  ist. 
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35.  Wir  studieren  nun  allgemein  zunächst  die  Flächen 
zweiter  Ordnung  mit  hyperbolischen,  später  dann  die 
mit  elliptischen  Punkten.  (§  39  f.) 

Denken  wir  drei  Gerade  g^y  g^,  g^  der  einen  Regelschaar 
einer  Begelfläche  zweiter  Ordnung  —  von  denen  also  keine 
zwei  in  einer  Ebene  liegen  können  —  so  ist  jede  Gerade  /,• 
der  zweiten  Begelschaar  dieser  Fläche  eine  Transversale  der- 
selben und  alle  Geraden  dieser  zweiten  Schaar,  somit  auch 
die  Begelfläche  zweiter  Ordnung  selbst  sind  also  durch  j^ne 
bestimmt;  und  zwar  geht  durch  jeden  Punkt  A^^  von  g^  eine 
Gerade  /|,  die  Schnittlinie  der  beiden  Ebenen  A^^,  g.^  und 
^],,  ^3  und  anderseits  liegt  in  jeder  Ebene  An  durch  g^  eine 
Gerade   l^y    die  Verbindungslinie    der   Punkte   A^]^  g^  und 

Die  Geraden  der  Regelschaar  /  sind  somit: 

a)  die  Durchschnittslinien  der  entsprechenden 
Ebenen  von  zwei  projectivischen  Ebenenbüscheln, 
deren  Scheitelkanten  zwei  Gerade  der  Schaar  g  sind  und  welche 
zu  der  Punktreihe  in  einer  dritten  Geraden  dieser  Schaar  per- 
spectivisch  liegen.     Die  Geraden  der  Schaar  /  sind  ferner 

b)  die  Verbindungslinien  der  entsprechenden 
Punkte  von  zwei  projectivischen  Puuktreihen,  deren 
Träger  zwei  Gerade  der  Schaar  g  sind  und  welche  zu  dem 
Ebenenbüschel  aus  einer  dritten  Geraden  dieser  Schaar  per- 
spectivisch  liegen. 

Zugleich  wird  nun  ersichtlich  ^  dass  die  Bestimmung  aus 
projectivischen  Gebilden  erster  Stufe  auch  den  Satz  beweist, 
dass  auf  der  erzeugten  Fläche  zwei  einfach  unend- 
liche Systeme  von  Geraden  oder  zwei  Begelschaaren 
liegen,  in  denen  jede  Gerade  des  einen  alle  Geraden 
des  andern  schneidet  —  den  wir  vorher  mehr  analytisch 
entwickelten.  Denn  ist  z.  B.  g  eine  Gerade,  welche  die  Ver- 
bindungslinien /, ,  /j;  /s  der  drei  Paare  A^^^  A.^^\  A^2f  ^227 
^13'  ^23  ^^^  entsprechenden  Punkten  zweier  projectivischen 
Beihen  auf  g^^  g^  zugleich  schneidet,  so  muss  sie  auch  alle 
die  Verbindungsgeraden  aller  andern  entsprechenden  Paare 
derselben  treffen;  weil  es  unmöglich  ist,  in  g^  und  g^  zwei 
andere  projectivische  Beihen  zu  bilden,  welche  durch  ein 
Ebenenbüschel  um  g  ausgeschnitten  werden  und  die  Geraden 
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liegen,  so  entsteht  als  Specialfall  der  Regelfläche  zweiter  Ordnang 
als  Ort  ihrer  Transversalen  das  Ebenenpaar  —  nämlich  genauer 
zwei  Strahlenbüschel,  die  einen  gemeinsamen  Strahl  haben.  Wann 
das  Punktepaar? 

4)  Wenn  zwei  Paare  von  Ebenen  sich  am  ihre  respectiven 
Schnittlinien  ^f,  g^  so  drehen,  dass  die  von  ihnen  gebildeten  Winkel 
ihre  Grösse  nicht  ändern^  während  zugleich  das  eine  Paar  der  Schen- 
kelebenen immer  einen  Punkt  einer  festen  Geraden  enthält,  so  be- 
schreiben  die  übrigen  Schnittlinien  der  Schenkelebenen  die  Schaaren 
/von  Begelflächen  zweiter  Ordnung  durch  die  Scheitelkanten. 

5)  Wenn  zwei  Gerade  sich  um  ihren  Schnittpunkt  so  drehen, 
dass  sie  zwei  feste  nicht  in  einer  Ebene  liegende  Geraden  g^ ,  g^ 
stets  schneiden  —  nämlich  die  erste  von  ihnen  die  eine  und  die 
zweite  die  andere  — ,  während  sie  zugleich  zu  einander  normal 
bleiben,  so  erzeugt  die  Verbindungslinie  ihrer  Schnittpunkte  mit 
g^  und  g^  die  Regelschaar  /  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  durch 

g^  und  ^2- 

6)  Wenn  zwei  Punktreihen  in  Geraden,  welche  nicht  in  einer 
Ebene  liegen,  projectivisch  ähnlich  sind  (I,  §  17,  5),  so  erzeugen 
die  Verbindungslinien  der  Paare  ihrer  entsprechenden  Punkte  die 
eine  Regelschaar  eines  hyperbolischen  Paraboloids,  für  welches  die 
Träger  zur  andern  Schaar  gehören;  auch  darum  ist  durch  ein  wind- 
schiefes Vierseit  ein  hyperbolisches  Paraboloid  vollkommen  bestimmt, 
während  für  das  Hyperboloid  die  Hinzufügung  einer  Transversale 
nöthig  ist.  Die  Richtungen  seiner  Gegenseitenpaare  liegen  in  zwei 
Stellungen,  zu  denen  die  Transversalen  des  jeweiligen  andern  Paares 
parallel  sind. 

7)  Nach  I,  §  10,  11  bilden  diejenigen  Transversalen  zweier 
Geraden,  die  mit  ihnen  gleiche  Winkel  einschliessen,  zwei  hyper- 
bolische Paraboloide ;  denn  sie  sind  der  einen  oder  der  anderen  der 
zwei  Ebenen  parallel,  welche  die  von  Parallelen  der  Geraden  durch 
einen  Punkt  gebildeten  Winkel  halbieren  und  auf  ihrer  Ebene 
normal  stehen. 

8)  Wenn  von  zwei  projectivischen  Ebenenbüscheln  das  eine 
aus  Parallelebenen  besteht,  so  erzeugen  die  Schnittlinien  entsprechen- 
der Paare  ein  hyperbolisches  Paraboloid. 

Ebenso,  wenn  das  Paar  ihrer  parallelen  Ebenen  ein  entspre- 
chendes Paar  ist;  also  z.  B.  bei  Angabe  von  drei  zu  einer  Eben^ 
parallelen  Geraden  ^,-,  d.  h.  solchen,  deren  Richtungen  derselben 
Stellung  angehören. 

9)  Wenn  man  durch  die  Punkte  einer  geradlinigen  Reihe 
Parallelen  zu  den  entsprechenden  Strahlen  eines  ihr  projectivischen 
Strahlenbüschels  zieht,  dessen  Ebene  jene  Reihe  nicht  enthält,  so 
sind  diese  die  Erzeugenden  /  eines  hyperbolischen  Paraboloides, 
welches  den  Träger  der  Reihe  und  die  Stellung  der  Ebene  des 
Büschels  zu  Erzeugenden  der  Schaar  g  hat. 

10)  Beim  Paraboloid  werden  die  /  von  den  Parallelebenen  der 
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g  durch  die  g  ähnlich  und  in  symmetrischen  Paaren  gleich  getheilt'; 
unter  den  letzteren  ist  je  eine  zu  den  Parallelebenen  normal ;  ihren 
Schnittpunkt  nennt  man  den  Scheitel  des  hyperbolischen  Para- 
boloides. 

11)  Wenn  die  Parallelebenen  der  g  und  der  /  zu  einander 
rechtwinklig  sind^  oder  die  Oeraden  der  einen  Schaar  rechtwinklig 
zu  je  einer  Geraden  der  andern,  so  erhält  man  das  gleichseitige 
hyperbolische  Paraboloid;  also  aus  einem  beliebigen  Ebenen« 
büschel  und  einem  Büschel  von  Parallelebenen  normal  zu  seiner 
Scheitelkante;  aus  zwei  projectivischen  Ebenenbüscheln,  in  denen 
das  eine  Paar  der  Schenkelebenen  der  entsprechenden  rechten  Winkel 
einander  zugeordnet  sind  und  aus  zwei  ähnlichen  Punktreihen,  in 
denen  die  Fusspunkte  ihrer  gemeinsamen  Normale  einander  ent» 
sprechen. 

12)  Wenn  zwei  Ebenen  sich  um  feste  Gerade  g^^  g.^,  die  nicht 
in  einer  Ebene  liegen,  so  drehen,  dass  sie  stets  zu  einander  recht- 
winklig bleiben,  so  erzeugt  die  Schnittlinie  derselben  die  Regel- 
schaar  /  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  durch  g^  und  g^* 

Wir  haben  in  I,  §  11,  6  den  besonderen  Kegel  zweiten  Grades 
betrachtet,  der  aus  zwei  Ebenenbüscheln  mit  sich  schneidenden 
Scheitelkanten  entsteht,  in  denen  die  Paare  entsprechender  Ebenen 
zu  einander  normal  sind  und  setzen  nun  die  Scheitelkanten  als 
windschief  zu  einander  voraus.  Wir  knüpfen  die  Erörterung  an  die 
gewöhnliche  Centralprojection  der  Fläche. 

Man  gebe  die  Scheitelkanten  g^  mit  S^Q^\  g^  mit  S^Q^' 
und  wähle  den  Distanzkreis  so,  dass  Q(  sein  Mittelpunkt  ist  d.  h. 
man  nehme  die  Tafel  normal  zu  der  ersten  von  beiden  —  wie  am 
a.  0.  Sind  5, ,  ^/  —  zwei  Parallelen  durch  -S,  oder  6'j  und  Q^'  — 
Spur  und  Fluchtlinie  einer  Ebene  des  ersten  Büschels,  so  muss, 
weil  der  Normalenfluchtpunkt  dieser  Ebene  die  Richtung  der  Nor- 
malen zu  ihrer  Fluchtlinie  ist,  die  entsprechende  Ebene  durch  die 
von  S^  und  Q^  resp.  ausgehenden  Perpendikel  zu  5| ,  q{  als  Spur 
^2  und  Fluchtlinie  q^  dargestellt  werden  und  man  erhält  in  der 
Schnittlinie  SQ'  von  s^,  q(  mit  $2^  q^  ^^^  Erzeugende  /  des 
Hyperboloids.  Wir  sehen  daraus,  wie  am  a.  0.,  dass  die  Spur  dieses 
Hyperboloides  der  über  der  Strecke  S^  S^  als  Durchmesser  beschrie- 
bene Exeis  8  und  dass  seine  Fluchtlinie  der  Kreis  Über  Oi  O2  &^ 
Durchmesser  ist;  und  femer,  dass  das  so  entstehende  Hyperboloid, 
wie  der  entsprechende  Kegel  a.  a.  0.,  von  den  Normalebenen  zu 
den  gegebenen  Geraden  oder  Scheitelkanten  in  Kreisen  geschnitten 
wird,  die  die  Schnittpunkte  der  Normalebene  mit  jenen  Geraden 
zu  den  Endpunkten  eines  Durchmessers  haben.  Man  hat  dasselbe 
das  orthogonale  Hyperboloid  genannt,  wie  den  entsprechen- 
den Kegel  den  orthogonalen  Kegel. 

Ein  solches  Hyperboloid  ist  durch  die  zwei  zu  den  Kreisschnitten 
normalen  Mantellinien  g^^y  g^  vollkommen  bestimmt,  also  durch 
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ihre  gemeinschaftliche  Normale  und  kürzeste  Distanz  und  darch 
den  Winkel  ihrer  Parallelen  charakterisiert.  Irgend  zv7ei  Kreise  in 
der  Tafel  und  die  Endpunkte  zweier  Durchmesser  derselben  können 
als  Fluchtlinie  und  Spur  eines  orthogonalen  Hyperboloides  und  als 
Flucht-  und  Durchstossp unkte  der  zu  den  Kreisschnitten  normalen 
Mantellinien  ^,®,  g.^  desselben  angesehen  werden^  indem  man  den 
Fluchtpunkt  £)/  der  einen  als  Hauptpunkt  C^  der  Centralprojection 
annimmt.  Die  Bilder  der  Mantellinien  /,•  sind  die  Verbindungslinien 
der  Endpunkte  pamlleler  Sehnen  aus  0\  Qi^d  S^  in  diesen  Kreisen; 
sie  umhüllen  den  Umriss  der  Fläche;  wie  wir  in  §  37  sehen  werden. 

Wir  haben  zugleich  damit  bewiesen,  dass  die  durch  die 
Bedingung  der  Orthogonalität  entsprechender  Ebenen 
gebildeten  Ebenenbüschel  immer  rücksichtlich  dieser 
Paare  p  rojectivisch  sind. 

13)  Jedes  orthogonale  Hyperboloid  wird  auf  un- 
endlich viele  Arten  aus  projectivisch  gleichen  Ebenen- 
büscheln erzeugt,  d.  h.  aus  solchen^  in  denen  alle  Paare  von 
Ebenen  im  einen  dieselben  Winkel  einschliessen  ^  wie  die  Paare 
ihrer  entsprechenden  im  anderen.  (Yergl.  I,  §  24,  1^2.)  Zum  Be- 
weise denken  wir  (§  45,  8)  die  beiden  Büschel  parallel  sich  selbst 
so  verschoben,  dass  ihre  Scheitelkanten  sich  schneiden,  und  be- 
ziehen sie  auf  eine  Tafel,  die  zur  Scheitelkante  des  einen  normal, 
in  der  also   die   Spur  des    erzeugten  Kegels  der  Kreis    mit    den 

Durchstosspunkten  der  Scheitelkanten  als 
Enden  eines  Durchmessers  ist.  (Fig.  74.) 
Die  Ebene  der  Scheitelkanten  g^\  g^  i^^ 
die  in  diesem  Durchmesser  aufstehende 
Normalebene  zur  Tafel  und  der  Mittel- 
punkt M  des  Kegels  oder  ihr  Schnitt- 
punkt ein  Punkt  der  Tafelnormale  g^^-^ 
nehmen  wir  nun  zwei  Mantellinien  des 
Kegels,  welche  zu  jener  Normalebene  or- 
thogonal symmetrisch  sind,  deren  Dnrch- 
stosspunkte  S^ ,  S.^  also  die  Endpunkte  einer  zu  jenem  Durch- 
messer normalen  Sehne  im  Kreise  sind,  so  bilden  die  durch  sie 
nach  g^^  und  ^2^  gehenden  Ebenen  a  und  h  aus  der  einen  und 
a*,  h*  aus  der  anderen  —  wir  benutzen  die  Buchstaben  ihrer 
Spuren  —  nach  der  Voraussetzung  zwei  zu  einander  rechtwink- 
lige Paare  a,  h  und  a*,  ^*  Nennen  wir  sodann  die  Yerbindnngs- 
ebene  beider  neuen  Mantellinien  0,  p*  im  einen  und  resp.  im 
anderen  Ebenenbüschel,  so  entsprechen  ihr  die  Tangentialebenen 
des  Kegels  längs  dieser  Mantellinien  p  und  0*  und  die  Büschel 
der  Ebenen  a^  b,  0,  p  und  a*  ^*  0*,  p*  sind  harmonische  Bü- 
schel mit  den  vorbenannten  rechtwinkligen  Paaren,  d.  h.  die  Winkel 
der  Ebenen  0  und  /?,  0*  und  p*  werden  durch  a  und  b  resp.  ä* 
und  b*  halbiert  und  man  hat,   weil   diese  Winkel   selbst  einander 
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gleich  sind,  die  Winkel  zwischen  a  und  o  und  zwischen  a*,  o* 
einander  und  denen  zwischen  a ,  p  und  zwischen  a*,  p*"  gleich  gross 
und  ebenso  für  b^  b*.  Die  betrachteten  BtLschel  sind  also  oon- 
gruent  oder  ihre  entsprechenden  Winkel  sämmtlich  gleich,  da  drei 
Paare  zur  Bestimmung  genügen  und  bei  Gleichheit  der  entspre- 
chenden Winkel  zwischen  ihnen  die  aller  übrigen  nach  sich  ziehen. 

Wir  sehen  zugleich,  dass  der  Kegel  und  somit  das  Hyperboloid 
aus  projectivisch  gleichen  £benenbüscheln  stets  auf  eine  Art  auch 
aus  orthogonalen  £benenpaaren  erzeugt  werden  kann ,  nämlich  —  für 
den  Kegel  gesprochen  —  aus  den  Büscheln,  deren  Scheitelkanten 
die  beiden  Mantellinien  des  Kegels  in  der  Ebene  sind,  in  Bezug 
auf  welche  die  Scheitelkanten  von  jenen  orthogonal-symmetrisch  sind ; 
auch  ist  evident;  dass  die  Halbierungsebenen  der  entsprechenden 
Flächenwinkel  in  den  beiden  projectivisch  gleichen  Büscheln  nach 
diesen  Scheitelkanten  gehen  und  somit;  dass  sie  durch  ein  einziges 
Paar  solcher  Winkel,  wie  (o,  p)y  (o*,  p*)  bestimmt  sind. 

Und  wir  bemerken  nur  noch,  dass  beim  Hyperboloid  sich  alles 
dieses  für  die  parallelen  Erzeugenden  der  anderen  Schtor  wiederholt. 

Zwei  windschiefe  Gerade  g^^  g^  als  Scheitelkanten  gleich- 
winklig projectivischer  Ebenenbüschel  lassen,  nach  der  Willkürlich- 
keit der  entsprechenden  Ebene  A^^  im  zweiten  Büschel  zu  einer 
angenommenen  Anfangslage  A^^  im  ersten  und  zugleich  der  Zwei- 
deutigkeit ihres  Drehungssinnes,  zwei  Systeme  von  unendlich  vielen 
verschiedenen  orthogonalen  Hyperboloiden  entstehen.  Nach  §  38 
müssen  sich  je  zwei  der  so  erzeugten  Hyperboloide  ausser  in  g^, 
g^  in  zwei  Mantellinien  der  andern  Begelschaar  /  durchdringen; 
wenn  wir  aber  nach  I^  §  31, 10  diejenigen  Ebenen  beider  Büschel, 
die  den  imaginären  Kreis  im  Unendlichen  [I,  (36®),  5]  berühren, 
als  die  mit  jeder  Anfangslage  gleiche  unendlich  grosse  Winkel  bil- 
denden erkennen^  so  ergiebt  sich;  dass  die  fraglichen  Mantellinien 
allen  Hyperboloiden  eines  dieser  Systeme  gemeinsam  angehören. 
Dieselben  gehen  alle  durch  g^ ,  g.^ ,  und  die  aus  den  Paaren  jener 
Tangentialebenen  des  imaginären  Kugelkreises  in  bestimmter  An- 
ordnung entspringenden  zwei  imaginären  Geraden  /i,-,  l^i  oder  sie 
durchdringen  sich  in  demselben  windschiefen  Viereck  g\l\igil2i\ 
man  nennt  ihre  Gesammtheit  ein  Büschel  und  erkennt,  dass  in 
der  That  durch  jeden  Punkt  des  Baumes  eine  und  nur  eine  von 
ihnen  geht,  wie.r  denn  derselbe  mit  g^ ,  g^  die  Anfangslagen  in  den 
erzeugenden  Büscheln  bestimmt.  Weil  aber  ebenso  an  jede  Ebene 
eine  der  Flächen  berührend  geht,  für  die  die  Verbindungslinie  ihrer 
Schnittpunkte  mit  den  Scheitelkanten  mit  diesen  die  Anfangslagen 
der  Ebenen  bestimmt,  so  ist  jene  Gesammtheit  zugleich  eine  Schaar 
von  Flächen  zweiten  Grades  —  in  natürlicher  Erweiterung  dieser 
Begriffe  über  die  in  I,  §  32;  16  bezeichnete  Sphäre. 

Wir  erhalten  also  aus  zwei  windschiefen  Geraden  g^ ,  g^  zwei 
Büschel  orthogonaler  Hyperboloide.  Denken  wir  die  Parallelen  zu  den 
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ihre  g,„.in,A*lioh.  Nom.le  und  kli™,l«  D«'»"  "^J^'"^ 
den  Winkel  ihrer  Pnr.llei.n  eh.r.kt.™,ert.  Irgend  '"»  ^'•"  " 
d.rT.r.1  nnd  die  Endpunkte  """  D"*"™«  "'S  Jl^ndS 
.1,  Flnohtlinie  nnd  Spnr  eines  »'''»S»"!»  H?P»*»'°f '  "X' 
Flneht.  nnd  Dnreh8to..p.nkte  der  »  «•- "''•y»''"'?"  ""^r  a,„ 
Mentellinien  o,«,  ».,'  deeselben  «ngeeehen  werden,  indem  m«»  den 
Fl"Spn»"  S  ■  1"  •»•«  ••»  H..ptpnnkl  C  i"  ("»"'S  ^ 
ennimmt.  Di.  Bilder  der  Menlellinie.  J,,.ind  d.e  '»'»"»f«°^"" 
derEndpnnkt.  pemllel.r  Sehne«  »,  ?.  •?''.\'°  ^''r/,™"' 
■le  »»hüllen  deiUmri.e  der  Pllohe,  wie  wir  m  8  S'  "te"  -»"'"'■ 
Wir  heben  .ngleieh  dnmit  bewieeen,  d.BS  die  'i»"°  »'' 
Bedingung  der  Orthogon.lit.t  »»'«P'r-'r.llh  dieser 
gebildetei  Eh.nenbl.ehel  immer  rOck.iehtlioh  dieser 
Paare  p  rojectivisch  sind. 

13)  Jede,  orthogonale  Hyperboloid  wird  auf  nn- 
endliei.iele  Arten  ans  projectivsch  gleich  n  Ebenen 
bO.oheln  erzengt,  d.  h.  ans  solchen,  in  denen  .1.  P^re  >.« 
Ebene,  im  einen  dieselben  Winkel  em.ehie.s.n,  ■- •  •>»  ^ '^ 
ihrer  entsprechenden  im  anderen.  (7"«^ /■  Vl'Vl.l  sich  »Ibst 
weise  denken  wir  (6  46,  »)  die  beiden  BOschel  parallel  sich  Wien 
roTerschob™  dai?  ihre  Scbeitelk.nlen  .ich  schneiden,  nnd  h.- 
°ehe.  t  anf  eine  Tafel,  die  znr  ech^t.lk..«.Jc-»»  »".^^ 

in  der  also   die   Spur  des    er.engUn  K«*"''  ■"'  ^kanten  .1. 
Dnrcbstosspnnkten  der  Bcheitelkantcn  ■!■ 
■""■  "■  Enden  eines  Durehmcs.er.  ist.  (Flg.  »■! 

.S^--         ~^      DieEb.n.  der  Bcheitelkanlen  ü,  ,  J,  »• 
^      dl.  in   diesem   D.rch„e„er  anj.te^»^. 
^  X'rd'es'Crodf   Ihr  ^h^tt. 
U.   ein   Punkt   ^«Jf^^^'i' 

Kf^:w"ohe°»PKor»l-Xc|;: 

■      thogonal.ymnietri.«h..nd,.a«»B"'2 

slosspunkte  S„    S,   also   die%ndpunkt.   »--,  "  'ird.^"* 

„eeser  normalen  Sehne  im  Kreis.  ..nd,  •», *J%1„   „d 

nach  f  ,•  nnd  g,'  gehenden  Ebenen  o  »nd   "  '"j    ^,1^.  ü™ 

o«,   i'   an.  d.r  uderen  —  wir  be«»»»  ™,„°°™°;^irtil4. 

Sparen  —   Dach  ( 

lige  Paare  a,  ^  u: 

ebene  beider  neue 

anderen  EbeneabU 

dea  Kegels  ISngs 

der  Ebenen  a,  b, 

scbel  mit  den  vorbi 

der  Ebenen  a  und 

and  6*  halbiert  ui 
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Si"/'"^^'  ^'®  Winkel  zwischen    a  und  o  und  zwischen  a*,  o* 

Und    f  ''''^  ^^°®f  ^If    t?  « .  P  und  zwischen  ö*,  p*  gleich  gross 

«^-Ueiff   ^^^  ^^      '  X         -P^^    betrachteten  Büschel  sind  also  con- 

I'aare    ^^"^  ^^""^  entsprechenden  Winkel  sämmtiich  gleich,  da  drei 

^^^M^^'^L^^^^^^^^^    genügen  und  bei  Gleichheit  der  entspre- 

^^  Winkel  zwiscneu   j^nen  die  aller  übrigen  nach  sich  ziehen. 

^^^  iT ^'^  ^^^^^  zugleich,    ^gg  ^^^  j^^^^j  ^^^  g^^.^  ^^  HjrperbcloiJ 

^^»  ottv?^"^^^^^®^^  gleicbeu  Ebenenbüscheln  stets  auf  eine  Art  aufi 

^^   iT  ^^^^^®^  t^^^'^^^Paaren  erzeugt  werden  kann,  nämlich  —  fuT 

^®   befi^®^  gesprochen ^^^^  ^^^  Büscheln,  deren  Scheit^lkMiißi. 

*^f  ^el  ^"^  Ma^^f'.^'tf    ^^^  Kegels  in   der  Ebene   sind,  in  Ba.-u£ 
^V""^    i^!^  ^'^  Scheitelkauten  von  jenen  orthogonal-symmetrL^fl  ^.t. 
;f- ^^^enl-^V'^f''^  .       ,  ^^^  Halbierungsebenen  der  entsprechrr...- 
p  ^^^ti    ,<^™\,^^  f  ^^  >>eiden  projectivisch  gleichen  Büscb^k  i».  - 
""   ^olnu^^^''}^'^  ^^^öß  ™d  somit,  dass  sie  durch  en:  r^-.:.- 
,.         Wd     ^^^  Winkel,  wie  (o,  p),  (o*   p*)  bestimmt  5md 
dwsB^  /(^  ^^^  bemerken  nur  noch,  dass  beim  Hvperb:.:.:.f  >       - 

-Z^TTei        ^^  parallelen  Erzeugenden  der  anderen  S:iü^-  ▼: 
i«^iBÄ:7/^^^^ind3chiefe   Gerade    ^j,   g^   als  Sche:-:!:^'- 
ieJi   der   ^      Oectivischer  Ebenenbüschel  lassen,  n&:r  a-  "^ 
^^^öHß^^^^^^xaprechenden  Ebene  ^^2  ^^  zwehex.  I..^  ■ 
j0üt7r^^X^       ^en  Anfangslage  A^^   im  ersten  unc  r-r- 
Y0l'^^^^^^^^:^>.    *^*^es  Drehungssinnes,  zwei  Systaw^  i.-- 
^(i5Se^      ^i^^-^^   orthogonalen  Hyperboloider  aiz-f.-' 
\tV  ^^^^^^x         ^®  2^öi  ^6r  so  erzeugten  Ey!>?r^       - 
9*i^^^>^:^  Mantellinien  der  andern  Ee£»n-  nar- 

^?    i^^     "Vx^^^®^  ^»<5*^  I^  §  31, 10  die>er:i^  I  ■---■' 
^    '^^    -'^^^^^ginären  Kreis  im  ünendliiMr 
^^     ^^55^     "^^  jeder  Anfangslage  gleiibf  =:rr-. 
^^         ^Pj^^'^^nnen,  so  ergiebt  sicL  äi^  .•     •* 
^       ^^ypörboloiden  eines  dieäer  f-^T.-     - 
-p\e^^\\>en  gehen  alle  durch  ^. .  /     ^ 
r^eiügentialebenen  des  imaginira  :  ^     *" 
^tdiixuig  entspringenden  nrc  e 
Anrchdringen  sich  in  dar^  s 
xnau  Bennt  ihre  GesamiriiifL:-  t: 
der  That  durch  jeden  Pimc-  r- 
ihnen  geht,  wie^deoB 
erasengenden  Büsehda 
eine  der  F''        '      '^m  -  üe 

Bobnitt 
•rBb< 
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•%  -^cler 

'ji  l.  h. 

der 
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gemeinsamen  Geraden  derselben  durch  das  Projectionscentrum ,  so 
erhalten  wir  aus  den  Parallelen  zu  g^ ,  ff 2  ^^®  Parallelen  der  zwei 
Mal  zwei  anderen,  indem  wir  durch  die  Richtung  von  ff^  die  Tan- 
genten t|,  }|*  und  durch  die  Richtung  von  ff^  die  Tangenten  fj, 
1*2*  an  den  imaginären  Eugelkreis  in  der  unendlich  fernen  Ebene 
legen;  nämlich  die  Richtungen  des  ersten  Paares  als  die  Punkte 
f]t2,  i*i2*  ^^^  ^^®  Richtungen  des  zweiten  Paares  als  die  Punkte 
iii^*y  i^*^2*  ^^®  Verbindungslinien  dieser  Paare  von  Richtungen 
bilden  also  mit  der  Verbindungslinie  der  Richtungen  von  ff^  und 
^2  ein  Tripel  harmonischer  Polaren  (I,  §  32  a)  in  Bezug  auf  den 
imaginären  Kugelkreis  (vergl.  §40Beisp.),  d.  h.  sie  sind  die  Stellungen 
von  drei  zu  einander  orthogonalen  Ebenen.  Die  windschiefen  Vier- 
seite der  gemeinsamen*  Erzeugenden  unserer  beiden  Büschel  von 
orthogonalen  Hyperboloiden  sind  also  in  solcher  Beziehung  zu  ein- 
ander, dass  die  Parallelebenen  zu  den  imaginären  Seiten  des  ersten 
zu  denen  der  imaginären  Seiten  des  zweiten  und  diese  beiden  zu 
den  Parallelebenen  ihrer  reellen  gemeinsamen  Seiten  orthogonal 
sind.  Diese  Parallelebenen  sind  sämmtlich  reell,  weil  die  Punkte- 
paare 1*1 ''2*)  h*hi  ühf  U*h*  ^^^  conjugiert  imaginär  auch  reelle 
Verbindungslinien  haben.  (Vergl.  hierüber  die  Theorie  der  imagi- 
nären Elemente  in  Bd.  III.) 

Wenn  die  Anfangslagen  der  Ebenen,  welche  die  gleichwinkligen 
Büschel  beschreiben,  einander  parallel,  also  im  Falle  der  Parallel- 
verschiebung von  ^j ,  ff2  ^^  einen  Punkt,  in  Deckung  sind,  so  wird 
das  orthogonale  Hyperboloid  zum  hyperbolischen  Paraboloid  und 
der  orthogonale  Kegel  zum  Ebenenpaar  und  zwar  besteht  dieses 
Paar  aus  der  Verbindungsebene  der  Scheitelkanten,  d.  i.  der  ge- 
meinsamen Anfangslage,  und  der  zu  ihr  normalen  Halbierungsebene 
des  Winkels  zwischen  den  Scheitelkanten;  jenes  orthogonale  hyper- 
bolische Paraboloid  ist  also  ein  gleichseitiges^  d.  i.  ein  solches  mit 
rechtwinkligen  Richtungsebenen.  In  jedem  unserer  beiden  Büschel 
von  vorher  tritt  ein  solches  hyperbolisches  gleichseitiges  Paraboloid 
auf  und  die  Parallelebenen  ihrer  Systeme  von  geraden  Erzeugenden 
bilden  eine  rechtwinklige  Ecke.  Diesen  Paraboloiden  gehören  die 
Erzeugenden  g^^j  g^  aller  Hyperboloide  unserer  vorerwähnten  Bü- 
schel an. 

um  ein  solches  Paraboloid  aus  orthogonalen  Ebenenpaaren 
zu  erzeugen,  haben  wir  von  den  Scheitelkanten  g^^  und  ^2^  die 
eine  als  die  Stellung  der  Orthogonalebenen  zur  andern  zu  nehmen. 

14)  Man  bestimme  für  die  durch  ein  gegebenes  Parallelepiped 
bestimmten  Hyperboloide,  welchen  eine  Kante  desselben  angehört, 
die  Tangentialebenen  in  einem  Punkte  derselben. 

15)  Zwei  Hyperboloide,  welche  eine  Erzeugende  gemein  und 
in  drei  Punkten  derselben  die  nämlichen  Tangentialebenen  haben, 
berühren  einander  längs  dieser  Erzeugenden,  d.  h.  sie  haben  in  allen 
Punkten  derselben  einerlei  Tangentialebenen. 


Ebener  Schnitt  der  Regelfläche  zweiten  Grades.   37.  291 

16)  Längs  einer  Erzeugenden  wird  eine  Eegelfläche  zweiter 
Ordnung  von  unendlich  vielen  Hyperboloiden  und  Paraboloiden  be- 
rührt; denn  man  kann  in  jeder  der  Tangentialebenen  jeden  Strahl  des 
aus  dem  Berührungspunkte  beschriebenen  Büschels  als  Erzeugende 
wählen  und  erhält  somit  eine  dreifache  Unendlichkeit  solcher 
Hyperboloide.  Wie  gross  ist  die  Zahl  der  hyperbolischen  Parabo- 
loide  unter  ihnen? 

17)  Da  die  Schenkelebenen  eines  sich  um  seine  Scheitelkante 
drehenden  rechten  Winkels  die  Paare  eines  involutorischen  Ebenen- 
büschels liefern^  so  bestimmen  die  Berührungspunkte  zweier  recht- 
winkligen Paare  von  Tangentialebenen  durch  eine  Erzeugende  in 
dieser  eine  Involution  von  Punkten,  deren  Centralpunkt  die  Eigen- 
schaft hat;  dass  in  ihm  die  Berührungsebene  für  den  unendlich  fernen 
Pnnkt  der  Erzeugenden  —  die  man  als  die  asymptotische  Ebene 
der  Fläche  für  dieselbe  zu  bezeichnen  hat  —  normal  zur  Fläche 
d.  h.  normal  zu  ihrer  Tangentialebene  ist. 

Nach  der  Construction  in  I,  §  10,  13  ist  somit  dieser  Cen- 
tralpunkt derjenige  Punkt  der  Erzeugenden,  wo  die- 
selbe der  nächstbenachbarten  Erzeugenden  derselben 
Schaar  am  nächsten  ist.  Jede  Erzeugende  enthält  einen  sol- 
chen Punkt  und  die  Aufeinanderfolge  derselben  bildet  eine  Curve, 
die  man  die  Strictionslinie  der  Fläche  nennt. 

Man  konstruiere  dieselbe  durch  ihre  Punkte  innerhalb  eines 
windschiefen  Vierseita  mit  einer  Transversale  für  das  dadurch  be- 
stimmte einfache  Hyperboloid. 

18)  Die  Normalen  einer  Begelfläche  zweiter  Ordnung  in 
Punkten  einer  Erzeugenden  bilden  ein  hyperbolisches  Paraboloid, 
dessen  Tangentialebene  im  bezüglichen  Punkte  der  Strictionslinie 
der 'Fläche  normal  ist  zur  Richtung  seines  Berührungspunktes  mit 
der  unendlich  fernen  Ebene. 

Die  Normalen  zu  einer  Erzeugenden  der  Begelfläche  zweiter 
Ordnung  in  den  Punkten  derselben  und  in  den  bezüglichen  Tan- 
gentialebenen bilden  ein  hyperbolisches  Paraboloid,  welches  in  allen 
Punkten  der  Erzeugenden  dieselbe  Tangentialebene  mit  der  Fläche 
hat.  Nach  einer  Drehung  von  90^  um  diese  Erzeugende  fällt  das- 
selbe mit  dem  Normalenparaboloid  zusammen. 

37.  Eine  Kegelfläche  zweiter  Ordnung  wird  von 
jeder  Ebene  in  einer  Curve  zweiter  Ordnung  ge- 
schnitten, die  wir  erzeugt  denken  können  durch  die 
projectivischen  Strahlbüschel^  welche  diese  Ebene 
mit  den  beiden  die  Begelfläche  erzeugenden  pro- 
jectivischen Ebenenbüscheln  hervorbringt.  Jeder 
ebene  Schnitt  der  Fläche  ist  also  durch  fünf  Punkte^  d.  h. 
die  Schnittpunkte  von  fünf  Erzeugenden  der  Fläche  mit  der 

19* 
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Ebene,  vollständig  bestimmt  und  wird  aus  denselben  durch 
projectivische  Construction  linear  verzeichnet  (siehe  I,  §§  25, 
27).  Die  Schnittcurven  der  Fläche  mit  den  Projectionsebenen 
sind  bestimmt  durch  je  fünf  gleichnamige  Durchstosspunkte. 

An  eine  Segelfläche  zweiter  Ordnung  geht  von 
jedem  Punkte  aus  ein  Kegel  zweiter  Classe  als  En- 
veloppe  aller  der  Tangentialebenen,  die  von  jenem 
Punkte  möglich  sind;  diese  Ebenen  verbinden  jenen 
Punkt  mit  den  Erzeugenden  der  Fläche.  Wir  können 
jenen  Kegel  erzeugt,  denken  durch  die  projecti- 
vischen  Strahlbüschel,  welche  dieser  Punkt  mit  den 
projectivischen  Reihen  bestimmt,  durch  die  die  ge- 
gebene Regelfläche  erzeugt  wird  (siehe  I,  §  25  und 
Ueberblick  ß,  p.  229  f.).  Jeder  Berührungskegel  der  Fläche  ist 
somit  durch  fünf  Tangentialebenen,  d.  h.  durch  die  Yerbind- 
ungsebenen  des  gegebenen  Punktes  mit  fünf  Erzeugenden  der 
Fläche,  vollständig  bestimmt  und  wird  aus  denselben  durch 
projectivische  Construction  linear  verzeichnet  (I,  §§  25,  28). 

Der  Berührungskegel  aus  dem  Centrum  der  .Projection 
und  die  Berührungscjlinder  parallel  den  Projectionsaxen  liefern 
durch  die  Spur  in  der  Bildebene  oder  in  der  zur  betreffenden 
Axe  normalen  Projectionsebene  den  entsprechenden  Umriss 
der  Fläche,  der  also  stets  eine  Curve  zweiter  Ord- 
nung und  durch  die  Bilder  oder  gleichnamigen  Pro- 
jectionen  von  fünf  Erzeugenden  der  Fläche  —  als  durch 
fünf  Tangenten  —  völlig  bestimmt  ist  Die  Figuren  der  Tafeln 
des  §  35  zeigen  daher  auch  die  Umrisse  der  respectiven  Hyper- 
boloide. Denken  wir  in  allen  Punkten  eines  ebenen 
Schnittes  der  Regelfläche  zweiter  Ordnung  die  Tan- 
gentialebenen derselben  bestimmt,  so  gehen  diese 
alle  durch  einen  Punkt  und  bilden  eine  Kegelfläche 
zweiter  Classe,  von  der  wir  sagen,  dass  sie  nach  jenem 
Schnitt  der  Fläche  umgeschrieben  ist.  Denn  legen  wir  durch  drei 
Punkte  des  ebenen  Schnittes  die  Tangentialebenen  der  Fläche, 
so  gehen  diese  durch  einen  Punkt,  der  mit  dem  ebenen  Schnitt 
einen  Kegel  zweiten  Grades  bestimmt,  welcher  mit  dem  im 
Satze  bezeichneten  die  Tangentialebenen  in  den  drei  gewählten 
Punkten  und  ihre  Berührungserzeugenden  gemein  hat  und  also 
mit  ihm  identisch   sein  muss.    Darnach  bilden  auch  die  Be- 
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rührangsebenejQ  des  Hyperboloides  in  seinen  unendlich  fernen 
Punkten  oder  die  Ebenen  der  parallelen  Paare  seiner  Mantel- 
linien einen  Kegel  zweiten  Grades;  sein  Mittelpunkt  ist  der 
Mittelpunkt  jedes  aus  drei  Paaren  paralleler  Mantellinien  ge- 
bildeten Parallelepides.  ( Vergl.  §  35, 3  f.  und  §  37, 19.)  Er  wird 
als  Asymptotenkegel  der  Fläche  bezeichnet;  seine  Inbe- 
trachtnabme  vervollständigt  die  Reihe  der  wesentlichen  Special- 
formen unserer  Flächen.    (Beisp.  11,  19  f.) 

Ebenso  liegen  die  Berührungspunkte  aller  der 
von  einem  Punkte  ausgehenden  Tangentialebenen 
in  einem  ebenen  Querschnitt,  also  in  einer  Curve 
zweiter  Ordnung. 

Somit  gehört  zu  jedem  Punkte  des  Raumes  in  Bezug  auf 
das  einfache  Hyperboloid  eine  Ebene  und  zu  dieser  Ebene 
jener  Punkt,  der  Mittelpunkt  des  Berührungskegels  und  die 
Ebene  des  Berührungskegelschnittes;  wir  werden  in  §  39  sehen, 
inwiefern  diess  für  alle  Flächen  zweiten  Grades  gilt.  Hier  be- 
merken wir  nur  noch,  dass  für  den  Punkt  als  Projectionscen- 
tram  und  die  zugehörige  Ebene  als  Bildebene  der  ümriss 
und  die  Spur  der  Fläche  zusammenfallen.  Für  ein  beliebiges 
Sechsseit  auf  der  Fläche,  dessen  Brianchonpunkt  das  Centrum 
der  Projection  ist,  fällt  die  Pascalebene  in  die  Tafel.  (§  35,  5.) 

1)  Man  zeichne  in  centraler  oder  axonometriscber  Projection 
oder  in  zwei  orthogonalen  Parallelprojectionen  den  Querschnitt  mit 
gegebener  Ebene  und  den  Tangentenkegel  aus  gegebenem  Punkte 
für  eine  Regelfläche  zweiter  Ordnung,  die  durch  ein  windschiefes 
Viereck  mit  einer  Transversale  gegeben  ist.  Insbesondere  sollep  die 
Asymptoten  vom  Bilde  des  ebenen  Querschnittes  direcfc  construiert 
werden.    (Vergl.  §  35.) 

2)  Nach  §  25,  21  sind  die  acht  Tangenten  der  Durch dringungs- 
curve  von  zwei  Kegeln  zweiten  Grades  in  den  Punkten  einer  Gruppe 
Erzeugende  des  nämlichen  einfachen  Hyperboloides  — ,  welches 
offenbar  die  Curve  vollständig  enthalten  muss. 

3)  Man  construiere  die  Spurcurven  eines  durch  die  beiden  ersten 
Projectionen  eines  windschiefen  Vierseits  bestimmten  hyperbolischen 
Paraboloides. 

4)  Die  Ebene  der  beiden  sich  drehenden  Geraden  im  Beisp.  5 
des  vorigen  Art.  umhüllt  den  Berührungskegel  der  dort  erzeugten 
Regelfläche  zweiter  Ordnung  ^  der  seinen  Mittelpunkt  im  Scheitel 
des  rechten  Winkels  hat. 

5)  Man  construiere  die  Spurcurve  einer  Begelfläche  zweiter 
Ordnung  in  der  £bene  H;^ —  mittelst  der  Durchschnittspunkte  der 
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beiden  ersten  Projectionen  der  Erzeugenden.     Sie  ist  umhüllt  von 
den  Affinitätsaxen  der  Tangentialebenen  der  Fläche  in  ihren  Punkten. 

6)  Die  umrisse  eines  hyperbolischen  Paraboloides  in  Parallel- 
projeetion  sind  Parabeln,  also  durch  vier  Tangenten  d.  h.  die  gleich- 
namigen Projectionen  von  vier  Erzeugenden  bestimmt;  ebenso  die 
Schlagschatten  desselben  auf  Ebenen  für  parallele  Lichtstrahlen. 

7)  Der  ümriss  des  hyperbolischen  Paraboloides  in  Centralpro* 
jection  ist  nur  dann  eine  Parabel,  wenn  die  Verschwindungsebene 
es  berührt,  oder  wenn  die  Verschwindungspunkte  R  der  gegebenen 
Geraden  ein  entsprechendes  Paar  in  den  projectivischen  Reihen  der- 
selben sind. 

8)  Parallele  Ebenen  schneiden  eine  Begelfläche  zweiter  Ordnung 
in  ähnlichen  und  ähnlich  gelegenen  Curven  zweiter  Ordnung  —  weil 
in  Curven^  welche  durch  gleiche  und  parallele  Paare  projectiviBcher 
Strahlenbüschel  erzeugt  werden,  die  also  dieselben  Asymptoten-  und 
Axenrichtungen  besitzen.   (I,  §  29,  7.) 

9)  Alle  Normalebenen  der  festen  Geraden  im  Beisp.  12  des 
vorigen  §  schneiden  die  entstehende  Begelfläche  zweiter  Ordnung 
in  Kreisen. 

10)  Wenn  eine  Begelfläche  zweiter  Ordnung  durch  das  wind- 
schiefe Sechsseit  der  Kanten  eines  Parallelepipeds  von  solcher  Art 
bestimmt  wird,  dass  die  kürzesten  Entfernungen  dieser  Kanten  vom 
Mittelpunkte  des  Parallelepipeds  gleichgross  sind  und  in  einer  Ebene 
liegen^  so  wird  dieselbe  von  allen  zu  dieser  Ebene  parallelen  Ebenen 
in  Kreisen  geschnitten  und  kann  erzeugt  werden  durch  die  Drehung 
einer  Erzeugenden  um  eine  durch  den  Mittelpunkt  jenes  Paral- 
lelepipeds gehende  und  zu  jener  Ebene  normale  Axe.  Eine  solche 
Fläche  heisst  ein  einfaches  Botationshyperboloid. 

11)  Der  zugehörige  Asymptotenkegel  ist  ein  gerader  Kreis- 
kegel. Wenn  derselbe  wie  in  §  8,  10  bestimmt  ist  durch  Axe  Sff, 
Mittelpunkt  M'  und  halben  Winkel  an  der  Spitze,  so  soll  das  Bo- 
tationshyperboloid mittelst  seiner  Erzeugenden,  und  also  unter  Be- 
stimmung seiner  Spur  construiert  werden  aus  dem  Kehlkreishalb- 
messer r  desselben.  Mit  dem  gleichseitigen  Botationskegel  als 
Asymptotenkegel  erhält  man  die  einfachen  gleichseitigen  Rotations- 
hyperboloide. (§§  31,  32.) 

12)  Um  die  Umrisse  einer  Regelfläche  zweiter  Ordnung  zu  be- 
stimmen, welche  durch  drei  Gerade  der  einen  Regelschaar  gegeben 
ist,  construiert  man  diejenigen  drei  Geraden  der  andern  Schaar, 
welche  mit  diesen  respective  dieselben  Bilder  oder  Projectionen 
haben,  und  ihre  Schnittpunkte  mit  den  gegebenen.  Man  hat  so 
drei  Tangenten  und  ihre  Berührungspunkte  für  die  Curve  zweiter 
Ordnung,  welche  den  Umriss  bildet.  (Vergl.  I,  §  28,  4  und  oben 
§  35, 11.) 

13)  Die  Grenze  des  Selbstschattens  auf  einer  Regelfläche  zweiter 
Ordnung  für  Licht  aus  einem  Punkte  Z  wird  durch  drei  Tangential- 
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ebenen  derselben  aus  dem  letzteren  und  durch  deren  Berührnngs- 
punkte  bestimmt:  Sie  ist  die  Schnittcurve  mit  der  Ebene  dieser 
letzteren  und  wird  aus  den  Spnren  der  Tangentialebenen  als  drei 
Tangenten  und  deren  Berührungspunkten  construiert. 

14)  Der  Mittelpunkt  des  Asjmptotenkegels  ist  der  Mit- 
telpunkt der  Fläche  selbst  (vergl.  §  40);  jede  durch  ihn  geh- 
ende Sehne  der  Fläche  ist  ein  Durchmesser  und  wird  in  ihm 
halbiert;  da  seine  Erzeugenden  denen  der  Begelfläche  parallel  sind, 
so  kann  er  als  Bichtungskegel  derselben  oder  als  ihr  Parallel- 
kegel um  den  Mittelpunkt  'bezeichnet  werden. 

Man  construiere  in  Centralprojection  zu  drei  Qeraden  der  Schaar 
g  der  Begelfläche  zweiter  Ordnung  den  Asymptotenkegel  derselben 
—  mittelst  der  drei  zu  ihnen  parallelen  /  durch  die  Fluchtlinien  der 
durch  ihre  Paare  bestimmten  Ebenen  als  durch  drei  Punkte  und 
ihre  Tangenten.  Die  Figur  Tafel  VII  —  man  sehe  für  ihre  Er- 
klärung übrigens  p.  280  f.,  §  35,  8  —  bringt  auch  den  Asymptoten- 
kegel  genügend  zur  Anschauung.  Aus  den  gegebenen  Erzeugenden 
^n  ^2'  ^3  construiert  man  wie  dort  1, ,  1,,  I3  und  erhält  durch 
die  Fluchtlinien  der  Ebenen  ^^1, ,  g^^  und  ^^13  die  drei  Tangenten 
der  Fluchtcurve  der  Fläche  und  ihres  Asymptotenkegels  in  (>,',  Q^^ 
Q^  —  wodurch  diese  Curve  bestimmt  ist;  sodann  als  den  Durch- 
schnittspnnkt  dieser  Ebenen  M  den  Mittelpunkt  der  Fläche  und  des 
Asymptotenkegels  und  durch  ihre  Spuren  S\S^^  ^2^2*  '^a'^s  ^^^^ 
Tangenten  der  Spurcurve  des  Asymptotenkegels,  deren  Berührungs- 
punkte 5,^  S^^  S^  in  den  respectiven  Schnitten  derselben  mit  den 
Erzeugenden  M'  Q^ ,  M' Q^^  J^'Qs  liegen,  üeberdies  ist  diese  Spur 
ähnlich  und  ähnlich  gelegen  der  Spur  des  Hyperboloides  —  vergl.  15. 

15)  Denken  wir  die  Begelfläche  zweiter  Ordnung  durch  zwei 
projectivische  Ebenenbüschel  erzeugt,  so  entsteht  der  Asymptoten- 
kegel derselben  durch  zwei  zu  ihnen  parallele  und  somit  gleiche 
projectivische  Ebenenbüschel  aus  M.  In  Folge  dessen  schneidet 
jede  Ebene  die  Fläche  und  den  Asymptotenkegel  in 
zwei  ähnlichen  und  ähnlich  gelegenen  Curven  zweiten 
Grades. 

16)  Jede  Ebene,  welche  einer  Tangentialebene  des  asymptoti- 
schen Kegels  parallel  ist,  schneidet  das  einfache  Hyperboloid  in  einer 
Parabel.  Man  bestimme  diejenigen  parabolischen  Schnitte  einer 
solchen  Fläche,  welche  durch  einen  gegebenen  Punkt  gehen  und  gege- 
bene Tafelneigung  oder  gegebene  Neigung  gegen  eine  feste  Ebene  haben. 

17)  Die  Punkte  der  Strictionslinie  der  Begelfläche  zweiter  Ord- 
nung auf  parallelen  Erzeugenden  der  beiden  Schaaren  liegen  mit 
dem  Mittelpunkte  der  Fläche  und  ihres  Asymptotenkegels  auf  einer 
Geraden  und  von  ihm  gleich  entfernt;  die  Strictionslinie  ist  in 
centrischer  Symmetrie  mit  sich  selbst. 

18)  Zu  einem  gegebenen  Kegel  zweiten  Grades  construiere  man 
als  zu  seinem  Asymptotenkegel  ein  einfaches  Hyperboloid.     Kann 
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dasselbe  eine  gegebene  Gerade  enthalten,  respective  unter  welcher 
Bedingung  ? 

19)  Sowie  wir  als  Asymptotenkegel  des  orthogonalen  Hyper- 
boloides den  orthogonalen  Kegel,  des  Rotationshyperboloides  den 
Rotationskegel  haben,  so  charakterisiert  der  Asymptotenkegel  durch 
seine  Besonderheiten  auch  zwei  noch  unerwähnte  Specialformen  der 
einfachen  Hyperboloide;  diejenigen  nämlich,  welche  Tripel 
rectangulärer  Mantellinien  enthalten,  d.  h.  Mantellinien, 
deren  Richtungen  ein  Tripel  harmonischer  Polo  in  Bezug  auf  den 
imaginären  Eugelkreis  im  Unendlichen  bilden;  und  die  anderen, 
welche  Tripel  rectangulärer  asymptotischer  Ebenen 
enthalten,  jeweilen  in  einfach  unendlicher  Zahl.  Denn  diese 
Eigenschaften  erscheinen  unmittelbar  als  Eigenschaften  der  zuge- 
hörigen asymptotischen  Kegel. 

Wenn  wir  den  Mittelpunkt  M  der  Fläche  und  ihres  asymp- 
totischen Kegels  als  Centrum  C  der  Projection  voraussetzen,  so 
giebt  uns  ein  Tripel  zu  einander  rechtwinkliger  projicierender  Linien 
eine  solche  Gruppe  von  Mantellinien  eines  Asymptotenkegels  und 
das  Tripel  ihrer  Verbindungsebenen  eine  derartige  Gruppe  von  Tan- 
gentialebenen eines  solchen.  Ist  Q(  der  Fusspunkt  eines  Strahles 
der  ersten  Gruppe  (vergl.  I,  §  10,  16  mit  Fig.  15),  so  ist  die 
Fluchtlinie  der  zugehörigen  Normalebenen  (I,  §  10)  die  Verbind- 
ungslinie der  Fusspunkte  ihrer  beiden  andern  Strahlen ;  und  wenn 
Q^  einer  derselben  ist,  so  erhält  man  durch  das  von  Q^  ausgeh- 
ende Perpendikel  zur  Geraden  Q^C^^  den  andern.  Und  zugleich 
ist  für  Q^  0^  als  die  Spur  einer  Ebene  eines  projicierenden  ortho- 
gonalen Tripels  der  zweiten  Art  der  zugehörige  Normalenflucht- 
punkt Q^  der  Schnittpunkt  der  beiden ;  nimmt  man  eine  von  diesen 
willkürlich  an,  so  liefert  die  von  C^  auf  sie  gefällte  Senkrechte  in 
Q^' Q^  ihren  Normalenfluchtpunkt  und  damit  einen  Punkt  der 
andern.  Wir  wissen  aus  I,  §  34,  4  f.,  dass  ein  solches  Tripel  von 
Punkten  und  Geraden  in  der  Tafel  ein  sich  selbst  conjugiertes 
Dreieck  oder  ein  Tripel  harmonischer  Pole  und  Polaren  in  Bezug 
auf  den  nicht  reellen  Kreis  bildet,  welchen  der  Distanzkreis  als 
Symmetriekreis  vertritt,  zugleich,  dass  es  das  ganze  Orthogonal- 
system wie  auch  den  Distanzkreis  bestimmt.  Da  nun  ein  Kegel- 
schnitt durch  fünf  Punkte  resp.  Tangenten  bereits  bestimmt  ist, 
so  fordert  die  obige  Angabe  den  Beweis  der  im  folgenden  Beisp. 
ausgesprochenen  Sätze. 

20)  In  jedem  Polarsysteme  sind  die  Ecken  zweier 
Tripel  harmonischer  Pole  sechs  Punkte  und  die  Seiten 
derselben  sechs  Tangenten  eines  Kegelschnittes;  und 
wenn  ein  Kegelschnitt  ein  solches  Tripel  unter  seinen 
Elementen  hat,  so  sind  unter  denselben  einfach  un- 
endlich viele  derselben  oder  jedes  seiner  Elemente  ist 
Anfangselement  eines  solchen  Tripels. 
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Sind  Ay  B^  C  nnd  A^^  B^,  C^  zwei  solche  Tripel  harmo- 
nischer Pole  und  bezeichnen  wir  mit  Z^,  E  die  Schnittpunkte  von 
BC^  mit  A^B^  resp.  AB^  und  mit  i>^,  E^  die  von  BC  mit  AC^ 
und  A^  C|  resp. ,  so  ist  B  der  Pol  von  A  C^  und  E  der  Pol  von 
AExt  ebenso  wie  B  der  Pol  von  AC*^  somit  sind  BC^  DB^  und 
EE^  drei  Paare  derselben  Involution^  nämlich  der  Involution  har- 
monischer Pole  auf  BC,    Daher  ist 

(A^,BB^CC^)={BDCEi)  =  {CB^BE)^(BECD^)^{A,BBiCC^), 

d.  h.  die  sechs  Punkte  A^^  A^  B,  B^j  Cj  C^  liegen  auf  einem 
Kegelschnitt.  Den  Beweis  daför,  dass  auch  die  sechs  Geraden  a 
oder  BC^  b  oder  CA,  c  oder  AB  und  a,  oder  B^C^^  h^  oder 
(7]  A^  und  C|  oder  A^  B^  einen  Kegelschnitt  umhüllen ,  kann  man 
hieraus  nach  dem  Princip  der  Dualität  ablesen  und  wir  überlassen 
ihn  dem  Leser. 

Man  sieht  nun^  dass  ein  Hyperboloid  der  ersten  Art  erzeugt 
wird,  wenn  die  drei  bestimmenden  Mantellinien  g^^^  g^y  g^  so  ge- 
wählt werden,  dass  ihre  Parallelstrahlen  durch  einen  Punkt  eine 
trirectangulfire  Ecke  bilden;  und  dass  man  ein  Hyperboloid  der 
zweiten  Art  bestimmt  durch  eine  Kette  von  sechs  Kanten  eines 
Parallel epipeds  mit  drei  rectangulären  Diagonalebenen  oder  indem 
man  auf  drei  rechtwinkligen  Geraden  durch  einen  Punkt  drei  Paare 
von  Punkten ;  die  zu  diesem  symmetrisch  liegen,  als  die  Punkte 
g^  I2  und  g^li ,  resp.  l^g^  und  l^g2  und  ^3  /,,  g^l^  wählt  und  durch 
sie  die  gi  und  /;•  giebt.  Dass  in  jenem  Falle  die  Parallelepipede  von 
§  35  rectangulär  sind,  während  sie  in  diesem  Falle  den  Rhomben 
unter  den  Parallelogrammen  analog  sind,  ist  evident. 

21)  Jede  zu  einer  Erzeugenden  normale  Ebene  schneidet  ein 
Hyperboloid  der  ersten  Art  in  einer  gleichseitigen  Hyperbel.  Die 
vier  Höhenperpendikel  eines  beliebigen  Tetraeders  sind  daher  vier 
Erzeugende  eines  solchen  Hyperboloides;  sein  Mittelpunkt  ist  der 
Schnitt  der  Normalebenen  seiner  Kanten  durch  die  Halbierungs- 
punkte der  Gegenkanten. 

22)  Wenn  von  den  vier  Höhenperpendikeln  eines  Tetraeders 
zwei  einander  schneiden^  so  thun  diess  auch  die  beiden  anderen 
(§  36,3);  wenn  drei  der  Höhen  einander  schneiden,  so  thun  sie 
diess  in  einem  Punkte,  den  auch  das  vierte  Höhenperpendikel  enthält. 

38.  Eine  Regelfläche  zweiter  Ordnung  wird  von 
einer  Geraden  im  Allgemeinen  in  zwei  Punkten  ge- 
schnitten^ nämlich  in  denen  ^  die  diese  Gerade  mit  einem 
beliebigen  durch  sie  gehenden  ebenen  Schnitt  gemein  hat  — 
und  sie  hat  auch  mit  einer  solchen  Geraden  zwei 
Tangentialebenen  gemein^  nämlich  die,  welche  durch 
sie  berührend  an  den  Tangentenkegel  der  Fläche  aus  einem 
ihrer  Punkte  gelegt  werden  können.     Man   nennt  sie   daher 
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zweiter  G lasse  wie  zweiter  Ordnung  oder^  auf  Grand  dieser 
UebereinstimmuDg  zusammenfassend,  zweiten  Grades. 

Man  kann  für  die  üonstruction  der  bezeichneten  Punkte 
und  Tangentialebenen  die  Schnittebene  als  eine  projicierende 
Ebene  und  den  Berührungskegel  als  Berührungscylinder  aus 
der  Richtung  der  Geraden  wählen  und  kommt  in  jedem  Falle 
auf  die  Aufgabe  zurück,  die  Schnittpunkte  einer  Ge- 
raden mit  einem  Kegelschnitt  ihrer  Ebene  oder  die 
Tangenten  von  einem  Punkte  an  einen  solchen  Ke- 
gelschnitt, also  (I;  §  29)  die  Doppelelemente  von 
zwei  projectivischen  Reihen  oder  Strahlenbüscheln 
von  einerlei  Träger  zu  bestimmen.  Darauf  führen  die 
projectivischen  Eigenschaften  der  Regelflächen  zweiter  Ord- 
nung direct  durch  folgende  Schlüsse. 

a)  Ist  die  Regelfläche  zweiter  Ordnung  durch  die  drei 
Geraden  der  einen  Schaar  g^,  g^,  g^  bestimmt  und  ist  h  die 
gegebene  Gerade,  so  schneiden  die  beiden  zur  Reihe  in  g, 
perspectivischen  Ebenenbüschel  von  den  Scheitelkanten  g^  und 
^3,  welche  das  Hyperboloid  erzeugen,  die  Gerade  h  in  zwei 
projectivischen  Reihen ,  deren  Doppelpunkte  F^ ;  F^  solche 
Punkte  sind,  wo  zwei  entsprechende  Ebenen  sich  auf  h  schnei- 
den, wo  also  h  einer  Geraden  der  Schaar  /  des  Hyperboloids 
begegnet.  Die  zugehörigen  Geraden  /,,  /,  selbst  sind  die 
Schnittlinien  der  Ebenenpaare  ^2^11  9%^\  (^u^h  g^^x^  und 
^2^2,  ^3^2  (ftuch  ^1 F^  und  bestimmen  mit  h  die  beiden  Ebenen, 
welche  durch  h  gehen  und  das  Hyperboloid  berühren. 

b)  Drehen  wir  dagegen  um  g^  eine  Ebene,  die  in  g^^  g^ 
die  projectivischen  Reihen  erzeugt,  als  deren  Verbindungs- 
linien wir  die  Geraden  der  Regelschaar  /  des  Hyperboloids 
erhalten,  so  erzeugen  diese  Reihen  durch  Verbindung  mit  h 
zwei  projectivische  Ebenenbüschel,  deren  Doppelebenen  F^ ,  F2 
die  einzigen  Ebenen  aus  der  Geraden  h  sind,  welche  zugleich 
Erzeugende  /j,  l^  des  Hyperboloids  enthalten.  Diese  Geraden 
selbst  sind  die  Verbindungslinien  der  Punktepaare  Fi^2;  ^i^S) 

^2^2>    ^2^3* 

Man  sieht,  dass  mit  jeder  der  beiden  Lösungen 
beide  Aufgaben  zugleich  erledigt  werden,  dass  also 
beide  zugleich  reelle  und  verschiedene,  zusammen- 
fallende oder  nicht  relle  Auflösungen  geben  (vergl. 


i 


BestiinmuDg  des  Flächenponktefi  ans  seiner  Protection.  38.    299 

§  39)  und  dass  die  Gonstructionsmethoden  sich,  wie 
die  Probleme  dualistisch  entsprechen.  (Nach  I,  Ueber- 
blick.)  In  Tafel  VIII  ist  die  Auflösung  nach  der  Methode 
a)  vollständig  gegeben:  Zu  den  Geraden  ^,,  g^y  g^,  h  sind 
die  gemeinsamen  Transversalen  /|,  l^  und  die  Ebenen  8^ 
und  S^  construiert,  welche  sie  mit  h  bestimmen.  Auf  g^ 
wurden  drei  Punkte  A^^,  A^^y  ^is  gewählt  und  die  Schnitt- 
punkte der  durch  dieselben  nach  g^,  respective  g^  gehenden 
Ebenen  mit  h  ermittelt:  B^^^  B^^i  B^^^  ^\zy  ^n)  ^33)  ^^^^^ 
geschah  mit  Hilfe  von  Parallelen  zu  ^21  respective  g^  durch 
Aiy,  y^,2,  v^is  nach  der  in  I,  §  52  entwickelten  Methode. 
Mittelst  des  Hilfskreises  AT  (vergleiche  I^  §  29)  sind  dann  in 
der  zweiten  Projection  die  Doppelpunkte  /*,,  F^  der  projecti- 
vischeu  Beihen  der  B  gefunden;  die  durch  dieselben  zu  ^|,  g^ 
gezogenen  Parallelen  bestimmen  dann  mit  g^ ,  g^  selbst  die 
Ebenenpaare  ^  als  deren  Schnittlinien  sich  die  Transversalen 
/i  y  I2  —  mittelst  der  Horizontalspuren  —  ergeben ;  endlich 
folgen  die  Spuren  s^^,  s^^]  8{^^  8^  der  beiden  Ebenen  l^hj  l^h. 

Die  horizontalen  Durchstosspunkte  von  g^^  g^y  g^,  /],  I2 
bestimmen  die  Horizontalspur  des  Hyperboloids  der  g]  die 
ersten  und  zweiten  Projectionen  derselben  fünf  Geraden  sind 
Tangenten  der  respectiven  gleichnamigen  Umrisse  desselben. 
Nach  diesen  Elementen  sind  die  Umrisse  angegeben  und  durch 
Verstärkung  der  Linien  berücksichtigt.  Zu  ihrer  Vervoll- 
ständigung würden  die  in  der  Fig.  der  Tafel  VHI  leicht  mit 
Hilfe  ihrer  Durchstosspunkte  zu  ergänzenden  Erzeugenden  des 
Hyperboloids  der  g  durch  die  Punkte  Ai^,  A^^^  ^is  dienen. 
(Vergl.  Tafel  VI,  §  35.) 

Wenn  die  Gerade  h  einer  Projectionsaxe  parallel  ist^  so 
enthält  das  allgemeine  Problem  die  Bestimmung  eines 
Punktes  der  Fläche  aus  einer  gegebenen  Projection 
desselben;  die  projectivischen  Ebenenbüschel  der  zweiten 
Lösung  durch  h  werden  zu  projicierenden  Ebenen,  deren 
Spuren  die  Verbindungslinien  der  gleichnamigen  Projection 
von  h  mit  denselben  Projectionen  der  Punkte  der  projectivi- 
schen Reihen  in  g^  und  g^  sind.  Die  Construction  kommt 
somit  völlig  zurück  auf  die  Form  derjenigen  für  die  Bestim- 
mung der  Tangenten  des  Umrisskegelschnittes  der  Fläche  aus 
der  gleichnamigen  Projetion  des  Punktes.    (Vergl.  Fig.  75.) 
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Auch  die  Constraction  der  Durchdringungen  der 
Regelflächen  zweiter  Ordnung  mit  developpabeln 
Flächen  und  mit  andern  Regelflächen  zweiter  Ord- 
nung kommt  hierauf  zurück,  weil  ihre  Punkte  sich  als  die 
Schnittpunkte  der  Erzeugenden  der  einen  Fläche  mit  der  an- 
dern Fläche  und  die  bezüglichen  Tangenten  sich  als  die  Schnitt- 
linien der  entsprechenden  Tangentialebenen  beider  Flächen 
ergeben.    (Vergl.  jedoch  das  Spätere  hierüber.) 

1)  Die  Geraden  /,,  /j  ^^^^  ^^^^  ^^^  Constraction  die  ferneren 
Durchschnittslinien  der  beiden  Hyperboloide,  welche  durch  die  Ge- 
raden ^],  ^2;  ^)  respectiye  ff^^  g^y  h  als  Erzeugende  derselben 
Schaaren  bestimmt  werden.  Diese  Hyperboloide  schneiden  einander 
in  dem  windschiefen  Viereck  gil\hl2i  d.  h.  sie  haben  seine  Seiten 
gemein  und  die  Ebenen  der  anliegenden  Seiten  zu  gemeinsamen 
Tangentialebenen  in  seinen  Ecken.  Wie  verhält  sich  dazu  das  Hy- 
perboloid g^ffz^  und  das  ^|^2^3^  ^^  welchen  Punkten  schneiden 
/j,  I2  diese  verschiedenen  Hyperboloide? 

2)  Die  Geraden  /j ,  l^  sind  die  gemeinschaftlichen  Transver- 
salen der  vier  Geraden  g^^  g^j  g%  und  h\  diese  Transversalen  sind 
also  mit  Lineal  und  Zirkel  allein  construierbar ;  am  einfachsten, 
wenn  man  eine  der  vier  Geraden  zur  projicierenden  Linie  macht. 
In  Tafel  YIII  sind  /^ ,  l^  diese  gemeinsamen  Transversalen  für  g^ , 
ffi  7  9z  ^^d  h ;  die  Schnittpunkte  derselben  mit  diesen  vier  Geraden 
erscheinen  in  ihr  durch  Dy^^  2>|2,  ^^13,  F^^  />2i>  ^22)  ^23»  ^2 
bezeichnet;  nur  die  zweite  Projection  von  D^x  liegt  oberhalb  der 
Grenze  des  Blattes. 

3)  Man  bestimme  für  das  durch  ein  windschiefes  Viereck  ge- 
gebene hyperbolische  Paraboloid  die  zweiten  Projectionen  eines 
Punktes  auf  demselben,  dessen  erste  Projection  gegeben  ist.  In 
Fig.  75  ist  AB  CD  oder  1^92^9  \  ^^^  windschiefe  Vierseit  und  P' 
der  Grundkreis  eines  Punktes  in  der  Oberfläche  des  durch  dasselbe 
bestimmten  hyperbolischen  Paraboloides.  Die  projectivischen  Reihen, 
welche  die  /auf  den  g  hervorbringen:  A^  D  und  die  Richtung  von 
g^  und  By  C  und  die  Richtung  von  ^2^  bestimmen  mit  der  durch 
P'  gehenden  Parallelen  zur  Axe  OZ  projectivische  Ebenenbüschel, 
für  welche  die  Geraden  von  P'  nach  den  Horizontalprojectionen 
jener  Punkte  die  ersten  Spuren  sind;  mittelst  des  Hilfskreises  K^ 
welcher  P'  enthält,  sind  die  Horizontalspuren  der  Doppelebenen  der- 
.«elben,  die  Tangentialebenen  der  Fläche  durch  jene  Verticale,  er- 
mittelt; jede  enthält  zwei  Erzeugende  der  Fläche,  welche  sich  im 
entsprechenden  Berührungspunkte  Pj  P*  auf  der  Verticalen  durch  P 
schneiden  —  die  für  P  sind  durch  g^  /,  die  flir  P*  durch  ^*,  /* 
bezeichnet,  ihre  Yerticalprojectionen  sind  durch  ihre  Schnittpunkte 
1;  2j  3,  4;  1*,  2*,  3,  ^*  mit  den  gegebenen  /  und  g  bestimmt. 
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4)  Man  construiere  in  Centralprojection  für  ein  durch  drei 
Erzeugende  ^, ,  ^2  *  ^3  bestimmtes  einfaches  Hyperboloid  die  Tan- 
gentialebenen desselben  in  den  Punkten^  welche  einen  gegebenen 
Punkt  zum  Bilde  haben. 

5)  Ein  einfaches  Hyperboloid  ist  axonometrisch  dargestellt  durch 
eine  Kette  von  sechs  Kanten  eines  Parallelepipedes ;  man  verzeichne 
seine  Schnittpunkte  mit  einer  Geraden  h^  und  seine  Tangential- 
ebenen durch  die  Parallele  zur  Axe  z  von  gegebenem  5|. 

ng.  75. 


6)  Man  bestimme  direct  diejenigen  Erzeugenden  eines  gegebenen 
Hyperl3oloids^  welche  eine  Projectionsaxe  z.  B.  OX  schneiden. 

7)  Man  bestimme  diejenigen  Erzeugenden  eines  gegebenen  ein- 
fachen Hyperboloides;  welche  einer  bekannten  Ebene  parallel  sind, 
d.  h.  welche  die  unendlich  ferne  Gerade  oder  die  Stellung  dieser 
Ebene  schneiden 

a)  in  Centralprojection; 

b)  in  orthogonaler  Parallelprojection. 

8)  Man  verzeichne  in  Parallelprojection  für  ein  einfaches  Hyper- 
boloid von  allgemeiner  Lage  die  Asymptotenrichtungen  und  die 
Asymptoten  desjenigen  ebenen  Schnittes;  welchen  eine  bekannte 
Ebene  z.  B.  insbesondere  die  Ebene  JLx'  mit  demselben  bildet,  ohne 
diesen  Schnitt  selbst  zu  verzeichnen. 
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9)  Man  bestimme  für  Beleuchtung  dnrch  parallele  Lichtstrahlen 
die  hellsten  Punkte  eines  einfachen  Hyperboloids^  welches  durch  ein 
windschiefes  Yierseit  und  eine  Transversale  desselben  bestimmt  ist 
—  d.  h.  man  construiere  diejenigen  Tangentialebenen  desselben, 
welche  die  zum  Lichtstrahl  normale  Stellung  haben  und  ermittele 
ihre  Berührungspunkte;  Yon  diesen  ist  der  der  beleuchteten  Seite 
angehörige  der  gesuchte. 

Oder  man  construiere  diejenigen  beiden  Erzeugenden  der  Schaar 
/  eines  einfachen  Hyperboloids,  welche  zu  einer  gegebenen  g  normal 
sind  —  mittelst  der  Normalebenen  zu  ihr  durch  zwei  projectivische 
Gruppen  in  den  g.  Man  erläutere  die  Bedingung  ihrer  Realität  dui'ch 
den  Asymptotenkegel. 

10)  Im  Anschlnss  an  1)  folgt  weiter:  Wenn  zwei  einfache  Hy- 
perboloide die  Geraden  ^2;  9%  derselben  Schaar  gemeinsam  enthalten, 
so  wird  der  Rest  ihrer  Durchdringung  von  zwei  Erzeugenden  der 
andern  Scbaar  respective  gebildet.  Denn  sind  g^ ,  g^  irgend  zwei 
Erzeugende  derselben  Schaaren  im  ersten  respective  im  zweiten 
Hyperboloid,  so  sind  die  gemeinsamen  Transversalen  /| ,  /j  zu  den 
vier  Geraden  g^^  g^*,  g^^  g^  beiden  Flächen  femer  gemeinsam. 

11)  Wenn  zwei  Hyperboloide  sich  in  allen  Punkten  einer  ge- 
meinsamen Erzeugenden  berühren  (§  36,  15),  so  schneiden  sie  sich 
noch  in  zwei  Erzeugenden  des  andern  Systems;  diese  sind  den  ge- 
meinschaftlichen Geraden  von  zwei  concentrischen  den  Asymptoten- 
kegeln der  Hyperboloide  gleichen  und  parallelen  Kegelflächen  parallel. 
Wie  im  Fall  von  zwei  hyperbolischen  Paraboloiden? 

12)  Die  Punkte  der  Durchdringungen  von  Regelflächen  zweiter 
Ordnung  mit  Kegel-  und  Cylinder- Flächen  zweiten  Grades  werden 
durch  die  Ebenen  aus  der  Spitze  des  Kegels  nach  den  Erzeugenden 
des  Hyperboloids  in  Gruppen  von  je  vier  gewonnen;  die  der  Durch- 
dringung von  zwei  Hyperboloiden  durch  die  Schnittpunkte  der  Er- 
zeugenden des  einen  mit  der  Fläche  des  andern,  oder  in  Gruppen 
von  vier  durch  die  Berührungsebenen  des  einen,  welche  das  andere 
in  je  einem  Kegelschnitt  schneiden.  Die  Durchdringungen  mit  deve- 
loppabeln  Flächen  bestimmt  man  durch  die  Schnittpunkte  der  Er- 
zeugenden der  letzteren  mit  der  Regelfläche  zweiter  Ordnung. 

13)  Die  gemeinsamen  Tangentialebenen  einer  Kegelfläche  und 
einer  Regelfläche  zweiter  Ordnung  sind  die  gemeinsamen  Tangential- 
ebenen des  gegebenen  Kegels  mit  dem  von  seiner  Spitze  ausgehen- 
den Tangentenkegel  der  Fläche.  Die  gemeinschaftlichen  Erzeugenden 
beider  Kegel  geben  die  Erzeugenden  des  ersten,  welche  die  Fläche 
berühren;  etc. 

14)  Man  construiere  die  Punkte,  welche  ein  gegebener  Kegel- 
schnitt mit  dem  durch  drei  Gerade  bestimmten  einfachen  Hyperbo- 
loid gemein  hat,  oder  die  Geraden,  welche  zugleich  jenen  Kegel- 
schnitt und  diese  drei  Leitgeraden  schneiden. 
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15)  Man  constiniiere  die  Ebenen,  welche  gleichzeitig  einen  Ke- 
gelschnitt und  ein  einfaches  Hyperboloid  in  Punkten  seiner  Ebene 
berühren. 

16)  Wenn  im  Vorigen  die  gewöhnliche  Gentralprojection,  die 
G6om6trie  descriptivo  und  die  Axonometrie  als  Darstellungsme- 
thoden gleicher  Weise  erwähnt  sind^  so  soll  hier  noch  kurz  erörtert 
werden,  wie  die  allgemeine  Gentralprojection  und  die  Methoden 
der  Parallelprojection  mit  einem  Bilde  dieselben  Probleme  behau- 
deln<  Zunächst  die  allgemeine  Gentralprojection  —  wir  empfehlen 
die  Bildung  der  Figur  an  Hand  der  Erörterung. 

Man  denke  die  Spur  der  Ebene  U,  d.  h.  die  Gerade  u  wie 
in  I,  §  6*  —  wir  können  den  Distanzkreis  und  die  Spur  q'  der 
projicierenden  Parallelebene  zu  U  zunächst  unbestimmt  lassen  — 
und  S^,  U^]  ^2,  1/2  y  A3,  ü^'  als  die  Durchstosspunkte  resp.  Bilder 
der  Schnittpunkte  mit  U  für  die  drei  Geraden  ^j ,  ^2 )  ffz  ^^^  einen 
Regelschaar.  Dann  erhalten  wir  die  Gerade  der  andern  Regelschaar, 
welche  durch  einen  in  Au  projicierten  Punkt  von  g^  geht,  d.  h. 
ihren  Durchstosspunkt  Si  und  das  Bild  Ui  ihres  Schnittpunktes 
mit  der  Ebene  Ü,  wie  folgt.  Wir  legen  durch  Au  Gerade  nach 
den  Fixpunkten  U2  und  Ük^  von  ff 2  ^^^  ffz^  <3eren  Durchstoss- 
punkte Si2  y  Sis  auf  Au  Ü2  und  Au  U^  resp.  durch  die  Bemerkung 
erhalten  werden,  dass  die  Geraden  <S, 5^  und  U( U2}  ^i'^ts  und 
0(V^  sich  auf  u  begegnen  müssen;  die  Ebenen,  welche  diese  Ge> 
raden  mit  ^2 )  9z  ^^^P'  hestimmen,  schneiden  sich  in  der  gesuchten 
Mantellinie  /,•;  man  erhält  Si  als  Schnitt  von  828^  mit  S^S^^  und  IJ^ 
als  Schnitt  der  Geraden,  die  von  IJ2  und  ü{  resp.  nach  den  Schnitt- 
punkten der  vorigen  mit  u  gehen. 

Die  Gonstruction  zeigt,  dass  Strahlenbüschel  aus  IJ2  und  ü^ 
über  der  von  A^l  beschriebenen  Reihe  in  ff(  mit  festen  Geraden 
aus  Sj  nach  {JJ2  ü(^  u)  und  {Ü^U^y  ii)  geschnitten  und  diese 
Schnittpunkte  mit  den  festen  Punkten  S2  und  S^  resp.  verbunden, 
also  an  diesen  zwei  projectivische  Strahlenbüschel  gebildet  werden, 
deren  entsprechende  Strahlenpaare  die  Si  liefern.  Analog  für  die  üi 
—  man  sieht  also  unmittelbar,  dass  die  Folge  der  Si  wie  die  der  üi 
einen  Kegelschnitt  bilden,  resp.  durch  5, ,  £2;  S^  und  durch  ^/,  ^2', 
ü^  gehend,  beide  Kegelschnitte  —  an  Stelle  der  Aehnlichkeit  und 
ähnlichen  Lage  im  Falle  der  gewöhnlichen  Gentralprojection  —  auf 
der  Geraden  u  sich  schneidend  oder  mit  der  nämlichen  Involution 
harmonischer  Pole  in  ihr.  Man  erhält  diese  Schnittpunkte  als  Dop- 
pelpunkte vereinigter  projectivischer  Reihen  in  U;  für  welche  die 
Gonstruction  jeder  Transversale  /,•  ein  Paar  liefert,  das  Paar  der 
Schnittpunkte  der  Ebenen  von  Au  nach  ff 2  und  ff^  resp.;  die  zwei 
anderen  zur  Bestimmung  nöthigen  Paare  liefern  die  Geraden  von 
£^,'  nach  U2  und  Uk^  und  die  von  S^  nach  S2  und  A3,  wie  sich 
für  Aki   in  ü^  resp.  5,  ergiebt. 

Nach  den  früheren  Erörterungen  über  diese  Methode  ist  klar, 


l. 


304      II*   Curven  und  Flächen:  B)  Fl&chen  zweiten  Grades.  38. 

dass  die  Constnictionen  der  Probleme  über  die  Beziehungen  des 
Punktes,  der  Ebene  und  der  geraden  Linie  zum  einfachen  Hyper- 
boloid, also  des  Tangentenkegels,  des  ebenen  Querschnittes,  etc. 
ebenso  ohne  jede  Schwierigkeit  ausführbar  sind. 

17)  Wir  bemerken  nun,  dass  im  Vorigen  weder  der  Distanz- 
kreis noch  die  Spur  q'  der  durch  das  Centrum  gehenden  Parallel- 
ebene zu  IT  gebraucht  worden  ist,  so  dass  sowohl  diese  als  jener 
willküi'lich  gewählt  werden  können,  insbesondere  auch  das  Centrum 
unendlich  fern.  Durch  Angabe  von  q'  und  dem  Distanzkreis  D 
machen  wir  die  allgemeine  Centralprojection  und  das  dargestellte 
und  behandelte  Hyperboloid  bestimmt  —  wie  diess  gelegentlich  an- 
derer Beispiele  besonders  im  Scblus^überblick  zu  I;  p.  347  f.  be- 
sprochen worden  ist;  und  wir  können  daher  die  vorigen  Erörter- 
ungen als  zugleich  die  Darstellung  in  allgemeiner  Parallelprojection 
erledigend  bezeichnen  —  wir  würden  dann  zur  Individualisierung 
des  Dargestellten  das  die  Projection  bestimmende  rechtwinklige 
Dreieck  Ü'U^  {ü)^  (I,  p-  343)  hinzufügen  müssen.  Nach  dem  a.  a.  0. 
Entwickelten  können  wir  nach  Eintragung  von  q'  die  Fluchtelemente 
der  Geraden  und  Ebenen  der  Construction  leicht  bestimmen  und 
daher  die  Fluchtcurve  der  Fläche  oder  eine  parallelepipedische 
Gruppe  von  Mantellinien  derselben  darstellen ;  erst  für  die  Bestim- 
mung von  wahren  Grössen  z.  B.  die  Construction  der  zu  einer  ge- 
gebenen Mantellinie  normalen  Mantellinien  des  Hyperboloids,  würde 
auch  die  Angabe  des  Distanzkreises  erfordert  werden. 

18)  Wird  die  Gerade  u  unendlich  fem  genommen,  so  ändert 
sich  in  dem  Constructionsverfahren  von  16)  nichts  Wesentliches, 
nur  werden  die  auf  u  sich  schneidenden  Linienpaare  zu  Parallelen. 
Wir  können  die  entstehende  Figur  noch  immer  als  allgemeine  Cen- 
tralprojection, aber  auch  als  Parallelprojection,  insbesondere  als 
orthogonale,  interpretieren. 

19)  Wir  können  aber  auch  die  Fläche  mit  Hilfe  der  beiden 
Querschnitte  S  und  ü'  bestimmen^  die  sie  mit  der  Bildebene  und 
der  Fixebene  hervorbringt;  sie  sind;  weil  die  Gerade  u  die  Fläche 
des  Hyperboloides  nur  in  zwei  bestimmten  Punkten  schneidet,  Ke- 
gelschnitte, die  in  u  zwei  gemeinsame  Punkte  oder  dieselbe  Livo* 
lution  harmonischer  Pole  (16)  besitzen,  und  daher  durch  diese  Invo- 
lution und  je  drei  Punkte  bestimmt  sind.  In  Verbindung  mit  einer 
geraden  Erzeugenden  g^  die  ihren  Durchstosspnnkt  5  in  S  und 
ihren  Fixpunkt  ü'  mJf  hat^  bestimmen  sie  die  Fläche.  Verbindet 
man  S  und  0'  durch  Gerade  mit  einem  beliebigen  Punkte  von  u, 
so  schneiden  diese  —  das  s  und  u  einer  durch  g  gehenden  Ebene 
—  S  und  resp.  U'  in  dem  S  und  ü'  einer  geraden  Erzeugenden 
von  der  Schaar  /,  deren  Bild  ihre  Verbindungslinie  ist ;  man  erhält 
somit  alle  Erzeugenden  der  Schaar  /  durch  Linealconstruction  und 
ebenso  aus  einer  derselben  alle  g\  ihre  Bilder  umhüllen  den  Um- 
risskegelschnitt  der  Fläche. 
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Für  die  volle  metrische  Bestimmung  der  Fläche  ist  der  Distanz- 
kreis  und  die  zu  ii  parallele  Fluchtlinie  q'  der  Fixebene  einzu- 
tragen; oder  man  hat  wie  in  I,  p.  343  ^  mittelst  des  recht- 
winkligen Dreiecks  OU^{ü)q  mit  dem  Winkel  co  zwischen  Bild- 
und  Fixebene  und  der  Projection  U'  der  Ecke  U  desselben  die 
angewendete  allgemeine  Parallelprojection  zu  bestimmen. 

20)  Für  ein  unendlich  fernes  u  —  also  Centralprojection  oder 
allgemeine  Parallelprojection  mit  zwei  parallelen  Ebenen  in  be- 
kannt.er  Distanz  als  Bild-  und  als  Fixebene  —  sind  die  Kegel- 
schnitte S  und  U'  ähnlich  und  ähnlich  gelegen.  Man  wende  die 
Betrachtung  auf  zwei  Kreise  an  und  zeige,  wie  man  die  beiden 
Punkte  der  Fläche  von  gegebenem  Bilde  und  ihre  Tangentialebenen 
zu  bestimmen  hat. 

Die  Anwendung  auf  die  axonometrische  Darstellung  aus  Bild 
und  Grundriss  etc.  ist  zu  überlegen. 

39.  Ist  der  Punkt  P  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  ein  ellip- 
tischer Punkt,  so  haben  wir  die  beiden  Inflexionstangenteu 
der  Fläche  in  ihm  als  nicht  reelle  Gerade  ^;  ^  in  einer  reellen 
Ebene,  nämlich  der  Tangentialebene  der  Fläche  in  P^  und 
durch  einen  reellen  ihnen  gemeinsamen  Punkt  P  zu  betrachten, 
und  müssen  daher  annehmen,  dass  sie  keinen  zweiten  reellen 
Punkt  enthalten.  Man  hat  solche  nicht  reelle  Gerade  mit  einem 
reellen  Punkte  in  einer  reellen  Ebene  punktierte  Gerade 
oder  punktierte  und  planierte  Gerade  genannt. 

Denken  wir  dann  P^  als  einen  zweiten  Punkt  derselben 
Fläche  zweiter  Ordnung,  so  schneiden  die  Ebenen  P^A,  P^y 
aus  ihr  neue  punktierte  Gerade  /],  ^i  heraus,  welche  in  der 
Tangentialebene  von  P,  liegen  und  ihre  vereinigten  reellen 
Punkte  in  P^  haben,  sich  aber  mit  y^  X  in  nicht  reellen  Punkten 
schneiden  —  die  Sätze  auch  für  solche  nicht  reelle  Gerade 
als  gültig  gedacht,  dass  eine  Gerade  und  ein  Punkt  ausser  ihr 
eine  Ebene  bestimmen,  und  dass  zwei  Gerade  derselben  Ebene 
sich  in  einem  Punkte  schneiden.  (Wir  werden  diese  Gültigkeit 
im  III.  Bde.  dieses  Werkes  beweisen.)  Sonach  ist  auch  P^  ein 
elliptischer  Punkt  der  Fläche,  d.  h.  eine  Fläche  zweiter 
Ordnung,  welche  einen  elliptischen  Punkt  besitzt, 
enthält  nur  elliptische  Punkte;  auf  einer  solchen 
Fläche  liegen  zwei  Schaaren  von  nicht  reellen  punk- 
tierten Geraden  y,  X;  die  Geraden  derselben  Schaar 
schneiden  einander  nicht,  iudess  alle  Geraden  der 
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einen    Schaar   von  jeder  der   andern   in   projectivi- 
schen  Reihen  geschnitten  werden. 

Da  aber  diesen  Reihen  die  geometrische  Darstellbarkeit 
abgeht,  so  lassen  sich  die  schonen  für  die  Behandlung  der 
Hyperboloide  gewonneuen  Constructionsmethoden  nicht  auf 
die  Flächen  zweiter  Ordnung  mit  elliptischen  Punkten  über- 
tragen. Die  Nichtregelflächen  zweiter  Ordnung  er- 
fordern eine  andere  selbständige  Untersuchung. 
Wir  führen  diese  so,  dass  sowohl  sie  selbst  als  ihre 
Resultate  zugleich  für  die  Regelflächen  zweiter 
Ordnung  gelten,  und  also  die  für  diese  schon  gewonnenen 
Ergebnisse  nochmals  begründet  und  zugleich  vervollständigt 
werden.  ^^^  ^^^ 


Ä^ 


.^^■- 


J^*C_ 


^^^^ 


Wir  denken  einen  Punkt  P  im  Räume  und  durch  ihn 
Gerade  h  gezogen ,  welche  die  Fläche  zweiter  Ordnung  Fj  J® 
zweimal  schneiden  in  Punkten  -S^,  5,*;  -Sj,  ^j*;  etc.  A.uf  jeder 
derselben  werde  dann  ein  Punkt  P,*,  P^*]  etc.  so  bestimmt, 
dass  die  Paare  S^S^*,  PP^*]  ^^Äj*,  PP2*]  etc.  harmonische 
Gruppen  bilden  oder  dass  man  hat  (^j5'j*PP,*)  =  —  1.  So 
existiert  auf  jeder  die  Fläche  schneidenden  Geraden  ht  aus  P 
ein  ihm  in  Bezug  auf  jene  conjugierter  Punkt  Pf*.  Für  zwei 
Gerade  h^ ,  Aj  (^^S*  ^^)  ^^^^  ^^^®  durch  P  gehende  Ebene  F  ist 
die  gerade  Linie  P^^P^  die  Polare  jd,  von  P  in  Bezug  auf  den 
Kegelschnitt  K^ ,  in  welchem  die  Ebene  F  der  beiden  Geraden 
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aus  P  die  Fläche  zweiter  Ordnung  schneidet.  Zwei  beliebige 
Ebenen  durch  P  liefern  so  zwei  Polaren,  welche  sich  in  dem 
zu  P  in  Bezug  auf  die  Fläche  conjugierten  Punkt  der  Schnitt- 
linie dieser  Ebenen  schneiden  müssen. 

Das  System  dieser  Polaren  hat  also  die  Eigenschaft, 
dass  je  zwei  derselben  sich  schneiden,  ohne  dass  sie  etwa  alle 
durch  denselben  Punkt  gehen;  d.  h.  sie  liegen  in  einer  Ebene 
P,  der  Ebene  der  conjugierten  Punkte  von  P\  wir 
nennen  dieselbe  die  Polarebene  von  P  in  Bezug  auf  die 
Fläche  und  in  gleicher  Weise  P  den  Pol  derselben.  Pol 
und  Polarebene  werden  auf  allen  durch  den  Pol 
gehenden  Strahlen  durch  die  Fläche  harmonisch 
getrennt» 

Denken  wir  die  Tangenten  /|,  t^\  i*,  t^^  der  Kegelschnitte 
K^ ,  K^  (Fig.  76)  in  zwei  Ebenen  Pj ,  Pj  durch  den  Pol  in  den 
Punkten  Äj,  -Sj*  der  Schnittlinie  derselben,  so  schneiden  sich 
diese  paarweise  in  Punkten  M^ ,  M2  auf  den  Polaren  p^ ,  p^  und 
die  Ebenen  i^i^^  U*^2*)  ^*  ^'  ^^®  Tangentialebenen  der  Fläche 
zweiter  Ordnung  in  S^,  Si*  respective  enthalten  eine  und 
dieselbe  Gerade  h{*  der  Polarebene.  Pol  und  Polarebene 
trennen  harmonisch  alle  die  Paare  von  Tangential- 
ebenen, welche  aus  Geraden  der  Polarebene  an  die 
Fläche  zweiter  Ordnung  gelegt  werden  können.  Man 
nennt  einem  Punkte  alle  Punkte  und  alle  Strahlen  in  seiner 
Polarebene,  einer  Ebene  alle  Ebenen  und  alle  Strahlen  durch 
ihren  Pol  conjugiert.  Jeder  Geraden  entspricht  eine  andere 
als  Schnittlinie  der  Polarebenen  der  Punkte  in  jener  oder 
als  Verbindungslinie  der  Pole  der  Ebenen  aus  jener;  wir  nennen 
von  solchen  zwei  Geraden  jede  die  Polare  der  andern  und 
bezeichnen  jede  zwei  Gerade  als  einander  conjugiert,  von 
denen  die  eine  die  Polare  der  andern  schneidet. 

Vier  Punkte,  von  denen  jeder  den  drei  übrigen  conjugiert 
ist  oder  ihre  Ebene  zur  Polarebene  hat,  bestimmen  ein  Te- 
traeder, von  dessen  vier  Flächen  jede  den  drei  andern  con- 
jugiert ist,  von  dessen  Kanten  die  gegenüberliegenden  als  Po- 
laren zusammengehören,  während  die  benachbarten  conjugierte 
Gerade  sind.  Man  bezeichnet  dies  System  gewöhnlich  als  ein 
Quadrupel  harmonischer  Pole  und  Polarebenen  in 
Bezug  auf  die  Fläche.  ^ 
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Wir  sehen  in  alledem  die  völlige  Analogie  zu  der  Lehre 
von  Pol  und  Polare  bei  den  Kegelschnitten.  (Vergl.  I,  §  30  f.) 
Natürlich  entspringt  wie  dort  aus  diesen  Grundlagen  eine  Fülle 
von  Eigenschaften^  von  denen  wir  einige  in  den  Beispielen 
hervorheben.  Man  kann  aus  der  Vergleichung  mit  der  Theorie 
der  Kegelschnitte  sie  leicht  betnU^htlich  vermehren. 

1)  Der  Vergleich  mit  der  Lehre  von  Pol  und  Polare  bei  den 
Kegelschnitten  und  die  Theorie  der  centrischen  Collineation  der 
Bäume  (I,  §  37  f.,  spec.  §  42)  führen  zu  dem  Satze:  Jede 
Fläche  zweiter  Ordnung  ist  in  involutorischer  Cen- 
tralcollineation  mit  sich  selbst  für  jeden  Punkt  P  im 
Baum  als  Centrum  und  seine  Polarebene  P  als  Colli- 
neationsebene. 

2)  In  Bezug  auf  eine  Fläche  zweiter  Ordnung  entsprechen  sich 
die  Punkte  Pi  des  Baumes  und  seine  Ebenen  P,-  paarweise,  allen 
Punkten  und  Strahlen  einer  Ebene  die  Ebenen  und  Strahlen  durch 
ihren  Pol,  etc.  —  der  Baum  erscheint  zweimal,  als  Ver- 
einigung eines  Punktsystems  und  eines  Ebenensjstems. 
Man  nennt  die  gedachte  offenbar  vertauschbare  oder  involutorische 
Beziehung  beider  Bäume  die  Polar-Beciprocität,  die  vermit- 
telnde Fläche  zweiter  Ordnung  die  Directrix  derselben;  und  die 
Vereinigung  beider  so  bezogenen  Bäume  ein  Polarsystem  im 
Baume,    (Vergl.  I,  §  32.) 

3)  Geht  durch  P  eine  Tangente  t  der  Fläche  zweiter  Ordnung 
Fj ;  80  fallen  die  bezüglichen  Schnittpunkte  5, ,  S^  im  Berührungs- 
punkte zusammen  und  in  demselben  liegt  daher  auch  der  vierto 
harmonische  Punkt  Pj*  —  d.h.  die  Polarebene  eines  Punktes 
P  in  Bezug  auf  eine  Fläche  zweiter  Ordnung  geht 
durch  die  Berührungspunkte  aller  von  P  an  dieselbe 
möglichen  Tangenten;  der  Ort  der  Berührungspunkte  der^ 
selben  ist  der  Kegelschnitt,  den  die  Polarebene  P  mit  der  Fläche 
gemein  hat. 

4)  Ist  P  selbst  ein  Punkt  der  Fläche  zweiter  Ordnung,  so  liegt 
für  eine  durch  P  gehende  Oerade  5,  in  P  und  S^  ist  im  Allge- 
meinen davon  verschieden,  somit  fällt  P*  im  Allgemeinen  nach  P\ 
ist  aber  die  Gerade  eine  Tangente  der  Fläche  in  P^  so  fallen  5, 
und  S*  in  P  zusammen  und  P*  ist  ein  willkürlicher  Punkt  der 
Tangente.  Es  sind  also  dem  Punkte  P  der  Fläche  alle  Punkte  der 
in  ihm  an  dieselbe  gehenden  Tangenten  conjugiert^  d.  h.  die  Tan- 
gentialebene der  Fläche  zweiter  Ordnung  ist  die  Polar- 
ebene ihres  Berührungspunktes. 

5)  Ist  P*  auf  der  Polarebene  von  P  in  Bezug  auf  eine  Fläche 
zweiter  Ordnung,  so  liegt  auch  P  auf  der  Polarebene  von  P*  in 
Bezug  auf  dieselbe;  mit  andern  Worten:  Wenn  die  Polar  ebene 
sich  um   einen  Punkt  P  dreht  oder  ein  Ebenenbündel 
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erzeugt,  so  bewegt  sich  der  Pol   in  der  Polarebene  P 
dieses  Punktes  oder  erzeugt   ein   ebenes  Punktsystem. 

6)  Man  construiert  den  Pol  einer  Ebene  in  Bezug  auf  eine  Fläche 
zweiter  Ordnung  als  den  Darchschnittspunkt  der  Polarebenen  Ton 
drei  Punkten  derselben,  die  nicht  in  einer  Geraden  liegen,  speciell 
als  den  Schnittpunkt  der  Tangentialebenen  der  Fläche  in  drei  Punkten 
ihrer  Schnittcurve  mit  jener  Ebene. 

7)  Man  construiere  die  Polarebene  von  P  in  Bezug  auf  das 
durch  drei  g ,  durch  ein  Parallelepiped^  oder  durch  ein  Vierseit  und 
eine  Transversale  desselben  gegebene  Hyperboloid^  endlich  in  Bezug 
auf  das  durch  zwei  g  und  die  Bichtungsebene  der  /  gegebene  hy- 
perbolische Paraboloid. 

Die  Polarebene  von  P  für  das  Hyperboloid  aus  drei  Erzeugenden 
ff\-i  ff 2t  9z  findet  man  durch  die  von  P  ausgehenden  Transversalen 
^12,  ^23)  ^31  <l6rselben  in  Paaren  mittelst  der  in  den  Ebenen  Pg^i 
Pg^t  Pff^  resp.  liegenden  Erzeugenden  /^,  /j,  l^  durch  die  Polaren 
(Harmonikaien)  zu  g^  /,  {P)  Pjs ,  ffi  h  (P)  Pz\ »  ffshi^)  P12  -  I>ie 
Schnitte  von  ^,/,-  sind  drei  Punkte  ihrer  Schnittcurve  mit  der  Fläche 
und  j923,  P3t ;  Pi2  <^i®  zugehörigen  Tangenten  derselben. 

Man  construiere  unter  den  gleichen  Voraussetzungen  den  Pol 
der  Ebene  F  und  die  Polare  der  Geraden  g. 

Der  Brianchonpunkt  eines  aufgeschriebenen  Sechsseits  in  einem 
einfachen  Hyperboloide  ist  der  Pol  seiner  Pascalebene;  die  sechs 
Brianchonpunkte  der  Sechsseite  aus  drei  Mantellinien  g  und  drei 
Mantellinien  /  desselben  Hyperboloides  (§  35,  5)  liegen  zu  drei  in 
einer  Geraden  und  ihre  sechs  Pascalebenen  gehen  zu  drei  durch 
dieselben  Geraden. 

8)  Wenn  die  Polarebene  P  sich  um  eine  Gerade  g 
dreht,  so  rückt  ihr  Pol  P  in  einer  andern  Geraden  g* 
fort,  jenes  Büschel  von  Ebenen  und  diese  Beihe  sind 
projectivisch;  in  den  Schnittpunkten  von  ^*  mit  der  Fläche 
zweiter  Ordnung  wird  dieselbe  von  Ebenen  aus  g  berührt  oder 
umgekehrt.  Die  beiden  Geraden  im  Schlussbeispiel  von  7)  sind  in 
diesem  Sinne  zu  einander  polar. 

9)  Man  construiert  die  Polare  g*  einer  Geraden  g  in  Bezug 
auf  die  Fläche  zweiter  Ordnung  "F^  als  die  Verbindungslinie  der 
Pole  von  zwei  durch  g  gehenden  Ebenen  oder  als  die  Schnittlinie 
der  Polarebenen  von  zwei  in  g  gewählten  Punkten;  insbesondere 
als  die  Verbindungslinie  der  Berührungspunkte  der  durch  sie  ge- 
henden Tangentialebenen  der  Fläche  oder  als  die  Schnittlinie  der 
Tangentialebenen  der  Fläche  in  ihren  Schnittpunkten  mit  derselben. 

Für  alle  Hyperboloide  und  das  hyperbolische  Paraboloid  durch 
das  nämliche  windschiefe  Viereck  sind  dessen  Diagonalen  zu  ein- 
ander polar. 

10)  Die  Lösungen  der  Aufgaben:  Die  gemeinschaftlichen  Punkte 
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oder  Tangentialebenen  einer  Geraden  mit  einer  Fläche  zweiter  Ord- 
nung zu  finden,  kommen  eine  auf  die  andere  zurück.    (§  38.) 

Eine  Fläche  zweiter  Ordnung  ist  im  Allgemeinen  immer  auch 
eine  Fläche  zweiter  Classe;  um  beides  zusammen  zu  fassen,  kann 
man  die  Bezeichnung  Fläche  zweiten  Grades  gebrauchen. 
Welche  Fälle  (vergl.  §  30,  Beisp.  und  §  36)  bilden  Ausnahmen? 

11)  Zwei  Gerade  g^ ,  ^,*,  von  denen  jede  die  Polare  der  an- 
deren in  Bezug  auf  eine  Fläche  zweiten  Grades  ist,  haben  hinsicht- 
lich ihrer  gemeinsamen  Transversalen  die  doppelte  Eigenschaft: 

Ihre    Schnittpunkte    mit    der  Ihre  Tangentialebenen  mit  der 

Fläche  werden  durch  ihre  Schnitt-  Fläche  werden  durch  ihre  Ver- 
punkte  mit  ^,  g*  harmonisch  bindungsebenen  mit  g,  gi*  von 
von  einander  getrennt.     .  einander  harmonisch  getrennt. 

Denn  ftlr  den  Schnittpunkt  einer  solchen  Transversale  mit  der 
einen  Geraden  ist  die  andere  die  Polare  in  Bezug  auf  den  Schnitt 
ihrer  Yerbindungsebene  mit  der  Transversale  in  der  Fläche;  und 
für  die  Yerbindungsebene  einer  solchen  Transversale  mit  der  einen 
Geraden  ist  die  andere  die  Polarlinie  in  Bezug  auf  den  Berührungs- 
kegel aus  ihrem  Schnittpunkte  mit  der  Transversale  an  die  Fläche. 
Eine  Fläche  zweiten  Grades  ist  also  mit  sich  selbst  in  involutorischer 
Symmetrie  für  jede  zwei  zu  einander  polare  Gerade  als  Äsen. 
(Vergl.  I,  Schlussüberblick  p.  354.) 

12)  Die  Ebenen  durch  eine  Gerade  ffj  und  die  von  ff 
nach  den  Polen  von  jenen  gehenden  Ebenen  bilden  zwei 
vereinigte  projectivische  Ebenenbüschel  in  Involution, 
deren  sich  selbst  entsprechende  Ebenen  die  von  ff  aus- 
gehenden Tangentialebenen  der  Fläche  sind.  Um  jede 
Gerade  im  Baum  wird  so  durch  jede  Fläche  zweiter  Ordnung  ein 
involutorisches  Büschel  harmonischer  Polarebenen  bestimmt 

13)  Anderseits  bilden  die  Punkte  der  Polreihe  in  ff* 
und  die  Schnittpunkte  von  ff*  mit  den  entsprechenden 
Polarebonen  aus  ff  zwei  vereinigte  projectivische  Rei- 
hen in  Involution,  deren  sich  selbst  entsprechende 
Punkte  die  in  ff*  enthaltenen  Punkte  der  Fläche  sind. 
Auf  jeder  Geraden  im  Raum  wird  so  durch  jede  Fläche  zweiter 
Ordnung  eine  involu torische  Reihe  harmonischer  Pole  bestimmt. 
Die  Involutionen  um  ff  und  auf  ff*  sind  perspectivisch  zu  ein- 
ander^ wenn  diese  Geraden  conjugiert  sind  in  Bezug  auf  die  Fläche. 

14)  Wenn  die  Gerade  ff  die  Fläche  zweiter  Ordnung  berührt, 
so  thut  dies  auch  ihre  Polare  ff*  in  demselben  Punkte.  Die  Tan- 
genten einer  Fläche  zweiter  Ordnung  in  einem  ihrer  Punkte  ordnen 
sich  also  in  Paare  so,  dass  die  Polarebenen  aller  Punkte  der  einen 
Tangente  des  Paares  die  andere  Tangente  des  Paares  enthalten.  Alle 
diese  Paare,  man  sagt  conjugierter  T-angenten,  bilden 
eine  Involution  von  Strahlen.  Die  Doppel  strahlen  dieser 
Involution  haben  die  Eigenschaft,  dass  die  Polarebenen 
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der  Punkte  eines  jeden  ihn  selbst  enthalten,  dass  also 
alle  ihre  Punkte  in  ihren  Polarebenen  liegen  oder  auf 
der  Fläche  sind;  sie  sind  die  Inflexionstangenten  der 
Fläche  in  dem  betrachteten  Punkte  oder  die  durch  ihn 
gehenden  Erzeugenden  derselben.    (§  30.) 

Wenn  die  Paare  jener  Involution  sich  nicht  trennen,  so  ist  die 
Fläche  zweiter  Ordnung  eine  Regel  fläche^  wenn  sie  sich  trennen^ 
so  gehört  sie  zu  den  Nichtregelflächen. 

Sind  die  Doppel  strahlen  vereinigt ,  so  fällt  von  allen  Paaren 
die  eine  Tangente  mit  den  vereinigten  Doppelstrahlen  zusammen, 
alle  Punkte  der  Doppelstrahlgeraden  sind  Berührungspunkte  und 
die  Fläche  ist  eine  Eegelfläche  oder  eine  developpable  Fläche 
zweiter  Ordnung. 

15)  Denken  wir  den  Tangentenkegel  einer  Fläche  zweiter  Ord- 
nung aus  dem  Punkte  P  und  speciell  einen  Punkt  S  der  Berühr- 
ungscurve  desselben  mit  der  Fläche,  die  Tangente  /*  der  letzteren 
in  S  und  die  Gerade  PS  oder  i,  so  bilden  diese  beiden  ein  Paar 
in  der  Involution  der  Tangenten  in  S  und  sind  somit  zu  den 
Haupttangenten  oder  Erzeugenden  g^  l  der  Fläche  in  S  harmonisch 
conjugiert. 

16)  Man  construiere  für  eine  gegebene  Fläche  zweiter  Ordnung 
ein  Quadrupel  harmonischer  Pole,  wenn  eine  Ecke  und  eine  durch 
sie  gehende  Kante  und  Fläche  desselben  gegeben  sind. 

17)  Den  Punkten  Pi  einer  Ebene  E  entsprechen  in  Bezug  auf 
eine  Fläche  zweiter  Ordnung  F  die  durch  ihren  Pol  E'  gehenden 
Polarebenen  F/  und  damit  in  der  Ebene  E  selbst  die  Spuren  p/ 
derselben;  durchläuft  Pi  eine  Gerade  g  in  E,  so  dreht  sich  p/  um 
einen  Punkt,  den  Durchstosspunkt  der  coiyugierten  Geraden  g'  in 
ihr.  Dies  Entsprechen  in  der  Ebene  E  ist  mit  dem  involutorischen 
Entsprechen  der  Polarreciprocität  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt 
identisch^  in  welchem  E  die  Fläche  F  schneidet.  Im  Falle  der 
Berührung  von  E  mit  F  degeneriert  derselbe  in  zwei  Gerade  und 
jedem  Punkte  der  Ebene  entspricht  eine  durch  den  Berührungspunkt 
gehende  Gerade,  etc.  Wenn  E  die  Fläche  nicht  schneidet,  so  haben 
wir  ein  Polarsystem  in  der  Ebene  ohne  reelle  Directrix.  (Yergl. 
I,  §  34.) 

18)  Die  Geraden  E'Pi  bilden  mit  den  Ebenen  F/  ein  Polar- 
system im  Strahlenbündel,  von  welchem  im  Falle  des  Schnittes 
von  E  mit  F  der  über  der  Schnittcurve  stehende  Kegel  zweiten 
Grades  von  der  Spitze  E*  die  Direcirixfläche  ist  und  das  daher  im 
andern  Falle  keine  reelle  Directrix  hat. 

19)  Wenn  ein  Quadrupel  harmonischer  Pole  und  Polarebenen 
für  eine  Fläche  zweiten  Grades  gegeben  ist,  so  bestimmt  man  zu 
jedem  Punkte  derselben  sieben  andere  der  Fläche  angehörige  Punkte. 
Es  entsteht  so  eine  Gruppe  von  acht  Punkten,  die  viermal  zu 
zweien  auf  Geraden   durch   die  Ecken  und  zu  vieren  auf  Ebenen 
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durch  die  Kanten  des  Quadrupels  liegen ,  etc.  wie  in  I;  §  58^  9  f. 
die  Centra  der  Kugeln  zu  vier  Ebenen. 

Bestimmt  man  einen  der  durch  yier  Punkte  markierten  Quer- 
schnitte der  Fläche  vollends,  so  ist  damit  ein  zweiter  durch  die« 
selbe  Kante  bestimmt,  durch  die  Qnadrupelflächen  harmonisch  von 
ihm  getrennt.  Der  dazu  erforderliche  Punkt  liefert  aber  wiederum 
sieben  andere  Punkte  der  Fläche  in  einer  analogen  Gruppierung; 
ein  dritter  Punkt  mit  seiner  Gruppe  vollendet  die  Bestimmung 
der  Fläche.  (Vergl.  die  Bestimmung  der  Kegelschnitte  in  I,  §  32,11.) 

Wenn  die  eine  Fläche  des  Quadrupels  die  unendlich  ferne  Ebene 
und  die  Gegenecke  derselben  also  nach  §  40  der  Mittelpunkt  der 
Fläche  ist,  so  erhält  man  ein  Tripel  conjugierter  Durchmesser  und 
Diametralebenen  der  Fläche  und  die  Erzeugungsweise  des  nächsten 
Artikels. 

20)  Durch  ein  Quadrupel  und  ein  Paar,  d.  h.  einen  Punkt  und 
seine  Polarebene,  ist  eine  Fläche  zweiten  Grades  bestimmt ;  insbe- 
sondere auch,  wenn  die  eine  Fläche  des  Quadrupels  die  unendlich 
ferne  Ebene  ist. 

Betrachten  wir  eine  Fläche  des  Quadrupels,  so  sind  uns  in 
derselben  ein  Tripel  —  nämlich  die  Ecken  und  Kanten  des  Te- 
treeders in  ihr  —  von  Polen  und  Polaren  in  Bezug  auf  ihren  Quer- 
schnitt mit  der  Fläche  und  dazu  ein  Paar,  nämlich  die  Spur  der 
gegebenen  Polarebene  in  ihr  als  Polare  und  der  Schnittpunkt  mit 
dem  den  Pol  derselben  mit  der  Gegenecke  des  Quadrupels  verbin- 
denden Strahl  als  zugehöriger  Pol  bekannt,  und  derselbe  ist  somit 
nach  I,  §  32,  12  vollkommen  bestimmt.  Wir  construieren  entweder 
ihn  selbst  oder  seinen  Symmetriekegelschnitt,  falls  er  nicht  reell  ist. 
Wir  werden  im  dritten  Bande  dieses  Werkes  auf  diese  allgemeinen 
Constructionen  in  systematischer  Untersuchung  zurückkommen. 

40.  Die  specielle  Betrachtung  der  Punkte  und 
Strahlen  sowie  der  Ebene  des  unendlich  fernen  ebe- 
nen Systems  ergiebt  wichtige  Resultate.  Die  Polarebene 
eines  unendlich  fernen  Punktes  hat  die  Eigenschaft^  alle  die 
Strecken  zu  halbieren,  welche  durch  die  Fläche  zweiter  Ord- 
nung auf  den  von  ihm  ausgehenden  also  parallelen  Geraden  be- 
grenzt werden;  man  nennt  sie  die  der  gegebenen  Richtung 
conjugierte  Durchmesser-  oder  Diametralebene. 

Da  alle  unendlich  fernen  Punkte  in  einer  Ebene  liegen, 
so  gehen  alle  Diametralebenen  durch  einen  Punkt ,  den  Pol 
der  unendlich  fernen  Ebene.  Man  nennt  ihn  den  Mit- 
telpunkt der  Fläche;  er  ist  in  allen  durch  ihn  gehenden 
Geraden  oder  in  den  Durchmessern  der  Fläche  die  Mitte  der 
Strecke,  die  die  Fläche  zweiter  Ordnung  in  ihnen  bestimmt. 
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Die  Polare  einer  unendlich  fernen  Geraden  ist  die  Durch- 
Schnittslinie  von  unendlich  vielen  zu  den  in  ihr  gelegenen 
Richtungen  conjugierten  Durchmesserebenen^  ein  Durchmes- 
ser der  Fläche,  der  zu  jener  Stellung  conjugiert  heisst. 

Dem  unendlich  fernen  ebenen  System  von  Punkten  ent- 
spricht das  Ebenenbündel  der  Diametralebenen,  dem  unendlich 
fernen  ebenen  System  von  Strahlen  das  Strahlenbündel  der 
Durchmesser  der  Fläche  polar  reciprok. 

In  Folge  dessen  enthält  der  Durchmesser^  der  die 
Polare  einer  Stellung  ist,  die  Mittelpunkte  aller  der 
ebenen  Schnitte  der  Fläche  zweiter  Ordnung,  welche 
•diese  Stellung  haben.  Die  Involution  harmonischer  Polar- 
ebenen der  Fläche,  die  durch  ihn  gehen  —  man  nennt  sie 
conjugierte  Durchmesser-  oder  Diametralebenen  —  wird  von 
allen  den  parallelen  Ebenen  dieser  Schnitte  in  gleichen  Bü- 
scheln conjugierter  Durchmesser  geschnitten,  d.h.  die  paral- 
lelen ebenen  Schnitte  einer  Fläche  zweiter  Ordnung 
sind  ähnliche  und  ähnlich  gelegene  Kegelschnitte, 
deren  Mittelpunkte  in  dem  Durchmesser  liegen,  wel- 
cher die  Polare  ihrer  Stellung  ist. 

Daraus  folgt,  dass  jede  Fläche  zweiter  Ordnung 
in  unendlich  vielen  Arten  erzeugt  werden  kann 
durch  die  Bewegung  eines  Kegelschnittes,  welcher 
sich  stets  ähnlich  und  parallel  bleibt  und  einen 
festen  Kegelschnitt  in  zwei  Punkten  schneidet  (oder 
mit  ihm  in  der  Schnittlinie  ihrer  Ebenen  dieselbe  Involution 
harmonischer  Pole  besitzt),  während  sein  Mittelpunkt  den- 
jenigen Durchmesser  desselben  durchläuft,  welcher 
der  Richtung  der  betreffenden  Sehnen  conjugiert 
ist.  Die  Schnittcurven  der  Fläche  mit  irgend  zwei  Durch- 
messerebenen, von  denen  die  eine  den  zur  andern  conjugierten 
Durchmesser  enthält,  begründen  eine  Erzeugung  dieser  Art; 
es  giebt  deren  also  zweifach  unendlich  viele. 

Die  Flächen,  welche  man  in  dieser  Art  durch  die  Com- 
biuation  eines  festen  und  eines  beweglichen  Kegelschnittes  er- 
zeugen kann,  kommen  auf  folgende  Hauptarten  zurück: 

a)  Eine  feste  Hyperbel  erzeugt  mit  einer  beweglichen 
Ellipse,  oder  umgekehrt  eine  feste  Ellipse  mit  einer 
beweglichen  Hyperbel,  ein  einfaches  Hyperboloid 
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(Fig.    77),    wenn    dieselben    in    der    Mittellage   einen 
Durchmesser  gemein   haben,  welcher  beide   schneidet. 
Die  zweite  Entstehung  führt  in  der  Grenzlage  auf  die 
zwei  Schaaren  von  geradlinigen  Erzeugenden, 
b)  Eine   feste    Hyperbel    erzeugt   mit    einer   beweglichen 
Parabel  oder    umgekehrt   ein    hyperbolisches   Pa- 
raboloid  (Fig.  78);    aus   der  Entstehung   durch   die 
bewegliche    Hyperbel    entspringen    die    Schaaren    der 
geraden  Erzeugenden. 
Dies  sind  die  uns  schon  bekannten  Reg  elf  lachen  zweiter 
Ordnung  oder  die  Flächen  mit  hyperbolischen  Punkten,  wie 
sich  leicht  aus  dem  Vorigen  begründet.  (§  38,  i,  4.)  • 


Fiy.  77. 


Fig.  78, 


c)  Eine  feste  Hyperbel  erzeugt  mit  einer  beweglichen 
Ellipse  oder  umgekehrt  ein  zweifaches  Hyperbo- 
loid  (Fig.  79),  wenn  der  t gemeinsame  Schnitt  ihrer 
Ebenen  in  der  Mittellage  ein  Durchmesser  ist,  der  die 
Hyperbel  nicht  schneidet. 

d)  Eine  feste  Ellipse  erzeugt  mit  einer  bewegten  Ellipse 
ein  EUipsoid  (Fig.  80). 

e)  Eine  feste  Parabel  und  eine  bewegliche  Ellipse  oder 
umgekehrt  erzeugen  ein  elliptisches  Paraboloid 
(Fig.  81). 
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Weil  gerade  Linien  in  der  Flache  hierbei  nicht  erzeugt 
werden  können,  so  sind  dies  die  Nichtregel flächen  zweiter 
Ordnung  oder  die  Flächen  mit  elliptischen  Punkten. 


Fig.  79. 


Fig    80. 


Nach  §  39;  i,  li  und  I,  §  42  wird  das  hier  Entwickelte 
nur  in  anderen  Worten  ausgedrückt,  wenn  man  sagt: 

Eine  Fläche  zweiten  Orades  ist  Fig.  si. 

mit  sich  selbst  in  planarer  Sym- 
metrie für  jede  ihrer  Diametral- 
ebenen als  Symmetrieebene  und  für 
die  Richtung  des  zu  ihr  conju- 
gierten  Durchmessers  als  Symme- 
triecentrum oder  für  eine  beliebige 
Richtung  und  die  zu  ihr  conjugierte 
Diametral  ebene :  Sehnen  der  Fläche 
von  jener  werden  in  dieser  halbiert; 
Tangentialebenen  durch  eine  Gerade  in  dieser  liefern  eine  Be- 
rührungssehne von  jener  Richtung. 

Eine  Fläche  zweiten  Grades  ist  mit  sich  selbst  in  cen- 
trischer  Symmetrie  für  ihren  Mittelpunkt  als  Centrum  und 
die  unendlich  ferne  Ebene  als  Symmetrieebene:  Jede  Sehne  der 
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Fläche  durch  den  Mittelpunkt  wird  in  diesem  halbiert;  je  zwei 
Tangentialebenen  von  gleicher  Stellung  haben  eine  Gerade 
durch  den  Mittelpunkt  zur  Berührungssehne. 

£ine  Fläche  zweiten  Grades  ist  mit  sich  selbst  in  axialer 
Symmetrie  für  jeden  ihrer  Durchmesser  und  die  Stellung  der 
zu  ihm  conjugierten  Diametralebene  als  Axen:  Jede  Sehne^ 
die  zu  dieser  parallel  ist  und  jenen  schneidet,  wird  in  ihm 
halbiert  und  die  durch  sie  gehenden  Tangentialebenen  der 
Fläche  bilden  mit  den  Ebenen,  welche  sie  mit  denselben  Sym- 
metrieaxen  verbinden,  ein  harmonisches  Büschel. 

1)  Die  Tangentialebenen  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  in  ihren 
Schnittpunkten  mit  einem  ihrer  Durchmesser  sind  einander  parallel 
—  sie  haben  die  seiner  Richtung  conjugierte  Stellung. 

2)  Die  Richtungen  von  drei  Durchmessern  der  Fläche,  von 
denen  jeder  der  Ebene  der  beiden  andern,  also  diesen  selbst  conju- 
giert  ist,  und  der  Mittelpunkt  der  Fläche  bilden  ein  Quadrupel  har- 
monischer Pole  derselben ;  die  entsprechenden  einander  conjugierten 
Diametralebenen  bilden  mit  der  unendlich  fernen  Ebene  je  ein  Qua- 
drupel harmonischer  Polarebenen.  (§  39,  19.)  Die  Angabe  eines 
solchen  Tripels  und  ein  Pol  mit  seiner  Polarebene  oder  speciell 
ein  Punkt  der  Fläche  mit  seiner  Tangentialebene  bestimmen  die 
Fläche  nach  §  39,  20. 

3)  Wenn  eine  Fläche  zweiter  Ordnung  durch  parallele 
Lichtstrahlen  beleuchtet  wird,  so  ist  die  Selbstschatten- 
grenze auf  derselben  der  Schnitt  der  zur  Richtung  des  Lichtstrahles 
conjugierten  Diametralebene  mit  ihr,  und  der  Schlagschatten- 
raum ist  durch  den  von  ihm  mit  der  Richtung  des  Lichtstrahles 
bestimmten  Cylinder  zweiten  Grades  begrenzt.  (Siehe  für  die  prak- 
tische Durchführung  §  41,  3.) 

4)  Der  Mittelpunkt  der  Fläche  ist  der  Scheitel  ihres  Asymp- 
totenkegels, welcher  mit  dem  Schnitt  der  Fläche  in  der  unendlich 
fernen  Ebene  zugleich  reell  oder  nicht  reell  ist  —  also  in  den 
Fällen  a)  und  c)  eine  eigentliche  Kegelfläche  zweiter  Ordnung,  in 
den  Fällen  b)  und  e)  aber  die  unendlich  ferne  Ebene  selbst,  welche 
die  beiden  Paraboloide  berühren. 

Im  Falle  seiner  Realität  sind  seine  Erzeugenden  diejenigen 
Durchmesser  der  Fläche,  welche  in  den  ihnen  conjugierten  Diame- 
tralebenen liegen,  denn  diese  sind  die  Tangentialebenen  des  Asymp- 
totenkegels längs  der  Kanten.  Der  Asymptotenkegel  und  ein  Punkt 
der  Fläche  bestimmen  dieselbe,  da  sie  alle  durch  diesen  und  den 
Mittelpunkt  gebenden  Querschnitte  als  Hyperbeln  von  bekannten 
Asymptoten  durch  einen  Punkt  bestimmen.  Und  eine  Tangential- 
ebene? (Durch  Construction  ihres  Berührungspunktes  in  dem  zu 
ihrer  Stellung  conjugierten  Durchmesser.) 
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5)  Die  Schnitie  der  FlSche  zweiter  Ordnung  und  ihres  Asympto- 
tenkegels  mit  einer  Ebene  sind  ähnliche  und  ähnlich  gelegene  Kegel- 
schnitte. (§  37, 16.) 

6)  Ist  T  ein  Punkt  und  T  die  zu  ihm  gehörige  Tangential- 
ebene einer  Flfiche  zweiter  Ordnung,  für  welche  die  drei  Geraden 
MX^y  MY^  und  MZ^  drei  conjugierte  Durchmesser  und  die  Punkte 
X^ ,  Y^y  Zy^  ihre  resp.  Schnittpunkte  mit  der  Tangentialebene  T 
sind,  so  seien  die  von  T  parallel  zu  MX^ ,  Af  Y^,  MZ^  bis  resp. 
zu  den  Ebenen  Y^MZ^,  Z^MX^y  X^MY^  gemessenen  Abstände 
durch  X,  y,  z  bezeichnet  und  als  die  Cartesischen  Goordinaten 
des  Punktes  T  benannt;  sowie  die  negativen  Beciproken  der  Ab- 
schnitte M'X^y  MY^y  MZ^  durch  |,  tj,  i  als  die  Plücker'schen 
Goordinaten  der  Ebene  T.  Und  man  setze  die  Potenzen  der  In- 
volutionen harmonischer  Pole  in  den  Durchmessern  MX^y  MY^^ 
MZ^  resp.  oder  die  Quadrate  der  bezüglichen  Halbdurchmesser  der 
Fläche  gleich  a,^,  ^^^  c^^y  analog  zu  den  Bezeichnungen  in  der 
Theorie  der  Kegelschnitte  (I,  §  33,  9).  Denkt  man  dann  in  der  Ebene 
JTj  Y^  Zj  die  Geraden  Z,  T^  X^  T ^  Y^  T  gezogen  und  bis  zur  je- 
weiligen Gegenseite  des  Dreiecks  in  T,,  Txy  Ty  resp.  verlängert, 
so  hat  man  ans  der  Figur,  die  man  entwerfen  wolle, 

MZ^^  Z^T~  l^X^Y^Z^' 

und  erhält  ebenso  aus  ihr 

_?     ^  t\Y,Z,T       _y t^Z,X,T 

MX^       t:iY^Z^X^'      MY^       A Z^X^ Y^  ' 

und  aus  diesen  durch  Addition  wegen 

AX^Y^T+  AY,Z,T+  AZ^X^T^  AX,Y,Z, 

ÄfX+A,  +  WZ,  =  ^    '^''    ~|a:-,y-fz  =  l. 
Weil  aber  die  Potenzen  jener  Involutionen  liefern 

j  =  «1  ,  ,^  -  ^1  >  j.  -  ^1  , 

so  erhält  man  liieraus  durch  Einführung  der  Werthe  von  ^,  97,  ^ 
aus  den  letzten  Relationen  die  Gleichung  der  Fläche  in  Caile- 
sischen  Punktcoordinaten 

und  ebenso  durch  Einführung  der  Werthe  der  x^  y^  z  aus  den- 
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selben  Relationen  die  Gleichung  derselben  Fläche  in  den  entsprech- 
enden Plttcker't-chen  Ebenencoordinaten 

Vl'  +  V^'  +  Vf'-i. 

Im  Falle  der  Ellipsoide  sind  die  Potenzen  aller  drei  Involutionen 
wesentlich  positiv  oder  die  Längen  der  bezüglichen  Halbdurch- 
messer reell;  im  Falle  des  einfachen  Hyperboloides  ist  einer 
und  in  dem  des  zweifachen  sind  zwei  derselben  nicht  reell;  also 
die  zugehörigen  Potenzen  negativ;  sind  alle  drei  negativ ^  so  ist 
die  Fläche  nicht  reell. 

Dieselbe  Entwickelung  zeigt  auch,  dass  die  Gleichung  der  Tan- 
gentialebene im  Flächenpunkte  x\  y'j  z'  und  die  Gleichung  des 
Berührungspunktes  in  der  Tangentialebene  1'^  i}',  i'  resp.  sind 

^'+^'+^-1  und  Vir  +  VlV  +  V^r-l. 
"l  ''l         M 

7)  Die  Substitution  von  {x  —  ö|)  für  x  bedeutet  die  Ver- 
legung des  Anfangspunktes  der  Coordinaten  in  den  positiven  End- 
punkt des  in  der  Axe  x  liegenden  Durchmessers  und  verwandelt 
die  Gleichung  der  Fläche  in  Punktcoordinaten  in 

«2       j^        z^       2x 
a-^ "+"  b^^  "^  c,^  "   a,  • 

Setzt  man  sodann 


d.  h.  ^|2  =  2a^m  —  m},    Cj*  =  2ain  —  n', 

so  folgt  aus  der  mit  ^i'c,^  :  a^  multiplicierten  vorigen  Gleichung 
für  ohne  Grenze  wachsendes  a^  durch  Verschwinden  der  mit  a, 
dividierten  Glieder 

ny^  +  fnz'^  ■«  4tmnx^  oder  —  H »b  4x  resp. «=  4x, 

jenachdem  wir  vom  EUipsoid  oder  vom  einfachen  Hyperboloid  aus- 
gingen ;  und  man  sieht  leicht,  dass  mit  einer  analogen  Behandlung 
des  zweifachen  Hyperboloides  wieder  die  erste  Gleichungsform  er- 
balten wird;  sie  ist  die  Gleichung  des  elliptischen,  die  zweite 
die  Gleichung  des  hyperbolischen  Paraboloides. 

8)  Man  erläutere  die  Entstehung  der  Kugel  als  Special- 
fall von  derjenigen  des  Ellipsoides. 

9)  Man  zeige  wie  die  Kegelflächen  und  Cylinderflächen 
zweiten  Grades  als  SpecialföUe  von  a);  b),  c),  e)  entstehen. 

10)  unter  welchen  Voraussetzungen  entsteht  ein  Ebenen  paar 
als  Grenzfall  der  Fläche  zweiter  Ordnung?  (Vergl.  36,3.) 
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11)  Welche  Entstehungsweise  der  Flächen  zweites  Grades  als 
Umhüllung  oder  Enveloppe  bewegter  veränderlicher  Kegelilächen 
zweiten  Grades  ergiebt  sich  aus  dem  Vorhergehenden?  Man  discu- 
tiere  die  SpecialfUUe  derselben. 

12)  Die  Polarebene  eines  Punktes  in  Bezug  auf  eine  Fläche 
zweiten  Grades  ist  zu  derjenigen  Diametralebene  derselben  parallel, 
welche  dem  nach  ihm  gehenden  Durchmesser  conjugiert  ist. 

13)  Für  eine  Kugelfläche  ist  die  Polarebene  normal  zum 
Durchmesser  des  Pols;  jede  Gerade  g  und  ihre  Polare  ^*  in  Bezug 
auf  die  Kugelfläche  liegen  in  zwei  zu  einander  normalen  Durch- 
messerebenen; die  Involutionen  harmonischer  Polarebenen  für  einen 
beliebigen  Durchmesser  sind  rechtwinklige  Involutionen. 

Man  construiere  die  Polarebene  von  P  in  Bezug  auf  eine  Kugel, 
deren  Mittelpunkt  und  Badius  gegeben  sind.  (Vergl.  I,  §  33,  13 
und  oben  §  33.) 

14)  Alle  ebenen  Schnitte  der  Kugel  sind  Kreise  (I,  §  31,  8),, 
d.  h.  Kegelschnitte,  welche  die  nicht  reellen  Kreispunkte  im  Un- 
endlichen ihrer  Ebene  enthalten.  In  Beibehaltung  des  Sinnes  dieser 
Ausdrucks-  und  Vorstellungsweise  sprachen  wir  in  I,  §  (36^),  6  den 
Satz  aus:  Der  unendlich  ferne  ebene  Querschnitt  einer 
Kugel  ist  der  nicht  relle  Kreis  der  unendlich  fernen 
Ebene.  Alle  Kugeln  haben  diesen  Kreis  gemein.  Jetzt  ftlgen  wir 
hinzu:  Drei  zu  einander  rechtwinklige  Gerade  aus  einem 
Punkte  bilden  ftlr  jede  aus  diesem  beschriebene  Kugel  eine  Gruppe 
conjugierter  Durchmesser,  ihre  Richtungen  ein  Tripel  harmo- 
nischer Pole  in  Bezug  auf  den  unendlich  fernen  nicht  reellen  Kreis, 
d.  h.   in  Bezug  auf  jede  Kugel. 

Und:  Eine  Gerade  und  eine  Ebene  sind  normal  zu 
einander,  wenn  ihre  Richtung  und  Stellung  Pol  und  Polare  in 
Bezug  auf  den  nicht  reellen  Kreis  der  unendlich  fernen  Ebene  sind ; 
zwei  Gerade  sind  normal  zu  einander,  wenn  ihre  Richtungen 
conjugierte  Punkte  in  der  Involution  ihrer  gemeinsamen  Stellung^ 
zwei  Ebenen,  wenn  ihre  Stellungen  conjugierte  Gerade  in  der 
Involution  ihrer  gemeinsamen  Richtung  für  jenen  Kreis  sind. 

15)  Die  Durchmesser  und  conjugierten  Diametralebenen  einer 
Fläche  zweiter  Ordnung  bilden  das  Polarsjstem  um  den  Mit- 
telpunkt und  bestimmen  durch  ihre  Richtungen  und  Stellungen 
das  ihr  zugehörige  Polarsystem  in  der  unendlich  fernen  Ebene.  Für 
die  Kugel  wird  jenes  zum  Orthogonalsjstem. 

16)  Wenn  die  Kugel  den  Radius  Null  hat,  so  ist  die  Spur  des 
Orthogonalsystems  um  ihren  Mittelpunkt  in  einer  beliebigen 
Ebene  von  dem  zu  ihr  gehörigen  Polarsystem  in  dieser  Ebene 
nicht  verschieden.  Man  kommt  damit  auf  die  in  den  Elementen 
im  Ueberblick  zu  I,  A)  schon  erwähnte  und  in  I,  §  34,  4  f.  näher 
erörterte  wichtige  Beziehung  zurück.    (Vergl.  auch  I;  §  51.) 
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41.  Für  die  Darstellung  der  Flächen  zweiter  Ord- 
nung entspringen  aus  dem  Vorigen  die  folgenden  Ergebnisse: 

a)  Ffir  die  Darstellungen  in  Parallelprojection. 

Man  darf  für  die  Behandlung  in  zwei  Orthogonalprojec- 
tionen  annehmen ;  dass  die  Ebene  des  festen  Kegelschnittes 
der  einen  und  die  Ebene  des  beweglichen  Kegelschnittes  der 
andern  Projectionsebene  parallel  sei;  denn  das  erste  kann 
durch  Transformation  stets  herbeigeführt  werden  und  nach  An- 
nahme der  Stellung  der  Ebene  des  beweglichen  Kegelschnittes 
ist  für  die  Ebene  des  festen  nur  der  Durchmesser  gegeben, 
welcher  ihr  conjugiert  ist^  und  dieselbe  kann  also  auch  durch 
ihn  hindurch  normal  zur  vorigen  Ebene  gelegt  werden. 

Sei  also  der  bewegliche  Kegelschnitt  in  seiner  Mittellage 
ICi  als  parallel  der  ersten  Projectionsebene  gegeben ,  —  die 
Tafel  IX  repräsentiert  den  Fall  des  Ellipsoides  — etwa  durch 
zwei  conjugierte  Durchmesser  AB,  CD^  wovon  der  eine  Aß 
der  Äxe  OX  parallel  ist;  der  feste  Kegelschnitt  K2  aber  als 
parallel  der  zweiten  Projectionsebene  dargestellt,  ebenfalls 
bestimmt  durch  die  beiden  conjugierten  Durchmesser  AB,  EFj 
von  denen  der  erste  auch  zur  Äxe  OX  parallel  und  also  ihm 
mit  A^j  gemein  ist.  Dann  kann  jeder  ebene  Querschnitt 
der  Fläche  und  der  Berührungskegel  derselben  für  jeden 
Punkt  im  Räume  dargestellt  werden,  wenn  man  beachtet,  dass 
alle  die  zur  ersten  Projectionsebene  parallelen  Schnitte  ahnlich 
und  ähnlich  gelegen  sind  zu  dem  zu  ^01^  parallelen  Kegel- 
schnitt K^y  während  ihre  Mittelpunkte  im  Durchmesser  EF 
liegen  und  ihre  z\x  OX  parallelen  Durchmesser  durch  K^  be- 
grenzt sind;  dass  ferner  die  zugehörigen  Tangentenkegel  der 
Fläche  ihre  Mittelpunkte  in  dem  besagten  Durchmesser  EF 
haben  und  also  durch  deren  zweite  Projectionen ,  die  Pole 
der  ZM  OX  parallelen  Sehnen  von  K^  in  Bezug  auf  A^j^  völlig 
bestimmt  sind ;  sowie  dass  das  Analoge  gilt  für  die  zur  zweiten 
ProjectioDsebene  parallelen  Schnitte  und  die  nach  denselben 
der  Fläche  umschriebenen  Tangenteukegel  mit  K^  und  CD, 

Denn  die  ebenen  Querschnitte  sind  Curven  zweiten 
Grades,  also  durch  fünf  Punkte  oder  dem  äquivalente  Data 
bestimmt.  Jeder  der  vorbezeichneten  einfach  bestimmten  Quer- 
schnitte der  Fläche,  welcher  von  der  Schnittebene  geschnitten 
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wird,  liefert  aber  zwei  Punkte  und  der  zugehörige  Tangen- 
tenkegel giebt  die  beiden  Tangenten  in  denselben  als  die 
Schnittlinien  seiner  bezüglichen  Tangentialebenen  mit  der 
Schnittebene.  Es  genügt  also  die  Benutzung  von  zweien  dieser 
Querschnitte  —  eventuell,  nämlich  im  Falle  reeller  Schnitte 
mit  ihm,  der  beiden  zu  den  Projectionsebenen  parallelen 
Diametralschnitte,  welche  unmittelbar  gegeben  sind. 

Der  Berührungskegel  der  Fläche  aus  dem  Punkte  P 
ist  eine  Eegelfläche  zweiten  Grades,  also  durch  fünf  Erzeu- 
gende oder  Tangentialebenen,  etc.  bestimmt.  Man  construiert 
also  Tangentialebenen  der  Fläche  aus  P  und  ihre  Berührungs- 
punkte mit  der  Fläche.  Jeder  der  oben  bezeichneten  einfach 
bestimmten  Berührungskegel  der  Fläche  liefert  zwei  solchä 
Tangentialebenen  und  seine  Berührungscurve  mit  der  Fläche 
die  zugehörigen  Berührungspunkte;  zwei  von  diesen  Kegeln 
bestimmen  also  vier  Tangentialebenen  und  ihre  Berührungs- 
punkte;  durch  die  letztem  ist  die  Ebene  der  Berührungscurve 
und  damit  diese  selbst  durch  vier  Punkte  und  ihre  Tangenten, 
nämlich  die  Schnitte  ihrer  Ebenen  mit  den  betreffenden  Tan- 
gentialebenen, bestimmt.  Eventuell  kann  man  dazu  die  Gylinder 
benutzen,  welche  nach  den  direct  gegebenen  Kegelschnitten  Ky 
und  K^  parallel  den  Durchmessern  EFy  CD  respective  der 
Fläche  umschrieben  sind.  So  insbesondere  für  den  Specialfall 
der  Bestimmung  eines  Berührungscylinders  der  Fläche  für  ge- 
gebene Richtung  seiner  Erzeugenden. 

Insofern  die  Kegelschnitte,  mit  denen  man  es  dabei  zu 
thun  hat,  Ellipsen  sind,  kann  man  sich  zur  Bestimmung  ihrer 
Schnittpunkte  mit  gegebenen  Geraden  und  ihrer  Tangenten 
aus  gegebenen  Punkten  der  Methode  der  Affinität  bedienen, 
wie  sie  in  I,  §  33,  15  erläutert  worden  ist;  sonst  natürlich 
und  allgemein  der  projectivischen  Methoden  des  §  29  in  Band  I. 
Man  kann  natürlich  auch  die  Projectionsebenen  selbst  als  die 
conjugierten  Diametralebenen  wählen. 

Für  die  Behandlung  in  allgemeiner  Parallelprojection  kann 
man  den  festen  Kegelschnitt  in  die  Bildebene  gelegt  denken, 
die  Gerade  u  als  einen  Durchmesser  desselben  und  den  zu  ihm 
conjugierten  Durchmesser  als  die  Falllinie  der  Ebene  JJ  gegen 
die  T^el  annehmen,  und  die  Anfangslage  des  bewegten  Kegel* 
Schnittes  in  XJ  selbst  voraussetzen. 

IMedler,  darstellende  Geometrie.  II.  3.  Aufl.  21 
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b)  Für  die  Darstellung  in  Centralprojection. 

Wäre  der  zur  Bildebene  parallele  Diametralschnitt  K^ 
und  der  zu  demselben  conjugierte  Durchmesser  EF  mit  seinen 
Endpunkten  gegeben^  so  würde  der  Mittelpunkt  M  der  Fläche 
sein  Bild^  das  zugleich  der  Mittelpunkt  vom  Bilde  jenes 
Schnittes  sein  muss^  im  vierten  harmonischen  Punkte  z\x  Ej  F 
und  ff ^  dem  Fluchtpunkte  dieses  Durchmessers^  haben;  damit 
wäre  auch  die  Entfernung  jener  Durchmesserebene  von  der 
Bildebene  bekannt  und  die  Fläche  bestimmt.  Jeder  ebene 
Schnitt  derselben  durch  diesen  Durchmesser  oder  parallel  jener 
Diametralebene  kann  leicht  construiert  werden;  ebenso  der 
zugehörige  Tangentenkegel. 

Wäre  der  sichtbare  Umriss  der  Fläche  gegeben,  d.  h.  die 
Berührungscurve  des  vom  Projectionscentrum  an  sie  gehenden 
Tangentenkegels  durch  ihr  Bild  und  ihre  Ebene  —  mittelst 
Spur  und  Fluchtlinie  —  und  dazu  der  Mittelpunkt  der  Fläche 
durch  eine  ihn  enthaltende  Gerade  und  sein  Büd  in  ihr  be- 
stimmt, so  wäre  die  Fläche  zweiter  Ordnung  dadurch  auch 
bestimmt;  da  aber  der  Mittelpunkt  M  der  Fläche  in  dem  zur 
Ebene  der  Berührungscurve  conjugierten  und  also  den  Mittel- 
punkt der  letzteren  und  das  Projectionscentrum  enthaltenden 
Durchmesser  liegt,  so  ist  sein  Bild  zugleich  das  Bild  vom 
Mittelpunkte  des  Umrisskegelschnittes;  d.  h.  der  Pol  der  Flucht* 
linie  seiner  Ebene  in  Bezug  auf  denselben. 

Man  kann  diese  Bestimmung  noch  vereinfachen,  indem 
man  die  Ebene  des  Umrisskegelschnittes  d.  h.  die  Polarebene 
des  Projectionscentrums  zur  Bildebene  wählt,  —  da  dann  das 
Bild  des  Mittelpunktes  zugleich  der  Mittelpunkt  des  Bildes 
ist.  Dann  ist  die  Fläche  durch  einen  ihrer  Punkte  ausserhalb 
der  Bildebene  völlig  bestimmt.    (Vergl.  9.) 

1)  Man  construiere  den  Schnitt  einer  Fläche  zweiter  Ordnung, 
deren  den  Projectionsebenen  parallele  Diametralschnitte  man  kennt, 
mit  einer  Ebene  und  bestimme  den  Px>l  dieser  Ebene. 

Die  Tafel  IX  stellt  den  Schnitt  des  durch  die  conju- 
gierten Dur  chmesser  AB^  CD^  EF  oder  die  den  Projec- 
tionsebenen parallelen  Diametralschnitte  AT),  K^  ge- 
gebenen Ellipsoids  mit  der  Ebene  von  den  Spuren  ^,,  ^2 
und  die  Bestimmung  des  Pols  P  dieser  Ebene  dar.  Sechs 
Punkte  der  Schnittellipse  1,  2;  3,  4;   6,  6  mit  ihren  Tangenten 
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sind  constrniert,  und  der  Punkt  P  ist  als  Schnitt  der  drei  bezüg- 
lichen Paare  von  Tangentialebenen  oder  von  drei  Geraden  bestimmt. 
Die  horizontale  Diametralebene  liefert  die  Punkte  1,  2  und  die 
Gerade  S^^^^  ^^^  horizontale  Ebene  durch  N  die  Punkte  3^  4  und 
die  Gerade  S^^  P^  und  die  der  Aufrissebene  parallele  Diametralebene 
die  Punkte  5,  6  und  die  Gerade  S^^^P. 

Die  horizontale  Diametralebene  schneidet  die  Ebene  8  in  einer 
Geraden  m^ ,  die  durch  ihren  Durchstosspunkt  in  der  Yerticalebene 
bestimmt  ist  und  dem  Diametralschnitt  IC^  in  den  Punkt>en  1,  2 
begegnet.  Diese  und  die  zugehörigen  Tangenten  von  I^^  sind  durch 
den  üebergang  zu  dem  mit  Ä"«  affinen  Kreise  I^^*  construiert  — 
//*  parallel  2>Z>*  parallel  1*1,  2*2';  1*^,*  und  2* 5^*  als  Kreis- 
tangenten, sodann  1'  1  und  S*S^'  parallel  JJ*,  Dann  ist  die  zum 
Durchmesser  EF  parallele  oder  seine  Bichtung  ü  enthaltende  Ge- 
rade durch  S^  die  Durchschnittlinie  der  beiden  die  Fläche  in  1  und 
2  berührenden  Ebenen ;  sie  enthält  einerseits  den  gesuchten  Pol  P, 
anderseits  schneidet  sie  die  Schnittebene  S  in  dem  Punkte  5,2,  in 
welchem  die  Tangenten  der  Schnittcurve  in  1  und  2  sich  begegnen 
—  durch  5,2  sind  diese  also  bestimmt. 

Die  Horizontalebene  durch  N  schneidet  die  Schnittebene  in 
einer  Geraden  n  und  die  Fläche  in  einer  zu  K^  ähnlichen  und  ähn- 
lich gelegenen  Ellipse  ATn»  welche  durch  die  beiden  zu  AB ^  CD 
respective  parallelen  conjugierten  Durchmesser  Gff^  JK  bestimmt 
ist;  GH  wird  als  Sehne  von  K^  aus  dem  zu  K^  affinen  Kreise  K^ 
mittels  N"  N*"  parallel  E"  E*^"  durch  Ö*  und  Ä*  construiert,  so- 
dann J'  K'  durch  den  Parallelismus  von  G* K'  und  Ä B\  etc.  Die 
Schnittpunkte  3',  4'  dieser  Ellipse  mit  ri  sind  wieder  durch  den  üeber- 
gang zum  affinen  Kreis  Ky!^  aus  3*,  4*  gefunden  (dabei  ist  3*4* 
parallel  zu  1*2*);  ebenso  die  zugehörigen  Tangenten  von  Kn  aus 
denen  von  K^  durch  5«*  und  5«.  Indem  man  dann  in  der  Vertical- 
projection  den  Schnittpunkt  T"  der  Tangenten  von  K^'  in  G"  und 
H"  aus  7*  am  Kreise  K*  und  damit  T'  in  Äff  ermittelt,  hat  man 
in  S^T  die  Schnittlinie  der  Tangentialebenen  des  EUipsoids  in  3 
und  4,  also  eine  zweite  Gerade  durch  den  Pol  P  und  zugleich  in 
ihrem  Schnittpunkt  ^34  mit  der  Schnittebene  S  den  Convergenzpunkt 
der  Tangenten  der  Schnittcurve  in  den  Punkten  3  und  4.  Das  Wei- 
tere dient  im  Grunde  nur  zur  Yerification  der  Lösung.  Die  Gerade 
S^2'^u  ^^^  ^^^  ^^^  Bichtung  der  Sehnen  12,  34  conjugierte  Durch- 
messer des  Schnittes.  Die  verticale  Diametralebene  mit  dem  Diame- 
tralschnitt 1^2  schneidet  die  Ebene  8  in  einer  Geraden  ^2,  die 
durch  ihren  horizontalen  Durchstosspunkt  bestimmt  ist;  ihre  Schnitte 
5,  6  mit  1^2'  ^^^^  ^^B  ^^^  Affinität  mit  IC2*  durch  5*,  6*  bestimmt, 
ebenso  der  Schnittpunkt  S2  der  zugehörigen  Tangenten  von  1^2'- 
Die  Gerade  von  ^2  nach  dem  unendlich  fernen  Punkte  des  zu  IC2 
conjugierten  Durchmessers  CD  ist  die  Schnittlinie  der  Tangential- 
ebenen des  Ellipsoids  in  5  und  6,  also  einerseits  eine  dritte  Gerade 

21* 
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durch  den  Pol  jP,  anderseits  darch  ihren  Schnittpunkt  S^^  mit  der 
Ebene  8  zur  Bestimmung  der  Tangenten  der  Schnittellipse  in  5 
und  6  führend. 

Es  ist  evident,  dass  die  Schnittcurve  und  der  Pol  aus  8  und 
den  drei  conjugierten  Durchmessern  AB,  CD,  EF  der  Fläche  direct 
construiert  sind;  die  Ellipsen  /iT,,  K^y  K^  sind  nur  zur  Unterstützung 
der  Anschauung  eingezeichnet. 

2)  Man  bestimme  die  Selbstschattengrenze  der  so  gegebenen 
Fläche  zweiter  Ordnung  für  Licht  ai^s  einem  gegebenen  Punkte  P. 

3)  Ebenso  für  paralleles  Licht  die  Selbstschatten- 
grenze und  den  Schlagschatten  auf  die  Projections- 
ebenen  von  einem  zweifachen  Hyperboloid.  Die  Tafel  X 
stellt  die  Construction  unter  der  Voraussetzung  dar  (vergl.  §  42), 
dass  die  zu  den  mit  den  Projectionsebenen  XOVj  XOZ  parallelen 
Diametralebenen  conjugierten  Durchmesser  den  Axen  z  und  y  respec- 
tive  parallel  seien.  Die  Fläche  ist  durch  die  Axen  ABy  CD  ihres 
Schnittes  mit  der  ersten  Projectionsebene  —  zugleich  die  des  mit 
ihm  vom  Mittelpunkte  M  gleichweit  nach  oben  entfernten  Horizontal- 
Schnitts  —  und  die  Endpunkte  E^  F  des  verticalen  Durchmessers 
gegeben;  /  bezeichnet  die  Richtung  der  Lichtstrahlen.  Dann  sind 
zuerst  die  Tangenten  des  zur  zweiten  Projectionsebene  parallelen 
Diametralschnittes  in  Ä\  B'\  A*^\  B*''  aus  den  gegebenen  Punkten 
und  Tangenten  bestimmt  (I^  §  27,2,3);  der  Schnittpunkt  S  der  beiden 
ersten  ist  der  Scheitel  des  der  Fläche  nach  der  Ebene  AB  CD  um- 
geschriebenen Kegels,  ebenso  der  Schnitt  S*  der  beiden  letzten  für 
A^  B*C^  D^.  Dann  sind  mittelst  des  Hilfskreises  Ky  welcher  durch 
M"  geht,  die  Asymptoten  des  Diametralschnitts  parallel  zxx  XOZ 
construiert  (I,  §  29, 7)  und  dadurch  der  Asymptotenkegel  der  Fläche 
ermittelt. 

Man  verzeichnet  nun  den  horizontalen  Durchs tosspunkt  M^  des 
durch  M  gehenden  Lichtstrahls  und  hat  in  ihm  den  Mittelpunkt  der 
Horizontalspur  des  BerQhrungscy linders;  die  von  ihm  aus  an  die 
Horizontalspur  des  Asymptotenkegels  gehenden  Tangenten  M^  (r, 
M^  H  sind  die  Asymptoten  der  besagten  Spur,  die  geraden  Verbin- 
dungslinien ihrer  Berührungspunkte  G,  H  mit  M  sind  die  Asymptoten 
der  Hyperbel,  nach  welcher  der  gesuchte  Berührungscylinder  das 
Hyperboloid  berührt.  Die  Construction  von  G'  und  H'  ist  durch 
Uebergang  zum  Kreise  A',*  und  zu  ^,*  ausgeführt.  (Vergl.  I,  §  33, 16.) 
Sodann  genügt  ein  einziger  Punkt  für  jede  dieser  Hyperbeln  zur 
Bestimmung;  jeder  Horizontal  schnitt  der  Fläche  liefert  ein  Paar 
solcher  Punkte;  die  Schnitte  ABCD  und  A^B'^C'^D*  erläutern  die 
Benutzung  aller  anderen.  Für  den  ersteron  giebt  der  horizontale 
Durchstosspunkt  S^  des  durch  den  entsprechenden  Kegelscheitel  S 
geführten  Lichtstrahls  zwei  Tangenten  S^J^  S^L  der  Ellipse  ABCD 
-  -  sie  sind  durch  uebergang  zum  Kreis  IC^*  und  dem  Punkte  5,* 
ermittelt.    Die  Berührungspunkte  /  und  L  gehören  sowohl  der  Hy- 
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perbel  der  Berührungscurve  als  auch  der  der  Horizontalspur  des 
Berührnngscylinders  an.  Der  Schnitt  Ä^B^C^ß*  liefert  Punkte  Ny 
0  der  Berührungscurve,  welche  den  erstem  diametral  gegenüber 
liegen,  und  durch  die  Durchstossp unkte  iVj ,  0^  der  entsprechenden 
Lichtstrahlen  Punkte  der  Yerticalspur  des  Cylinders.  Dabei  wird 
zweckmftssig  die  Ebene  A*  B*  C*L^  selbst  als  erste  Projectionsebene 
benutzt;  jedoch  gestattet  die  Symmetrie  die  directe  Ableitung  von 
N  und  0  aus  /  und  Z. 

4)  Man  verzeichne  die  Umrisse  einer  so  gegebenen  Fläche 
zweiter  Ordnung  in  den  Projectionsebenen  —  als  die  Spuren  der 
zu  den  Axen  OY  und  OZ  parallelen  Berührungscylinder  und  als 
die  Projectionen  der  bezüglichen  Berührungscurven  auf  der  Fläche. 

Natürlich  kann  man  die  Umrisse  der  Fläche  auch  als  die  Orte 
der  gleichnamigen  Projectionen  solcher  Tangentenpaare  ihrer  Quer- 
schnitte mit  zugehörigen  projicierenden  Ebenen  bestimmen;  welche 
projicierende  Linien  sind.  Wie  z.  B.  für  das  elliptische  Paraboloid, 
dessen  erzeugende  Ellipse  einer  der  Projectionsebenen  parallel  ist? 

5)  Man  bestimme  die  Schnittpunkte  einer  Geraden  k  mit  der 
Fläche ;  insbesondere  die  einer  Parallelen  zu  einer  Projectionsaxe, 
d.  h.  ermittele  aus  einer  Projection  eines  Punktes  der  Fläche  die 
andere  Projection  —  indem  man  den  Querschnitt  einer  ihrer  pro- 
jicierenden Ebenen  mit  der  Fläche  bestimmt  und  ihre  Schnittpunkte 
mit  diesem  ermittelt. 

6)  Wie  lassen  sich  die  vorigen  Ergebnisse  unmittelbar  für  die 
Darstellung  in  schräger  Parallelprojection  verwenden? 
Wie  für  allgemeine  Central-  und  resp.  Parallelprojection? 

7)  In  Bezug  auf  jede  Diametralebene  ist  die  Fläche  zweiter 
Ordnung  in  schräger  Symmetrie  mit  sich  selbst  für  die  Richtung 
des  zu  ihr  conjugierten  Durchmessers.  (Vergl.  I,  §  42.) 

8)  Man  bestimme  ein  Ellipsoid  respective  ein  zweifaches  Hyper- 
boloid durch  einen  ebenen  Querschnitt  und  den  ihm  conjugierten  be- 
grenzten Durchmesser;  man  erörtere  genau  die  Darstellung  seiner 
zu  jener  Ebene  parallelen  Querschnitte  und  der  entsprechenden  Be- 
rührungskegel, sowie  die  der  Umrisscurve  der  Fläche. 

9)  Von  einer  Fläche  zweiten  Grades  sei  der  Schnitt  mit  einer 
Ebene  M;  der  Pol  M  derselben  oder  die  Spitze  des  entsprechenden 
Berührungskegels  und  ein  Punkt  P  gegeben;  man  bestimme  den 
Mittelpunkt  0^  des  Schnittes  in  M,  lege  die  Ebene  MO^P^  welche 
jenen  Schnitt  in  den  t^nnkten  A  und  B  schneidet  und  einen  durch 
P^A  und  B  mit  den  Geraden  AP  und  BP  als  ihren  Tangenten  be- 
stimmten Kegelschnitt  der  Fläche  enthält.  Seine  Schnittpunkte  mit 
MO^  begrenzen  den  zu  M  conjugierten  Durchmesser  der  Fläche  und 
die  Bestimmung  derselben  i;jt  damit    auf  das  Vorige  zurückgeführt. 

10)  Man  erörtere  die  Bedingungen,  unter  welchen  die  in  Gen- 
tralprojection  durch  ümriss  und  Mittelpunkt  dargestellte  und  be- 
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stimmt«  Fläche  zweiter  Ordnang  ein  Ellipsoid,  ein  zweifaches  Hy- 
perboloid, ein  elliptisches  Paraboloid  sein  wird. 

11)  Man  verzeichne  in  Centralprojection  die  Berühr^ngscurve 
der  Fläche  ftlr  einen  Berührungskegel  von  gegebener  Spitze,  wenn 
die  Bildebene  die  Polarebene  des  Oenirums  oder  die  Ebene  der  Um- 
risslinie  auf  der  Fläche  ist. 

Denken  wir  V^  den  ümrisskegelschnitt  der  Fläche  und  seinen 
Mittelpunkt  M\  welcher  als  Bild  des  Mittelpunktes  M  der  Fläche 
auf  dem  in  S^Q'  abgebildeten  Durchmesser  liegt;  dazu  SQ'  als  die 
zu  diesem  Durchmesser  parallele  Gerade,  welche  die  Spitze  P  des 
Berührungskegels  enthält.  Dann  ist  die  Polare  von  Q'  in  Bezug  auf 
JJ  die  Spur  5  der  Ebene  der  Beruh rungscurve  derselben  und  der 
Pol  der  Geraden  SS^  in  Bezug  auf  U  ein  Punkt  ihrer  Fluchtlinie  q\ 
Es  bleibt  daher  nur  übrig,  den  Schnitt  dieser  Ebene  mit  der  Fläche 
zu  construieren. 

12)  Unter  denselben  Voraussetzungen  ist  für  einen  in  Ä  ab- 
gebildeten Punkt  der  Fläche  die  Polare  von  Ä  in  Bezug  auf  U  die 
Spur  seiner  Tangentialebene.  Denn  die  durch  A  gehenden  Sehnen 
von  JJ  repräsentieren  Querschnitte  der  Fläche  durch  AC ^  deren  Be- 
rührungskegel ihre  Spitzen  in  der  Bildebene  haben.  (Vergl.  §  39.) 

42.  Wenn  bei  der  Erzeugung  der  Flächen  zweiter  Ord- 
nung nach  der  Methode  des  §  40  entweder 

a)  der  zur  Ebene  des  beweglichen  Kegelschnittes  conju- 
gierte  Durchmesser  normal  zu  dieser  Ebene,  oder  wenn 

b)  der  bewegte  Kegelschnitt  selbst  ein  Kreis  wäre, 

so  würden  daraus  für  die  constructive  Behandlung  besonders 
in  Parallelprojection  specielle  Vortheile  entspringen. 

Man  würde  nach  der  Methode  der  Geometrie  descriptive 
im  Falle  a)  jenen  Durchmesser  der  Äxe  OZ  parallel  und  die 
Axen  des  beweglichen  Kegelschnittes  in  seiner  Mittellage  den 
Axen  OXy  OY  respective  parallel  legen  dürfen;  weil  nun  die 
zu  den  beiden  verzeichneten  XOYj  XOZ  respective  parallelen 
Diametralschnitten  gehörigen  Berührungscylinder  der  Fläche 
den  Axen  OZ,  OY  respective  parallel  also  zu  jenen  Projec- 
tiousebenen  normal  sind,  so  sind  die  bezüglichen  Projectionen 
jener  beiden  Kegelschnitte  zugleich  die  entsprechenden  Um- 
risse der  Fläche.  Die  ersten  Projectionen  der  Lagen  des 
bewegten  Kegelschnittes  sind  dann  nicht  nur  ähnlich  und 
ähnlich  gelegen,  sondern  auch  concentrisch  und  die  Spitzen 
der  nach  ihnen  die  Fläche  berührenden  Kegel  haben  im  Mittel- 
punkte des  ersten  Umrisses  ihre  gemeinschaftliche  erste  Pro- 
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jection;  etc.  Aebnlich  nach  der  Methode  der  Parallelprojection 
mit  einem  Bilde,  der  schiefen  wie  der  orthogonalen. 

Im  Falle  b)  würde  man  die  Ebene  des  beweglichen  Kreises 
der  ersten  Projectionsebene  und  den  zu  ihr  conjugierten  Durch- 
messer der  zweiten  Projectionsebene  parallel  machen  oder  man 
würde  jene  zur  Projectionsebene  und  die  Richtung  von  dieser 
zur  Projectionsrichtung  wählen ;  etc.  Und  ähnliche  Verein- 
fachungen entspringen  auch  für  die  centralprojectivische  Dar- 
stellung. 

Die  Benutzung  derselben  wird  ohne  Beeinträchtigung  der 
Allgemeinheit  gesichert,  indem  wir  den  Satz  beweisen:  Eine 
Fläche  zweiter  Ordnung  hat  im  Allgemeinen  drei 
und  nur  drei  zu  einander  normale  Durchmesser,  von 
denen  jeder  der  Ebene  der  beiden  andern  conjugiert 
ist.  Man  nennt  sie  die  Axen  der  Fläche,  die  in  ihnen  ge- 
legenen Punkte  der  Fläche  die  Scheitel,  und  die  durch  sie 
bestimmten  drei  zu  einander  normalen  Diametralebenen,  welche 
Ebenen  orthogonaler  Symmetrie  für  die  Fläche  sind,  die 
Hauptebenen,  sowie  die  in  diesen  gelegenen  Schnitte  die 
Hauptdiametralschuitte   oder   Hauptschnitte  der  Fläche. 

Denn  die  Fläche  ist  für  jede  der  drei  Hauptebenen  mit 
sich  selbst  in  orthogonaler  Symmetrie,  nämlich  für  die  Richtung 
der  ihr  nicht  angehorigen  Axe  als  Centrum;  und  sie  ist  für 
jede  ihrer  drei  Hauptaxen  mit  sich  selbst  in  orthogonaler  Ro- 
tationssymmetrie für  die  Stellung  der  nicht  durch  sie  gehenden 
Hauptebene.  (Yergl.  I,  Schlussüberblick  p.  355.) 

Sie  ist  auch  für  den  Durchmesser,  der  zu  einem  System 
von  Ereisschnitten  conjugiert  ist,  mit  sich  selbst  in  schiefer 
Rotationssymmetrie,  d.h.  alle  Sehnen  durch  einen  Punkt  jenes 
Durchmessers,  welche  der  Stellung  dieser  Ereisschnitte  parallel 
sind,  sind  von  gleicher  Länge  und  werden  von  ihm  halbiert; 
die  Tangentialebenenpaare  in  ihren  Endpunkten  bilden  mit  den 
Ebenen  durch  sie  und  jenen  Durchmesser  und  mit  einer  Paral- 
lelen zu  diesen  Ereisschnittebenen  durch  ihre  Schnittlinie  je 
ein  harmonisches  Büschel. 

Ist  äi  ein  Durchmesser  der  Fläche  zweiter  Ordnung  und  D,- 
die  zu  ihm  conjugierte,  TSi  die  zu  ihm  normale  Durchmesser- 
ebene, so  erzeugt,  während  di  eine  Durchmesserebene  durch- 
läuft oder  einen  ebenen  Strahlenbüschel  beschreibt^  die  Ebene 
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Di  ein  zu  ihm  projectiyisches  Ebenenbüschel,  welches  den  za 
jener  Ebene  conjugierten  Durchmesser  zur  Scheitelkante  hat; 
die  Ebene  K,-  aber  ein  gleichfalls  zu  ihm  also  auch  zum 
Büschel  der  D«  projectiyisches  Ebenenbüschel  um  die  Normale 
der  Ebene  der  di  als  Scheitelkante.  Die  Durchschnittslinie 
entsprechender  d.  h.  zu  demselben  Strahl  d  gehöriger  Ebenen  der 
Büschel  Dl  und  K,-  erzeugt  somit  nach  I,  p.  229  f.  einen  mit  der 
Fläche  zweiter  Ordnung  concentrischen  Kegel  zweiten  Grades 
A',  welcher  die  Eigenschaft  hat,  dass  jede  seiner  Erzeugenden 
der  zur  entsprechenden  Lage  des  Durchmessers  dt  zugleich 
conjugierte  und  normale  Durchmesser  der  Fläche  ist 

Betrachten  wir  dann  das  Durchmesserbüschel  dt*  einer 
zweiten  Durchmesserebene,  so  entspricht  ihm  in  gleicher  Weise 
ein  Kegel  K*  der  zu  seinen  Strahlen  zugleich  normalen  und  con- 
jugierten Durchmesser.  Da  die  beiden  Büschel  di  und  d,*  einen 
Durchmesser  d  in  der.  Schnittlinie  ihrer  Ebenen  gemein  haben, 
so  müssen  auch  die  concentrischen  Kegel  A^,  I^*  den  zu  ihm 
normalen  conjugierten  Durchmesser  zugleich  enthalten  und 
sich  somit  in  noch  einer  Erzeugenden  a  oder  in  noch  drei  Er* 
zeugenden  a,  b^  c  durchschneiden. 

Im  ersten  Falle  entspräche  der  Erzeugenden  a  ein  zu  ihr 
normaler  und  conjugierter  Durchmesser  da  in  der  Ebene  der 
di  und  auch  ein  von  diesem  yerschiedener  zu  a  normaler  und 
conjugierter  Durchmesser  tf«*  in  der  Ebene  der  d^*,  und  die 
Ebene  dieser  beiden  Durchmesser  dada^  wäre  also  zu  a  zu- 
gleich normal  und  conjugiert,  d.  h.  a  eine  Axe  der  Fläche 
zweiter  Ordnung.  Die  Axen  des  in  der  Ebene  dada*  gele- 
genen Diametralschnittes  der  Fläche  wären  dann  die  beiden 
andern  Axen  b  und  c  der  Fläche;  wir  wissen,  dass  sie  stets 
reell  sind,  auch  dann  noch,  wenn  dieser  Diametralschnitt  selbst 
es  nicht  ist. 

Im  andern  Falle  können  nur  a,  b,  c  selbst  diese  Axen 
sein,  d.  h.  die  drei  übrigen  gemeinschaftlichen  Erzeugenden 
der  Kegel  I^,  K*  bilden,  wenn  sie  sämmtlich  reell  sind,  die 
Kanten  einer  dreiseitig  rechtwinkligen  Ecke.  Dieser  Fall  findet 
also  statt.     Man  findet  die  Ausführung  unter  1). 

Dass  alle  so  gebildeten  Kegel  der  normal  conjugierten  zu 
den  Durchmessern  eines  Büschels  durch  die  drei  Axen  gehen 
müssen,  ersieht  man  daraus,  dass  jeder  Hauptebene  ein  Durch- 
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messer  jedes  Büschels  angehört^  dem  die  auf  ihr  rechtwinklige 
Axe  normal  conjugiert  ist. 

Die  Schlüsse  gelten  und  die  Construction  bleibt  anwend- 
bar für  alle  eigentlichen  Flächen  zweiter  Ordnung ,  welche 
einen  Mittelpunkt  im  endlichen  Räume  haben.  Es  haben  also 
insbesondere  auch  die  Eegel flächen  zweiten  Grades  stets 
ein  und  nur  ein  System  von  Axen  und  Hauptebenen. 
Für  die  Construction  ist  ja  wesentlich,  dass  nicht  die  Diametral- 
schnitte selbst,  sondern  nur  die  Paare  conjugierter  Durch- 
messer derselben  gebraucht  werden. 

Im  Falle  der  Paraboloide  und  der  Cylinder  fällt  von 
den  drei  Axen  nur  eine  in  den  endlichen  Baum,  aber  jeder 
Normalschnitt  derselbeu,  d.  h.  des  Parallelenbündels  der  Durch- 
messer der  Fläche,  bestimmt  durch  seine  Axen  mit  ihrer  Rich- 
tung die  beiden  durch  sie  gehenden  Hauptebenen  der  Fläche, 
deren  Stellungen  die  beiden  andern  unendlich  fernen  Axen 
der  Fläche  sind;  damit  die  im  Endlichen  liegende  Axe  und 
den  Scheitel  als  den  Punkt,  wo  sie  aus  der  Fläche  austritt. 

Man  beweist  durch  dieselbe  Construction,  dass  in  einem 
Polarsystem  im  Strahlenbündel  (§  39,  18)  ein  einziges  Tripel 
orthogonaler  Strahlen  und  Ebenen  existiert;  im  Falle  eines 
reellen  Directrixkegels  wird  es  von  den  Axen  und  Hauptebenen 
des  letztem  gebildet.    (Vergl.  die  Entwickelung  in  Band  lU.) 

Wie  sich  aus  dieser  Erledigung  der  Frage  a)  auch  die 
der  Frage  b)  ergiebt,  ist  unten  (Beisp.  12  f.)  ausgeführt. 

1)  Die  Hyperbel  K^  (Tafel  XI)  ist  eine  rectanguläre  Hyperbel; 
ihre  Asymptoten  sind  den  Axen  des  horizontalen  Diametralschnittes 
der  Fläche  parallel,  wie  sich  aus  der  erörterten  Construction  ergiebt. 

In  Tafel  XI  ist  die  Construction  der  Axen  eines  Ellip- 
soids  ausgeführt,  das  durch  die  zur  ersten  und  respective  zweiten 
Projectionsebene  parallelen  Diametralschnitte  oder  durch  die  conju- 
gierten  Durchmesser  AB^  CE^  EF  gegeben  ist. 

Den  Durchmessern  des  Diametralschnittes  AßCD  entspricht  als 
Ort  ihrer  normalen  Conjugierten  ein  Kegel  M^  K^  —  seine  erste 
Spur  — ,  ebenso  denen  des  Diametralschnitts  ABEF  ein  Kegel  J/, 
Kx*\  beide  Kegel  haben  die  Erzeugenden  gemein,  welche  von  M 
nach  5j,  5|^,  5/,  S^°  gehen  und  deren  erste  dem  gemeinsamen 
Durchmesser  Aß  entspricht,  während  die  drei  letzten  die  Haupt- 
axen  des  Ellipsoids  sind.  Jene  ist  daher  die  Schnittlinie  der  zu 
AB  normalen  Ebene,  für  welche  M'M"  die  erste  Spur  ist,  mit  der 
conjugierten  Ebene  CDEF^  deren  erste  Spur  die  Parallele  zu  C D' 
durch  F'  ist.     Die  Spurhyperbel  K^  entsteht  als  Ort  der  Schnitt- 
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pankte  entsprechender  Strahlen  der  projectivischen  Büschel  <kr  ersten 
Spuren  der  Ebenenbüschel  Nj  und  D^  für  die  Durchmesser  von 
AB  CD  —  Büschel,  deren  Scheitelpunkte  also  M'  und  F'  sind  und 
deren  entsprechende  Strahlen  normal  zur  ersten  Projection  des  ge- 
wählten Durchmessers  und  parallel  zur  ersten  Projection  des  ihm 
conjugierten  Durchmessers  des  Schnittes  AB  CD  sind.  Jedes  Paar 
conjngierter  Durchmesser  von  AB  CD  liefert  so  zwei  Pankte  von 
K^  y  so  z.  B.  das  Paar  d^\  d^  die  Punkte  />] ,  D^\  und  da  aus 
£//,  d^  das  andere  Paar  conjngierter  Durchmesser  ^3',  d^  sich  er- 
giebt  (I ,  §  33  y  4) ,  so  entspringen  dem  noch  weiter  die  Punkte 
i>3,  D^,  Damit  sind  bereits  sieben  Punkte  von  K^  bekannt  und 
weitere  leicht  ebenso  oder  aus  diesen  zu  finden.  Die  conjugierten 
Durchmesser  ä/,  d^  sind  mit  Hilfe  der  Affinität  aus  dem  Paar  d^ , 
d^  von  rechtwinkligen  Durchmessern  des  Kreises  construiert,  der 
ji  ff  zum  Durchmesser  hat.  Auch  die  Diagonalen  des  von  den  Tan- 
genten des  Diametralschnitts  ABCD  in  Ä^  B',  (7,  D'  gebildeten 
Parallelogramms  würden  schon  zur  Bestimmung  von  K^  genügen. 
Die  Construction  aus  dem  Kreise  ist  vortheilhaft,  wenn  man  zugleich 
den  Diametralschnitt  ABCD  zu  verzeichnen  wünscht.  Für  die  Be- 
stimmung von  K^*  ist  ersichtlich;  dass  die  Scheitel  der  erzeugenden 
Spurenbüschel  die  unendlich  fernen  Punkte  von  C' D'  und  M'M" 
respective  sind.  Dann  ergiebt  sich  aus  dem  rectangulären  Durch- 
messerpaar d^f  e/2*  ^^s  ^^^i*  ^'ff'  A^s  Durchmesser  beschriebenen 
Kreises  das  Paar  conjugierter  Durchmesser  rf,*",  d.^"  und  ein  wei- 
teres solches  Paar  ^3*",  ^4*"  vom  Diametralschnitt  Ä'  B" E" F" , 
Das  Perpendikel  in  M"  zu  einem  Durchmesser  giebt  in  der  Pro* 
jectionsaxe  den  Fusspunkt  der  zu  ihr  normalen  ersten  Spur  der 
Normalebene  TSi'f"^  der  ihm  conjugierte  giebt  in  der  Parallelen  zu 
C*  D'  durch  seinen  vol  Ä  £  gelegenen  horizontalen  Durchstosspunkt 
die  erste  Spur  der  conjugierten  Ebene  D^^  und  diese  schneidet  die 
erste  Spur  von  N,*  in  einem  Punkte  von  K^.  So  liefert  die  be- 
zeichnete Gruppe  der  Durchmesser  Punkte  D^^  Dj*,  -^3*,  D^^  von 
denen  D^  oberhalb  der  Zeichnung  fällt  —  in  den  andern  Ast  der 
Hyperbel  A^,*. 

2)  Da  zwei  Paare  conjugierter  Durchmesser,  je  doppelt  ver- 
wandt, zur  Construction  des  Kegels  genügen,  der  die  normal  con- 
jugierten der  in  ihrer  Ebene  liegenden  enthält,  so  bedarf  man  der 
in  der  Figur  benutzten  Ableitung  aus  dem  Kreise  nicht  und  ar- 
beitet ebenso  gut  mit  der  Diametralhyperbel  und  dem  nicht  reellen 
Diametralschnitt  wie  mit  der  Ellipse. 

Die  den  beiden  Curven  K^ ,  K^  ausser  S^  gemeinsamen  Punkte 
liegen  so,  dass  M'  der  Höhendurchschnitt  ihres  Dreiecks  und  die 
Coordinate  z  von  M  die  Ordinate  für  M'  in  den  Kreisen  ist,  die 
über  den  Höhen  als  Durchmesser  beschrieben  werden.  (I,  §  10, 15.) 

Die  Endpunkte  der  Axen  können  mit  Leichtigkeit  construiert 
werden.  Man  erläutere  die  Construction  in  der  Darstellungsform 
der  orthogonalen  Axonometrie. 
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3)  Wenn  dieselbe  Constraction  in  Centralprojection  für  ein 
Hyperboloid  ausgeführt  würde,  welches  sind  die  Beziehungen,  die 
zwischen  der  Fluchtcurve  des  letzteren,  den  Fluchtpunkten  der  Ax€n 
und  dem  Distanzkreise  und  Hauptpunkte  stattfinden?  Man  erörtere 
auch  die  Veränderungen  der  Construction,  welche  die  allgemeine 
Centralprojection  und  die  Parallelprojection  mit  einem  Bilde  mit 
sich  bringen. 

4)  Die  Hauptebenen  bilden  mit  der  unendlich  fernen  Ebene 
ein  Quadrupel  harmonischer  Polarebenen;  die  entsprechenden  cen- 
trisch-planaren  und  axialen  involutorischen  Beziehungen  der  FlSche 
zu  sich  selbst  sind  orthogonale  Symmetrien. 

5)  Man  construiere  die  Axe  und  die  beiden  Hauptebenen  des 
durch  ein  windschiefes  Yierseit  bestimmten  hyperbolischen  Para- 
boloides. 

6)  Wenn  die  Involution  der  conjugierten  Durchmesser  des 
einen  Hauptschnittes  der  Fläche,  also  auch  aller  zu  ihm  parallelen 
ebenen  Schnitte  derselben  eine  rechtwinklige  Involution  ist,  und 
somit  die  in  ihm  gelegenen  beiden  Axen  der  Fläche  unbestimmt 
sind,  so  ist  dieser  Hauptschnitt  und  jeder  zu  ihm  parallele  Schnitt 
ein  Kreis;  alle  zu  ihm  normalen  Diametralschnitte  der  Fläche  sind 
einander  gleich  und  die  Fläche  zweiter  Ordnung  kann  durch  Drehung 
eines  beliebigen  unter  ihnen  um  seine  Axe  oder  die  Axe  der  Fläche 
erzeugt  werden.  (Yergl.  §  37,  10,  §  61  ff.)  Ist  die  Botationsaxe 
seine  Hauptaxe,  so  heissen  (§  33)  die  reellen  Brennpunkte  des 
Meridians  auch  die  der  Fläche;  ist  sie  die  Nebenaxe,  so  erzeugen 
jene  den  Brennkreis  der  Fläche. 

Solche  Flächen  heissen  Botationsflächen  zweiter  Ord- 
nung, jene  Axe  heisst  die  Botationsaxe,  die  zu  ihr  normalen 
kreisförmigen  Schnitte  nennt  man  die  Parallel  kreise,  die  durch 
sie  gehenden  zu  einander  congruenten  Schnitte  die  Meridiane  der 
Fläche, —  wie  diess  in  der  mathematischen  Geographie  geschieht 
für  das  Botationsellipsoid  der  Erdoberfläche.   (Yergl.  22.) 

7)  Welches  ist  die  besondere  Belation  der  Kegel  M^  K^  und 
M^  K^  bei  einer  Botationsfläche  zweiter  Ordnung? 

Man  findet,  dass  die  Kegel  in  je  zwei  rechtwinklige  Ebenen- 
paare degenerieren,  in  der  Art,  dass  eine  Ebene  des  ersten  mit  einer 
Ebene  des  zweiten  Paares  zusammenfällt;  so  dass  in  Folge  dessen 
alle  in  dieser  Ebene  liegende  Durchmesser  Axon  der  Fläche  sind, 
und  überdiess  eine  bestimmte  zu  dieser  Ebene  normale  Axe  existiert, 
die  Schnittlinie  der  beiden  übrigen  Ebenen.    (Yergl.  22.) 

8)  Die  einer  Botationsfläche  zweiter  Ordnung  nach  Parallel- 
kreisen umgeschriebenen  Kegel  sind  Botationskegel,  deren  Axe  die 
Botationsaxe  der  Fläche  ist;  die  zugehörigen  Normalen  der  Fläche 
bilden  ebensolche  Botationskegel.  Man  characterisiere  die  Berühr- 
ungscylinder  längs  der  Meridiane  und  ihre  Normalen  in  denselben. 

Die   bequemste  constructive  Behandlung  der  Botationsflächen 
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zweiter  Ordnung  entspricht  der  zur  Rotationsaxe  normalen  Stellung 
einer  Projectionsebene.  Man  erlflutere  die  Vortheile  derselben  fttr 
die  Lösung  der  elementaren  Aufgaben.  (Für  die  Ausftlhrung  vergl. 
man  §  64  ff.) 

Für  die  Kugel  ist  jeder  Durchmesser  eine  Rotationsaxe;  ihre 
Brennpunkte  sind  im  Mittelpunkte  vereinigt. 

10)  Wenn  man  die  drei  Hauptebenen  ab^  bc,  ca  einer  Fläche 
zweiten  Grades  und  dazu  einen  beliebigen  Punkt  P  derselben  sammt 
der  zugehörigen  Tangentialebene  T  und  ihrer  Normale  n  in  ihm 
denkt,  so  erhält  man  nach  der  orthogonalen  Symmetrie  der  Fläche 
in  Bezug  auf  ihre  drei  Hauptebenen  zu  P  die  drei  weiteren  Punkte 
Pei  Pü'i  A  ^ei"  Fläche,  zu  ihm  orthogonal-symmetrisch  nach  den 
drei  Ebenen  ab^  bc,  ca  resp,  und  erkennt,  dass  die  Tangential- 
ebenen Te,  Ta,  T^  der  Fläche  in  diesen  mit  T  resp.  auf  jenen 
Hauptebenen  ab^  bc^  ca  einerlei  Spur  Sc,  Sa,  Si,  und  dass  die 
Normalen  nc,  Ha,  tii,  in  denselben  mit  n  in  denselben  Hauptebenen 
einerlei  Durchstosspunkte  5^,  Sa,  St,  resp.  haben;  also  auch,  dass 
die  Längen  der  Normalen  PSc  =  PoSo,  PSa  =  ft^a,  PSt,  =  P^Sf, 
in  Paaren  gleichgross  sind  und  die  mit  ihnen  als  Radien  um  S«., 
Saj  Si,  resp.  beschriebenen  Kugeln  die  Fläche  in  P,  Pe  resp.  P,  P«, 
P,  Pft  je  zweimal  berühren.  Nimmt  man,  beispielsweise  für  die 
erste  dieser  Kugeln  die  Ebene  PPcSe  und  ihre  Schnitte  mit  der 
Fläche  zweiten  Grades  und  mit  der  Kugel,  so  berühren  diese  ein- 
ander doppelt  in  P  und  Po\  ebenso  die  Schnitte  derselben  Flächen 
mit  der  Ebene  PPcM  für  M  als  den  Mittelpunkt  der  Fläche  und 
ihre  Schnitte  mit  jeder  durch  P,  Pc  gehenden  Ebene.  Alle  diese 
Ebenen  sind  wie  die  Gerade  PPq  normal  zur  Hauptebene  ab  und 
die  Punkte  ihrer  Querschnitte  mit  der  Fläche  gruppieren  sich  in 
zu  derselben  Hauptebene  symmetrische  Paare,  denen  wiederum  je 
eine  doppelt  berührende  Kugel  entspricht.  In  Bezug  auf  die  Quer- 
schnitte der  Ebene  mit  der  Fläche  und  mit  zwei  solchen  Kugeln 
gelten  die  Sätze  von  §  32  und  seinen  Beisp.  16  f.  Man  sieht  sich 
auf  ihre  weitere  Erörterung  und  auf  die  Frage  nach  der  Vollstän- 
digkeit des  so  anschaulich  gemachten  Systems  doppelt  berührender 
Kugeln  geführt.    (Vergl.   19.) 

Natürlich  sind  Pi,  und  Pc  zu  einander  symmetrisch  für  die  Axe 
a  und  die  Stellung  der  Hauptebene  bc^  etc. 

ll)DieAxen  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  mit  end- 
lichem Centrum  bilden  das  einzige  Tripel  conjugierter 
Durchmesser,  welches  dieselbe  mit  einer  beliebigen 
concentrischen  Kugel  gemein  hat. 

Ihre  Richtungen  bilden  ein  Tripel  harmonischer  Pole  sowohl  für 
den  unendlich  fernen  nicht  reellen  Kreis  /  wie  für  den  Schnitt  ff 
der  Fläche  zweiter  Ordnung  mit  der  unendlich  fernen  Ebene.  Be- 
zeichnen wir  die  Schnittpunkte  des  Kreises  /  mit  dem  Kegelschnitt 
27,  die  jedenfalls  nicht  reell  sind,  durch  1,   2,  3,  4  respective,  so 


Ereisschnitte  und  Kreispunkte  der  Flächen.  42.  333 


bilden  die  Durchschnittspunkte  Ä  ^  B  ^  C  der  Gegenseitenpaare 
12,  34;  23,  14;  31,  24,  welche  nach  der  Entwicklung  des  Textes 
reell  und  einzig  existieren  müssen,  die  Punkte  jenes  Tripels  (I,  §  32) 
d.  h.  die  Richtungen  der  Axen;  die  Geraden  A^ B^ ^  ff^c\  C^A^ 
sind  die  Stellungen  der  Hauptebenen  der  Fläche. 

12)  Die  sechs  Schaaren  paralleler  Ebenen  von  den  Stellungen 
12  y  34;  23,  14;  31,  24,  welche  paarweis  die  Richtung  einer  Axe 
der  Fläche  gemein  haben,  schneiden  die  Fläche  zweiter  Ordnung  in 
Kreisen  —  weil  in  Kegelschnitten,  welche  die  Kreispunkte  ihrer 
respectiven  Ebenen  enthalten.   (I,  §  31,  8.) 

Nur  ein  Paar  dieser  Schaaren  kann  reell  sein,  d.  h.  nur  durch 
eine  Axe  der  Fläche  sind  Kreisschnitte  möglich  —  da  die  Realität 
von  zwei  Schaaren  die  des  Vierecks  1234  bedingen  würde. 

13)  In  der  That,  wenn  man  in  dem  Hauptschnitt  der 
grossen  und  kleinen  Axe  eines  EUipsoids  die  der  mitt- 
leren Axe  gleichen  Durchmesser  bestimmt,  so  liefern 
diese  mit  der  mittleren  Axe  selbst  die  beiden  nach 
Kreisen  schneidenden  Diametralebenen.  Beim  einfachen 
Hyperboloid  gehen  solche  Diametralebenen  durch  die  grössere  der 
beiden  reell  begrenzten  Hauptaxen,  oder  sie  werden  durch  Ein- 
tragung eines  mit  diesem  beschriebenen  concentrischen  Kreises  in 
den  Hauptschnitt  der  kleinen  reellen  und  der  unbegrenzten  Hauptaxe 
erhalten.  Beim  zweifaehen  Hyperboloid  endlich  geben  sie  parallel 
zur  kleineren  der  beiden  imaginär  begrenzten  Hauptaxen  —  welche 
Grössenrelation  wir  natürlich  aus  den  zur  reell  begrenzten  Axe 
normalen  reellen  elliptischen  Schnitten  entnehmen;  analog  beim 
elliptischen  Paraboloid. 

14)  Die  Tangentialebenen  von  den  Stellungen  der  reellen  Kreis- 
schnitte liefern  als  ihre  Berührungspunkte  mit  der  Fläche  je  ein 
Paar  Punkte,  die  als  unendlich  kleine  Kreisschnitte  der  Fläche  zu 
betrachten  sind,  d.  h.  für  welche  die  Involution  der  conjugierten 
Tangentenpaare  (§  39,  14)  eine  rechtwinklige  Involution  ist.  Man 
nennt  sie  die  Kreispunkte^  Umbilical-  oder  Nabelpunkte 
der  Fläche. 

15)  Insofern  man  nach  §  39  von  nicht  reellen  Regeischaaren 
auf  den  Nichtregelflächen  zweiter  Ordnung  sprechen  und  die  be- 
züglichen Eigenschaften  der  Regelflächen  auf  diese  übertragen  darf, 
kann  man  nach  §  38  den  Satz  aussprechen:  Die  zwölf  Kreis- 
punkte einer  Fläche  zweiter  Ordnung  liegen  zu  dreien 
in  acht  nicht  reellen  Geraden. 

16)  Weil  im  Falle  der  Hyperboloide  die  reellen  Gegenseiten 
des  Vierecks  12  3  4  den  unendlich  fernen  Schnitt  der  Fläche  nicht 
schneiden  können,  da  sonst  das  Viereck  reell  wäre,  so  kann  das 
einfache  Hyperboloid  Kreispunkte  nicht  haben  —  was  auch  aus  der 
hyperbolischen  Natur  seiner  Punkte  folgt;  dagegen  hat  das  zwei* 
fache  Hyperboloid  vier  solche  Punkte,  wie  auch  das  EUipsoid;  auf 
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dem  elliptischen  Paraboloid  existieren  deren  zwei,  das  hyperbolische 
gestattet  wie  überhaupt  keine  Kreisschnitte  auch  keine  solchen 
Punkte.  Das  hyperbolische  Paraboloid  kann  nicht  durch  einen  be- 
weglichen Kjreis  erzeugt  werden,  also  auch  nicht  als  Rotationsfläche. 

17)  Die  harmonischen  Eigenschaften  des  Vierecks  geben  den 
Satz:  Die  Stellungen  der  Ereisschnitte  bilden  mit  denen 
der  Hauptschnitte  durch  die  Axe,  deren  Richtung  jene 
ienthalten,  ein  harmonisches  Büschel;  und  da  die  letz- 
teren rechtwinklig  zu  einander  sind,  so  halbieren  sie 
die  Winkel  der  ersteren. 

18)  Die  beiden  Kreisschnitte,  deren  Ebenen  durch  einen  Punkt 
der  Hauptaxe  der  Fläche  gehen,  liegen  auf  einer  Kugel,  weil  sie 
normal  zur  einen  und  symmetrisch  zur  andern  Hauptebene  an  dieser 
Axe  sind;  ihre  Schnittpunkte  mit  einander  sind  die  Berührungs- 
punkte jener  Kugel  mit  der  Fläche;  der  Mittelpunkt  der  Kugel 
ist  der  Durchschnittspunkt  der  zugehörigen  Normalen  der  Fläche 
mit  der  Axe,  womit  zugleich  ihr  Radius  gegeben  ist. 

19)  Man  denke  die  schneidende  Hauptaxe  eines  zweifachen 
Hyperboloides,  d.  h.  die  Hauptaxe  mit  reellen  Scheiteln,  so  be- 
stimmen sich  die  durch  einen  Punkt  P  gehenden  Kreisschnittebenen 
nach  dem  Vorigen.  In  demjenigen  der  beiden  durch  diese  Axe  ge- 
henden Hauptschnitte,  der  für  P  die  grössere  Ordinate  hat,  ver- 
zeichnet man  die  Tangenten  und  Normalen  aus  den  Endpunkten 
dieser  Ordinate  und  den  Schnittpunkt  der  letzteren  mit  der  Axe; 
man  beschreibt  sodann  mit  der  Länge  dieser  Normalen  als  Radius 
um  den  Schnittpunkt  in  der  andern  Hauptebene  einen  Kreis  und 
markiert  seine  Schnittpunkte  mit  der  zugehörigen  Hauptschnitthy- 
perbel; diese  liegen  in  Paaren  in  zwei  durch  P  gehenden  Geraden, 
welche  die  Spuren  der  gesuchten  Kreisschnittebenen  sind  und  durch 
ihre  Sehnenlänge  zugleich  die  Durchmesser  derselben  angeben.  Die  zu 
ihnen  parallelen  Tangenten  des  Hauptschnittes  liefern  die  vier  reellen 
Nabelpunkte  der  Fläche.  Die  Construction  geht  unverändert  auf 
das  elliptische  Paraboloid  und  das  Ellipsoid  über;  für  das  einfache 
Hyperboloid  gilt  sie  für  einen  beliebigen  Punkt  der  nicht  schnei- 
denden Axe;  reelle  Nabelpunkte  liefert  sie  natürlich  nicht 

FQr  die  kleinere  Ordinate  liefert  die  Construction  keine  reellen 
Kreisschnitte;  für  gleiche  Ordinaten,  also  gleiche  Hauptschnitte,  die 
Ebene  beider  Ordinaten  als  einzigen  Kreisschnitt:  Rotationsfläche. 

Man  construiere  nach  derselben  Methode  die  beiden  Kreis- 
schnitte, welche  durch  einen  Punkt  der  inneren  Axe  eines  Kegels 
vom  zweiten  Grade  gehen. 

20)  Man  verzeichne  für  ein  Ellipsoid  oder  zweifaches  Hyper- 
boloid, welches  zur  ersten  Projectionsebene  parallelle  kreisförmige 
Querschnitte  hat,  die  Schnittpunkte  mit  einer  Geraden  h  und  den 
zu  derselben  parallelen  Berührungscylinder  —  durch  Benutzung  von 
zweien*  der  Kreisschnitte;    dieselben  liefern  im  Allgemeinen   vier 
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Punkte  und  die  entsprechenden  Tangenten  des  Schnittes  der  Fläche 
mit  einer  der  projicierenden  Ebenen  von  h  und  dadurch  die  fraglichen 
Schnittpunkte,  zugleich  aber  auch  eine  Erzeugende  und  die  zuge- 
hörigen Tangentialebenen  für  den  zugehörigen  Berühr ungscjlinder,  etc. 
Diese  Darstellung  leitet  auch  zu  einer  vortheilhaften  Modellbil- 
dung der  Flächen  zweiten  Grades  —  nur  das  hyperbolische 
Paraboloid  ausgenommen. 

21)  Wenn  die  unendlich  fernen  Curven  U  und  J  einander  in 
zwei  Punkten  berühren,  so  ist  das  eine  Paar  der  Verbindungsge- 
raden,  sagen  wir  12,  34,  dos  Paar  der  gemeinsamen  Tangenten 
und  ihr  Durchschnittspunkt  A^  die  Richtung  einer  Axe  der  Fläche. 
Die  Paare  23,  14;  31,  24  fallen  in  der  Berührungssehne  zusammen 
und  die  Punkte  B^^  CT  sind  unbestimmt  in  derselben,  indem  sie 
die  in  ihr  gelegene  Sehne  harmonisch  theilen;  d.  h.  (vergl.  7)  die 
Fläche  hat  nur  eine  bestimmte  Axe,  die  beiden  andern  Axen  sind 
unbestimmt  in  der  zu  dieser  normalen  Durchmesserebene  und  recht- 
winklig zu  einander.  *  Die  Fläche  zweiter  Ordnung  ist  eine  Rota- 
tionsfläche, die  beiden  Stellungen  der  Kreisschnitte  fallen  zu- 
sammen in  die  eine  zur  Rotationsaxe  normale  Stellung. 

22)  Man  zeige,  dass  die  Construction  des  Textes  gültig  bleibt 
—  unter  Berücksichtigung  von  §  40,  15  betrachtet  —  für  die 
Bestimmung  des  gemeinsamen  Systems  conjugierter 
Durchmesser  von  irgend  zwei  concentrischen  Flächen 
zweiter  Ordnung.  An  welche  Voraussetzungen  ist  die  Realität 
aller  drei  Durchmesser  des  besagten  Systems  zu  knüpfen? 

23)  Wenn  in  der  Construction  des  Textes  statt  des  Centrums, 
des  gemeinsamen  Pols  der  unendlich  fernen  Ebene,  der  gemeinsame 
Pol  einer  Ebene  im  endlichen  Räume  betrachtet  wird,  so  erhält  man 
in  dieser  Polarebene  die  drei  Punkte^  welche  in  Bezug  auf  die 
Flächen  zweiter  Ordnung  dieselben  Polarebenen  haben,  und  in  ihren 
Verbindungslinien  mit  dem  gegebenen  Punkte  die  drei  sich  selbst 
entsprechenden  Strahlen  in  den  beiden  Bündeln  von  Strahlen,  welche 
den  durch  ihn  gehenden  Ebenen  als  conjugiert  in  Bezug  auf  die 
eine  und  die  andere  der  beiden  Flächen  entsprechen.  Die  Durch- 
stosspunkte  jener  Strahlen  in  der  Polarebene  des  Scheitels  sind  die 
Schnittpunkte  der  Polarenbüschel,  welche  den  Punkten  einer  Reihe 
in  der  Polarebene  in  Bezug  auf  ihre  Schnitte  mit  den  Flächen  cor- 
respondieren.  Zwei  Reihen  in  ihr  liefern  so  zwei  Kegelschnitte,  die 
einen  —  dem  gemeinsamen  Punkte  der  Reihen  entsprechenden  — 
Punkt  gemein  haben,  und  deren  drei  andere  gemeinsame  Punkte  jene 
Geraden  liefern.  Durch  dieselbe  Construction  beweist  man  allge- 
meiner, dass  zwei  Polarsysteme  in  derselben  Ebene  oder  an  dem- 
selben Scheitel  wie  zwei  Kegelschnitte  nach  I,  §  32  ein  einziges 
Tripel  conjugierter  Elemente  gemein  haben.  Man  sieht  auch,  dass 
ein  Elementenpaar  desselben  noth wendig  reell  ist,  während  die 
Realität  der  beiden  andern  damit  noch  nicht  wie  in  dem  Falle  der 
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Axen  im  Text  erwiesen  ist.  Die  Frage  nach  dieser  Realität  ist 
identisch  mit  der  nach  der  Realität  des  gemeinsamen  Tripels  har- 
monischer Pole  in  Bezug  auf  zwei  Kegelschnitte.  (Vergl.  die  all- 
gemeine Untersuchung  in  Band  III.) 

24)  Nach  §  39, 12  f.  and  I,  §  31,  15  ergiebt  sich,  dassjede 
Gerade  ein  Paar  für  zwei  beliebige  Flächen  zweiten 
Grades  zugleich  conjugierte  Punkte  und  Ebenen  trägt. 

43.  Die  Flächen  zweiter  Ordnung  mit  ellip- 
tischen Punkten  können  aus  der  speciellsten  unter 
ihnen  ^  der  Eugelfläche,  durch  die  Methode  der 
centrischen  Collineation  oder  der  Reliefs  (siehe  I, 
§  41;  6— 7)  abgeleitet  werden.  Die  kreisförmigen  ebenen 
Schnitte  der  Kugel  gehen  in  Kegelschnitte  auf  der  Fläche 
zweiter  Ordnung  über.  Wenn  die  Kugel  mit  der  Gegenebene 
ihres  Systems  keinen  Punkt  gemein  hat,  ^  entsteht  aus  ihr 
eine  Fläche  zweiter  Ordnung ,  die  im  Endlichen  geschlossen 
ist;  da  sie  nur  elliptische  Querschnitte  gestattet,  das  £11  ip- 
so id.  Berührt  die  Kugel  die  Gegenebene  ihres  Systems  in 
einem  Punkte,  so  verwandeln  sich  alle  ihre  kreisförmigen 
Schnitte  in  elliptische,  ausgenommen  nur  diejenigen  von  zwei- 
fach unendlicher  Anzahl,  welche  auf  den  durch  jenen  Berühr- 
ungspunkt gehenden  Ebenen  liegen,  die  in  Parabeln  übergehen, 
deren  Ebenen  sämmtlich  eine  feste  Richtung  enthalten  •—  die 
jenen  Berührungspunkt  mit  dem  Centrum  verbindende  Gerade 
giebt  sie  an  —  die  Richtung  aller  Durchmesser  der  Fläche; 
dieselbe  ist  ein  elliptisches  Paraboloid. 

Schneidet  die  Kugel  die  Gegenebene  des  Systems  in  einem 
Kreise  Ky  nach  welchem  ihr  ein  gerader  Kegel  vom  Mittel- 
punkte M  umgeschrieben  ist,  so  enthält  die  entstehende  Fläche 
zweiter  Ordnung  das  unendlich  ferne  Bild  des  Kreises  K^ 
einen  reellen  Kegelschnitt,  und  die  zugehörigen  Tangential- 
ebenen bilden  einen  Kegel,  der  den  Mittelpunkt  M'  der  Fläche 
zu  seinem  Mittelpunkte  hat,  den  Asymptotenkegel  der  Fläche. 
Die  Kreise  auf  der  Kugel  in  allen  den  Ebenen^  welche  den 
Kreis  K  nicht  treffen,  verwandeln  sich  in  Ellipsen,  die  Kreise 
der  Ebenen,  welche  eine  Tangente  von  K  enthalten,  werden 
Parabeln,  so  dass  also  deren  Ebenen  den  Tangentialebenen 
des  Asymptotenkegels  parallel  sind.  Die  Kreise  der  Kugel  in 
den  den  Kreis  K  schneidenden  Ebenen  werden  zu  Hyperbeln, 
für   welche   die  Schnittpunkte  durch   ihre  Yerbiudungslinien 
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mit  dem  CeDtrum  der  Collineation  die  Asymptotenrichtungen 
liefern;  die  Fläche  ist  das  zweifache  Hyperbolcrid. 

Aus  bekannten  Eigenschaften  der  Kugel  lassen  sich  hier- 
nach entsprechende  Eigenschaften  der  Nichtregelflächen  zweiter 
Ordnung  ableiten.  Die  entsprechenden  zu  zwei  Geraden,  die 
in  Bezug  auf  die  Kugel  zu  einander  polar  sind,  sind  polar  zu 
einander  für  die  entstehende  Fläche  zweiten  Grades;  die  cir- 
culare  Involution  der  Paare  zu  einander  polarer  Kugeltangenten 
in  einem  ihrer  Punkte  geht  über  in  die  elliptische  Involution 
der  Paare  zu  einander  polarer  Tangenten  der  Fläche  zweiten 
Grades  in  einem  ihrer  Punkte. 

Man  kann  leicht  die  Kreisschnitte  und  damit  auch 
die  Axen  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  bestimmen, 
welche  aus  einer  gegebenen  Kagel  durch  eine  cen- 
trische  Collineation  abgeleitet  wird.  Denken  wir  die 
zweite  Projectionsebene  normal  zur  CoUineationsebene  und 
parallel  zur  Verbindungslinie  des  Centrums  der  Collineation 
mit  dem  Centrum  der  Kugel,  so  dass  die  Axen  der  entsteh- 
enden Fläche  zweiter  Ordnung  normal  und  respective  parallel 
zu  ihr  werden.  Nun  liegen  die  Kreisschnitte  derselben  auf 
Ebenen,  welche  durch  je  ein  Paar  der  vier  nicht  reellen 
Schnittpunkte  des  unendlich  fernen  Querschnittes  U  der  Fläche 
mit  dem  nicht  reellen  unendlich  fernen  Kreise  /  gehen;  und 
weil  die  der  CoUineationsebene  parallelen  Schnitte  der  Kugel 
Kreisschnitte  der  collinearen  Fläche  von  der  gleichen  Stellung 
nach  sich  ziehen,  so  ist  die  eine  jener  Verbindungslinien  der 
vier  Punkte  1 234,  durch  welche  reelle  Kreisschuitte  gehen, 
in  der  Gegenebene  B  unendlich  fern.  Die  andere  finden  wir 
durch  folgende  Schlüsse:  Da  für  alle  Kugeln  der  unendlich 
ferne  nicht  reelle  Kreis  derselbe  ist,  so  liegt  das  gesuchte 
Bild  der  andern  Stellung  der  Kreisebenen  nicht  nur  in  der 
Gegenebene  B  der  gegebenen  Collineation,  sondern  auch  in 
der  Gegenebene  B*  derjenigen  zweiten  involutorischen  Colli- 
neation aus  demselben  Centrum,  für  welche  die  Kugel  in  sich 
selbst  transformiert  wird,  d.  i.  der  Ebene,  welche  die  gerad- 
linigen Abstände  des  Centrums  der  Collineation  von  seiner 
Polarebene  in  der  Kugel  halbiert.  (I,  §  42.)  Alle  Ebenen 
durch  jene  Gerade  BB"^  schneiden  die  Kugel  in  Kreisen,  denen 
in  der  collinearen  Figur  wieder  Kreise  entsprechen ;  die  durch 
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sie  mit  dem  Ceutrum  der  Collineation  bestimmte  Ebene  ist  der 
zweiten  Schaar  der  Kreisschnitte  der  Fläche  zweiter  Ordnung 
parallel.  (Yergl.  unten  5.)  Der  durch  die  Gerade  BB"^  nach 
dem  Pol  der  Gegenebene  B  in  der  Kugel  gehenden  Ebene 
entspricht  die  zweite  Diametralkreisschnittebene  der  Flache. 
Damit  ist  die  zur  zweiten  Projectionsebene  normale  Axe  der 
Fläche  bestimmt;  die  beiden  andern  Äxen  derselben  fallen 
in  die  Halbierungslinien  der  Winkel  ^  welche  die  Diametral* 
kreisschnitte  mit  einander  bilden. 

Die  Fig.  82  enthält  die  Construction  für  den  Fall 
des  Ellipsoids.  Der  Punkt  M  ist  der  Pol  der  Gegenebene 
B  in  der  Kugel,  der  Schnitt  GH  der  Ebene  M^  BB*  wird 
somit  zum  Diametralkreisschnitt  G' H'  des  Ellipsoids  und  der 
andere  Diametralschnitt  G'^'H'*'  ergiebt  sich  aus  dem  zur 
Collineationsebene  parallelen  Schnitt  der  Kugel  durch  M  oder 
mittelst  des  Satzes  in  8)  unten. 

Die  Schnitte  durch  BB"*^  nach  K^^  K^  liefern  die  Paare 
von  Kreisschnitten  J(K^y  J^ K^  und  J^K^y  J^' K^\  Die 
Kreispunkte  sind  die  K\  die  den  Berührungspunkten  der  von 
BB*  ausgehenden  und  der  zur  Collineationsebene  parallelen 
Tangentialebenen  der  Kugel  entsprechen.    (Vergl.  Fig.  83.) 

Der  Tangentenkegel  aus  (S  und  der  Querschnitt  in  S  sind 
der  Kugel  und  der  Fläche  zweiter  Ordnung  gemein  —  im  Falle 
ihrer  Nichtrealität  die  sie  bestimmenden  Polarsysteme  um  jenen 
und  in  dieser.  Beide  Flächen  haben  (vergl.  I,  §  41,  9)  noch 
einen  zweiten  gemeinsamen  Tangentialkegel  und  einen  zweiten 
gemeinsamen  ebenen  Schnitt,  der  zweiten  Schaar  der  Kreis- 
schnitte der  Fläche  angehörig.  Zwei  Kreisschnitte  verschie- 
dener Schaaren  liegen  immer  auf  einer  Kugel.  Die  Kugel  und 
ihr  Relief  sind  somit  auf  viererlei  Weise  mit  einander  collinear 
—  während  eine  Kugel  und  eine  Fläche  zweiten  Grades  es 
im  Allgemeinen  gar  nicht  sind. 

1)  Der  Mittelpunkt  der  Fläche  ist  der  entsprechende  Punkt 
zum  Pol  der  Gegenebene  B  in  Bezug  auf  die  Kugel,  der  harmonischen 
Theilung  mit  dem  Fluchtpunkte  entspricht  Halbierung. 

2)  Man  bilde  durch  Collineation  aus  einer  Kugel  ein  elliptisches 
Paraboloid  von  einem  auf  ihr  gelegenen  gegebenen  Kreisschnitt  und 
gegebener  Richtung  seiner  Durchmesser.  Dieser  Kreisschnitt  giebt 
selbst  die  Collineationsebene  und  die  Gegenebene  B  als  eine  der  zu 
ihm  parallelen  Tangentialebenen  der  Kugel,  der  Berührungspunkt 
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der  Kugel  mit  It  und  jene  Richtung  liefern  einen  Strahl  aua  dem 
Centrum.  Kann  der  gegebene  KretBaclinitt  ausserhalb  der  Kugel 
willkürlich  gewählt  werden? 

3)  Man  leite  fUr  ein  zweifaches  Hyperboloid,  welches  die  Col- 
linearßgur  einer  Kugel  ist,  die  beiden  Schaaren  der  Kreisschnitt- 
ebenen ab  und  stelle  es  durch  dieselben  dar.  Man  bestimme  auch 
die  Kreispunkte  K'  desselben  als  die  entsprechenden  zu  den  Be- 
rührungspunkten der  Kugel  mit  den  zur  Collineationsebene  paral- 
lelen und  mit  den  durch  die  Gerade  BB*  gehenden  Tangential- 
ebenen. (Fig.  83.) 


4}  Zwei  beliebige  nicht  parallele  Kreisscbnitte  der- 
selben Fläche  zweiter  Ordnung  liegen  stets  auf  einer 
Kugclfläche.  Denn  sie  schneiden  sich  in  Kwei  Funkten  und  ihre 
Mittelpunkte  liegen  in  einer  Normalebene  zur  Schnittlinie  ihrer 
Ebenen. 

.  5)  Die  Construction  des  Textes  wird  ohne  Vermittelung  nidit 
2a' 
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reeller  Elemente  durch  den  evidenten  Satz  bewiesen:  Wenn  man 
zwei  Collinearfiguren  desselben  Originals  aus  demsel- 
ben Centrum  mit  verschiedenen  Collineationsebenen 
und  Gegenebenen  B,  B*  macht,  so  entsprechen  seinen 
Schnitten  mit  Ebenen,  welche  die  Durchschnittslinie 
der  Gegenebenen  B,  B*  enthalten,  Curven,  die  ein- 
ander ähnlich  und  ähnlich  gelegen  sind  —  als  Schnitte 
desselben  Kegels  mit  parallelen  Ebenen.  Man  zeichne  in  Fig.  82,  83 
den  zu  G' H'  parallelen  zweiten  Kugelschnitt  G*' U*'  ein,  der  in 
der  involutorischen  CoUincation   dem  Kugelschnitt  GH  entspricht. 

Fig.  83. 
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6)  Wie  ergiebt  sich  aus  den  Eröiierungen  des  Textes  die 
directe  Construction  der  Azen  ÄB'yC  D'  der  Collinear- 
figur  eines  Kreises  in  Fig.  83  mittelst  der  durch  @!p  @2  °^^ 
M  gehenden  Sehnen  ÄB^  CDl  (Vergl.  auch  Fig.  82,  in  der  jedoch 
der  Buchstabe  A  nicht  eingesetzt  werden  konnte.) 

7)  Wenn  das  Collineationscentrum  der  Obei*fläche  der  Kugel 
angehört,  so  ist  die  zugehörige  Tangentialebene  eine  Ebene  der 
Kreisschnitte  auch  für  die  entstehende  Fläche  zweiten  Grades  und 
der  Punkt  also  ein  Nabel  punkt  derselben ;  die  Ebene  B*  fällt  mit 
der  zugehörigen  Tangentialebene  zusammen.  Die  Schnitte  der  Kugel 
und  der  Fläche  zweiten  Grades  in  Ebenen  durch  das  Collineations- 
centram  osculieren  einander  in  diesem,  wenn  die  Collineationsebene 
durch  das  Collineationscentrum  hindurchgeht.   (Vergl.  I,  §  35.^ 
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8)  W^^^  ^^®  Ebenen  B  nnd  B*  za  einander  parallel  sind,  d.  b. 
wenn  die  Gerade  vom  Collineationsoentrum  nach  dem  Mittelpunkte 
der  Kugel  zur  Collineationsebene  normal  ist,  so  fallen  beide  Scbaaren 
der  Kreisscbnitte  in  die  eine  zur  Collineationsebene  parallele  Schaar 
zusammen ;  die  Fläche  zweiter  Ordnung  ist  eine  Rotationsfläche  mit 
zur  Collineationsebene  normaler  Axe ;  die  Austrittspunkte  der  letz- 
teren sind  die  einzigen  Kreispunkte  der  Fläche.  Dieselbe  besitzt 
zwei  reelle  Brennpunkte  in  der  Rotationsaxe  oder  einen  Brennkreis 
in  einer  zu  ihr  normalen  Ebene  nach  §  33,  22  und  §  42,  6. 

9)  Wenn  das  Collineationscentrum  mit  dem  Mittelpunkte  der 
Originalkugel  zuzammenfällt,  so  ist  nach  8)  die  entstehende  Fläche 
eine  Rotationsfläche  mit  der  durch  ihn  gehenden  Normale  zur  Col- 
lineationsebene als  Axe,  insbesondere  als  Hauptaxe  aller  durch  sie 
gehenden  Querschnitte.  Auch  ist  für  jeden  durch  das  Centrum 
gehenden  Querschnitt  dieses  der  eine  Brennpunkt  (vergl.  I,  §  36) 
und  die  Gegenebene  Q^  die  Ebene  der  zugehörigen  Directrix;  denn 
sie  enthält  dieselbe  für  alle  die  durch  die  Hauptaxe  gehenden 
Schnitte  und  liefert  damit  für  jeden  Punkt  der  Fläche  die  Eigen- 
schaft, dass  das  Verhältniss  seiner  Entfernungen  von' jenem  Centrum 
und  dieser  Ebene  constant  ist,  nämlich  gleich  dem  Verhältniss 
zwischen  dem  Radius  der  Kugel  und  dem  Abstand  ihres  Centrums 
von  der  Gegenebene  B.  Wir  nennen  hiernach  das  Collineations* 
centrum  einen  Brennpunkt  der  Rotationsfläche  zweiten  Grades  und 
erkennen  aus  der  Symmetrie,  dass  dieselbe  auf  der  Hauptaxe  und 
in  symmetrischer  Lage  zum  ersten  hinsichtlich  ihres  Mittelpunktes 
einen  zweiten  Brennpunkt  besitzt. 

10)  Eine  Reihe  von  Eigenschaften  der  Rotationsflächen  zweiten 
Grades  mit  zwei  Brennpunkten  lassen  sich  aus  dieser  Entstehung 
derselben  unmittelbar  erkennen,  ähnlich  wie  in  der  Lehre  von  den 
Kegelschnitten  a.  a.  0.  in  den  Beisp.  6,  7,  8. 

Weil  die  Tangentialebene  T  der  Kugel  normal  ist  zum  Radius 
ihres  Berührungspunktes  P,  so  steht  der  Brennstrahl  eines  Punktes 
P^  der  Reliefftäche  normal  auf  der  Ebene,  die  vom  Brennpunkte 
nach  der  Schnittlinie  ihrer  entsprechenden  Tangentialebene  T|  mit 
der  Directrixebene  Q^  geht.  Und  weil  auch  der  nach  einem  be- 
liebigen Punkte  P  im  Räume  gehende  Kugeldurchmesser  auf  der 
Polarebene  des  Punktes  in  Bezug  auf  die  Kugel  normal  steht,  so 
ist  die  Verbindungslinie  eines  beliebigen  Punktes  P^  mit  einem  Brenn- 
punkte einer  Rotationsfläche  zweiten  Grades  normal  auf  der  Ebene, 
die  denselben  Brennpunkt  mit  der  Schnittlinie  der  zugehörigen  Di- 
rectrixebene mit  seiner  Polarebene  in  Bezug  auf  die  Fläche  ver- 
bindet. Jede  Ebene  durch  den  Brennpunkt  ist  normal  zu  dem  Brenn- 
strahl ihres  Poles  in  Bezug  auf  die  Fläche.  Weil  zwei  in  Bezug 
auf  die  Kugel  zu  einander  polare  Geraden  mit  ihrem  Mittelpunkte 
zwei  orthogonale  Ebenen  bestimmen,  so  thun  dies  auch  zwei  Gerade, 
die  zu  einander  in  Bezug  auf  eine  Rotationsfläche  mit  zwei  Brenn- 
punkten polar  sind;  mit  einem  Brennpunkte. 
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Der  Kegel ,  der  einen  ^  beliebigen  ebenen  Schnitt  <Jer  FlSche 
mit  einem  ihrer  Brennpunkte  verbindet,  ist  ein  Botationekegel,  weil 
er  zugleich  der  projicierende  Eegel  eines  entsprechenden  Kugel- 
querschnittes  ist.  Wir  wollen  nur  noch  Folgendes  erwähnen:  Die 
Summe  resp.  Differenz  der  Badienvectoren  ist  für  alle  Punkte  der 
Rotationsfläche  mit  zwei  Brennpunkten  constant,  nämlich  ihrer 
Hauptaxe  gleich,  je  nachdem  dieselbe  ein  £llipsoid  oder  ein  zwei- 
faches Hyperboloid  ist;  und  das  Rotationsparaboloid  ist  der  Ort 
eines  Punktes,  dessen  Abstände  von  einem  festen  Punkte  und  einer 
festen  Ebene  gleich  gross  sind.  Die  Winkel  zwischen  den  Badien- 
vectoren eines  Flächenpunktes  werden  durch  seine  Normale  und 
seine  Tangentialebene  halbiert ;  die  orthogonal-symmetrischen  Punkte 
eines  Brennpunktes  in  Bezug  auf  die  Tangentialebenen  der  Fläche 
liegen  auf  der  Kugel  ^  die  mit  der  Hauptaxe  als  Badius  um  den 
anderen  Brennpunkt  beschrieben  wird.  Die  Fusspunkte  der  von  den 
Brennpunkten  auf  die  Tangentialebenen  gefüllten  Perpendikel  liegen 
auf  der  Kugel,  die  die  Hauptaxe  der  Fläche  zum  Durchmesser  hat. 

1 1)  Nach  dem  Vorigen  ist  eine  Botationsfläche  zweiten  Grades 
mit  zwei  Brennpunkten  der  Ort  des  Mittelpunktes  einer  Kugel^  die 
eine  gegebene  Kugel  berührt  und  eine  Ebene  unter  einem  vorge- 
schriebenen Winkel  schneidet;  unter  dem  Complement  desselben 
Winkels  schneiden  im  Falle  des  zweifachen  Botationshyperboloides 
die  Ebenen  des  Asymptotenkegels  die  feste  Ebene;  er  ist  im  Falle 
des,  EUipsoides  nicht  reell  zugleich  mit  dem  AsymptotenkegeL 
Irgend  zwei  jener  Kugeln  haben  einen  ihrer  Aehnlichkeitspunkte 
in  der  festen  Ebene.  Ersetzt  man  die  feste  Kugel  durch  einen 
Punkt,  den  die  bewegliche  stets  enthält,  so  ist  die  feste  Ebene  die 
Directrixebene  und  er  der  zugehörige  Brennpunkt  der  Fläche. 

Man  bestimmt  hiemach  eine  Botationsfläche  zweiten  Grades 
aus  einem  Brennpunkte  und  vier  von  ihren  Punkten;  denn  die 
Kugeln,  die  man  um  diese  und  durch  den  Brennpunkt  beschreibt, 
haben  zu  ihren  Aehnlichkeitsebenen  die  zu  jenem  Brennpunkte  ge- 
hörigen Directrixebenen  und  jede  derselben  bestimmt  eine  der  ge- 
suchten Flächen. 

12)  Eine  solche  Botationsfläche  zweiten  Grades  mit  zwei 
Brennpunkten  ist  aber  auch  der  Ort  der  Centra  derjenigen  Kugeln, 
welche  zwei  feste  Kugeln  gleichartig  oder  ungleichartig  berühren. 
Für  dieselben  festen  Kugeln  entstehen  —  resp.  mit  Hilfe  des  in- 
neren oder  des  äusseren  Aehnlichkeitspunktes  derselben  [vergl.  I, 
§  (^^0]  —  ^^^^  confocale  Flächen;  nämlich  für  ausser  einander 
liegende  Grundkugeln  zwei  zweifache  Hyperboloide;  fUr  Grund- 
kugeln, welche  sich  schneiden,  ein  Hyperboloid  und  ein  Ellipsoid, 
welche  einander  in  zwei  zur  Axe  normalen  Kreisen  rechtwinklig 
durchdringen;  und  für  Grundkugeln,  von  denen  die  eine  die  andere 
nmschli^ssty  zwei  Ellipsoide. 

13)  Nach  den  Eigenschaften  unter   10)  construiert  man  die 
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Rotationsfläche  zweiten  Grades  mit  zwei  Brennpunkten  aus  diesen 
und  einem  ihrer  Punkte  resp.  einer  ihrer  Tangentialebenen^  etc. 

Sind  vier  aus  dem  System  der  die  Fläche  als  Ort  ihrer  Centra 
erzeugenden  Kugeln  gegeben,  so  kann  man  ihre  Brennpunkte 
als  Centra  der  Paare  gemeinsam  berührender  Kugeln  derselben 
finden,  die  in  je  einem  Perpendikel  aus  ihrem  Potenzcentrum  auf 
einer  ihrer  Aehnlichkeitsebenen  liegen^  etc. 

14)  Nach  I,  §  (36^)  sind  die  Rotationsflächen  zweiten  Grades 
mit  zwei  Brennpunkten  aber  auch  Orte  der  Centra  derjenigen  Ku- 
geln, welche  zwei  gegebene  feste  Kugeln  unter  vorgeschriebenen 
(durch  ihre  Cosinuswerthe  bestimmten)  Winkeln  gleichartig  resp. 
ungleichartig  schneiden ;  die  Kugeln  berühren  zwei  der  Kugeln  der 
durch  jene  beiden  bestimmten  Büscheln  und  sind  zu  einer  Kugel 
desselben  orthogonal;  etc. 

Nach  §  32  oben  sind  sie  auch  die  Orte  der  Punkte,  für  welche 
die  Summe  oder  die  Differenz  der  Tangenten  zu  zwei  festen  Kugeln 
constant  ist.    [Vergl.  I,  §  (36«),  3.] 

15)  Nach  seiner  Entstehung  in  9)  ist  ein  Brennpunkt  einer 
solchen  Rotationsfläche  zweiten  Grades  ein  Punkt,  für  welchen  das 
Polarsystem  im  Strahlenbündel;  welches  die  Fläche  in  ihm  erzeugt 
(§  39,  18),  ein  Orthogonalsystem  ist,  wie  das  System  der  Durch- 
messer und  der  zu  ihnen  conjugierten  Diametralebenen  einer  Kugel. 
(Vergl.  I;  §  36.)  In  Folge  dessen  hat  auch  jedes  Relief  einer  solchen 
Rotationsfläche  für  einen  Brennpunkt  als  Centrum  der  CoUineation 
diesen  Punkt  zu  seinem  Brennpunkt  in  dem  nämlichen  Sinne. 

16)  Man  übertrage  Eigenschaften  der  Kugel  für  einen  Punkt 
ihrer  Oberfläche  auf  den  Nabelpunkt  einer  Fläche  zweiten  Grades 
nach  7)  oben. 

17)  Man  kann  die  Regelflächen  zweiten  Grades  durch  centrische 
CoUineation  aus  dem  einfachen  gleichseitigen  Rotationshyperboloid 
oder  auch  aus  dem  gleichseitigen  hyperbolischen  Paraboloid  ab- 
leiten. Im  Sinne  der  Cyklographie,  nach  welchem  die  gleichseitigen 
Rotationshyperboloide  der  Kugel  an  Einfachheit  zunächst  stehen, 
ist  diese  Ableitung  für  die  Regelflächen  zweiten  Grades  der  vorher 
betrachteten  der  Nichtregelflächen  analog  zu  nennen.     (Vergl.  I, 

18)  Der  Satz:  Die  Durchschnittskreise  von  drei  Kugeln  in  Paaren 
liegen  in  drei  Ebenen  eines  Büschels,  dessen  Scheitelkante  zur  Cen- 
tralebene  normal  ist,  giebt  durch  centrische  CoUineation:  Wenn 
drei  Flächen  zweiter  Ordnung  einen  —  nicht  reellen  — 
ebenen  Schnitt  gemein  haben,  so  liegen  die  drei  ebenen 
Schnittcurven,  die  sie  Überdies  paarweise  bestimmen, 
in  den  Ebenen  eines  Büschels.  Was  kann  über  die  Lage  seiner 
Scheitelkante  hinzugefügt  werden  ?  Wie  gestaltet  sich  der  Satz,  wenn 
die  drei  Flächen  zweiter  Ordnung  ähnlich  und  ähnlich  gelegen  sind, 
d.  h.  wenn  der  gemeinsame  Kegelschnitt  unendlich  fem  liegt  ?  Wir 
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führen  an,   dass  diese   Sätze   auch   für  den  reellen  gemeinsamen 
Schnitt  Geltung  behalten.  (Vergl.  III.) 

Hier  liegt  es  nahe,  die  linearen  Systeme  von  Engeln,  die  wir 
Büschel,  Bündel  und  Netze  von  Engeln  genannt  haben,  als  Ori- 
ginale centrisch  coUinearer  Modellbildnng  zn  betrachten  und  die 
Natur  ihrer  Bilder  zu  beschreiben.  Ebenso  die  Büschel  parallel- 
axiger  gleichseitiger  Botationshyperboloide  in  den  Beispielen  des 
§  32,  etc. 

19)  Wenn  man  das  Centrum  der  Collineation  unendlich  fem 
denkt,  so  fallen  (vergl.  I,  §  42)  auch  die  Gegenebenen  mit  der 
unendlich  fernen  Ebene  zusammen  und  die  Collineation  wird  zur 
Affinität  mit  einer  bestimmten  Affinitätsebene  und  Affini- 
tätsrichtung. Die  zur  Eugel  affinen  Flächen  können  nur  Ellip- 
soide  sein.  In  den  besonderen  Fällen,  wo  die  Affinitätsrichtung 
der  Affinitätsebene  angehört,  werden  dieselben  der  Originalkugel 
Yolumengleich  (I,  §  42,  1,2).  Sind  Affinitätsricbtnng  und  Af- 
finitätsebene normal  zu  einander,  so  wird  das  Eugelrelief  zum  Bo- 
tationsellipsoid;  es  wird  aber  insbesondere  für  Charakteristiken, 
welche  kleiner  als  Eins  ist,  immer  zu  einer  Rotationsfläche,  die 
auch  aus  der  Drehung  einer  Ellipse  um  ihre  kleine  Aze  entsteht, 
bei  der  auch  die  reellen  Brennpunkte  einen  Ereis  beschreiben. 
Lassen  sich  auf  diese  Brennpunkte  ähnlich  wie  oben  in  10)  and 
15)  Eigenschaften  aus  der  Eugel  übertragen? 

Man  wende  die  Construction  der  Diametralkreisschnitte  und 
damit  der  Uauptebenen  und  Hauptaxen  der  Fläche  auf  die  Ellip- 
soide,  als  allgemein  affin  zur  Eugel,  an  und  erörtere  die  Construction 
derselben  aus  einem  gegebenen  Diametralkreisschnitte  und  dem  zu 
ihm  conjugierten  Durchmesser;  sowie  die  üebertragung  der  Me- 
thode von  I,  §  33, 15  auf  das  Ellipsoid  (vergl.  oben  §  42,  l) ;  be- 
sonders auch  im  Falle  der  Yolumengleichheit.  Sind  der  Eugelmii- 
telpunkt  und  der  des  Ellipsoides  als  sein  entsprechender  in  der 
Art  des  Textes  gegeben,  so  liefert  ein  Ereis  durch  beide  aus  einem 
Punkte  der  Spur  der  Affinitätsebene  durch  seine  Schnitte  mit 
dieser  die  Lage  der  beiden  ersten  Axen  im  Ellipsoid  und  damit 
die  dritte. 

20)  Die  Eugelfläche  entsteht  als  Ort  der  Durchschnittspunkte 
der  entsprechenden  Elemente  eines  Strahlenbündels  und  eines  durch 
die  Normalebenen  seiner  Strahlen  ans  einem  Punkte  gebildeten 
Ebenenbündels.  Das  Bündel  der  Durchmesser  und  das  ihrer  con- 
jugierten oder  normalen  Ebenen,  welche  am  Mittelpunkte  vereinigt 
das  Polarsystem  desselben  bilden,  erzeugen  an  verschiedene  Scheitel 
gebracht  die  über  ihrer  Verbindungslinie  als  Durchmesser  beschrie* 
bene  Eugel.  Ein  Strahlenbündel  und  ein  Ebenenbündel,  welche  zu 
einander  projectivisch  reciprok  sind,  erzeugen,  falls  sie  nicht  con- 
centrisch  liegen,  eine  Fläche  zweiten  Grades.  (Vergl.  §  39,  2  f.) 
Macht  man  sie  durch  eine  Verschiebung  concentrisch,  so  erzeugen 
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sie  als  Ort  der  Strahlen,  die  in  ihren  entsprechenden  Ebenen  liegen 
und  als  Enveloppe  dieser  Ebenen  einen  dem  Asymptotenkegel  der 
Fläche  gleichen  und  parallelen  Kegel.  Für  die  weitere  Betrachtung 
dieser  allgemeinen  Erzeugungsweise  ist  auf  den  dritten  Tbeil  dieses 
Buches  zu  verweisen. 

44.  Die  bisherigen  Entwickelungen  enthalten  die  con- 
struetiven  Elemente  der  Theorie  der  Flächen  zweiten 
Grades ;  ihre  Beziehungen  zu  Punkten ^  Ebenen  nnd  Geraden 
betreffend.  Die  Erörterung  ihrer  Beziehungen  zu  Raumcurven 
und  ihren  developpabeln  Flächen^  als  mit  welchen  sie  Punkte, 
Tangenten  und  Tangentialebenen  gemein  haben  können ;  ist 
ohne  Schwierigkeit  anzuschliessen. 

Besondere  Untersuchung  fordern  aber  die  Probleme  Ton 
den  gemeinsamen  Punkten  oder  der  DurchdringungscurTC; 
und  von  den  gemeinsamen  Tangentialebenen  oder  der  gemein- 
schaftlich umgeschriebenen  Developpabeln  zweier 
Flächen  zweiten  Grades.  Sie  mag  mit  der  Discussion 
specieller  Fälle  beginnen. 

Die  gemeinsame  Gurre  von 
zwei  Flächen  zweiten  Grades, 
die  im  Allgemeinen  yon  der 
Ordnung  »i  «=»  4  ist,  —  weil 
jede  Ebene  sie  in  den  vier 
Punkten  trifft,  die  die  beiden 
ihr  angehörigen  Curven  zwei- 
ten Grades  auf  den  gegebeneu 
Flächen  gemein  haben  —  zer- 
fällt in  zweiKegelschnitte, 
sobald  sie  zwei  Doppelpunkte 
besitzt,  d.  h.  sobald  die  Flächen 
sich  in  zwei  Punkten  berüh- 
ren, deren  gerade  Verbindungs- 
linie nicht  in  ihnen  liegt. 

Denn  eine  Ebene,  welche 
durch  die  Verbindungsgerade 
der  beideil  Doppelpunkte  nach 
einem  weitern  gemeinsamen 
Punkte  der  beiden  Flächen 
geht,  enthielte  fünf  und  somit 


Die  gemeinsam  umgeschrie- 
bene Developpable  von  zwei 
Flächen  zweiten  Grades,  die 
im  Allgemeinen  von  der  Classe 
n,  «»4  ist,  —  weil  jeder  Punkt 
mit  ihr  vier  Ebenen  gemein  hat, 
die  die  beiden  von  ihm  aus- 
gehenden Tangentenkegel  der 
Flächen  gleichzeitig  berühren 
—  zerfällt  in  zwei  Eegelf  la- 
chen, sobald  sie  zwei  Doppel- 
ebenen besitzt,  d.  h.  die  Flä- 
chen sich  in  zwei  Ebenen  be- 
rühren, ohne  ihre  Schnittlinie 
zu  enthalten. 

Denn  ein  Punkt,  welcher  in 
der  Schnittlinie  der  beiden 
Doppelebenen  auf  einer  wei- 
tern gemeinsamen  Tangential- 
ebene der  beiden  Flächen  liegt, 
läge  in  fünf  und  somit  in  un* 
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unendlich  viele  Punkte  dersel- 
ben. Solche  zwei  Flächen  ha- 
ben somit  entweder  keine  wei- 
tern gemeinsamen  Punkte  oder 
sie  schneiden  sich  in  zwei  Ke- 
gelschnitten ^  für  welche  die 
Verbindungslinie  jener  Dop- 
pelpunkte der  Schnitt  ihrer 
Ebenen  ist.  (Vei^jl.  §  21.) 

Fig. 


endlich  vielen  Ebenen  dersel- 
ben. Solche  zwei  Flachen  ha- 
ben somit  entweder  keine  wei- 
tern gemeinsamen  Tangential- 
ebenen oder  sie  haben  zwei 
gemeinsame  Tangentenkegel 
zweiten  Grades,  deren  Spitzen 
in  der  SchnHtlinie  der  Dop- 
pelebenen liegen. 

84. 


Durch  zwei  solche  Kegel- 
schnitte K^  K*  gehen  im  Allge- 
meinen stets  zwei  Kegelflächen 
zweiten  Grades.  (Fig.  84.) 

Denken  wir  nämlich  zur 
Schnittlinie  s  ihrer  Ebenen  n)it 
den  Punkten  G^  H  in  den  Flä- 
chen die  gemeinsame  Polare  5* 
in  beiden  Flächen,  so  schneide 
eine  Ebene  durch  diese  Ge- 
rade die  beiden  Kegelschnitte 
in  Punkten  A,  B\  jf^,  B*  re- 
spective;  dann  bestimmen  di^ 
Geraden  Aj^,  BB*,  AB*,  A*B 
zwei  Punkte  Af,  M*  in  5*,  welche 
die  Scheitel  jener  Kegel  sind 
—  da  Kegel  MJüC  und  Kegel 
M^*  z.B.  vier  Kanten  JltAA*, 


Solche  zwei  Kegelflächen  K, 
E*  schneiden  sich  im  Allge- 
meinen stets  in  zwei  Curven 
zweiten  Grades.  (Fig.  84.) 

Denken  wir  zur  Verbin- 
dungslinie s^  ihrer  Spitzen  mit 
den  Ebenen  G,H  an  die  Flächen 
die  gemeinsame  Polare  s  in 
beiden  Flächen,  so  bestimme 
ein  Punkt  in  dieser  Geraden 
mit  beiden  Kegeln  die  Tan- 
gentialebenen A,  B;  A^,  B* 
respective;  dann  liegen  die  Ge- 
raden AA*  BB*;  AB*,  A*B 
in  zwei  Ebenen  M,  ^K*  aus  5, 
welche  die  Ebenen  der  besag- 
ten Kegelschnitte  sind  —  weil 
HK  und  HK*  z.  B.  vier  Tan- 
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MBB*y  MG,  MH  und  die  Tan-  genten  MAA*,  MBB*,  MG, 
gentialebenen  in  den  beiden  MH  und  die  Berührungspunkte 
letzteren  gemein  haben.  in  den  letzteren  gemein  haben. 

Von  einer  Discussion  der  Ausnahmefalle  sehen  wir  ab; 
nur  sei  erwähnt,  dass  insbesondere  die  beiden  Flächen,  wenn 
die  beiden  Berührungspunkte  derselben  der  nämlichen  Er- 
zeugenden angehören,  diese  mit  allen  ihren  Punkten  gemein 
haben  müssen,  —  weil  jede  vier  Punkte  von  ihr  enthält  — 
so  dass  der  Rest  der  Durchdringung  eine  Curve  dritter  Ord- 
nung ist,  also  (§  45)  identisch  mit  der  in  §  20  f.  mehrfach 
behandelten  Curve;  und  an  den  Fall  von  vier  gemeinsamen 
Geraden  sei  erinnert.    (§  38,  lo.) 

Wenn  zwei  Flächen  zweiter  Ordnung  sich  in 
drei  Punkten  berühren,  die  nicht  in  derselben  Erzeugenden 
liegen  (dafür  vergl.  §  38),  so  schneidet  die  durch  dieselben 
bestimmte  Ebene  sie  in  Kegelschnitten,  welche  diese  drei 
Punkte  und  ihre  Tangenten  gemein  haben,  also  identisch  sein 
müssen;  d.  h.  die  Flächen  berühren  sich  längs  dieser 
Curve  I^  oder  sind  einander  nach  derselben  umge- 
schrieben und  haben  für  dieselbe  den  nämlichen  Tangen- 
tenkegel vom  Mittelpunkte  M. 

Jede  dieser  Flächen  ist  durch  die  andere,  speciell  den 
Kegel  Jfff  Kj  die  bezeichnete  ebene  Curve  K  und  einen  Punkt 
auf  ihr  ausserhalb  derselben  bestimmt.  (Vergl.  §  37,  §  40.) 

Jede  Ebene,  welche  beide  Flächen  schneidet,  thut  dies 
in  Kegelschnitten,  K^y  K^^  welche  sich  in  der  Geraden  s  dop- 
pelt berühren,  die  sie  mit  der  Ebene  des  Berührungskegel- 
schnittes K  gemein  hat.    (§  40,  6,  vergl.  I,  §  32,  13.) 

Berührt  die  Ebene  die  eine  Fläche,  —  dieselbe  sei  eine 
Nichtregelfläche,  —  und  schneidet  die  andere,  so  kann  der 
Berührungspunkt  als  ein  unendlich  kleiner  Kegelschnitt  an- 
gesehen werden,  der  mit  dem  Schnitt  in  der  andern  Fläche 
in  der  Geraden  $  eine  doppelte  Berührung  hat;  —  wie  diess 
im  Falle  einer  Begelfläche  mit  den  beiden  Erzeugenden  des 
Berührungspunktes  ersichtlich  stattfindet. 

1)  Wenn  man  zu  einem  Ellipsoid  mit  der  mittleren  Halbaxe 
als  Radius  eine  concentrische  Kugel  beschreibt,  so  berührt  diese  die 
FlSche  in  den  Endpunkten  der  mittleren  Axe  und  schneidet  sie  in 
zwei  ebenen  Curven,  welche  als  Kugelschnitte  Kreise  sind  —  den 
Diametralkreisschnitten  der  FlSche. 
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2)  Kann  dies  auf  die  übrigen  Flächen  zweiten  Orades,  welche 
Kreisschnitte  zulassen,  angewendet  werden?  Insbesondere  wie  für 
Kegelflächen  mit  gegebenen  Hauptebenen?  Die  Kugeln  durch  irgend 
zwei  Kreisschnitte  derselben  Fläche  zweiten  Grades  von  verschie- 
denen Systemen  sind  doppelt  berührende  Kugeln  der  Fläche  in  den 
Schnitten  beider  Kreise  mit  einander;  ihre  Mittelpunkte  liegen  in 
der  Hauptebene  der  grossen  und  der  kleinen  Axe.  In  welcher 
Weise  unterscheiden  sie  sich  von  den  doppelt  berührenden  Kugeln 
aus  Punkten  der  beiden  anderen  Hauptebenen  in  §  42,  10? 

Fig.  85. 


3)  Wenn  die  Axen  eines  EUipsoids  den  Projeetionsaxen  parallel 
sind^  so  wird  dasselbe  von  einem  geraden  Kreiscylinder  um  ihre  zu 
OZ  parallele  Axe  und  mit  einem  der  kleineren  unter  den  zxx  XOV 
parallelen  Axen  gleichen  Durchmesser  in  den  Endpunkten  dieser 
letzteren  berührt  und  daher  in  zwei  ebenen  Curven  geschnitten, 
deren  erste  Projectionen  mit  dem  Grundkreise  des  Cjlinders  zusam- 
menfallen, indessen  die  zweiten  als  gerade  Linien  durch  das  Centrum 
erscheinen.     Man  hat  so  die  beiden   Stellungen  von  Hilfs- 
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ebenen  besti^mmt,  welche  zweite  projicierende  Ebenen 
und  für  die  die  ersten  Projectionen  der  Schnittcurven 
Kreise  sind;  ihre  ersten  Spuren  sind  s^^  und-  s^^.  Die  Mittel- 
punkte derselben  finden  sich  in  den  zu  den  Stellungen  dieser  Ebene 
conjugierten  Durchmessen!  d\  also  in  der  ersten  Projection  insbe- 
sondere in  dem  Durchmesser,  welcher  zu  OÄ  parallel  ist. 

Das  System  dieser  Hilfsebenen  dient  bequem  bei  der  Construction 
des  ebenen  Schnittes  der  Fläche;  etc.  Die  Figur  85  zeigt  die  Dar- 
stellung des  ebenen  Schnittes  S.  Die  Benutzung  der  Affinität  in  der 
zweiten  Projection  wird  der  Erklärung  nicht  bedürfen.  Von  den 
beiden  Systemen  von  Hilfsebenen  sind  diejenigen  benutzt  ^  welche 
auch  in  der  zweiten  Projection  scharfe  Schnitte  liefern,  die  Punkte 
1,  2,  ...  6  sind  so  ermittelt.  Die  Berührungspunkte  der  Schnitt- 
curve  mit  den  umrissen  als  Schnitte  der  Ebene  S  mit  den  beiden 
Hauptschnitten  ABCD  und  CDEF  sind  direct  bestimmt. 

Man  entwickele  die  Construction  der  Tangenten  der  Schnitt- 
curve  in  den  so  bestimmten  Punkten  1,  .  .  . 

4)  Wie  ist  das  Verfahren  für  die  Hyperboloide  zu  modificieren? 
Lässt  sich  dasselbe  auf  die  Bestimmung  der  Fläche  zweiter  Ordnung 
durch  zwei  conjugierte  Diametralschnitte  im  Allgemeinen  erweitem? 

5)  Durch  zwei  Kreise  in  parallelen  Ebenen  geht,  obwohl  sie  sich 
in  der  Schnittlinie  derselben  schneiden,  im  Allgemeinen  keine  Kugel. 
Man  hat  für  dieselbe  drei  ebene  Schnitte  eines  Büschels  gegeben 
und  die  Tangenten  derselben  in  ihren  gemeinsamen  Punkten  müssen 
in  je  einer  Ebene  liegen ;  die  Centrale  beider  Kreise  muss  auf  ihren 
Ebenen  normal  stehen,  damit  sie  auf  einer  Kugel  liegen. 

6)  Man  bestimme  die  Berührungspunkte  von  zwei  geradlinigen 
Flächen  zweiten  Grades,  deren  eine  die  Fluchtlinie  und  Spur  der 
anderen  respective  zur  Spur  und  Fluchtlinie  hat;  oder  deren  erste 
und  zweite  Spuren  vertauscht  sind.  Jene  liegen  in  der  zweiten 
Parallelebene,  diese  in  der  Ebene  H;^;  denn  sie  haben  hier  resp. 
einen  gemeinsamen  Querschnitt. 

7)  Wenn  durch  einen  auf  einer  Fläche  zweiten  Grades  F  ge- 
legenen Kegelschnitt  K  eine  zweite  Fläche  zweiten  Grades  F*  gelegt 
wird;  so  schneidet  sie  die  erste  in  noch  einem  zweiten  Kegelschnitt 
K*  und  beide  Flächen  berühren  einander  in  den  Punkten  G,  Hy 
welche  die  Schnittlinie  s  der  Ebenen  von  K^  K*  mit  denselben  und 
den  Flächen  gemein  hat.  Jede  solche  Fläche  F*  ist  durch  K^  K* 
und  einen  ihrer  Punkte  ausserhalb  dieser  Curvon  bestimmt. 

8)  Zwei  Flächen  zweiten  Grades,  die  eine  ebene 
Curve  gemein  haben,  oder  dem  nämlichen  Kegel  einge- 
schrieben sind,  können  im  Allgemeinen  als  coUineare 
Figuren  in  centrischer  Lage  betrachtet  werden.  Die 
Ebene  der  gemeinsamen  Curve  ist  die  Collineationsebene,  die  Spitze 
des  gemeinsamen  Tangentenkegels  das  Collineationscentrum ;  es 
giebt  also  zu  jedem  der  beiden  Centra  zwei  verschiedene  Colli- 
neationsebenen  und  umgekehrt.   (Vergl.  §  43.) 
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9)  Bind  S  und  S*  die  Pole  der  Geraden  s  in  Bezug  aaf  die 
beiden  Kegelschnitte  AT  und  K*  des  Textes,  so  ist  die  Reihe  SS* MM*, 
also  auch  das  Ebenenbttschel  8  .  SS* MAI*  harmonisch.  Wenn  gebt 
durch  beide  Kegelschnitte  ein  Cylinder?  Wenn  ist  s  ftlr  den  einen 
von  ihnen  ein  Durchmesser? 

10)  Zwei  Botationsflächen  zweiten  Grades ;  welche  einen  ge- 
meinsamen Brennpunkt  haben,  schneiden  sich  in  ebenen  Curven, 
denn  sie  sind  centrisch  collinear  (§  43);  jeder  Botationskegel  aus 
dem  Brennpunkte  einer  Botationsfläche  zweiten  Grades  schneidet  sie 
in  ebenen  Curven  und  umgekehrt  (ibid.  10). 


11)  Wenn  ein  Kegel  zweiten  Grades  eine  Fläche  zweiten  Grades 
in  einer  ebenen  Curve  schneidet,  so  ist  der  Best  der  Durchdringung 
eine  zweite  ebene  Curve  und  in  den  gemeinsamen  Punkten  von 
beiden  Curven  findet  zwischen  dem  Kegel  und  der  Fläche  zweiten 
Grades  Berührung  statt;  durch  beide  Curven  geht  noch  ein  zweiter 
Kegel  zweiten  Grades.  Was  ergiebt  sich  daraus  für  den  Schlag- 
schatten, den  der  Band  einer  eben  abgeschnittenen 
Hohlkugel  die  von  Lichtstrahlen  aus  einem  Punkte 
oder  von  parallelen  Lichtstrahlen  beleuchtet  wird,  in 
ihr  Inneres  wirft?  Was  insbesondere  für  die  hohle  Halbkugel? 

Man  erkläre  die  Construction  in  Fig.  86.  In  welcher  Be- 
ziehung steht  die  Selbstschattengrenze  zu  dem  hier  constmierten 
Schlagschatten?  Sie  ist  normal  dazu.  (Schlagschatten  des  Durch- 
messers.) 
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12)  Gegeben  ein  einfaches  Hyperboloid  mit  horizontalen  Kreis« 
schnitten ;  man  bestimme  für  Licht  von  der  Bichtang  /  den  Schlag- 
schatten des  oberen  Horizontalschnittes  auf  die  Fläche  aus  seinen 
Schnitten  />|,  D^  mit  dem  Horizontalschnitt  und  den  Tangenten 
derselben,  so  wie  seinen  im  Lichtmeridian  liegenden  Punkten. 

13)  Wenn  aus  einem  Punkte  einer  Fläche  zweiten  Grades  ein 
Kegel  über  einem  ebenen  Querschnitte  derselben  beschrieben  wird, 
so  ist  die  Schnittcunre  desselben  mit  der  Diametralebene,  welche  zu 
dem  nach  seiner  Spitze  gehenden  Durchmesser  conjugiert  ist,  dem 
betreffenden  Diametralschnitte  ähnlich. 

14)  Man  erkläre  hieraus  die  stereographische  Projection 
(vergl.  §  34)  der  Erdoberfläche  und  yerzeichne  die  Bilder 
der  Breiten-  und  Längenkreise  von  10  zu  10^,  so  wie  die  Wende- 
und  Polarkreise  der  gegenüberliegenden  Halbkugel  a)  für  einen 
Punkt  des  Aequators,  b)  für  einen  Pol^  c)  für  einen  andern  Punkt 
der  Oberfläche  von  gegebener  Breite  und  Länge. 

Im  letzten  Falle  stelle  man  den  Durchmesser  des  gegebenen 
Punktes  parallel  OZ  und  die  Meridianebene  desselben  parallel  XOZ, 
Ein  Parallelkreis  F  erscheint  dann  in  der  Yerticalprojection  als  im 
ümriss  begrenzte  Normale  zu  der  der  Erdaxe  N"  S"  und  sein  Pol 
liegt  in  dieser;  etc.  Man  erhält  die  stereographische  Projection  in 
der  Grundrissebene.  Die  Bilder  der  Parallelkreise  sind  ein  Ereis- 
büschel  d.  h.  ein  System  von  Kreisen  mit  gemeinsamer  Badicalaxe 
oder  Potenzlinie  in  der  Spur  desjenigen  Parallelkreises^  der  durch 
das  Projectionscentrum  geht.  Die  vorigen  Btlschel  schneiden  ein- 
ander rechtwinklig.  Die  Bilder  der  Pole  sind  die  Kreise  vom  Badius 
•Null  in  demselben. 

15)  Der  Winkel  zweier  Eugeltangenten  in  demselben  Punkte 
ist  dem  Winkel  ihrer  stereographischen  Projectionen  gleich. 

16)  In  der  Projection  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  aus  einem 
beliebigen  Punkte  des  Baumes  auf  eine  beliebige  Ebene  als  Bildebene 
projicieren  sich  alle  ebenen  Schnitte  derselben  als  Kegelschnitte, 
die  einen  festen  Kegelschnitt  —  den  ümriss  der  Fläche  —  doppelt 
berühren  und  zwar  je  nach  einer  Sehne,  deren  Pol  in  Bezug  auf  sie 
die  Projection  des  Scheitels  desjenigen  Kegels  ist,  der  der  Fläche 
nach  dem  betreffenden  ebenen  Querschnitte  umgeschrieben  wird. 

Daraus  lassen  sich  zahlreiche  Constructionen  von  Kegelschnitten 
aus  Bedingungen  der  Doppelberührung  mit  gegebenen  ableiten. 
(Vergl.  §  32,  8  f.,  11.) 

17)  Wenn  zwei  Flächen  zweiten  Grades  einander 
nach  einem  Kegelschnitt  umgeschrieben  sind,  so  schnei- 
den die  Tangentialebenen  der  einen  in  jedem  ihrer 
Kreispunkte  die  andere,  wenn  reell,  in  Kegelschnit- 
ten, die  je  den  betreffenden  Kreispunkt  zum  Brenn- 
punkte haben. 

18}  Eine  Botationsfläche  zweiten  Grades  wird  von  den  Beruh- 
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rangsebenen  einer  ihr  eingeschriebenen  Kugel  nach  Kegelschniitlinien 
geschnitten,  die  den  Berührungspunkt  mit  jener  zum  Brennpunkte 
haben.  (Vergl.  §  9,  4.)  Kann  man  beide  Brennpunkte  eines  solchen 
Schnittes  in  der  Weise  der  angezogenen  Stelle  bestimmen? 

19)  Wenn  zwei  Flächen  zweiter  Ordnung  derselben  dritten 
nach  ebenen  Curren  umgeschrieben  sind,  so  schneiden  sie  sich  nach 
zwei  ebenen  Curven,  deren  Ebenen  mit  denen  der  Berührungscurven 
ein  Büschel  bilden  ^  —  denn  jede  durch  einen  Punkt  der  Durch- 
dringung und  die  Schnittlinie  der  Ebenen  der  Berührungscuryen 
gelegte  Ebene  schneidet  beide  Flächen  in  identischen  Kegelschnitten. 
(Vergl.  oben  6.) 

20)  Man  weise  in  den  betrachteten  Specialflülen  der  Durch- 
dringung von  zwei  Flächen  ^weiten  Grades  nach,  dass  vier  Kegel 
zweiten  Grades  durch  die  Curve  hindurchgehen.  (Vergl.  §  25.) 

21)  Man  construiere  die  Durchdringung  von  zwei  einfachen 
Hyperboloiden,  die  eine  Erzeugende  /  gemein  haben,  aus  dieser  und 
den  Erzeugenden  derselben  Schaar  /|p  /j^  fUr  das  eine  und  /jj,  /.^^ 
für  das  andere  —  mittelst  der  durch  /  gehenden  Ebenen  als  Ort 
der  Schnitte  der  Erzeugenden  Qu  und  §{%  in  denselben. 

22)  Wann  zerfällt  die  Eaumcurve  dritter  Ordnung,  in  welcher 
zwei  einfache  Hyperboloide  sich  schneiden,  die  eine  Erzeugende 
gemein  haben,  in  drei  gerade  Linien?  (Vergl.  38,  10.) 

23)  Welchen  Bedingungen  muss  die  Darstellung  von  zwei  ein- 
fachen Hyperboloiden  mit  einer  gemeinsamen  Erzeugenden  in  Cen- 
tralprojection  und  in  Parallelprojcction  respective  genügen,  damit 
die  Durchdringung  eine  cubische  Ellipse  oder  Hyperbel  werde? 

24)  Man  verzeichne  zu  einem  gegebenen  einfachen  Hyperboloid 
ein  zweites,  welches  eine  Erzeugende  mit  ihm  gemein  hat  und  als 
Restdurchdringnng  eine  cubische  Parabel  mit  ihm  hervorbringt. 

45.  Wenn  die  Durchdringungscurve  von  zwei 
Flächen  zweiter  Ordnung  eine  Raumcurve  vierter 
Ordnung  iht  —  wir  setzen  voraus,  dass  sie  keinen  Doppel- 
punkt besitze,  also  dass  keine  Berührung  der  Flächen  statt- 
findet, und  dass  auch  nicht  die  eine  der  beiden  Flächen  eine 
Kegelfläche  zweiten  Grades  ist,  deren  Doppelpunkt  in  der 
andern  liegt  (vergl.  §  25)  —  so  besitzt  sie  für  sich  wie 
für  ihre  developpable  Fläche  Symmetrie- Eigen- 
schaften, die  wir  auf  folgendem  Wege  erkennen. 

Wir  wissen,  dass  durch  centrische  Collineation  aus  der 
Kugel  alle  Nichtregelflächen  zweiten  Grades  und  aus  dem 
gleichseitigen  einfachen  Rotationshyperboloid  das  allgemeine 
einfache  Hyperboloid  und  das  hyperbolische  Paraboloid  abge- 
leitet  werden   können,  und  dass  bei  diesem   Uebergange  alle 
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projectivischen  Eigenschaften  ungestört  bleiben.  Wenn  wir 
also  die  leicht  erkennbaren  Symmetrien  entwickeln^  welche 
die  Durchdringung  einer  allgemeinen  Fläche  zweiter  Ordnung 
mit  einer  concentrischen  Kugel  besitzt,  so  gelangen  wir  durch 
den  Uebergang  zur  centrisch  collinearen  Figur  dieses  Systems 
zu  der  Erkenntniss  allgemeiner  Symmetrie-Eigenschaften  einer 
Durchdringung  von  zwei  Flächen  zweiter  Ordnung,  von  denen 
wenigstens  die  eine  eine  ^Jichtregelfläche  ist.  Betrachten 
wir  dagegen  die  Durchdringung  einer  allgemeinen  Fläche 
zweiter  Ordnung  mit  einem  concentrischen  einfachen  Rota- 
tionshyperboloid, dessen  Rotationsaxe  mit  einer  Axe  der 
ersten  Fläche  zusammenfällt ,  so  erkennen  wir  daraus  Sym- 
metriegesetze einer  Durchdringung  von  zwei  Flächen  zweiter 
Ordnung,  von  denen  wenigstens  die  eine. eine  Regelfiäche  ist. 
Die  Untersuchung  der  beiden  einfachen  -  offenbar  durch 
das  Vorhandensein  eines  beiden  Flächen  gemeinsamen  Qua- 
drupels harmonischer  Pole  in  den  Richtungen  der  drei  Axen 
und  dem  Mittelpunkte  charakterisierten  —  Fälle  erfordert  aber 
wesentlich  die  gleichen  Mittel  und  giebt  die  gleichen  Resul- 
tate. Sei  die  allgemeine  Fläche  zweiter  Ordnung  so  gestellt, 
dass  ihre  Axen  den  Projectionsaxen  parallel  und  speciell  die 
Rotationsaxe  parallel  OZ  ist,  so  schneidet  eine  zur  Ebene 
ÄOY  parallele  Hilfsebene  die  eine  Fläche  in  einem  Kegel- 
schnitt mit  zu  OXy  OY  respective  parallelen  Axen  und  die 
andere  Fläche  in  einem  concentrischen  Kreise.  Die  Schnitt- 
punkte beider  liegen  in  Paaren  auf  Parallelen  zu  OA*  und  0Y\ 
die  zogehörigen  Tangentialebenen  der  einen  wie  der  andern 
Fläche  schneiden  sich  in  Paaren  in  den  respective  zu  YOZ ^ 
XOZ  parallel  liegenden  gemeinsamen  Hauptebenen.  Fügt 
man  aber  sodann  zu  dieser  Hilfsebene  eine  zweite  zu  XOY 
parallele;  welche  vom  gemeinsamen  Mittelpunkte  M  der  Flächen 
ebenso  weit  wie  die  vorige,  aber  nach  der  entgegengesetzten  Seite 
absteht;  so  schneidet  dieselbe  die  allgemeine  Fläche  zweiter 
Ordnung  in  einem  dem  vorher  gebildeten  gleichen  Kegelschnitte 
und  die  andere  in  einem  dem  vorigen  gleichen  Kreise,  welche 
beide  ihre  ersten  Projectionen  mit  den  vorigen  zusammen- 
fallend haben  ;  für  ihre  Tangentialebenen  gelten  die  nämlichen 
Bemerkungen  wie  vorher.  Zwei  solche  Hilfsebenen  liefern 
somit  acht  Punkte  1,  2;  ...  8  (Tafel  XII)  der  Durchdringungs« 
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curve,  welche  die  Ecken  eines  rechtwinkligen  mit  seinen  Ean*- 
ten  den  Projectionsaxen  parallelen  Parallelepipedes  bilden^  also 
Tiermal  in  Paaren  je  auf  Geraden  parallel  den  Projectionsaxen 
und  respectiye  durch  den  gemeinsamen  Mittelpunkt  M  der 
Flächen  liegen.  Von  diesen  vier  Punkten  aus  wird  so- 
mit die  Durchdringungscurve  durch  Kegel  zweiten 
Grades  projiciert.    (Vergl.  §  25.) 

Die  Tangentialebenen  der  einen  wie  der  andern  Fläche 
in  diesen  acht  Punkten  bilden  je  ein  Octaeder  ABCDEF^ 
Af  B^  Cy  Dy  E^  F, ,  welches  seine  Ecken  paarweise  in  den  Axen 
und  seine  Kanten  zu  je  vier  in  den  gemeinsamen  Hauptebenen 
hat.  Die  Durchschnittslinien  entsprechender  Paare  ihrer  Flä- 
chen, welche  die  Tangenten  der  Durchdringungscurve  in  den 
gewonnenen  Punkten  sind,  schneiden  sich  also  paarweise  ent- 
weder in  einer  der  Hauptebenen  oder  sie  sind  parallel,  d«  h. 
schneiden  sich  in  der  unendlich  fernen  Ebene.  Und  zwar  ist 
die  ZM  ÄOV  parallele  Hauptebene  der  Ort  der  Schnittpunkte 
der  Tangentenpaare  in  Punkten,  welche  auf  Geraden  aus  der 
Richtung  von  OZ  liegen,  die  zu  FOZ  parallele  von  solchen, 
deren  Berührungspunkte  auf  Geraden  in  der  Richtung  von  OXj 
die  zu  ZOX  parallele  von  solchen,  deren  Berührungspunkte 
auf  Geraden  von  der  Richtung  der  0  F,  die  unendlich  ferne  Ebene 
endlich  von  solchen,  deren  Berührungspunkte  auf  Geraden  aus 
M  gelegen  sind.  Die  developpable  Fläche  der  Durch- 
dringungscurve  hat  also  in  den  Hauptebenen  und  der 
unendlich  fernen  Ebene  vier  ebene  Doppelcurven. 
In  der  Figur  der  Tafel  XH  sind  die  Schnittpunkte  der  Tan- 
genten der  Durchdringungscurve  in  den  Punkten  1,  ...  8  ein- 
getragen und  bezeichnet  durch  T^^,  J^^,  T^g,  T^^  (diese  liegen 
in  der  Ebene  ABEF  und  entsprechen  dem  doppelt  projicie- 
renden  Kegel  aus  dem  Scheitel  Z);  Tjj,  Jjg,  Jj^,  T^g  (in  der 
Ebene  CDEF^  dem  Kegel  aus  J^  entsprechend);  Tj^,  ^23 7  ^58« 
Te7  (in  AB  CD  für  den  Kegel  aus  Z)\  ^,7,  T^g,  T35,  T^g  (un- 
endlich fern,  dem  Kegel  aus  M  entsprechend).  Die  Curve  hat 
vier  reelle  Punkte  I,  •  •  lY  mit  der  Ebene  ABCD  und  vier 
reelle  Punkte  P,  .  .  IV*  mit  der  Ebene  ABEF  gemein,  indes 
die  Punkte  derselben  in  den  Ebenen  der  beiden  andern  Dop- 
pelcurven  nicht  reell  sind;  jene  sind  die  Punkte  der  acht  reellen 
stationären  Ebenen  der  Curve.  (Yergl.  §  25,  0  und  Tafel  III.) 
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Die  Doppelcurven  gehen  von  da  nach  T53,  TQ^,  T^^,  T^^  resp. 
in  AB  CD  und  nach  Jg«,  Jyg,  T^^,  T^^  ^^  ABB  F. 

Oder  die  Scheitel  der  doppelt  umgeschriebenen 
Kegel  der  DurchdringHngscurve  sind  die  Punkte 
des  gemeinsamen  Quadrupels  harmonischer  Pole  in 
beiden  Flächen;  die  Ebenen  der  doppelt  einge- 
schriebenen Curven  der  Developpabeln  derselben 
sind  die  Ebenen  desselben  Quadrupels  und  zwar 
gehört  zu  jedem  Scheitel  die  Gegenfläche  des  Qua-^ 
drupels  als  Ebene  der  bezüglichen  Doppelcurve  und 
umgekehrt. 

Man  erhält  ganz  die  analogen  Resultate  für  zwei  allge- 
meine Flächen  zweiter  Ordnung,  welche  concentrisch  sind, 
indem  man  Hilfsebenen  benutzt,  welche  zu  einer  der  Ebenen 
des  ihnen  gemeinsamen  Systems  conjugierter  Durchmesser 
(vergl.  §  42,  22)  parallel  und  symmetrisch  sind. 

Gehen  wir  sodann  von  dem  betrachteten  System  zu  einem 
mit  ihm  centrisch  collinearen  System  über,  so  haben  wir  in 
demselben  zwei  allgemeine  Flächen  zweiter  Ordnung  mit  dem 
gemeinsamen  Quadrupel  harmonischer  Pole  M^y  JT, ,  F|,  Zj 
—  für  -l'i ,  F, ,  Z|  als  die  Bilder  der  Richtungen  der  Axen  des 
Originalsystems  —  und  ihre  Durchdringung,  mit  den  Schei- 
teln deir  doppelt  projicierenden  Kegel  in  M^y  X^^  J^, ,  Z^  und 
den  entsprechenden  Ebenen  der  Doppelcurven  der  Develop- 
pabeln X^Y^Z^,  -^i^i^i,  Z^M^X^,  M^X^Y^.  Im  Einzelnen 
treten  an  Stelle  der  z\x  XOY  parallelen  und  zum  Centrum  M 
symmetrischen  Hilfsebeuen  Ebenenpaare  des  Büschels  aus  X^  F, , 
welche  zu  den  Ebenen  X^  J",  Z,  und  X^  Y\  M^  harmonisch  con- 
jugiert  sind;  die  zweimal  vier  Schnittpunkte  in' denselben  liegen 
in  Paaren  je  viermal  auf  einerlei  Erzeugenden  der  Kegel  von 
den  Scheiteln  JT, ,  Y^^  Z^  und  M^  und  die  zugehörigen  Tan- 
genten der  Durchdringungscurve  schneiden  sich  in  entspreche 
enden  Paaren  je  viermal  in  Punkten  der  Ebenen  Y^Z^M^, 
X^Z^M^,  X^Y^M^  und  X^Y^Z^-,  etc. 

Man  zeigt  mit  Leichtigkeit,  dass  jede  Gerade,  welche 
von  einem  Pol  mit  einerlei  Polarebene  in  beiden  Flächen  nach 
einem  Punkte  ihrer  Schnittcurve  geht,  noch  einen  zweiten 
Punkt  derselben  enthalten  muss  und  dass  die  entsprechenden 
Tangenten    derselben  sich  in  einem  Punkte  jener  Polarebene^ 

23* 
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die  zugehörigen  Schmiegungsebenen  sich  also  in  einer  Geraden 
derselben  schneiden,  (lo.) 

Man  kann  auch  wie  im  §  25  von  der  Verbindungslinie 
der  scheinbaren  Doppelpunkte  des  Bildes  der  Durchdringungs- 
curve  ausgehen,  die  man  auch  hier  aus  den  gleichen  Gründen 
wie  a.  a.  0.  als  das  Bild  der  Durchschnittslinie  der  Polar« 
ebenen  des  Projectionscentrums  in  Bezug  auf  die  beiden  Flächen 
zweiten  Grades  erhält.  Sie  wird  also  nur  dann  unbestimmt, 
oder  jede  Gerade  der  Tafel  ist  Verbindungslinie  zweier  Doppel- 
punkte des  Bildes  der  Durchdringung  d.  h.  dieses  Bild  ist  ein 
Kegelschnitt,  wenn  die  beiden  Polarebenen  des  Projections- 
centrums in  den  sich  durchdringenden  Flächen  zusammen- 
fallen. Es  ist  nicht  schwer,  die  Disposition  der  Bestimmungs- 
elemente so  zu  machen;  dass  diess  eintritt.   (§  41.) 

In  Allem:  Die  Durchdringungsourve  von  zwei 
Flächen  zweiter  Ordnung  ist  identisch  mit  der  Durch- 
dringungsourve von  zwei  Kegeln  zweiter  Ordnung; 
es  lassen  sich  höchstens  vier  solche  Kegel  durch 
diese  Durchdringungsourve  legen.    (Vergl.  §  25.) 

Die  Bequemlichkeit  und  insbesondere  die  Genauigkeit  ihrer 
Construction  hängen  von  der  Kenntniss  des  gemeinsamen  Qua- 
drupels beider  Flächen  ab.  Ist  dasselbe  bekannt^  so  genügt  ein 
Punkt  der  Durchdringungscurve  und  seine  Tangente  zur  voll- 
sl^digen  Construction  derselben,  weil  sie  durch  ihre  Projectionen 
die  Spuren  der  doppelt-projicierenden  Kegel  aus  den  Quadrupel- 
ecken auf  die  Gegenflächen  bestimmen.  (VergL  I;  §  32,  iif.) 
Zu  seiner  Bestimmung  führt  z.  B.  die  folgende  Betrachtung,  die 
natürliche  Verallgemeinerung  der  Construction  des  §  42,  spec.  23. 

Man  habe  drei  Strahlen  ff{*,  g^y  g^  aus  einem  Punkte, 
die  nicht  in  einer  Ebene  liegen,  oder  in  einer  £bene,  die  nicht 
durch  einen  Punkt  gehen,  und  betrachte  sie  als  Punktreihen 
resp.  als  Ebenenbüschel.  Jedem  Punkte  entspricht  ein  Paar 
von  Polarebenen  in  beiden  Flächen,  und  somit  eine  Gerade  als 
ihm  gemeinschaftlich  conjugiert ;  den  Punkten  einer  Reihe  g^ 
entsprechen  die  Schnittlinien  der  entsprechenden  Ebenen  zweier 
projecti vischen  Büschel  der  Polarebenen,  deren  Scheitelkanten 
*  die  conjugierten  Geraden  g^^  gn  der  Reihen  in  beiden  Flächen 
sind,  also  die  Erzeugenden  U  eines  einfachen  Hyperboloids;  so 
entsprechen  den  drei  Reihen  ^,*,  g^,  g^*  die  Regeischaaren  / 
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der  einfachen  Hyperboloide  G, ,  Gj ;  O3 .  Weil  aber  die  g?  einen 
Punkt  gemein  haben,  so  enthalten  alle  diese  Hyperboloide  die 
doppelt  conjugierte  Gerade  /  dieses  Punktes  und  sehneiden 
sich  somit  in  drei  Raumcurven  dritter  Ordnung»  die  einander 
in  den  gemeinsamen  Puukten  aller  drei  Hyperboloide  begegnen 
müssen.  Ist  iHf  ein  gemeinschaftlicher  Punkt  derselben,  so  gehen 
durch  M  drei  Gerade  der  Begelschaaren  /  und  durch  diese  wird 
ihm  in  ^j*,  g^^  g^  je  ein  von  ihrem  Schnittpunkte  verschie- 
deuer  Punkt  als  gemeinsam  conjugiert  zugeordnet,  so  dass  ihm 
in  beiden  Flächen  dieselbe  Polarebeue,  die  Ebene  dieser  drei 
Punkte,  entspricht.  Nach  dem  Vorigen  kann  die  Zahl  solcher 
Punkte  nur  vier  sein,  und  sie  bilden  das  gesuchte  Quadrupel. 
(Vergl.  auch  Theil  HI.)  Ihre  Realität  wird  aus  der  Anschauung 
des  durch  die  üurve  gehenden  Büschels  von  Flächen  zweiten 
Grades  erkannt.  (4,  7,  28.) 

Nach  §  44,  21  würde  die  Construction  dieser  Punkte  so- 
mit in  folgender  Weise  geschehen.  Ist  0  der  gemeinsame 
Punkt  von  ^,*,  ^2*  ^3*  1™  Büschel  und  lo  die  ihm  entspre- 
chende  gemeinschaftlich  conjugierte,  so  wähle  man  auf  gy* 
zwei  Punkte  1,  2  beliebig  und  construiere  die  gemeinsam  con- 
jugierten  /„,  l^^  in  der  Regelschaar  Ä/;  ebenso  zwei  Punkte 
1,  2  auf  g^  und  construiere  l^^y  1^2  in  Rn\  endlich  zu  den 
Punkten  1,  2  in  g^  die  /jg,  /jg  in  Rm.  Nun  drehe  man  um 
lo  eine  Ebene,  bestimme  in  jeder  ihrer  Lagen  E,*  ihre  Schnitt- 
punkte mit  /ji,  /21  und  deren  Verbindungsgerade  ga,  ebenso 
ihre  Schnittpunkte  mit  /,2,  I22  und  deren  Verbindungslinie  guy 
endlich  ihre  Schnittpunkte  mit  /,3,  l^^  und  die  Verbindungs- 
linie ga  derselben.  Die  Punkte  ga,  ga\  ^a,  ^0;  ^0,  ga  ge- 
hören den  drei  Raumcurven  dritter  Ordnung  C^,  67, ,  C^  an, 
deren  Schnittpunkte  die  Punkte  des  Quadrupels  sind.  Man  ver- 
folgt zwei  derselben  z.  B.  die  beiden  ersten ;  tritt  für  zwei  be- 
nachbarte Ebenen  £<,  E^  ein  Ordnungswechsel  der  zugehörigen 
Punkte  ein,  so  liegt  in  einer  Ebene  zwischen  denselben  ein 
Punkt  des  Quadrupels.  Man  construiert  daher  beide  Curven  nur 
in  der  Nachbarschaft  ihrer  Schnittpunkte. 

Die  dualistische  Construction  von  drei  Ebenenbüscheln  aus, 
deren  Scheitelkanten  in  einer  Ebene  liegen  ohne  durch  einen 
Punkt  zu  gehen,  liefert  direct  die  Flächen  desselben. 

1)  Man  zeichne  in  Tafel  XII  die  Spuren  der  doppelt  projicie- 
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renden  Kegel  der  Durchdringungscurve  aus  X^ »  ^oo  i   ^«  iß  ^^^ 
Ebenen  yz^  zx^  xy  respective  ein^ 

2)  Man  construiere  die  Durchdringung  eines  Cy linders  vom 
zweiten  Grade  mit  einer  durch  den  zu  ihm  parallelen  Durchmesser 
und  den  zu  diesem  conjugierten  Diametralschnitt  bestimmten  Fläche 
zweiten  Grades,  wenn  der  Querschnitt  des  Cylinders  mit  der  letzten 
Diametralebene  gegeben  ist.  (Für  die  Construction  der  fehlenden 
Ecken  des  Quadrupels  siehe  16)  f.  unten.)  Insbesondere  für  das 
elliptische  Paraboloid  und  einen  coaxialen  Botationscjlinder  —  wo 
die   eine   Projection   der  Curve  in  Lemniscatenform  erscheint. 

3)  Nach  den  Ent Wickelungen  des  Textes  und  mit  Bezug  auf 
§§  22  f.  hat  die  Durchdringungscurve  von  zwei  Flächen  zweiter 
Ordnung  im  Allgemeinen  die  Charactere  »i  =  4,  ^=«8,  r=a8 
(§  23,  14)  und  muss  also  nach  den  Anmerk.  der  §§  22  und  23 
auch  deshalb  wesentlich  identisch  sein  mit  der  dort  studierten  Durch- 
dringungscurve von  zwei  Kegelflächen  zweiten  Grades. 

4)  Die  Durchdringungscurve  von  zwei  Flächen  zwei- 
ter Ordnung  bestimmt  mit  jedem  Punkte  P  des  Baumes 
eine  Fläche  zweiter  Ordnung,  welche  sie  ganz  enthält. 
Denn  alle  die  Kegelschnitte  der  besagten  Fläche  mit  den  Ebenen 
des  Bündels  aus  P  sind  linear  bestimmt^  nämlich  durch  P  und  die 
vier  Punkte  der  Durchdringungscurve  in  der  betrachteten  Ebene. 
Durch  eine  solche  Curve  gehen  also  unendlich  viele  Flächen  zweiter 
Ordnung,  deren  Gesammtheit  als  ein  Flächenbüschel  zweiter 
Ordnung  bezeichnet  wird.  In  diesem  Büschel  bilden  die  doppelt 
projicierenden  Kegel  der  Curve  die  Uebergangsformen  zwischen  ein- 
fachen und  zweifachen  Hyperboloiden  analog  wie  in  §  32.  (Vergl. 
Tafel  XII,  von  dem  Kegel  aus  M  aus.)  Sind  nur  zwei  von  ihnen 
reell,  so  finden  die  Uebergänge  statt  von  zweifachen  Hyperboloiden 
durch  den  einen  Kegel  zu  einfachen  und  von  diesen  durch  den 
zweiten  Kegel  zu  den  zweifachen  zurück.  Sind  alle  vier  Kegel  reell, 
so  haben  wir  zwei  Serien  einfacher  Hyperboloide  H]),  H,2  und 
ebenso  zwei  Serien  zweifacher  EL^i ,  H22;  und  wenn  der  erste  Kegel 
den  Uebergang  bildet  von  Hj]  zu  Hjf  ^  der  zweite  von  Hji  zu  H,2, 
so  giebt  der  dritte  den  von  H,2  zu  H22  und  der  vierte  den  von 
H22  zu  H,,  zurück.  Die  Paraboloide  (13)  machen,  wenn  elliptisch, 
den  Uebergang  von  zweifachen  Hyperboloiden  zu  Ellipsoiden  und 
von  diesen  zu  jenen;  wenn  hyperbolisch  aber  den  Uebergang  von 
einfachen  wieder  zu  einfachen  Hyperboloiden  yon  anderer  Lage. 

5)  Wenn  beide  Flächen  sich  in  einem  Punkte  berühren,  oder 
wenn  die  eine  ein  Kegel  ist,  dessen  Spitze  auf  der  andern  liegt,  so 
iijt  dieser  ein  Doppelpunkt  der  Durchdringungscurve  und  ein  Punkt 
der  Doppelcurve  ihrer  Developpabeln.  Die  Charaktere  der  Durch- 
dringung sind  die  in  §  24^  14  unter  a)  gegebenen.  Unter  den  Flächen 
zweiter  Ordnung,  welche  die  Punkte  des  Raumes  mit  dieser  Curve 
bestimmen,  sind  drei  Kegel  zweiten  Grades.    (Vergl.  §§  20,  25.) 
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Die  gemeinsame  Berührungsebene  aller  dieser  Flächen  im  Doppel- 
punkt schneidet  dieselben  in  Paaren  erzeugender  Oeraden^  welche 
eine  Involution  bilden,  deren  Doppelstrahlen  die  Tangenten  der 
Curve  im  Doppelpunkte  sind. 

6)  Eine  Fläche  zweiten  Grades  und  ein  Kegel  zweiten  Grades, 
dessen  Spitze  in  jener  liegt  und  der  von  der  entsprechenden  Tan- 
gentialebene der  Fläche  zugleich  berührt  wird,  schneiden  einander 
in  einer  Baumcurve  vierter  Ordnung,  die  einen  Bückkehrpunkt  in 
jenem  Punkte  hat.  Ihre  Charaktere  sind  die  unter  c)  am  vorher 
angeführten  Orte  angegebenen.  (Vergl.  20.) 

Die  Baumcurve  vierter  Ordnung  mit  Bückkehrpunkt  bestimmt 
mit  jedem  Punkte  des  Baumes  eine  Fläche  zweiten  Grades.  Die 
ihnen  allen  gemeinsame  Berührungsebene  im  Bückkehrpunkt  M* 
(vergl.  Fig.  53)  schneidet  diese  Flächen  in  Paaren  von  geraden 
Erzeugenden,  die  mit  den  Berührungserzeugenden  der  Kegel  MS^ 
und  M*S*  harmonische  Gruppen  bilden,  so  dass  diese  die  Dop- 
pelstrahlen der  Involution  von  jenen  sind.  Die  stationäre  Ebene 
schneidet  sie  in  einem  Büschel  von  Kegelschnitten,  die  sich  im  ent- 
bprechenden  Punkte  vierpunktig  osculieren. 

7)  Eine  Baumcurve  dritter  Ordnung  und  eine  sie  zweimal 
schneidende  Gerade  bestimmen  mit  jedem  Punkte  des  Baumes  eine 
Fläche  zweiter  Ordnung,  welche  beide  ganz  enthält.  Zwei  Flächen 
dieses  Büschels  sind  Kegelfiächen,  alle  übrigen  Begelflächen  zweiten 
Grades.  (Vergl.  §  21.)  Wie  modificiert  sich  diess  für  den  Fall,  wo 
die  Gerade  die  Baumcurve  berührt? 

8)  Das  Büschel  von  Flächen  zweiten  Grades  mit  einer  Grund- 
curve  aus  zwei  Kegelschnitten,  welche  sich  in  zwei  reellen  oder 
nicht  reellen  Punkten  schneiden,  oder  welche  sich  in  einem  Punkte 
berühren,  haben  wir  in  §  32  in  der  Specialform  des  Büschels 
der  parsJlelazigen  gleichseitigen  Botationshjperboloide  eingehend 
untersucht  und  weiterhin  auf  die  entsprechende  pixjectivisch  allge- 
meine  Form  hingewiesen.  Wir  haben  eben  dort  auch  die  Möglich- 
keit weiterer  Specialisierung  der  Grundcurve  schon  gesehen:  Ein 
doppelt  zählender  Kegelschnitt  —  wenn  die  Hyperboloide  einerlei 
Axe  und  Mittelpunkt  haben  —  wird  ein  Kegelschnitt  und  ein 
Paar  von  geraden  Linien,  die  einander  schneiden  und  deren  jede 
auch  jenen  einmal  trifft  —  im  Falle  der  einander  berührenden  Hy- 
perboloide; dieser  Fall  mit  der  weiteren  Speoialität,  wo  der  Kegel- 
schnitt durch  den  Schnitt  des  Linienpaares  geht  und  von  der  Ebene 
desselben  berührt  wird. 

Es  ist  ersichtlich,  dass  sich  daran  die  Fälle  der  Grundcurve 
als  windschiefes  Vierseit  mit  seinen  beiden  Specialformen  schliessen, 
der  ersten,  wo  ein  Paar  seiner  Gegenseiten  unendlich  nahe  zusammen- 
gerückt ist  —  also  eine  doppelt  zählende  Gerade  d.  h.  ein  wind- 
schiefes Flächenelement  (vergl.  §  54)  und  zwei  sie  schneidende  zu 
einander  windschiefe  Gerade ;  und  der  zweiten,  wo  jenes  bei  beiden 
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Paaren  der  Gegenseiten  des  windschiefen  Viersei ts  eingetreten  ist 
oder  die  Grundeurve  aus  zwei  sich  schneidenden  doppelt  zählenden 
Geraden  besteht.  Bei  noch  weiterer  Specialisierung  erhält  man 
Büschel  ohne  allgemeine  Flächen  zweiten  Grades,  also  von  Kegeln 
mit  einerlei  Mittelpunkt,  etc. 

9)  Von  einem  Punkte  P  des  Baumes  aus  gehen  zwei  Gerade, 
welche  die  Durchdringungscurve  zweier  Flächen  zweiter  Ordnung  je 
zweimal  schneiden  —  nämlich  die  beiden  Erzeugenden  der  Fläche 
zweiter  Ordnung  aus  Pj  welche  von  der  Durchdringungscurve  be- 
stimmt ist.  Also  ist  Ä  =  2.  (Vergl.  §  23,*14;  §  22,  c.)  Man  sieht 
aber,  dass  die  Doppelpunkte  des  Bildes  einer  solchen  Curve  auch 
nicht  reell  sein  können,  und  ferner,  dass  nicht  einer  von  ihnen 
allein  reell  sein  kann;  sie  sind  reell,  wenn  die  durch  das  Projec- 
tionsoentvum  nach  der  Curve  gehende  Fläche  zweiter  Ordnung  eine 
Regelfläche  ist.  (Vergl.  Fig.  47,  48  und  Tafel  III.)  Wann  fallen  sie 
zusammen  ?  Die  nähere  Erörterung  für  die  zwölf  besonderen  Fälle, 
die  in  den  Beisp.  5 — 8  aufgezählt  sind,  ist  zu  empfehlen. 

10)  Die  Polarebenen  von  P  in  zwei  Flächen  zweiter  Ordnung 
schneiden  sich  in  einer  Geraden  p^  welche  mit  P  eine  Ebene  be- 
stimmt, die  die  Durchdringungscurve  derselben  in  vier  Punkten 
so  durchschneidet,  dass  dieselben  zweimal  in  Paaren  auf  Greraden 
aus  P  liegen.  (Vergl.  §  26.)  Die  Spur  von  Pp  ist  die  Verbind- 
ungsgerade der  scheinbaren  Doppelpunkte  des  Curvenbildes  auch 
im  Falle  ihrer  Isoliertheit. 

11)  Die  Polarebenen  eines  Punktes  P  in  Bezug  auf 
alle  Flächen  eines  Flächenbüschels  zweiter  Ordnung 
bilden  ein  Ebenenbüschel,  d.  h.  sie  schneiden  sich  in 
einer  Geraden  p, 

12)  Die  Polarlinien  einer  Geraden  P^P^  in  Bezug 
auf  alle  Flächen  eines  Büschels  zweiter  Ordnung  bilden 
die  eine  Begelschaar  eines  einfachen  Hyperboloides  — 
denn  sie  liegen  in  den  entsprechenden  Paaren  der  Ebenen  der  zwei 
projectivischen  Ebenenbüschel  von  den  Scheitelkanten  p^  und  p^ 
(nach  11),  der  Polarlinien  von  P^  und  P^. 

13)  Die  Pole  einer  Ebene  P^P^P^  in  Bezug  auf  alle 
Flächen  eines  Büschels  zweiter  Ordnung  bilden  eine 
Baumcurve  dritter  Ordnung  C^  —  denn  sie  liegen  in  den 
Temen  der  entsprechenden  Ebenen  von  drei  projectivischen  Ebenen- 
büscheln von  den  Scheitelkanten  P],  pjt  P%i  ^^^^  ^^^  bilden  die 
Durchdringungscurve  von  zwei  einfachen  Hyperboloiden  mit  einer 
gemeinsamen  Erzeugenden,  z.  B.  p^^  wenn  die  von  den  Büscheln 
um  P|,  p^\  Pj,  p^  erzeugten  gewählt  sind.  (Vergl.  §  44.) 

Die  Durchschnittspunkte  der  Ebene  P,  P^  P^  mit  der  zugehörigen 
Curve  C^  der  Pole  sind  die  Berührungspunkte  derselben  mit  Flächen 
des  Büschels ;  nach  dem  Vorigen  werden  sie  auch  erhalten  als 
Schnittpunkte  der  Gegenseitenpaare  des  Vierecks,  welches  die  vier 
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Schnittpunkte  der  Ebene  mit  der  Durchdringungscurve  der  Flächen 
zu  Ecken  hat.  Nach  der  ersten  Constniction  ist  entweder  nur  einer 
von  ihnen  reell  oder  es  sind  alle  drei  reell.  Wir  sagen,  dass  in  einem 
Büschel  Yon  Flächen  zweiten  Grades  im  Allgemeinen  drei  Flächen 
existieren^  die  eine  gegebene  Ebene  berühren.  Dass  zwei  von  ihnen 
eine  gegebene  Gerade  berühren  ist  nach  I^  §  25,  4  offenbar. 

Insbesondere  bilden  die  Mittelpunkte  der  Flächen  des 
Büschels,  als  Pole  der  unendlich  fernen  Ebene  in  ihnen,  eine 
Curve  dritter  Ordnung  (vergl.  14)  und  ea.  giebt  im  Allgemeinen 
drei  Flächen  im  Büschel,  welche  ihre  Mittelpunkte  in  einer  gege- 
benen Ebene  haben;  ebenso  drei  Paraboloide. 

14)  Man  zeige,  wie  die  Polcurve  dritter  Ordnung  zerfällt,  wenn 
die  Polarebene  durch  eine  Ecke  des  Quadrupels  geht,  und  wie  beim 
Durchgange  durch  zwei  Ecken  derselben.  Wir  haben  in  §  32  den 
Mittelpunktsort  der  Flächen  des  Büschels  als  eine  gerade  Linie 
kennen  gelernt,  in  dem  Falle,  wo  die  unendlich  ferne  Ebene  zwei 
Ecken  des  gemeinsamen  Quadrupels  entbält. 

15)  Wenn  von  den  Punkten  des  gemeinsamen  Quadrupels  har- 
monischer Pole  zweier  Flächen  zweiter  Ordnung  drei  bekannt  sind, 
so  findet  man  den  vierten  als  den  gemeinsamen  Pol  ihrer  Ebene  in 
.beiden  Flächen. 

16)  Wenn  von  den  Punkten  des  gemeinsamen  Quadrupels  har- 
monischer Pole  zweier  Flächen  zweiter  Ordnung  zwei  bekannt  sind, 
so  liegen  die  beiden  andern  in  der  Polare  ihrer  Verbindungslinie 
für  beide  Flächen  und  sind  das  gemeinsame  Paar  der  Involutionen 
harmonischer  Pole,  welche  die  flächen  in  dieser  Geraden  bestim- 
men. Sie  sind  also  entweder  beide  reell  oder  beide  nicht  reell^ 
wie  in  §  25.  Im  letzten  Falle  zeigen  die  Bilder  der  Curve  nur  zwei 
Paare  von  Doppeltangenten  wie  in  §  26. 

17)  Wenn  von  den  Punkten  des  gemeinsamen  Quadrupels  einer 
bekannt  ist,  so  liegen  die  drei  andern  in  der  gemeinschaftlichen 
Polarebene  desselben  in  beiden  Flächen  und  bilden  das  gemeinsame 
Tripel  harmonischer  Pole  (I,  §  32)  für  die  beiden  Kegelschnitte, 
welche  diese  mit  den  beiden  Flächen  gemein  hat. 

18)  Man  erläutere  die  Methode  der  Construction  der  Axen  einer 
Fläche  zweiter  Ordnung  in  §  42  als  einen  Specialfall  der  vorigen 
allgemeinen  Construction.  (Vergl.  §  40,  13.) 

Die  Construction  geht  dort  in  der  unendlich  fernen  Ebene  als 
in  der  Polarebene  des  Centrums  vor  sich  und  wird  an  dem  aus 
diesem  beschriebenen  Bündel  über  ihr  ausgeführt.  Wir  wissen  (Art. 
42,  ll),  dass  es  sich  darum  handelt,  für  den  unendlich  fernen 
Querschnitt  der  Fläche  und  den  unendlich  fernen  imaginären  Kreis 
(als  Querschnitt  der  concentrischen  Kugel)  das  gemeinsame  Tripel 
harmonischer  Pole  und  Polaren  zu  construieren ;  und  offenbar  ist  die 
entwickelte  Construction  folgendermassen  anders  ausdrückbar:  Wir 
denken  die  beiden  Kegelschnitte  oder,  da  die  Construction  von  ihrer 
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Bealität  nicht  abhängen  darf,  die  beiden  ebenen  Polarsysteme  gege- 
ben, welche  sie  bestimmen,  d.  i.  zn  denen  sie  als  Directrixcarven  ge- 
hören ;  wir  lassen  einen  Punkt  eine  gerade  Reihe  g  durchlanfen  und 
bestimmen  als  Schnittort  der  entsprechenden  Strahlen  ihrer  Polaren- 
büachel  die  Kegelschnittbahn  Qt  des  in  beiden  Systemen  zugleich  zu 
ihm  conjugierten  Punktes ;  wir  thun  dasselbe  für  eine  zweite  gerade 
Reihe  h  mit  dem  Kegelschnitte  H. 

Dann  bilden  die  drei  Punkte,  welche  G  und  H  ausser  dem  dem 
Punkte  (^,  K)  doppelt  ^^jugierten  mit  einander  gemein  haben,  das 
gemeinsame  Tripel  der  harmonischen  Pole.  Ihre  Verbindungslinien, 
das  gemeinsame  Tripel  der  harmonischen  Polaren^  können  direct  durch 
die  entsprechende  Construction  gefunden  werden,  wo  man  zu  den 
Strahlen  zweier  Büschel  die  Kegelschnittenveloppen  der  ihnen  ge- 
meinsam conjugierten  Strahlen  ermittelt  imd  die  drei  gemeinsamen 
Taugenten  derselben  aufsucht,  welche  sie  ausser  der  dem  Scheitel- 
strahl der  Büschel  doppelt  conjugierten  Geraden  besitzen. 

19)  Man  construiert'  das  gemeinsame  Quadrupel  har- 
monischer Pole  für  zwei  Flächen  zweiter  Ordnung  auch, 
indem  man  für  zwei  willkürlich  gewählte  Ebenen  —  die  eine  kann 
als  die  unendlich  ferne  Ebene  gedacht  werden  —  die  cubischen 
Raumcurven  ihrer  Pole  (13)  in  Bezug  auf  die  Flächen  des  Büschels 
bestimmt;  da  dieselben  auf  dem  Hyperboloid  liegen^  welches  nach 
(12)  der  Durchschnittslinie  beider  Ebenen  entspricht,  so  schneiden 
sie  einander  im  Allgemeinen,  und  die  Schnittpunkte  derselben  sind  die 
Punkte  des  gemeinsamen  Quadrupels.  Man  beweist  auch  leicht  direct, 
dass  solche  zwei  cubische  Raumcurven  nur  vier  Punkte  gemein  haben 
können.  Die  cubische  Raumcurve,  welche  der  unendlich  fernen  Ebene 
entspricht,  ist  die  Ortscurve  der  Centra  der  Flächen  des 
Büschels,  in  welcher  die  Punkte  des  Quadrupels  als  Centra  der 
durch  die  Curve  gehenden  Kegelflächen  zweiten  Grades  liegen  müssen. 
Man  bedarf  zur  Construction  ausser  den  beiden  gegebenen  noch  vier 
Flächen  des  Büschels,  die  man  durch  drei  unendlich  ferne  Punkte 
und  einen  Punkt  im  endlichen  Räume  gehen  lässt,  welche  dann 
zugleich  als  Bestimmungspunkte  der  beiden  Ebenen  dienen  werden. 

20)  Wenn  die  gegebenen  Flächen  zweiter  Ordnung  sich  auf 
Curven  in  einer  Ebene  reducieren  —  durch  Reduction  der  Längen 
der  zu  dieser  Ebene  conjugierten  Durchmesser  auf  Null  —  so  er- 
giebt  sich  aus  der  vorigen  Construction  diejenige,  welche  zur  Be- 
stimmung des  gemeinsamen  Tripels  harmonischer  Pole  der  zwei 
Kegelschnitte  dient. 

21)  Wie  liegt  das  gemeinsame  Quadrupel  harmonischer  Pole 
in  den  besonderen  Fällen  der  Durchdringung  mit  Doppelpunkt  unter 
ö)  und  mit  Rückkehrpunkt  unter  6)?  (Vergl.  §  23.)  Wie  in  den 
übrigen  besonderen  Fällen  der  Form  der  Grundcurve  des  Büschels? 

22)  Ein  Flächenbüschel  zweiter  Ordnung  wird  von  einer  Ebene 
in  einem  Curvenbüschel  zweiter  Ordnung  geschnitten,  d.  h.  in  einem 
Büschel  von  Kegelschnitten^  welche  durch  dieselben  vier  Punkte 
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gehen ;  im  Allgemeinen  sind  diese  Punkte  von  einander  verschieden, 
aber  sie  können  in  Paaren  reell  oder  imaginSr  sein. 

23)  Enthielt  die  Ebene  eine  Tangente  der  Curve  vierter  Ord- 
nung, welche  allen  Flächen  des  Büschels  gemeinsam  ist,  so  wird 
das  Büschel  von  solchen  Kegelschnitten  gebildet,  die  sich  in  einem 
Punkte  berühren  und  in  zwei  andern  Punkten,  welche  reell  oder 
imaginär  sind,  schneiden. 

24)  Enthält  die  Schnittebene  zwei  Tangenten  der  Curve  vierter 
Ordnung  oder  gehört  sie  als  Tangentialebene  zu  einem  ihrer  dop- 
pcltprojicierenden  Kegel,  so  besteht  das  Büschel  aus  Kegelschnitten, 
die  einander  in  zwei  festen  Punkten  berühren.  Der  Schnittpunkt 
der  Tangenten  liegt  in  der  Doppelcurve  der  Developpabeln,  d.  h.  in 
einer  der  Ebenen  des  Quadrupels. 

25)  Ist  die  Schnittebene  eine  Schmiegungsebene  der  Baumcurve 
vierter  Ordnung,  so  haben  die  Kegelschnitte  des  in  ihr  liegenden 
Büschels  im  entsprechenden  Punkte  der  Curve  eine  Osculation  und 
schneiden  sich  überdiess  in  einem  andern  festen  Punkte. 

26)  Die  stationären  Ebenen  der  Baumcurve  vierter  Ordnung 
schneiden  das  zugehörige  Flächenbüschel  in  Kegelschnitten,  die  im 
entsprechenden  Punkte  derselben  eine  vierpunktige  Osculation  haben, 
Nach  24)  können  solche  Punkte  nur  in  den  Quadrupelflächen  liegen, 
sind  also  die  Schnittpunkte  der  Curve  mit  diesen,  (a  =  16.)  Man 
sieht,  es  sind  in  22)  f.  die  Arten  der  Kegelschnittbüschel  erhalten, 
die  in  I,  Tafel  I,  II,  p.  XXI  f.  und  p.  124,  172,  etc.  dargestellt 
und  besprochen  wurden. 

27)  Man  weise  die  vorhergehenden  Arten  der  Kegelschnitt- 
büschel als  Schnitte  des  Flächenbüschels  zweiter  Ordnung,  welches 
durch  die  Curve  vierter  Ordnung  mit  Bückkehrpunkt  bestimmt  ist, 
mit  Ebenen  nach,  die  die  eine  der  Spitzen  oder  beide  Spitzen  der 
erzeugenden  Kegel  enthalten. 

28)  Man  erläutere  die  stationäre  Berührung  zweier  Flächen 
zweiter  Ordnung  auf  Grund  des  Vorigen  in  der  Art,  dass  man  die 
eine  von  ihnen  und  den  stationären  Punkt  in  derselben  als  gegeben 
voraussetzt  und  die  Bestimmungselemente   der  zweiten  bezeichnet. 

29)  Wenn  das  Flächenbüschel  wie  im  §  32,  1  nur  einfache 
Hyperboloide  enthält,  so  ist  das  Quadrupel  desselben  nicht  reell. 
Das  Bild  der  Curve  hat  stets  zwei  Ejioten,  aber  keine  reellen  Dop- 
peltangenten. Die  Specialitäten,  welche  aus  dem  Eintritt  des  Cen* 
trums  in  den  Mantel  eines  doppelt  projicierenden  Kegels  oder  in 
die  Doppelcurve  der  Tangentenfläche  entspringen  (§  26),  können 
nicht  eintreten. 

30)  In  der  Projection  der  Fläche  aus  einem  ihrer  Punkte  er- 
scheinen ihre  ebenen  Querschnitte  als  die  Kegelschnitte  durch  die 
Durchstosspunkte  seiner  Erzeugenden  oder  mit  gegebener  elliptischer 
Involution  in  der  Spur  der  Tangentialebene.  Die  Fläche  ist  bestimmt 
durch  diese,  den  Spur-  und  resp.  Fluchtkegelschnitt  S,  Q',  die  selbst 
zu  jenen  gehören.    Wird  für  das  zweifache  Hyperboloid  insbeson- 
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dere  das  Centrum  als  ein  Kreispunkt  der  Fläche  und  die  Tafel  als 
parallel  zur  zugehörigen  Tangentialebene  gewählt,  so  werden  S,  Q' 
concentrische  Kreise  aus  dem  Bilde  M'  des  Mittelpunktes  der  Fläche. 
Jeder  ebene  Schnitt  erscheint  als  Kreis,  mit  dem  Bilde  des  Poles 
als  Centrum;  den  Punkten  der  Tafel  oder  den  Ebenen  durch  ihren 
Pol  entsprechen  die  Orthogonalkreise  von  S,  den  unendlich  fernen 
d.  h.  den  Schnitten  durch  M  die  von  Q'.  Eine  Gerade  SQ'  be- 
stimmt also  ein  Büschel  von  Kreisen  (aus  den  Orthogonalkreisen 
zu  S,  Q'  um  Sy  resp.  Q\  dessen  Nullkreise  ihre  Schnitte  mit  der 
Fläche  darstellen.  Die  Bilder  der  Schnitte  mit  den  Ebenen  eines 
Bündels  gehören  zu  dem  Netze  mit  dem  Bilde  des  Schnittes  der 
Polarebene  als  Orthogonalkreis ;  für  einen  Punkt  der  Fläche  ist  es 
speciell  ein  konisches  (vergl.  §  34). 

46.  Der  vorige  Art.  hat  uns  von  der  Durchdringungscurve 
zweier  Flächen  zweiten  Grades  zu  der  einfach  unendlichen 
Gesammtheit  von  Flächen  zweiten  Grades  geführt,  welche 
durch  dieselbe  gehen  und  zu  denen  als  die  einzigen  singulären 
unter  ihnen  die  vier  Eegel  zweiten  Grades  gehören,  die  die 
Curve  doppelt  projicieren.  Die  Betrachtung  der  Curve  als  ihrer 
Durchdringung  hat  uns  schon  in  §25  f.  die  vier  Paarevou 
Doppeltangenten  ihres  Bildes  als  die  Spuren  der  von  ihm 
ausgehenden  Paare  der  Tangentialebenen  dieser  Kegel  kennen 
gelehrt.  Und  dass  durch  das  Projectionscentrum  selbst  eine 
Fläche  des  Büschels  geht,  deren  zwei  dasselbe  enthaltende  Ge- 
rade die  Curve  daher  je  zweimal  schneiden,  erkannten  wir  soeben 
wieder  als  die  Ursache  der  Existenz  von  zweiDoppelpunkten 
im  Bilde  der  Durchdringung.  Jene  Ebenenpaare  sind  die  vier 
Paare  doppelt  berührender  Ebenen  und  diese  Geraden  die  zwei 
Doppelerzeugenden  vom  projicierenden  Kegel  der  Durchdring- 
ungscurve,  welche  in  jedem  ihrer  Bilder  d.  h.  in  jedem  ebenen 
Querschnitte  dieses  Kegels  die  bezeichneten  Singularitäten  her- 
vorrufen. In  §  26  haben  wir  gesehen,  dass  die  speciellen 
Formen  dieses  projicierenden  Kegels  sich  für  Lagen  des  Cen- 
trums ergeben,  welche  zur  Curve  selbst  in  speciellen  Bezieh- 
ungen sind,  nämlich  in  ihrer  Tangentenfläche  oder  auf  dem 
Mantel  eines  doppelt  projicierenden  Kegels,  etc.  Wir  wollen  nun 
zeigen,  wie  die  allgemeine  Theorie  unseres  projicie- 
renden Kegels  aus  der  Beziehung  des  Projectionscen- 
trums  auf  die  durch  das  Flächenbüschel  im  Räume 
hervorgerufenen  projectivischen  Gebilde  hervorgeht. 

Sei  C  das  Projectionscentrum,  F  eine  beliebige  und  Fo  ins- 
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besondere  die  durch  C  gehende  Fläche  des  Büschels  von  Flächen 
zweiten  Grades ,  die  letztere  mit  den  von  C  ausgehenden  ge- 
raden Erzeugenden  ä^  und  d^^  den  Doppelkanten  des  projicie- 
renden  Kegels  der  Durchdringungscurve  A.  Vom  Centrum  C 
geht  an  die  Fläche  F  ein  Berührungs-  oder  ümrisskegel  K, 
der  sie  in  ihrem  Querschnitte  mit  der  Folarebene  P  von  C  in 
Bezug  auf  F  berührt^  und  von  dessen  Tangentialebenen  daher 
vier,  den  Schnittpunkten  der  Curve  B  mit  diesem  Querschnitte 
entsprechend^  auch  Berührungsebenen  der  Curve  B  und  ihres 
projicierenden  Kegels  sind.  Die  einfach  uneudlich  vielen  Um- 
risskegel zweiten  Grades  E  berühren  also  den  projicierenden 
Kegel  von  B  je  in  vier  Mantellinien,  ihre  Spuren  in  einer 
Bildebene  daher  das  bezügliche  Bild  B'  von  B  in  vier  Punkten. 
Es  ist  evident^  dass  die  vier  vorher  erwähnten  Paare  der  Dop- 
peltangenten von  B'  die  aus  den  Umrissen  der  Kegel  im 
Flächenbüschel  entspringenden  degenerierten  in  dem  System 
dieser  vierfach  berührenden  Umrisskegelschnitte 
sind.  Für  die  Fläche  F«  des  Büschels  ist  die  Ebene  d^d^  die 
Umrissebene,  und  ihr  Durchschnitt  mit  irgend  einer  der  Ebenen 
P  ist  die  zu  C  conjugierte  Gerade  c  (§  45);  der  Kegelschnitt,  in 
welchem  F«  von  P  geschnitten  wird,  enthält  stets  die  Schnitt- 
punkte von  P  mit  r/i,  d^  und  hat  in  diesen  die  Spuren  der 
zugehörigen  Tangentialebenen  von  Fe  zu  Tangenten,  oder  sein 
projicierender  Kegel  geht  durch  d^  und  d^  mit  festen  Tangen- 
tialebenen. Dieser  projicierende  Kegel  L  enthält  aber  auch 
die  vier  Mantellinien  des  projicierenden  Kegels  von  B,  längs 
welcher  derselbe  vom  Umrisskegel  K  berührt  wird.  Jene  vier- 
fach berührenden  Umrisskegel  zweiten  Grades  haben  also  ihre 
je  Tier  Berührungserzeugenden  in  je  einem  Kegel  zweiten 
Grades  von  einem  einfach  unendlichen  System  mit  zwei  festen 
Mantellinien  und' zugehörigen  Tangentialebenen  d.  h.  von  einem 
System  einander  doppelt  berührender  concentrischer  Kegel 
zweiten  Grades;  und  ihre  Spuren  in  der  Bildebene,  die  B' 
vierfach  berührenden  Kegelschnitte  des  Umriss-Systems,  haben 
ihre  Berührungspunkte  in  je  einem  der  Kegelschnitte,  welche 
durch  die  Duechstosspunkte  von  d^  und  d^  gehen  und  in  ihnen 
die  Spuren  der  Tangentialebenen  von  F«.  in  den  Punkten  cd^ 
und  resp.  cd^  berühren.  Man  sieht,  dass  eine  jener  Berührungs- 
mantellinien zwischen  den  Kegeln  67,  B  und  K  den  zugehörigen 
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Kegel  Ii  und  damit  die  drei  übrigen  bestimmt.  Zwischen  zwei 
Gruppen  solcher  vier  Berührangsmantellinien  bestehen  daher 
Relationen^  die  wir  in  folgendem  Satze  zusammenfassen  können : 
Zwei  Gruppen  von  BerQhrungsmantellinien  desUm- 
riss-Systems  liegen  in  einem  Kegel  zweiten  Grades, 
der  von  der  Ebene  der  Doppelerzeugenden  d^,  d^ 
von  67,  B  in  zwei  Mantellinien  eines  dritten  Um- 
risskegels geschnitten  wird;  die  Berührungsebene 
des  letzteren  ist  im  Büschel  der  Berührungsebenen^ 
die  zu  den  beiden  Gruppen  gehören,  die  harmonisch 
conjugierte  zu  der  nach  C  gehenden  Ebene. 

Sind  nämlich  P,  P^^),  pW  ...  die  Polarebenen  des  Cen- 
trums C  in  Bezug  auf  die  Flachen  P,  P^^>,  P <*>...  des  Bü- 
schels und  bezeichnen  wir  durch  dieselben  Buchstaben  auch 
die  entsprechenden  Querschnitte  und  ihre  projicierenden  Kegel 
aus  Ct  so  schneidet  die  Ebene  P  die  Fläche  P<^>  in  einem 
Kegelschnitte,  dessen  projicierender  Kegel  aus  C  die  Berühr- 
ungsmantellinien der  projicierenden  Kegel  von  B  und  P  enihält 
und  den  von  P<^)  längs  der  beiden  Mantellinien  in  der  Ebene 
d^  d^  berührt,  weil  diese  die  projicierende  Ebene  von  der 
Scheitelkante  c  des  Büschels  P,  P^*> .  .  .  ist.  Dieser  projicie- 
rende Kegel  von  P,  P<^>  durchdringt  aber  P<*)  in  einem  zweiten 
Kegelschnitte,  dessen  Ebene  durch  c  geht  und  zu  P  harmonisch 
conjugiert  ist  in  Bezug  auf  P<^>  und  die  projicierende  Cc\  zu 
dieser  Ebene  gehört  eine  Fläche  des  Büschels,  für  welche  sie 
Polarebene  von  C  ist  und  der  vorbezeichnete  Kegel  geht  auch 
durch  die  Berührungsmantellinien  des  zugehörigen  Umriss- 
kegels mit  dem  projicierenden  Kegel  C^  B.  Wählt  man  P  und 
P<^>  unter  den  Flächen  des  Büschels  beliebig,  so  sind  P  und 
P<^)  zwei  beliebige  unter  den  Umrisskegeln  und  zu  der  nach 
C  gehenden  Ebene  des  Büschels  P]  P<*)  ist  P^^^  die  harmonisch 
conjugierte.  Es  ist  klar,  dass  man  in  dieser  Art  zweifach  un- 
endlich viele  Kegel  zweiten  Grades  erhält,  unter  denen  die 
Umrisskegel  ein  einfach  unendliches  System  bilden. 

Die  Involution  von  Punktepaaren,  welche  die  Flächen  des 
Büschels  aus  der  Scheitelkante  c  des  Büschels  der  Polarebenen 
schneiden  und  zu  der  auch  das  Paar  c^p  cd^  gehört,  hat  zu 
ihrem  projicierenden  Büschel  die  Paare  der  Mantellinien  der  Um- 
risskegel S!  und  der  Kegel  des  Systems  Ii  mit  der  Ebene  Cc. 
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Durch  jeden  projicierenden  Strahl  gehen  zwei  Eegel  des 
Umriss-Systems;  weil  er  von  zwei  Flächen  des  BQschels  be- 
rührt wird  —  in  den  Doppelpunkten  der  Involution  ihrer  auf 
ihm  gebildeten  Schnittpunktepaare.  Jede  projicierende  Ebene 
wird  von  drei  Kegeln  desselben  Systems  berührt,  nämlich  in  den 
projicierenden  Strahlen  der  Diagonalpankte  des  vollständigen 
Vierecks  ihrer  Schnittpunkte  mit  der  Curve  B.  Enthält  diese 
Ebene  eine  Tangente  von  B,  so  fallen  zwei  der  drei  Berühr- 
ungsgeradea  in  den  projicierenden  Strahl  des  Berührungs- 
punktes und  zwei  der  Umrisskegel  vereinigen  sich  in  dem 
hierdurch  bestimmten;  ist  die  Ebene  eine  der  von  C  ausgeh- 
enden Schmiegungsebenen  der  Curve  B^  so  sind  alle  drei  sie  be- 
rührenden ümrieskegel  in  dem  durch  die  projicierende  Gerade 
der  Berührungsstelle  bestimmten  vereinigt,  so  dass  die  zuge- 
hörige Spur  osculiere^d  ist  für  das  Bild  der  Durchdringung. 
Wir  haben  gesehen^  dass  die  vier  Paare  der  Berührungsebenen 
der  doppelt  projicierenden  Kegelyon  B  (Mittelpunkte  M^^  M^^ 
M^ ,  M^  die  zerfallenden  Kegel  des  Umriss-Systems  bilden  und 
dass  auch  die  Ebene  d^d^  zu  denselben  als  eine  doppelt  zäh- 
lende Ebene  gehört  nnd  erkennen  ^  dass  das  System  andere 
singulare  Kegel  nicht  enthält;  wir  haben  so  vier  singulare 
Strahlen  CM^^  CM^y  CM^^  CM^  als  Schnitte  jener  Ebenen- 
paare, und  eine  singulare  Ebene  Cc  im  Umriss-Systeme. 

Irgend  ein  projicierender  Strahl  g  hat  aber  nach  §  40, 12 
in  Bezug  auf  die  Flächen  des  Büschels  die  Strahlen  einer 
Hyperboloidregelschaar  G  zn  Polarlinien,  und  die  projicieren- 
den Ebenen  derselben,  die  Polarebenen  von  g  in  Bezug 
auf  die  Umrisskegel  der  Flächen,  bilden  einen  Kegel  zweiten 
Grades;  weil  die  Ebene  Cc  zu  jenen  gehört,  so  wird  sie  immer 
von  diesem  Kegel  berührt;  die  Tangentialebenen  durch  g  an 
die  beiden  von  g  berührten  Flächen  des  Büschels  berühren 
jeweilig  den  aus  g  entspringenden  Kegel.  Wenn  der  projicie- 
rende Strahl  g  in  der  Ebene  Cc  liegt,  so  wird  der  ihm  har- 
monisch conjugierte  in  Bezug  auf  d^^  di  der  zu  ihm  conju- 
gierte  in  Bezug  auf  die  Fläche  F«  des  Büschels,  die  Regelschaar 
G  wird  selbst  zum  Kegel  zweiten  Grades,  und  da  dieselbe  die 
Qnadrupelecken  Mi  Hothwendig  enthält,  so  ist  das  System  der 
projicierenden  Ebenen  ein  Büschel  durch  diese;  die  Scheitelkante 
desselben  beschreibt,  wenn  g  das  Büschel  Cc  durchläuft,  einen 
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Kegel  zweiten  Grades  J,  der  die  projicierenden  Strahlen 
der  Quadrupelecken  Mi  enthält  und  die  Ebene  Cc  in  zwei  zu 
</, ,  d^  coDJugiert  harmonischen  Strahlen ,  den  Doppelstrahlen 
der  zugehörigen  Involution,  schneidet.  Umgekehrt  bilden  die 
projicierenden  Ebenen  der  Polaren  ^on  einer  Mantel linie  dieses 
Kegels  immer  ein  Büschel,  dessen  Scheitelkante  zu  den  Strahlen 
des  Büschels  Cc  gehört.  Die  Mantellinien,  welche  dieser  Kegel  J 
mit  dem  projicierenden  von  B  gemein  hat,  sind  Berührungserzeu- 
gende solcher  Kegel  des  Umriss-Systems,  von  deren  Berührungs- 
erzengenden  zwei  vereinigt  sind,  den  acht  Ebenen  des  Büschels 
der  F  oder  um  c  entsprechend,  welche  die  Gurve  B  berühren. 

Denken  wir  eine  projicierende  Ebene  Zy  so  gehört  zu 
ihr  als  Ort  der  Pole  in  Bezug  auf  die  Flächen  des  Büschels  eiue 
Raumcurve  dritter  Ordnung  S,  deren  projicierender  Kegel 
ihre  Polarlinien  in  Bezug  auf  die  Umrisskegel  des  Systems  zu 
seinen  Mantellinien  hat.  Derselbe  ist  ein  Kegel  dritter  Ord- 
nung mit  einer  Doppelerzeugenden  und  geht  durch  die  Ecken 
des  Quadrupels  Mi\  er  enthält  auch  die  drei  Berührungsgeraden 
von  2J  mit  Kegeln  des  Umriss-Systems.  Die  projicierende  Doppel- 
sekante dieser  Curve  dritter  Ordnung  entspricht  der  Schnitt- 
linie von  2  mit  Cc  und  ihr  Ort  für  alle  die  Büschel  von 
projicierenden  Ebenen,  die  ihre  Scheitelkanten  in  Cc  haben, 
ist  daher  der  vorerwähnte  Kegel  zweiten  Grades  J.  Unser 
Kegel  dritter  Ordnung  8  reduciert  sich  auf  den  Kegel  zweiten 
Grades  J,  wenn  die  Ebene  Z  mit  Cc  zusammenföllt. 

Die  Verbindungsebene  der  Spur  von  2  in  Cc  mit  der 
projicierenden  Doppelsekante  der  zugehörigen  Curve  S  oder 
der  entsprechenden  Mantellinie  des  Kegels  vom  zweiten  Grade 
J  umhüllt  einen  Kegel  dritter  Classe,  der  die  Ebene  Cc 
doppelt  in  den  Doppelstrahlen  ihrer  Involution  oder  den  Mantel- 
linien von  J  und  die  vier  Paare  der  Doppeltangentialebenen 
von  B  einfach  berührt.  Wir  unterlassen  die  weitere  Ausführung 
und  geben  nur  noch  einige  Winke  unter  den  Beispielen. 

Hier  knüpfen  wi.r  noch  einige  Erörterungen  an  über  die 
Frage  nach  der  Bestimmung  einer  Fläche  zweiten 
Grades,  die  an  diesem  Schluss  unserer  Betrachtungen  wieder 
angeregt  ist  in  der  Form  der  Bestimmung  aus  einer  Raum- 
curve vierter  Ordnung  B  und  einem  ihr  nicht  zugehörigen 
Punkte.    Unsere  Untersuchungen  begannen  mit  der  Construc- 
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tion  der  Regelfläche  zweiten  Grades  durch  drei  windschiefe 
Gerade,  und  wir  wollen  von  weiteren  Constructionsfallen  nur 
erinnern  an  den  Fall;  wo  von  der  Fläche  ein  Punkt  und  zwei 
Kegelschnitte  gegeben  sind,  die  in  der  Schnittlinie  ihrer  Ebenen 
die  nämliche  Involution  harmonischer  Pole  besitzen.  Im  ersten 
Falle  bemerken  wir,  dass  eine  gerade  Linie  ganz  in  der  Fläche 
zweiten  Grades  liegt,  wenn  sie  drei  Punkte  mit  derselben 
gemein  hat,  und  erkennen,  dass  die  Angabe  von  drei  Geraden 
derselben  Schaar  die  Eenntniss  von  dreimal  drei  Punkten  der 
zugehörigen  Fläche  zweiten  Grades  vertritt.  Im  zweiten  Falle 
sind  durch  drei  Punkte  des  einen  und  drei  des  andern  Kegel- 
schnittes ihre  Ebenen  und  durch  die  zwei  Punkte  in  der 
Schnittlinie  derselben  die  Kegelschnitte  bestimmt,  so  dass  als 
neunter  Punkt  der  ausserhalb  beider  Kegelschnitte  gegebene 
Punkt  dpr  Fläche  hinzutritt.  Wir  entnehmen  daraus,  dass  die 
Fläche  zweiten  Grades  durch  neun  Punkte  im  Allgemeinen 
bestimmt  sein  werde,  und  schliessen  zugleich,  dass  eine  Raum- 
curve  vierter  Ordnung  erster  Art  durch  acht  Punkte  des 
Raumes  im  Allgemeinen  bestimmt  sein  muss. 

Damit  entspringt  aber  das  Problem  der  Construction 
einer  durch  neun  beliebig  gegebene  Punkte  gehen- 
den Fläche  zweiten  Grades.  Wir  wollen  die  gegebenen 
Punkte  als  Punkt  1,  2,  ...  9  bezeichnen  und  drei  Ebenen 
betrachten,  welche  alle  neun  Punkte  enthalten,  also  etwa  die 
Ebenen  123,  456,  789  oder  ü^,  ü^,  2^,  die  sich  im  Punkte 
0  und  in  drei  von  demselben  ausgehenden  Geraden  Si,  $2,  s^ 
durchschneiden.  Die  Construction  der  Fläche  wäre  erreicht 
durch  die  Ermittelung  der  drei  Kegelschnitte  Ej,  £2)  ^3) 
in  welchen  sie  von  diesen  Ebenen  £1,  .  .  geschnitten  wird, 
und  welche  daher  durch  die  Punktegruppen  123,  456,  789 
resp.  gehen  und  sich  paarweise  in  den  Geraden  s^,  s^  und  s^ 
in  zwei  reellen  oder  conjugiert  imaginären  Punkten  begegnen. 
Betrachtet  man  nun  zuerst  die. Punkte  1  bis  8,  so  trifft  die 
Gerade  23  die  Schnittlinien  ^2;  ^3  ^^  Punkten  2*  und  3*  resp., 
von  denen  3*  mit  4,  5  und  6  ein  Büschel  von  Kegelschnitten 
bestimmt,  die  ^3  ausser  in  3*  in  noch  je  einem  Punkte  3*' 
und  5|  in  zwei  Punkten  einer  Involution  treffen.  Diese  be- 
stimmen mit  7,  8  und  2*  einen  neuen  Kegelschnitt  in  der 
Ebene  2^,  der   ^2  ausser   in   2*   noch   in   einem   Punkte  2*' 
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schneidet.  Die  Punkte  2*'  und  3*'  beschreiben  projectivische 
und,  weil  sie  gleichzeitig  nach  0  fallen,  perspectiyisch  liegende 
Reihen  in  s^ ,  ^3  und  liefern  daher  ein  Perspectivcentrum  I  in 
der  Ebene  27|.  Denken  wir  nun  das  Linienpaar  23  und  II 
als  Kegelschnitt  in  der  Ebene  ^i,  so  liefert  der  zugehörige 
Punkt  3"*'  auf  s^  in  der  angegebenen  Weise  einen  Kegelschnitt 
in  Z2  ^^^  einen  Kegelschnitt  in  ^3;  welche  Kegelschnitte  die 
Si  zu  paarweise  gemeinsamen  Sehnen  haben  und  daher  zu  einer 
Fläche  zweiten  Grades  F^^^^  gehören,  die  durch  die  acht  ersten 
der  gegebenen  Punkte  geht.  Wiederholt  man  dasselbe  Ver- 
fahren für  die  Gerade  3 1 ,  so  erhält  man  in  gleicher  Weise 
eine  Fläche  F(^)  durch  dieselben  acht  Punkte.  Die  vierten 
Schnittpunkte  der  Kegelschnitte  dieser  Flächen  in  den  drei 
Ebenen  Si  sind  nun  Punkte  der  Baumcurve  vierter  Ordnung 
erster  Art,  welche  durch  1  bis  8  bestimmt  ist,  und  die  durch 
die  Quadrupel  ihrer  Schnitte  in  den  besagten  Ebenen  gehenden 
Büschel  von  Kegelschnitten  sind  die  Querschnitte  derselben 
mit  dem  dadurch  bestimmten  Flächenbüschel  zweiten  Grades. 
Sind  10  und  10*  die  beiden  neuen  Schnittpunkte  der  Kegel- 
schnitte in  ^3,  so  ist  der  Kegelschnitt  durch  7,  8,  9,  10,  10* 
der  Querschnitt  der  auch  durch  9  gehenden  Fläche  zweiten 
Grades  in  unserem  Büschel,  d.  h.  der  gesuchten  Fläche,  und 
man  erhält  sofort  auch  die  in  I!^  und  ^2  ^^^P-  gelegenen  Ke- 
gelschnitte derselben.  Nach  dem  Früheren  sind  die  erforder- 
lichen Constructionen  streng,  weil  mit  Zirkel  und  Lineal 
ausführbar. 

Zu  einer  rein  linearen  Construction  kann  die  dar- 
stellend geometrische  Auffassung  der  Tangenten  der  Durchdrin- 
gung in  Verbindung  mit  der  Anschauung  conjugierter  Geraden 
wie  folgt  geführt  werden.  Sind  A  und  B  zwei  Punkte  der 
DurchdringuDgscurve  B  der  Flächen  zweiten  Grades  F(^\  F(% 
so  schneiden  sich  die  Tangentialebenen  in  A  und  B  an  F^^) 
in  der  conjugierten  Geraden  h^^^  und  die  an  F^^)  in  der  conju- 
gierten  Geraden  h^^^  zu  AB  oder  h]  die  Tangenten  a,  b  der 
Durchdringungscurve  in  A  und  B  sind  die  Transversalen  zu 
^<^>  und  ^('>  aus  A  resp.  B.  Nur  wenn  AB  Mantellinie  eines 
der  vier  doppelt  projicierenden  Kegel  der  Durchdringungscurve 
ist,  treffen  sich  ¥^^  und  h^^K 

Betrachten  wir  dann  nach  einander  die  Gurven  vierter  Ord- 
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nang  erster  Art  durch  die  Punkte  1  bis  8  oder  B9  und  die 
durch  die  Punkte  2  bis  9  oder  Bp  welche  beide  die  Punkte 
2  bis  8  gemein  haben,  so  können  wir  die  Tangenten  beider 
Curven  in  irgend  zweien  dieser  Punkte ;  z.  B.  2  und  3,  und 
damit  die  Tangentialebenen  der  gesuchten  Fläche  zweiten  Grades 
in  denselben  Punkten  construieren.  Damit  ist  dann  jeder  ihrer 
Querschnitte  durch  2,  3  und  einen  der  übrigen  sieben  Punkte 
linear  bestimmt;  nämlich  durch  drei  Punkte  und  die  Tan- 
genten in  zweien  derselben. 

Zur  Construction  der  conjugierten  zu  der  Geraden  23  bedient 
man  sich  je  zweier  einfacher  Hyperboloide  in  den  Flächenbü- 
scheln durch  l  bis  8  und  resp.  durch  2  bis  9;  und  zwar  solcher 
Hyperboloide,  welche  die  Verbindungsgerade  zweier  der  Punkte 
enthalten,  also  z.  B.  im  ersten  Büschel  der  Hyperboloide  durch 
die  Gerade  67  resp.  78  und  die  Punkte  123458,  123456. 
Dass  dies  linear  ausführbar  ist,  lehrt  folgende  Ueberlegung. 
Zieht  man  durch  1  die  Transversale  zu  23  und  67,  welche 
diese  Geraden  in  A^  und  B^  resp.  treffe,  so  wird  ihre  conju« 
gierte  /^  in  Bezug  auf  das  erste  Hyperboloid  erhalten  als  die 
Verbindungsgerade  der  harmonisch  conjugierten  zu  A^  in  Bezug 
auf  2  und  3  resp.  B^  und  1 ;  ebenso  erhält  man  zu  den  Trans- 
versalen aus  4,  5,  8  zu  23  und  67  die  Conjugierten  ^4,  i^,  /g 
in  Bezug  auf  jenes  Hyperboloid,  und  die  Conjugierte  zu  23 
kann  nur  die  gemeinsame  Transversale  der  Geraden  t^,  t4,  t^,  i^ 
sein,  die  ausser  23  noch  existiert.  Ihre  lineare  Construction 
folgt  leicht  aus  §  38. 

«     Wir  fügen  in  den  Beispielen  noch  einige  Bemerkungen 
hinzu. 

1)  Wenn  der  Punkt  C  einer  der  Nabelpankte  der  durch  ihn 
gehenden  Fläche  F«.  des  Büschels  ist,  so  sind  (§  45, 30)  die  geraden 
Erzeugenden  d^  und  ^2  ^^^^  ^^^  Doppclkanten  des  projicierenden 
Kegels  von  B  die  in  der  zugehörigen  Tangentialebene  von  F«  von  C 
nach  ihren  imaginären  unendlich  fernen  Kreispunkten  gehenden  Ge- 
raden und  die  Projection  der  Durchdringungscurve  B  aus  C  auf  eine 
zu  dieser  Ebene  parallele  Bildebene  ist  eine  Cnrve  vierter  Ordnung 
mit  Doppelpunkten  in  den  Kreispunkten  oder  eine  bicirculare  Gurve 
vierter  Ordnung.  Die  durch  diese  Doppelpunkte  mit  festen  Tan- 
genten gehenden  Kegelschnitte  sind  Kreise  um  einen  festen  Mittel- 
punkt 0]  auf  solchen  Kreisen  liegen  also  die  Berührungspunkte 
der  Projection  der  Durchdringung  mit  Spuren  von  Kegeln  des  üm- 
riss-Systems  in  Paaren.    Die  Spurcurve  des  Kegels  J,  jetzt  der  Ort 
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der  Mittelponkte  der  Kegelscimitte   des  Ümriss-Sjstems,   ist  eine 
gleichseitige  Hyperbel;  etc. 

2)  Aus  dem  Vorigen  entspringt  die  Frage  nach  dem  Ort  der 
Ereispunkte  der  Flächen  eines  Büschels.  Die  unendlich  fernen  Punkte 
desselben  würden  die  Parallelprojectionen  der  Grundcurve  des  Bü- 
schels bestimmen,  in  welchen  sie  als  bicirculare  Curve  vierter  Ord- 
nung erschien.   (Vergl.  §  47,  Beisp.) 

3)  Welche  Modificationen  treten  in  den  im  Texte  entwickelten 
Betrachtungen^  ein,  «wenn  das  Projectionscentrum  in  einer  Tangente 
der  Curve  oder  im  Durch schnittspunkte  von  zwei  nicht  benach- 
berten  Tangenten  derselben  gelegen  ist?   (§  26.) 

4)  Man  erörtere  den  Fall  der  Lage  des  Projectionscentrums 
auf  einem  der  doppelt  projicierenden  Kegel  und  speciell  in  einer 
seiner  die  Curve  berührenden  Mantellinien.  Endlich  den  Fall,  vfo 
das  Projectionscentrum  der  Durchdringungscurve  selbst  angehört. 
(Vergl.  §  46,  30.) 

5)  Man  erörtere  die  Modificationen,  welche  diese  Betrachtungen 
für  die  zerfallenden  Durchdringungen  der  Flächen  zweiten  Grades 
erfahren. 

6)  Für  die  Construction  des  einfachen  Hyperboloides  durch 
zwei  windschiefe  Gerade  und  drei  Punkte  oder  einen  sie  schnei- 
denden Kegelschnitt  ist  nach  dem  Früheren  gesorgt;  man  prüfe 
die  bezüglichen  Constructionen  auf  ihren  Zusammenhang  mit  den 
allgemeinen  Lösungen  des  Textes. 

7)  Man  wende  beide  Constructionen  des  Textes  auf  den  Fall 
der  Bestimmung  der  Begelfläche  zweiten  Grades  aus  einer  geraden 
Erzeugenden  und  sechs  beliebigen  ihrer  Punkte  an. 

8)  Für  die  allgemeine  Construction  kann  man  bei  Benutzung 
der  Methode  der  ,,G6om.  descr.*'  die  Ebene  von  drei  Punkten  z.  B. 
123  als  die  eine  Projectionsebene,  die  Gerade  2  3  als  Axe  und  die 
zu  ihr  normale  Ebene  durch  7  als  die  andere  Projectionsebene 
wählen;  man  würde  den  Kegelschnitt  in  der  Ebene  123  bestimmen. 

Im  Falle  der  gewöhnlichen  Centralprojection  würde  man  1-2  3 
zur  Bildebene  machen;  im  Falle  der  allgemeinen  Centralprojection 
könnten  123  die  Bildebene,  456  die  Fixebene  U  bestimmen  und 
7  das  Centrum  sein;  so  dass  8  und  9  in  einer  Geraden  von  ge- 
gebenem S  und  ü'  durch  ihre  Bilder  gegeben  wären. 

9)  Man  untersuche  die  Constructionen  des  Textes  für  den  Fall, 
wo  zwei  der  gegebenen  Punkte  der  Fläche  als  Doppelpunkte  einer 
bestimmten  elliptischen  Involution  in  einer  bekannten  Geraden  be- 
stimmt sind;  und  für  den  Grenzfall;  wo  sie  in  einem  bestimmten 
Punkte  derselben  vereinigt  sind. 

10)  Man  entwickele  die  Constructionen  für  den  Fall,  wo  unter 
den  gegebenen  Punkten  drei  unendlich  benachbarte  sind;  die  ein 
Dreieck  bilden;  d.  h.  die  Tangentialebene  der  Fläche  in  einem  ge- 
gebenen Punkte  derselben. 
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47.  Der  Vorgang  der  Untersuchung  der  letzten  §§  ist 
auch  für  das  Problem  der  Construction  der  gemeinsam 
umgeschriebenen  Developpabeln  von  zwei  Flächen 
zweiten  Grades  vollkommen  anwendbar.  Wir  ziehen  es 
aber  vor,  die  Methode  —  das  Priucip  der  Beciprocität 
(man  vergl.  in  dem  Ueberblick  zum  ersten  Abschnitt  in  I, 
speciell  p.  113  das  Princip  der  Dualität,  zu  welchem  sich 
das  der  Beciprocität  als  ein  Specialfall  von  besonders  an- 
schaulicher Verknüpfung  stellt)  —  darzulegen^  durch  welche 
seine  allgemeine  Lösung  auf  die  bereits  gewonnene 
des  Problems  der  Durchdringungscurve  zurückge- 
führt wird.  In  Bezug  auf  eine  feste  Fläche  zweiter  Ord- 
nung F  —  denken  wir  z.  B.  eine  Kugel  als  solche  —  ent- 
spricht nach  §  39  jedem  Punkte  des  Baumes  eine  Polarebene, 
jeder  Ebene  des  Baumes  ein  Pol;  den  Punkten  einer  Ebene 
entsprechen  die  Ebenen  durch  einen  Punkt,  etc.  Den  auf  ein- 
ander folgenden  Punkten  einer  ebenen  Curve  entsprechen  als 
Polarebenen  die  auf  einander  folgenden  Tangentialebenen  einer 
Eegelfläche,  deren  Spitze  der  Pol  der  Gurvenebene  ist,  und 
umgekehrt,  den  Tangentialebenen  eines  Kegels  die  Curve  ihrer 
Pole  in  der  Polarebene  der  Spitze;  den  Tangenten  der  ebenen 
Curve  die  Erzeugenden  der  Kegelfläche  und  umgekehrt. 

Der  stetigen  Folge  der  Punkte  einer  Baumcurve  ent- 
spricht die  stetige  Folge  ihrer  Polarebenen,  die  eine  deve- 
loppable  Fläche  bilden;  der  Folge  der  Tangenten  von  jener 
entspricht  die  der  Erzeugenden  von  dieser,  d.  h.  den  Ver- 
bindungslinien der  Nachbarpunkte  die  Schnittlinien  der  Nach- 
barebenenen;  der  doppelt  umgeschriebenen  Developpabeln  der 
Curve  die  doppelt  eingeschriebene  Curve  der  Developpabeln 
und  umgekehrt.  Der  Beihe  der  Schmiegungsebenen  der  Curve 
entspricht  die  Beihe  der  Punkte  der  Bückkehrkante  der  deve- 
loppabeln Fläche,  d.  i.  den  Verbindungsebenen  von  je  drei  Nach- 
barpunkten die  Schnittpunkte  von  je  drei  Nachbarebenen. 

Einer  krummen  Fläche  entspricht  eine  andere  krumme 
Fläche;  die  Polarebenen  der  Punkte  der  ersten  sind  die  Tan- 
gentialebenen, die  Pole  der  Tangentialebenen  der  ersten  die 
Punkte  der  zweiten;  einem  ebenen  Schnitt  der  ersten  ent- 
spricht der  Berührungskegel  der  zweiten  aus  dem  Pol  der 
Ebene  und  umgekehrt  dem  letzteren  der  erste  in  der  Polarebene 
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der  Spitze.    Speciell  der  Fläche  zweiter  Ordnung  nnd  Classe 
entspricht  wieder  eine  Fläche  zweiter  Classe  und  Ordnung. 

Sind  ein  Punkt  und  eine  Ebene  in  Bezug  auf  eine  Fläche 
zweiten  Grades  Pol  und  Polarebene^  so  entsprechen  ihnen  eine 
Ebene  und  ein  Punkt,  die  in  Bezug  auf  die  entsprechende 
Fläche  zweiten  Grades  Polarebene  und  Pol  sind. 

Zweien  Flächen  zweiten  Grades  "F^,  F^  entsprechen  also 
zwei  andere  Flächen  zweiten  Grades  F,*,  Pj*  aber  den  Punkten 
von  jenen  die  Tangentialebenen  von  diesen.  Der  Curve  der  ge- 
meinsamen PuQkte  der  ersten  Flächen  entspricht  die  Develop- 
pable  der  gemeinsamen  Tangentialebenen  der  letzteren.  Sind  ein 
Punkt  und  eine  Ebene  in  Bezug  auf  beide  erste  Flächen  zu- 
gleich Pol  und  Polarebene ;  so  entsprechen  ihnen  eine  Ebene 
und  ein  Punkt ,  die  in  Bezng  auf  beide  letztere  Flächen  zu- 
gleich Polarebene  und  Pol  sind;  also  entspricht  dem  gemein- 
samen Quadrupel  der  ersteren  das  gemeinsame  Quadrupel  der 
letzteren,  und  umgekehrt. 

Darum  ist  die  Ordnung  m  der  Durchdringungscurve  der 
Flächen  Fp  Fj  gleich  der  Classe  n*  der  gemeinsam  umgeschrie- 
benen Developpabeln  der  Flächen  Fi*   Fj*; 

f»  =  n*  =  4. 

Von  den  Tangenten  der  Durchdringungscurve  der  Flächen 
F  haben  acht  mit  einer  beliebigen  Geraden  einen  Punkt  ge- 
mein; also  liegen  von  den  Erzeugenden  der  gemeinsam  um- 
geschriebenen Developpabeln  der  Flächen  F*  acht  mit  einer  be- 
liebigen Geraden  in  je  einer  Ebene 

r  =  r*  =  8. 

Von  den  Schmiegungsebenen  der  Durchdringungscurve  der 

F   gehen    zwölf   durch   einen    Punkt,    daher   liegen   von    den 

Punkten  der  Rückkehrkante  der  Developpabeln  der  F*  zwölf 

in  einer  Ebene 

n  =  m*=  12. 

Durch  einen  Punkt  gehen  zwei  Gerade,  die  mit  der  ge- 
meinsamen Curve  der  F  je  zwei  Punkte  gemein  haben;  dso 
liegen  in  einer  Ebene  zwei  Gerade,  die  mit  der  gemeinsamen 
Developpabeln  der  F*  je  zwei  Ebenen  gemein  haben 

Sowie  wir  in  §  45  die  projicierende  Ebene  erhielten, 
welche  die  beiden  Doppelsekanten  der  Curve  aus  dem  Projec- 
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tionscentrum  mit  einander  bestimmen,  als  Ebene  vom  Projec- 
tionscentrum  nach  der  Durchsehnittslinie  seiner  Polarebenen 
in  den  Flächen,  so  erhalten  wir  als  Durchstosspunkt  der  Ver- 
bindungsgeraden der  Pole  der  Bildebene  in  beiden  Flächen 
den  Schnittpunkt  der  in  der  Tafel  liegenden  beiden  Geraden, 
welche  Doppeltangenten  der  developpabeln  Fläche  sind. 

In  einer  Ebene  liegen  38  Gerade,  durch  deren  jede  zwei 
Schmiegungsebenen  der  Gurre  gehen;  also  gehen  durch  einen 
Punkt  38  Gerade,  welche  die  Rückkehrkante  der  Developpa- 
beln zweifach  schneiden 

^  _  Ä*  =  38. 


Die  Punkte  der  gemeinsamen 
Curve  der  F  liegen  in  Paaren 
auf  den  Erzeugenden  von  vier 
Kegeln  zweiten  Grades,  deren 
Spitzen  die  vier  Punkte  des 
gemeinsamen  Quadrupels  har- 
monischer Pole  der  Flächen 
sind. 

Die  zugehörigen  Tangenten 
der  gemeinsamen  Curve  der  F 
schneiden  sich  in  Paaren  in 
den  Punkten  von  vier  Curven 
vierter  Ordnung,  deren  Ebenen 
die  vier  durch  das  Quadrupel 
bestimmten  Ebenen  sind. 

y  =  4  .  2,    o;  =  4  .  4. 

Den  Durchschnittspunkten 
der  gemeinsamen  Curve  mit  die- 
sen vier  Ebenengehören  die  16 
stationären  Ebenen  an,  wo  vier 
auf  einander  folgende  Punkte 
der  Curve  in  einer  Ebene  lie- 
gen. Stationäre  Punkte  hat 
die  Curve  im  Allgemeinen 
nicht. 

a  =  16,    ß  =  0. 

Durch  die  gemeinsame  Cur- 


Die  Ebenen  der  gemein- 
samen Developpabeln  der  F* 
gehen  in  Paaren  durch  die  Tan- 
genten von  vier  Curven  zwei- 
ten Grades,  deren  Ebenen  die 
vier  Ebenen  des  gemeinsamen 
Quadrupels  harmonischer  Po- 
larebenen der  Flächen  sind. 

Die  zugehörigen  Erzeugen- 
den der  gemeinsamen  Develop- 
pabeln der  F*  liegen  in  Paaren 
in  den  Ebenen  von  vier  Kegeln 
vierter  Classe,  deren  Spitzen 
die  vier  durch  das  Quadrupel 
bestimmten  Punkte  sind. 

a:*  =  4.2,      y*  =  4  .  4. 

Den  Ebenen  der  gemeinsa- 
men Developpabeln,  die  durch 
diese  Punkte  gehen,  gehören 
die  16  stationären  Punkte  au, 
wo  vier  auf  einander  folgen- 
de Ebenen  der  Developpabeln 
durch  einen  Punkt  gehen.  Sta- 
tionäre Ebenen  hat  die  Deve- 
loppable im  Allgemeinen  nicht. 


/3*  =  16,     a*  =  0. 
Die    gemeinsame    Develop- 
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ve  von  zwei  Flächen  zweiten 
Grades  gehen  unendlich  viele 
andere  Flächen  zweiter  Ord- 
nung (  Flächenbüschel ) , 
nämlich  durch  jeden  Punkt  im 
Raum  einC;  weil  ihre  ^chnitt- 
curven  mit  den  durch  ihn  geh- 
enden Ebenen  bestimmt  sind; 
vier  von  ihnen  sind  Kegel,  ir- 
gend zwei  der  Flächen  be- 
stimmen die  Curve  (nach  §  25). 


pable  von  zwei  Flächen  zwei- 
ten Grades  umhüllt  unendlich 
viele  andere  Flächen  zweiten 
Grades  (Flächenschaar), 
nämlich  für  jede  Ebene  im 
Raum  einC;  weil  ihre  Berüh- 
rungskegel mit  den  in  dieser 
liegenden  Punkten  bestimmt 
sind ;  vier  sind  Kegelschnitte ;  ir- 
gend zwei  der  Flächen  bestim- 


men die  Developpable.  (§  24.) 

Für  die  Construction  beider  Probleme  ergiebt  sich  speciell : 

Angenommen  das  gemeinsame  Quadrupel  der  Flächen  sei 

bekannt  (§45,  18),  Jfj,  M2,  M^,  M^  mögen  seine  Punkte  sein, 

M, ,  .  .  .  M4  die  ihnen  resp.  gegenüberliegenden  Flächen, 

so    schneidet  ein  Ebenenpaar     so    bestimmt    ein  Punktepaar 


durch  die  Kante  M^M^  z.  B., 
welches  mit  den  beiden  durch 
sie  gehenden  Flächen  des  Qua- 
drupels M3,  M4  harmonisch 
conjugiert  ist,  die  Flächen  in 
Kegelschnitten,  welche  durch 
ihre  respectiven  Schnittpunkte 
acht  Punkte  der  Durchdrin- 
gungscurve  liefern,  die  viermal 
in  Paaren  auf  Geraden  aus  den 
vier  Punkten  des  Quadrupels 
liegen  und  für  welche  die  Tan* 
genten  der  Durchdringungs- 
curve  sich  viermal  in  Paaren 
je  in  den  vier  Ebenen  dessel- 
ben begegnen. 

Die  acht  Tangenten  in  den 
Punkten  einer  Gruppe  (vergl. 
§  25,  21)  bestimmen  in  je- 
der Ebene  acht  Punkte  eines 
Kegelschnittes  und  mit  jedem 
Punkte  acht  Tangentialebenen 
einer  Kegelfläche  zweiten  Gra- 


in  der  Kante  MiM,  z.  B.,  wel- 
ches mit  den  beiden  in  ihr  lie- 
genden Ecken  des  Quadrupels 
M^,  M^  harmonisch  conjugiert 
ist,  mit  den  Flächen  Berüh- 
rungskegel, welche  durch  ihre 
respectiven  gemeinsamen  Tan- 
gentialebenen acht  Ebenen  der 
Developpabeln  liefern,  die  vier- 
mal in  Paaren  sich  in  Geraden 
auf  den  vier  Ebenen  des  Qua- 
drupels schneiden  und  für  die 
die  Erzeugenden  der  Develop- 
pabeln viermal  in  Paaren  auf 
Ebenen  aus  den  Punkten  des 
Quadrupels  liegen. 

Die  acht  Erzeugenden  in  den 
Ebenen  einer  Gruppe  bestim- 
men mit  jedem  Punkte  acht 
Tangentialebenen  einer  Kegel- 
fläche zweiten  Grades  und  mit 
jeder  Ebene  acht  Punkte  eines 
Kegelschnittes;  sie  sind  somit 
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des;  sie  sind  somit  acht  Er- 
zeugende  eines  einfachen  Hy- 
perboloides,  welchem  die  Curve 
aufgeschrieben  ist.  (§  31,  2.) 
Die  geraden  Erzeugenden 
g^,  /,  und  ff^}  h  ^^^  beiden 
sich  durchdringenden  Flächen, 
welche  durch  einen  Punkt  P 
der  Durchdringungscurve  ge- 
hen, bestimmen  mit  einander 
ausser  den  Tangentialebenen 
der  Flächen  selbst  (^,  /j ,  ^2^2)» 
die  sich  in  der  zugehörigen  Tan- 
gente i  der  Durchdringungs- 
curve  schneiden,  vier  Ebenen 

9\  ^2>  h  hy  9\  h^  ^2^>  welche  Tan- 
gentialebenen der  gemeinsamen 
developpabeln  Fläche  sind. 


acht  Erzeugende  eines  ein- 
fachen Hyperboloids,  welchem 
die  developpable  Fläche  um- 
schrieben ist. 

Die  geraden  Erzengenden 
^1,  /(  und  ^21  h  ^^^  beiden 
von  der  Developpabeln  um- 
hüllten Flächen  in  einer  Ebene 
TT  derselben  bestimmen  mit- 
einander ausser  ihren  Berüh- 
rungspunkten an  den  Flächen 
selbst  (^,/|,  g%l^y  deren  Ver- 
bindungslinie die  zugehörige 
Erzeugende  e  der  Developpa- 
beln ist,  vier  Punkte  g^Oiy  l\hi 
^, /j,  gil\y  welche  Punkte  der 
Durchdringungscurve  dersel- 
ben beiden  Flächen  sind. 


Die  Durchdringungscurve  von  zwei  Flächen  zweiten  Grades 
und  die  gemeinsame  Developpable  derselben  beiden  Flächen 
sind  in  der  Art  perspectivisch  zu  einander,  dass  durch  jeden 
Punkt  der  ersten  die  vier  entsprechenden  Ebenen  der  zweiten 
gehen  und  in  jeder  Ebene  der  zweiten  die  vier  entsprechenden 
Punkte  der  ersten  liegen. 

Wenn  die  Durchdringungscurve  der  Flächen  in  zwei  Kegel- 
schnitte zerfällt,  so  dass  die  Eunktepaare  g^Oi^  hh  und  g^l^^  g^l^ 
rechts  in  zwei  bestimmten  Ebenen  liegen,  so  gehen  die  Ebenen 

9\9t}  h^2  ^^^  ^1^27  ^2^1  liii^  durch  zwei  bestimmte  Punkte. 
Die  weitere  Ausführung  dieser  Betrachtung  ist  zu  empfehlen. 
In  Bezug  auf  die  constructive  Bedeutung  des  Pro- 
blems von  der  gemeinsamen  Developpabeln  bemerken 
wir  noch,  dass  wenn  eine  der  betrachteten  Flächen 
leuchtend  ist  und  die  andere  als  von  ihr  beleuchtet 
betrachtet  wird,  die  Berührungscurven  der  Deve- 
loppabeln mit  der  letzten  Fläche  die  Grenzlinien 
des  Halbschattens  und  des  Vollschattens  auf  der- 
selben sind,  während  die  Mäntel  der  developpabeln 
Fläche  selbst  auf  der  der  leuchtenden  Fläche  abge- 
wendeten   Seite    der    beleuchteten     die    Käume    be- 
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grenzen,  welche  man  als  Halbschatten-  und  Eern- 
schattenräume  bezeichnen  kann. 

Wir  erörtern  unter  den  Beispielen  die  verschiedenen  Fälle, 
insbesondere  auch  einige  Hauptcharaktere  des  wichtigen  Falles 
der  confocalen  Flächen,  endlich  die  Verbindung  des 
Büschels  und  der  Schaar  von  Flächen  zweiten  Grades, 
welche  von  zwei  solchen  Flächen  bestimmt  werden. 

Die  Untersuchungen  des  vorigen  Art  über  den  projicie- 
renden  Segel  der  Durchdringungscurve  von  Flächen  zweiten 
Grades  aus  irgend  einem  Punkte  mit  Benutzung  des  Büschels 
seiner  Polarebenen  in  ihnen,  sowie  der  Regeischaaren  der  con- 
jugierten  der  durch  ihn  gehenden  Geraden  und  der  Kaumcurve 
dritter  Ordnung  der  Pole  der  durch  ihn  gehenden  Ebenen 
werden  nach  dem  Principe  der  Reciprocität  oder  der  Dualität 
Schritt  für  Schritt  übertragen  in  entsprechende  Untersuchungen 
und  Resultate  in  Bezug  auf  die  Spurcurve  der  gemein- 
samen Developpabeln  einer  Schaar  von  Flächen 
zweiten  Grades  in  irgend  einer  Ebene.  Die  Reihe  ihrer 
Pole  in  jenen  und  die  Spuren  ihrer  Umrisskegel  aus  denselben, 
die  Regeischaaren  der  conjugierten  zu  den  in  ihr  gelegenen 
Geraden  und  die  developpabeln  Flächen  dritter  Classe  aus  den 
Polarebenen  der  in  ihr  gelegenen  Punkte  führen  zu  entsprech- 
enden Beziehungen  für  die  Curve  vierter  Classe  achter  Ord- 
nung mit  zwei  Doppeltangenten  und  vier  Paaren  von  Doppel- 
punkten, zwölf  Rückkehrpunkten  und  ohne  Inflexionen.  Für 
die  Bildung  ihrer  Specialfälle  vergleiche  man  §  26,16  f.  und  die 
in  den  hier  folgenden  Beispielen  enthaltene  Wegweisung.  Der 
Specialfall,  in  welchem  die  eine  degenerierte  Fläche  der  Schaar 
der  imaginäre  unendlich  ferne  Kreis  aller  Kugeln  ist,  oder  der 
Fall  der  Schnitte  der  imaginären  Enveloppe  confocaler 
Flächen  zweiten  Grades  verdient  besondere  Aufmerksamkeit. 

Dass  auch  dieConstruction  einer  Fläche  zweiten  Grades 
aus  neun  Tangentialebenen  und  in  verschiedenen  leicht 
aufzuzählenden  Specialformen  dieser  Bedingung  nach  dem 
Principe  der  Dualität  aus  den  Constructionen  des  vorigen  Art. 
abgeleitet  werden  kann,  erwähnen  wir  nur  ohne  weitere  Erör- 
terung; auch  die  Bildung  bezüglicher  Beispiele  dürfen  wir 
ganz  dem  Leser  überlassen. 

1)  Man  erläutere  die  Construction  der  gemeinsamen  umgeschrie- 
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benen  Developpabeln  von  zwei  Kegelschnitten  oder  von  zwei  ebenen 
Curven  überhaupt  als  dualistisch  entsprechend  oder  reciprok  zur 
Construction  der  gemeinsamen  Curve  von  zwei  Eegelflächen. 

Man  beachte  dabei  besonders  die  Punkte  der  Schnittlinie  ihrer 
Ebenen,  welche  auf  den  Kegelschnitten  selbst  liegen;  die  Ebenen, 
Erzeugenden  und  Punkte,  welche  sie  liefern,  sind  durch  die  Polar- 
figur zu  characterisieren.  (Vergl.  Tafel  III,  Punkte  C  .  ,  ,  K  und 
ihre  Tangenten;  die  entsprechenden  Schmiegungsebenen  sind  die 
stationären.) 

2)  Wenn  der  eine  Kegelschnitt  die  Ebene  des  andern  berührt, 
so  sondert  sich  diese  Ebene  zweifach  von  der  Developpabeln  ab 
und  man  erh&lt  r*  »s  6.  Bei  gegenseitiger  Berührung  kommt  man 
auf  die  Developpable  vierter  Ordnung  zurück,  zusammen  mit  zwei 
doppelt  zählenden  Schmiegungsebenen. 

3)  Man  erörtere  die  constructiven  Bedingungen  für  das  Auf- 
treten von  Doppelebenen  der  so  entstehenden  Developpabeln;  ins- 
besondere von  stationären  Ebenen  im  Vergleich  zu  §  20  f.  (Vergl. 
§  50,  7  f.) 

4)  Man  zeige  aus  der  Construction,  dass  in  den  Ebenen  der 
Doppelkegelschnitte  der  Developpabeln  je  vier  Erzeugende  derselben 
liegen  (vergl.  1)  und  ebenso,  dass  durch  die  Spitzen  der  doppelt 
berührenden  Kegel  zweiten  Grades  der  Durchdringungscurve  je  vier 
Tangenten  derselben  gehen.  Dies,  ist  in  Uebdreinstimmung  einer- 
seits mit  r*  -»  8,  anderseits  mit  r  <»  8. 

5)  Eine  beliebige  Ebene  E  des  Baumes  enthält  zwei  Gerade, 
welche  mit  der  gemeinsamen  Developpabeln  von  zwei  Flächen  zweiter 
Ordnung  je  zwei  Schmiegungsebenen  gemein  haben  —  nämlich  die 
beiden  in  E  gelegenen  Erzeugenden  derjenigen  Fläche  zweiter  Ord- 
nung, welche  E  berührt  und  der  Developpabeln  eingeschrieben  ist. 
Man  sieht,  dass  die  Doppeltangenten  des  ebenen  Schnittes  der  De- 
veloppabeln auch  nicht  reell  sein  können. 

6)  Wie  bedingt  man,  dass  die  einer  solchen  Deve- 
loppabeln eingeschriebene  Fläche  zweiter  Ordnung 
eine  Regelfläche  wird?  Man  lässt  die  sie  bestimmende  Ebene 
durch  die  Schnittlinie  von  zwei  Ebenen  der  Developpabeln  gehen. 
(Vergl.  §  45,  9.) 

7)  Die  Berührungspunkte  der  gemeinsamen  Developpabeln  von 
zwei  Flächen  zweiten  Grades  mit  einer  derselben  bilden  eine  Curve 
vierter  Ordnung  oder  sie  liegen  auf  einer  anderen  Fläche  zweiten 
Grades  von  dem  nämlichen  Quadrupel  harmonischer  Pole  mit  den 
gegebenen.  Der  entsprechende  Satz  für  die  Tangentialebenen  in  den 
Punkten  der  Durchdringungscurve  an  die  eine  der  beiden  Flächen 
ist  ebenso  wahr. 

8)  Die  Pole  £|,  E^  einer  Ebene  E  in  Bezug  auf  zwei  gege- 
bene Flächen  zweiter  Ordnung  liegen  in  einer  Geraden  ß,  welche 
mit  E  einen  Punkt  bestimmt,  durch  den  an  ihre  gemeinschaftliche 
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Developpable  vier  Ebenen  gehen,  die  sich  zweimal  in  Paaren  auf 
Geraden  in  E  durchschneiden. 

9)  Man  entwickele  die  Erzeugung  der  Flächen  zweiten  Grades, 
welche  der  in  §  43^  20  gegebenen  reciprok  ist. 

10)  Man  bilde  zu  §  45,  13—20  die  entsprechenden  Sätze  nnd 
Constructionen  nach  dem  Princip  der  Beciprocität;  ebenso  zu  den 
Sätzen  und  Aufgaben  21—27  ibid. 

11)  Man  erläutere  für  zwei  Kegelschnitte  A^],  K^  in  den 
Ebenen  M|  und  Mj  die  Bestimmung  der  Ebenen  der  beiden  übrigen 
Kegelschnitte  der  gemeinsam  umgeschriebenen  developpabeln  Fläche. 

1 2)  Man  characterisiere  die  gemeinschaftlich  umgeschriebene  De- 
veloppable von  zwei  Flächen  zweiten  Grades  für  den  Fall,  dass  sich 
diese  in  einem  Punkte  berühren  und  erläutere,  wie  dieselbe  durch 
zwei  Kegelschnitte  in  doppelter  Weise  erzeugt  werden  kann.  (Vergl. 
§  45,  5,  §  25  und  §  20.) 

13)  Wenn  besitzt  die  gemeinsam  umgeschriebene  Developpable 
von  zwei  Flächen  zweiten  Grades  eine  stationäre  Ebene  und  wie 
kann  eine  solche  als  Grenzfläche  des  Halbschattens  und  Kemschat- 
tens  erzeugt  werden,  den  eine  leuchtende  Kegelschnittfiäche  mit 
einem  andern  Kegelschnitt  bildet?   (Vergl.  §  25.) 

14)  Die  Developpable  der  Raumcurve  vierter  Ordnung  mit  Bück- 
kehrpunkt ist  die  gemeinsam  umgeschriebene  von  unendlich  vielen 
Flächen  zweiten  Grades,  die  in  dem  der  stationären  Ebene  ent- 
sprechenden Curvenpunkte  nach  jener  in  stationärer  Berührung  sind 
—  sowie  die  Curve  selbst  die  gemeinsam  eingeschriebene  von  un- 
endlich vielen  Flächen  zweiten  Grades,  die  im  stationären  Punkt 
in  stationärer  Berührung  sind. 

15)  Wenn  für  eine  developpable  Fläche  vierter  Classe  die  eine 
der  Doppelcurven  ein  gegebener  Kegelschnitt  AT]  und  die  andere  K^ 
ein  Kreis  in  der  unendlich  fernen  Ebene  ist,  der  die  Bichtung  der 
Normalen  zur  Ebene  von  K^  zum  Mittelpunkte  hat,  so  sind  alle 
Erzeugenden  und  Tangentialebenen  der  Developpabeln  gegen  jene 
Normale  und  gegen  die  Ebene  des  Kegelschnittes  K^  von  gleicher 
Neigung.  Ist  die  letztere  horizontal,  so  kann  man  die  fragliche 
Developpable  als  eine  solche  von  gleichem  Fallen  durch 
einen  horizontalen  Kegelschnitt  bezeichnen;  sowie  die  de- 
veloppable Schraubenfläche  die  Developpable  von  gleichem  Falle 
durch  eine  horizontale  Kreisevolvente  ist.  Man  zeige,  dass  die  beiden 
andern  Kegelschnitte  auf  der  Developpabeln  in  denjenigen  Ebenen 
liegen,  welche  durch  die  Axen  von  K^  normal  zu  seiner  Ebene  gehen, 
und  bestimme  sie. 

Die  Orthogonalprojectionen  der  Erzeugenden  auf  die  Ebene 
des  horizontalen  Kegelschnittes  sind  die  Normalen  desselben;  die 
entsprechende  Projection  der  Bückkehrcurve  der  Developpabeln  ist 
die  Evolute  des  Kegelschnittes. 

Die  Veränderung  des  Fallwinkels  der  Developpabeln  bei  Fest- 
haltung des  Grundkegelschnittes  hat  nur  eine  proportionale  Ver- 
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Änderung  der  Höhen  der  Pankte  von  einerlei  Projection  über 
und  unter  seiner  Ebene  zur  Folge,  so  dass  zwei  solche  Flächen 
orthogonal  affin  sind  in  perspectivischer  Lage  für  das  Verhfiltniss 
der  Tangenten  der  Fallwinkel  als  Affinitälsverhältniss ;  dieselben 
können  daher  alle  auf  die  dem  Winkel  von  45^  entsprechende 
zurückgeführt  werden,  deren  beide  Mäntel  sich  im  Grundkegelschnitt 
rechtwinklig  durchsetzen.  Für  diese  werden  aber  die  Punktreihen 
ihrer  Erzeugenden  durch  die  den  Grundkegelschnitt  in  ihren  Fuss- 
punkten  resp.  berührenden  Kreise  cyklographisch  dargestellt,  oder 
die  Gesammtheit  der  den  Grundkegelschnitt  berührenden  Kreise 
bildet  die  cyklographische  Darstellung  der  ganzen  Fläche;  jeder 
Kreis  nach  dem  doppelten  Drehungssinn^  der  ihm  beigelegt  werden 
muss,  die  eines  Paares  zur  Grundebene  symmetrischer  Punkte. 

1 6)  Man  zeige,  wie  die  doppelt  berührenden  Kreise  die  beiden 
in  den  Verticalebenen  durch  die  Axen  liegenden  Doppelkegelschnitte 
der  Fläche  liefern  und  bestimme  diese  auf  Grund  der  in  §  32,  2  f. 
entwickelten  Gesetze.  Man  construiere  auch  mittelst  der  Krüm- 
mungskreise des  Kegelschnittes  die  Rückkehrcurve  der  developpa- 
beln  Fläche  und  discutiere  ihre  Form  und  Lage. 

Betrachten  wir  in  der  Normale  des  Kegelschnittes  im  Punkte 
P  ihre  Schnitte  /  und  J^  bei  der  Ellipse  resp.  E  und  E^  bei  der 
Hyperbel  mit  der  Haupt-  und  Nebenaxe  derselben;  so  erhalten  wir 
durch  Abtragung  der  Längen  PJ  resp.  PE  und  PJ^  resp.  PE^ 
auf  Normalen  zu  seiner  Ebene  in  /  resp.  E  und  J^  resp.  E^  die 
Punkte  der  Doppelkegelschnitte  unserer  deyeloppabeln  Fläche,  welche 
in  den  durch  die  Haupt-  und  resp.  Nebenaxe  des  Grundkegelschnittes 
gehenden  Verticalebenen  enthalten  sind.  FOr  Af  als  den  Mittelpunkt 
des  Kegelschnittes  erhält  man  aber  aus  den  ähnlichen  Dreiecken 
MJJ^^  ME^E^  PJE^  PE^J^  aus  den  bezüglichen  Entwickelungen 
des  §  32  für  die  bezüglichen  Längen  die  folgenden  Ausdrücke 
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und  diese  erfüllen  für  alle  Lagen  von  P  in  dem  betrachteten  Kegel- 
schnitt, wenn  er  eine  Ellipse  ist  wegen  r, -|-r2=»  2«,  ^''«saß*  —  ^2 
die  Relationen 


MJ^  PJ^  PJ^__MJ^ 
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und  wenn  derselbe  eine  Hyperbel  ist  wegen  r,  — r2=2a,  h^=c^ — a^ 


a2  +  j2  ^2  ^»  ^2  d^J^W- 

Diese  Relationen  sind  offenbar  die  Gleichungen  der  Dopp el- 
eu rven  in  den  bezeichneten  Verticalebenen ;  für  die  MJy  ME 
als  Coordinaten  Xy  die  MJ^^  ME^  als  y  und  die  jP/,  /^/, ,  P^, 
/'^^i  als  Coordinaten  z  eines  Systems  Cartesischer  Raumcoordinaten 
erhalten  sie  die  gewöhnliche  Form. 

17)  Sie  lehren,  dass  für  den  Grundkegelschnitt  als  Ellipse  die 
fraglichen  Doppelcurven  eine  Ellipse  in  der  Verticalebene  durch 
die  Hauptaxe  und  eine  Hyperbel  in  der  Verticalebene  durch  die 
Nebenaxe  sind;  dass  jene  die  reellen  Brennpunkte  der  Grundellipse 
zu  Scheiteln  hat,  während  ihre  Axe  in  z  der  Nebenaxe  der  Grund- 
ellipse gleich  ist,  so  dass  sie  für  die  a.  a.  0.  schon  hervorgetretene 
specielle  Ellipse  mit  d^  .^=  2  c^  zum  Kreise  über  der  Brennpunkts- 
distanz wird;  während  diese,  die  Hyperbel  in  yz,  ihre  Scheitel  in 
z  auf  dem  über  der  Hauptaxe  der  Grundellipse  als  Durchmesser 
beschriebenen  Kreise  hat  und  den  reellen  Factor  ihrer  Nebenaxe 
gleich  und   zusammenfallend   mit  der  Nebenaxe   der  Grundellipse. 

Beide  neuen  Doppelcurven  sind  in  der  developpabeln  Fläche  zum 
Theil  reell  doppelt,  zum  Theil  isoliert;  die  üebergangsstellen 
werden  bestimmt  durch  die  Centra  der  kleinsten  und  grOssten  reell 
doppelt  berührenden  Kreise,  d.  h.  der  Ej-Ümmungskreise  in  den 
Scheiteln  der  Grundellipse;  für  die  doppelte  Ellipse  in  der  Ebene 
xz  durch  die  Krümmungscentra  der  Scheitel  der  Hauptaxe,  für  die 
doppelte  Hyperbel  in  yz  durch  die  der  Scheitel  der  Nebenaxe, 
welche  jeweilig  ihre  Projectionen  sind,  und  zwar  sind  die  zwischen 
diesen  Grenz  punkten  liegenden  Bögen  beider  Doppelcurven,  denen 
die  Scheitel  in  der  Axe  z  angehören,  reell  doppelt  und  der  Rest 
ist  isoliert  doppelt  oder  parasitisch  in  der  Fläche.   (§  50.) 

Dieselben  Grenzpunkte  sind  zugleich  nach  §  17  die  stationären 
Punkte  in  der  Rückkehrcurve  der  developpabeln  Fläche,  deren  Pro- 
jection  der  Ort  der  Krümmungscentra  oder  die  Evolute  der  Grund- 
ellipse ist;  die  im  Krümmungscentrum  normal  zur  Grundebene  ab- 
getragene Länge  des  Krümmungsradius  liefert  die  entsprechenden 
Punkte  der  Rückkehrcurve;  für  die  vorerwähnten  Grenz-  und  sta- 
tionären -Punkte  sind  die  zugehörigen  Tangenten  die  vier  von  ihnen 
nach  den  Scheiteln  der  Grundellipse  gehenden  45^-Linien.  Von 
diesen  Punkten  und  den  damit  bezeichneten  Richtungen  aus  gehen 
nach  den  zwei  benachbarten  Punkten  derselben  Art  und  ihren  Tan- 
genten die  vier  Curvenäste  oberhalb  und  die  vier  zu  ihnen  orthogonal 
symmetrischen  unterhalb  der  Ebene  xy,  welche  den  vier  Theilen 
der  Evolute  von  einem  Rückkehrpunkte  zum  nächsten  entsprechen. 
Die  Projectionem  der  oberen  Rückkehrcurve  auf  xz  und  resp.  yz 
bilden  mit  den  reell  doppelten  Bögen  der  Ellipse  resp.  Hyperbel 
krummlinige  nach  innen  convexe  Dreiecke,  die  zu  den  zwei  Ecken 
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in  den  Grenzpunkten  die  jeweilige  dritte  Ecke  in  der  Axe  z  haben, 
Doppelprojectionen,  wie  die  Evolute  der  Grundellipse. 

18)  Für  den  Grundkegelschnitt  als  horizontale  Hyperbel  mit 
der  Hauptaxe  in  x  ist  der  Doppelkegelschnitt  in  xz  eine  Hyperbel 
mit  den  Brennpunkten  der  ersten  als  Scheiteln  und  von  derselben 
Nebenaxenlänge  in  z  wie  jene  in  t/]  dieselbe  ist  imaginär  doppelt 
in  den  ihren  Scheiteln  benachbarten  Bögen  bis  zu  den  Punkten 
mit  nach  den  Scheiteln  der  Grundhyperbel  gehenden  45''- Tangenten, 
deren  cyklographische  Bilder  die  Osculationskreise  in  jenen  Schei- 
teln sind.  Von  diesen  Grenzpunkten  aus  als  Rückkehrpunkten  nach 
jenen  Tangenten  verlaufen  die  je  zwei  Aeste  der  Rückkehrcurven, 
deren  Projectionen  die  je  zwei  dem  einen  und  dem  anderen  Hy- 
perbelaste entsprechenden  Aeste  der  Evolute  sind  und  die  wie  diese 
in's  Unendliche  gehen.  Die  Doppelcurve  in  yz  ist  eine  durchweg 
reell  doppelte  Hyperbel,  welche  ihre  Hauptaxe  in  z  und  gleich  der 
Hauptaxe  der  Grundhyperbel,  den  reellen  Factor  ihrer  Nebenaxe  aber 
gleich  der  Brennpunktsdistanz  von  dieser  hat.  Die  Verbindungs- 
linien der  unendlich  fernen  Punkte  dieser  Doppelcurven  sind  die  un- 
endlich fernen  reellen  Erzeugenden  der  Fläche,  Stellungen,  die  die 
Asymptotenrichtungen  der  Grundhyperbel  in  Paaren  enthalten, 

19)  Wenn  der  Grundkegelschnitt  eine  horizontale  Parabel  in 
xy  mit  der  Axe  in  x  ist,  so  haben  wir  als  einzige  Doppelcurve 
eine  ihr  gleiche  Parabel  vom  nämlichen  Sinne  der  Oeffnung,  die 
den  Brennpunkt  der  ersten  zum  Scheitel  hat.  Die  vom  Scheitel 
der  ersten  an  sie  gehenden  45®-Tangenten,  deren  Berührungspunkte 
durch  den  Scheitel- Osculationskreis  der  ersten  cy klographisch  ab- 
gebildet werden,  geben  in  dieser  die  Anfangsstellen  ihrer  unbe- 
grenzten reell  doppelten  Theile  und  zugleich  die  Rückkehrpunkte 
und  Anfangsrichtungen  der  Rückkehrcurve ,  die  die  Evolute  der 
Parabel  zur  Doppel projection  hat  und  also  auch  wie  diese  in^s  Un- 
endliche geht.  Die  Verticalebene  durch  die  Nebenaxe  ist  unendlich 
fern  und  die  entsprechende  Doppelcurve  verschwindet^  die  Rück- 
kehrcurve erscheint  wie  die  eine  Hälfte  der  dem  hyperbolischen 
Grundkegelschnitt  entsprechenden.  Die  Ausführung  dieser  Figuren 
—  etwa  in  schiefer  Axonometrie  ohne  Verkürzungen  der  Axen  —  ist 
sehr  zu  empfehlen,  ebenso  wie  die  Anfertigung  bezüglicher  Modelle. 

20)  Die  Schnittcurven  der  Developpabeln  gleichen  Fallens  mit 
zur  Grundebene  parallelen  Ebenen  werden  als  Parallelcurven  des 
Grundkegelschnittes  projiciert,  d.  h.  als  Orte  der  Centra  derjenigen 
berührenden  Kreise  desselben,  deren  Radius  der  Distanz  der  Ebenen 
gleich  ist;  es  sind  Gurven  achter  Ordnung  und  vierter  Classe,  für 
die  die  acht  Schnitte  der  Ebenen  mit  den  Doppelcurven  die  Dop- 
pelpunkte in  den  Axen  des  Grundkegelschnittes  und  im  Unendlichen 
und  die  zwölf  Durchschnitte  mit  der  Rückkehrcurve  die  stationären 
Punkte  in  der  Evolute  liefern.  Man  übersieht  sofort,  dass  sta- 
tionäre Punkte  und  Doppelpunkte  erst  zugleich  auftreten,  wenn  die 
Ebenendistanz  den  Krümmungsradius  im   Hauptaxenscheitel  über- 
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trifft,  und  dass  für  Distanzen  zwischen  der  kleinen  und  grossen 
Halbaxe  der  Grandellipse  nur  Bückkehrpunkte,  sodann  wieder  bei- 
derlei^ aber  nun  die  Doppelpunkte  in  der  Nebenaxe,  und  schliesslich 
für  alle  weiter  wachsenden  Distanzen  nur  isolierte  Doppelpunkte 
in  dieser  auftreten  können;  indess  für  den  Grundkegelschnitt  als 
Hyperbel  zwar  auch  Doppelpunkte  in  der  Hauptaxe  und  stationäre 
Punkte  in  der  Evolute  gleichzeitig  für  Distanzen  über  dem  Krüm- 
mungsradius im  Scheitel  auftreten,  aber  ohne  bei  wachsenden  Di- 
stanzen jemals  zu  verschwinden,  während  noch  Doppelpunktpaare 
in  der  Nebenaxe  hinzutreten. 

Wesentlich  Gleiches  gilt  für  andere  ebene  Querschnitte;  ihre 
Projectionen  sind  die  Orte  der  Centra  den  Grundkegelschnitt  be- 
rührender Kreise,  die  die  Spur  der  Ebene  unter  vorgeschriebenem 
Winkel  schneiden.  [I,  §  (7).]  Doch  sind  die  45^-Ebenen  besonders 
zu  betrachten,  welche  die  Systeme  berührender  Kreise  des  Kegel- 
schnittes liefern,  die  auch  eine  feste  Gerade  berühren;  ihre  Schnitte 
mit  den  Doppelcurven  und  mit  der  Rückkehrcurve  unter  diesen  die 
doppelt  berührenden  und  die  Osculationskreise  des  Kegelschnittes. 

Die  Durchdringungen  unserer  developpabeln  Fläche  gleichen 
Fallens  mit  gleichseitigen  Botations-Kegeln  resp.  -Hyperboloiden 
von  zur  Tafel  normaler  Axe  geben  Anlass  zur  Untersuchung  der 
Systeme  und  Gruppen  von  einfach,  doppelt  und  dreipunktig  be- 
rührenden Kreisen  des  Kegelschnittes,  welche  durch  einen  Punkt 
gehen  oder  einen  Kreis  berühren,  resp.  welche  einen  Kreis  ortho- 
gonal oder  diametral  oder  endlich  unter  vorgeschriebenen  Winkeln 
schneiden.  Man  erläutere  unter  diesem  Gesichtspunkte  den  Satz, 
dass  durch  einen  Punkt  des  Kegelschnittes  vier  seiner  Krümmnngs- 
kreise  gehen,  der  zugehörige  und  drei,  die  ihn  in  anderen  Punkten 
osculieren,  welche  mit  jenem  auf  einem  Kreise  liegen  und  erweitere 
denselben.  Ebenso  kann  man  die  berührenden  Kreise  bestimmen, 
die  einer  linearen  Reihe,  einem  durch  zwei  seiner  Kreise  bestimmten 
Büschel  von  Kreisen  angehören,  etc. 

Die  Durchdringung  der  4ö^-Developpabeln  über  zwei  verschie- 
denen Kegelschnitten  derselben  Ebene  giebt  das  System  von  Kreisen, 
welche  beide  Kegelschnitte  berühren,  und  die  Gruppen  von  solchen, 
welche  den  einen  doppelt  oder  dreipunktig  und  den  anderen  ein- 
fach berühren;  etc.  Aehnliche  Probleme  hätten  schon  bei  der  Be- 
trachtung der  Tangentenfläche  der  Schraubenlinie  mit  ß  -»  45®  in 
§  13,  6  als  Fläche  gleichen  Fallens  durch  die  Kreisevolvente  auf- 
gestellt werden  können;  etc. 

Es  ist  evident,  dass  für  andere  ebene  Curven  eine  ganz  analoge 
Auffassung  des  Normalenproblems,  etc.  sich  durchführen  lässt,  wie 
die  vorigen  Betrachtungen  sie  für  Kegelschnitte  enthalten. 

21)  Man  bestimme  die  Lage  der  beiden  Kegelschnittebenen  für 
die  Developpable  gleichen  Fallens  durch  einen  Kegel- 
schnitt in  schräger  Ebene.     Der  Mittelpunkt  des  unendlich 
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fernen  Kreises  ist  die  Bichtimg  der  Yerticalen.  Man  mache  ihre 
Darstellung  in  Centralprojection  auf  eine  verticale  Bildebene. 

22)  Die  Erzeugenden  der  Developpabeln  werden  durch  die  drei 
im  endlichen  Eaume  gelegenen  Doppelkegelschnitte  derselben  in 
gleichem  Verhältniss  getheilt.  Nach  den  in  15  citierten  Werthen 
erhält  man  für  die  Ellipse  resp.  Hyperbel 

i>y,  :  PJ  :  JJ^  ^a^:b^:  c^     PE^  :  PE :  EE^  —  a«  .  ^2  .  ^2. 

es  sind  also  die  Verhältnisse  der  Abschnitte  der  Erzeugenden 
zwischen  den  Doppelcurven  nur  von  der  Form  des  Grundkegel- 
schnittes abhängig  —  von  seinem  Axenyerhältniss  oder  seiner  nume- 
rischen Excentricität ;  denn  diese  Abschnitte  selbst  gehen  aus  ihren 
hier  geschriebenen  Projectionen  durch  Division  mit  dem  Cosinus 
des  Fallwinkels  gleichmässig  hervor. 

Für  die  Ellipse  0*  =  2  c^  oder  ^  «=  c ,  bei  welcher  die  zweite 
Doppelcurve  ein  Kreis  ist  (17),  erhält  man  speciell 

i>y^  :  />/ :  //,  =  2  :  1  :  1 

und  für  den  Grundkegelschnitt  als  gleichseitige  Hyperbel  oder 
2  a^  (xs  {;^ ,  wo  beide  andere  Doppelcurven  im  Endlichen  gleiche 
Hyperbeln  werden^  analog 

PE^  :  PE :  EE^  =  1:1:2. 

23)  Aus  der  Developpabeln  gleichen  FaJlens  in  14)  für  45^ 
konnte  durch  orthogonale  Afi&nität  für  die  Grundebene  als  Affini- 
tätsebene jede  andere  solche  Developpable  gleichen  Fallens  abge- 
leitet werden.  Durch  allgemeine  Affinität  für  eine  beliebige  Grund- 
ebene wird  man  daraus  jede  developpable  Fläche  bilden  können, 
welche  einen  Kegelschnitt  im  Endlichen  und  eine  unendlich  ferne 
Ellipse  zu  Doppelcurven  hat.  Insbesondere  aber  führt  die  centrisch 
collineare  Umwandlung  die  Developpable  gleichen  Fallens  direct 
in  andere,  zwei  reellen  Kegelschnitten  von  allgemeiner  Lage  ge- 
meinsam umgeschriebene,  Developpable  über  und  zeigt,  dass  die 
projectivischen  Eigenschaften  der  ersten  bei  diesen  fortbestehen. 

Die  Constanten  Theilverhältnisse  in  22) 

/>/,  :  PJ    und    PJ  :  //,  etc. 

werden  zu  den  Doppelverhältnissen 

(/,  JPP;)  und  (/>/,  y />,)  ,     (Ä,  EPP;)  und  {PE^  EP^) , 

wenn  wir  mit  P^  den  Durchschnittspunkt  der  Erzeugenden  mit  dem 
vierten  vorher  im  Unendlichen  gelegenen  Doppelkegelschnitte  be- 
zeichnen. Wir  haben  damit  einen  neuen  Beweis  für  den  Satz  von 
der  Constanz  des  Doppelverhältnisses;  das  eine  Erzeugende  mit  den 
Ebenen  des  Quadrupels  hervorbringt,  dessen  Dualen  wir  schon  im 
Abschn.  A,  §  26,  20  gefunden  hatten.  Man  benutze  die  Idee  der 
collinearen  Umformung  für  die  Charakteristik  der  stationären  Punkte 
der  Bückkehrcurve  im  allgemeinen  Falle  u.  s.  w. 

Fiedler,  dAntollende  Geometrie.  II.  3.  Aufl.  26 
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Wenn  man  von  der  gemeinsamen  Developpabeln  zweier  be- 
liebiger reeller  Kegelschnitte  ausgeht,  so  kann  man  sie  durch  Belief* 
bildung  zunächst  in  eine  solche  überführen^  bei  welcher  der  eine 
dieser  Kegelschnitte  zu  einem  Kreise  geworden  ist,  der  seinen  Mit- 
telpunkt in  der  Normale  auf  der  Ebene  des  anderen  in  seinem 
Mittelpunkte  und  seine  Ebene  zu  dieser  parallel  hat;  und  man  kann 
weiter  durch  eine  specielle  Beliefbildung  die  letzterhaltene  in  die 
Developpable  gleichen  Fallens  mit  45**  verwandeln. 

24)  Die  einer  solchen  Developpabeln  eingeschriebenen  FJSchen 
zweiten  Grades  sind  concentrisch.    Wie   liegen  ihre  Hauptebenen? 

25)  Ist  der  unendlich  ferne  nicht  reelle  Kreis  die 
eine  der  Doppelcurven,  so  sind  alle  die  der  developpabeln 
Flllche  eingeschriebenen  Flächen  zweiter  Ordnung  concentrisch  und 
haben  zugleich  dieselben  Hauptebenen ;  die  Doppelcurven  liegen  in 
diesen  und  zwei  derselben  sind  reell. 

Denkt  tnan  die  eine  derselben  horizontal  —  in  xy  mit  den 
Axen  in  x  und  resp.  y  —  so  entspricht  die  Ersetzung  des  un- 
endlich fernen  Kreises  des  gleichseitigen  Rotationskegels 

X^  +  y2  _  ;j:2  „  0 

durch  den  unendlich  fernen  imaginären  Kreis   aller  Kugeln,  also 
auch  der  Nullkugel 

a;'  +  y«  +  2:'  =  0 

der  Veränderung  des  Vorzeichens   von  z* ,   d.  h.   auch  von   PJ^, 
TJ^^^  PE'^,  PE^  in  den  Formeln  von  16.    Dieselbe   liefert  aber 

-^i  —  bi        1,1   —        ^^^  a^         ä'  ^\  ~ 


2 


für  die  Ellipse 


«2  ■*"  ^2        *  > 


d.  h.  eine  reelle  Hyperbel  in  der  Ebene  xz  mit  den  Brennpunkten 
der  Grundellipse  als  Scheiteln  und  der  Nebenaxe  derselben  als  dem 
reellen  Factor  ihrer  Nebenaxe  in  z  oder  ihren  Scheiteln  als  Brenn- 
punkten; und  eine  imaginäre  Ellipse  m  yz.  Und  sie  liefert  für 
die  Hyperbel 


ME^     ,    PE^       ^          ^          PE.^ 

ö^  +  &2     •         ^2                                                    ^2 

a^  +  b^         ' 

d.  h.  eine  reelle  Ellipse  in  der  nämlichen  Relation  in  xz  und  eine 
imaginäre  Ellipse  in  yz.  Die  Beziehung  der  reellen  Doppelcurven 
ist  gegenseitig  und  irgend  zwei  Punkte  des  einen  von  zwei  solchen 
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Kegelschnitten  besitzen  in  Bezug  auf  den  anderen  die  Eigenschaft 
der  Brennpunkte  betreffs  der  Constanz  der  Entfemungssumme  oder 
Differenz.  Wir  sehen  die  charakteristischen  Merkmale  des  Ueber- 
ganges  vom  Beeilen  zum  Imaginären,  wie  er  der  Cjklographie 
eigen  ist,  nochmals  in  der  Yergleichung  dieser  Figuren  mit  denen 
von  16  und  18. 

Die  centrisch-coUineare  Umformung  erlaubt  von  dieser  spe- 
ciellen,  den  imaginären  unendlich  fernen  Kreis  als  Doppelcurve 
enthaltenden  Developpabeln  zu  jeder  andern  developpabeln  Fläche 
überzugehen,  deren  Doppelcurven  zwei  reelle  und  zwei  nicht  reelle 
Kegelschnitte  sind.  Welches  sind  die  allgemeinen  Charaktere  der 
reellen  Doppelkegelschnitte  einer  solchen  Fläche? 

Flg.  87. 


Dir— 


26)  Das  System  der  einer  solchen  developpabeln  Fläche  ein- 
geschriebenen Fläche  zweiter  Ordnung  führt  auf  die  nämlichen  Be- 
lationen  seiner  Doppelcurven  im  endlichen  Baume. 

Weil  nach  11)  §  45  die  Pole  einer  Ebene  in  Bezug  auf  alle 
der  Developpabeln  eingeschriebenen  Flächen  zweiter  Ordnung  eine 
Gerade  bilden,  und  nach  14)  §  40  eine  Ebene  und  eine  Gerade 
oder  zwei  Gerade  conjugiert  sind  in  Bezug  auf  den  nicht  reellen 
unendlich  fernen  Kreis,    wenn   sie   normal   zu   einander  sind,    so 

26* 
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Hegen  die  Pole  einer  Ebene  in  Bezug   auf  die  Flächen 
der  Schaar  auf  einer  zur  Ebene  normalen  Geraden. 

In  Folge  dessen  haben  die  Hauptschnitte  aller  dieser  Flftchen 
dieselben  Brennpunkte  (vergl.  I,  §  36);  man  nennt  sie  confocale 
Fläch en.«z weitenGrades  und  bezeichnet  die  Doppelkegelschnitte 
als  ihre  Focalcurven.  Die  Fig.  87  zeigt  die  Focalcurven  Fj,  F^ 
des  EUipsoides  von  den  Axen  AB^  CD,  EF ^  wo  dies  auch  ihre 
Ordnung  nach  der  Grösse  ist.  Es  sind  G^ ,  H^  die  Brennpunkte  des 
Hauptschnittes  ABCDy  G^-^  H^  die  von  ABEF  und  G^^  H^  die 
von  CDEF\  die  Focalellipse  F^  in  der  Ebene  AB  CD  geht  durch 
G^H^H^K^  und  ^j,  H^  sind  ihre  Brennpunkte;  die  Focalhjperbel 
F2  in  der  Ebene  ABEF  geht  durch  G^,  Hy  und  hat  die  Brenn* 
punkte  G21  H.^\  sie  dringt  in  den  je  denselben  Durchmesser  an- 
gehörenden Punktepaaren  K^y  K^^  den  Kreispunkten,  aus  der  Fläche 
heraus.  Die  entsprechenden  Diametralkreisschnitte  sind  A^,*,  K^, 
Wir  kommen  im  III.  Bande  auf  die  Untersuchung  der  confocalen 
Flächen  zweiten  Grades  zurück  und  erwähnen  hier  nur  einige  Haupt- 
eigenschaften derselben. 

27)  Die  TangentoDkegel ,  welche  aus  einem  Punkte  an  die 
Flächen  der  Schaar  der  Confocalen  gehen,  sind  coaxial  und'con- 
focal;  speciell,  die  orthogonal  projectivischen  Umrisse  confocaler 
Flächen  zweiten  Grades  sind  confocal  unter  einander  und  mit  den 
entsprechenden  Projectionen  ihrer  Focalcurven.  (Vergl.  Fig.  87.) 

Die  Brennpunkte  der  Orthogonalprojectionen  der  Focalcurven 
einer  Fläche  zweiten  Grades  auf  irgend  eine  Ebene  sind  also  auch 
die  Brennpunkte  ihres  entsprechenden  Umrisses,  so  dass  aus  der 
Kenntniss  von  zwei  Hauptschnitten  der  Fläche  durch  Umlegung 
derselben  in  die  Tafel  die  Brennpunkte  des  Umrisses  direct  ge- 
funden werden  können.  (Für  eine  vielseitiger  und  bequemer  brauch- 
bare Bestimmung  vergl.  weiterhin  §  68,  9  f.) 

Zum  Beweis  des  allgemeinen  Satzes  denken  wir  die  vier  nicht 
reellen  Tangentialebenen  der  gemeinsamen  Developpabeln  des  con- 
focalen Systems  von  dem  betrachteten  Pimkte  L  aus  und  vergegen- 
wärtigen uns,  dass  sie  jede  Fläche  des  Systems,  die  von  L  an  sie 
gehenden  Tangentenkegel  und  den  imaginären  Kugelkreis  im  Un- 
endlichen berühren ;  dass  dieselben  somit  ein  Vierflach  bilden,  dessen 
Diagonaldreiflach  ein  Tripel  conjugierter  und  zugleich  orthogonaler 
Ebenen  in  beiden  Kegeln  ist;  während  zwei  in  einerlei  Diagonal- 
ebene liegende  Kanten  desselben  in  beiden  Kegeln  dieselbe  Becht- 
winkelinvolution  harmonischer  Polarebenen  tragen,  also  gemeinsame 
Focallinien  derselben  sind. 

28)  Durch  jeden  Punkt  im  Baume  gehen  drei  Flächen  von  der 
Schaar  der  Confocalen^  die  zu  einander  rechtwinklig  sind;  ihre  Tan- 
gentialebenen in  diesem  Punkte  sind  die  drei  zu  einander  recht- 
winkligen Ebenen,  welche  zugleich  in  Bezug  auf  die  gegebene  Fläche 
zweiter  Ordnung  oder  die  gegebene  Doppelcui've  der  Developpabeln 
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einander  conjugiert  sind;   die  Normalen   sind  daher  die  Axen  des 
in  27)  besprochenen  Systems  confocaler  Kegel. 

29)  Die  Focalcurven  bilden  den  Ort  der  Scheitel  derjenigen 
Botationskegel,  welche  den  Flächen  der  Schaar  umgeschrieben  werden 
können;  sie  durchschneiden  daher  die  Flächen  normal  in  ihren 
Nabelpunkten,  wo  der  Botationskegel  sich  auf  di^  Tangentialebene 
reduciert,  und  jede  geht  durch  die  Brennpunkte  der  andern.  (Yergl. 

§  9,  »•) 

Das  Centrum  derCollineation  zwischen  einer  Kugel 

und    einer    Fläche    zweiter    Ordnung    liegt    auf    einer 

Focalcurve  der  letzteren;   der  nach  dem    Centrum  der 

Kugel  gehende  CoUineationsstrahl   ist  die   bezügliche 

Tangente  von  jener  (vergl.  §  43);    in  der  Figur  dieser  Colli- 

neation  (Fig.  82,  83)   ist  daher  die  eine   der  Focalcurven   durch 

fünf  Punkte  uud  ihre  Tangenten  bestimmt. 

30)  Die  Durchdringungscurve  von  zwei  confocalen  Flächen 
zweiten  Grades  ist  eine  Baumcurve  vierter  Ordnung  von  der  Eigen- 
schaft, dass  die  Normalen  der  einen  Fläche  in  den  aufeinander 
folgenden  Punkten  der  Curve  sich  schneiden,  weil  sie  in  der  bezüg- 
lichen Tangentialebene  der  andern  Fläche  liegen ;  man  nennt  sie  die 
Krümmungslinien  der  Fläche.   (Vergl.  §  17,5,6.) 

Durch  jeden  Punkt  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  gehen  zwei 
Krümmungslinien  und  diese  sind  rechtwinklig  zu  einander. 

Die  orthogonalen  Projectionen  der  Krümmungslinien  einer 
Fläche  zweiter  Ordnung  auf  ihre  Hauptebenen  sind  Kegelschnitte, 
deren  Axen  mit  denen  dieser  Hauptschnitte  zusammenfallen;   etc. 

31)  Die  Grenzen  des  Halbschattens  und  Vollschattens  an  einer 
Fläche  zweiten  Grades »  welche  durch  eine  andere  Fläche  zweiten 
Grades  beleuchtet  wird,  sind  Baumcurven  vierter  Ordnung. 

32)  Die  gemeinsame  Developpable  D^  einer  Schaar  von  Flächen 
zweiten  Grades,  welche  eigentliche  krumme  Flächen  enthält,  kann 
die  dualistisch  entsprechenden  zu  den  Besonderheiten  der  Grund- 
curve  eines  Büschels  zeigen,  die  in  §45,5 — 8  aufgezählt  sind. 
Also  ausser  der  D^  ohne  Doppelebene  erhalten  wir  die  mit  Doppel- 
und  die  mit  stationärer  Ebene;  sodann  die  Developpable  dritter 
Classe  mit  einer  ihrer  Doppeltangenten  ^  speciell  einer  ihrer  Man- 
tellinien. Zwei  Kegelilächen  zweiter  Classe  mit  zwei  gemeinsamen 
Tangentialebenen  durch  die  Verbindungslinie  ihrer  Spitzen,  insbe- 
sondere mit  einer  gemeinsamen  Mantellinie  und  einerlei  Tangential- 
ebene längs  derselben,  und  endlich  ein  doppelt  zählender  Kegel 
zweiter  Classe.  Ferner  eine  Kegelfläche  zweiter  Classe  und  ein  Paar 
von  geraden  Linien,  die  sie  berühren  und  einander  schneiden, 
speciell,  welche  sich  auf  ihr  schneiden  und  in  ihrer  zugehörigen 
Tangentialebene  liegen.  Endlich  die  Fälle  des  windschiefen  Vier- 
seits  mit  den  Specialformen  von  einer  doppelt  zählenden  Geraden 
mit  zwei  sie  schneidenden  windschiefen,  und  von  zwei  doppelten 
Geraden,  die  einander  schneiden. 


390       n.  Curven  und  Flächen:  B)  Flächen  zweiten  Grades.  47. 

Die  Lage  der  Mittelpunktsgeraden  der  Flächen  der  Schaar  und 
die  Specialitäten  der  Polardeveloppabeln  eines  Punktes  in  Bezug 
auf  dieselben  (vergl.  §  45,  13)  in  diesen  verschiedenen  Fällen  zu 
erörtern,  ist  sehr  zu  empfehlen. 

Die  Vergleichung  der  hier  aufgezählten  Fälle  mit  denen  von 
§  45  a.  a.  0.  zeigt  zugleich^  in  welchen  Fällen  die  Flächen  eines 
Büschels  zugleich  eine  Schaar  von  Flächen  zweiten  Grades  bilden, 
die  wir  vergleichen  mit  den  Büscheln  von  Kegelschnitten,  welche 
zugleich  Schaaren  sind. 

33)  Nach  dem  Vorigen  bestimmen  irgend  zwei  Flächen  zweiten 
Grades  F^,  F^  im  Allgemeinen  zugleich  ein  Büschel  und  eine 
Schaar  von  Flächen  zweiten  Grades  mit  ihrer  Durchdringungscurve 
C4  und  ihrer  gemeinsamen  Developpabeln  D^  als  Fundamentalcurve 
resp.  als  Fundamentaldeveloppable.  In  Analogie  zu  den  in  Beisp.  2 — 7 
des  §  25  enthaltenen  Sätzen  gelten  bezüglich  dessen  die  folgenden 
Sätze.  Die  Durchdringungscurve  der  Kegel  zweiten  Gra- 
des, welche  den  Flächen  zweiten  Grades  F^^  F^  nach 
ihren  Schnittcurven  mit  einer  beliebigen  Ebene  £  um- 
geschrieben sind;  liegt  mit  der  Grundcurve  C4  des  Bü- 
schels Fl,  F2  auf  einer  Fläche  zweiten  Grades.  Alle 
Tangentialebenen  der  Fläche  zweiten  Grades  in  der 
durch  F],  F2  bestimmten  Flächenschaar,  welche  E  be- 
rührt, liefern  in  derselben  Art  Durchdringungscurven 
der  zugehörigen  Kegel,  welche  auf  der  nämlichen 
Fläche  des  Büschels  liegen.  Der  Schnittpunkt  von  E  mit 
der  Verbindungsgeraden  ihrer  Pole  E^ ,  E^  in  beiden  Flächen  F, , 
F.)  ist  der  Berührungspunkt  von  E  mit  jener  Fläche  der  Schaar 
und  die  durch  ihn  gehenden  Ebenen  liefern  als  die  Durchdringungs- 
curven der  von  ihren  Querschnitten  mit  den  Flächen  F^ ,  Fj  mit  den 
Polen  E^ ,  E^  resp.  als  Mittelpunkten  bestimmten  Kegel  zweiten 
Grades  die  Curven  vierter  Ordnung  erster  Art  auf  derselben  Fläche 
des  Büschels. 

Ist  e^  eine  Erzeugende  des  von  E^  aus  der  Fläche  Ff  um- 
geschriebenen Kegels  ^, ,  F, ,  und  sind  P^ ,  P^  ihre  Schnittpunkte 
mit  dem  Kegel  E^t  F2,  so  trifft  die  Ebene  tf,  E^  die  Flächen  F, ,  F.^ 
in  zwei  Kegelschnitten  5  die  Punkte  /*, ,  P^  liegen  mit  den  Schnitten 
der  Ebene  6f,  E.^  mit  der  Grundcurve  C4  des  Büschels  F, ,  F2  auf 
einem  Kegelschnitt  und  also  mit  der  Grundcurve  in  einer  Fläche 
zweiten  Grades.  Verbindet  man  P^  oder  P^  mit  E^^  so  liegt  auf 
der  Erzeugenden  ein  neuer  Punkt  der  Durchdringungscurve  der 
Kegel,  der  wieder  derselben  Fläche  zweiten  Grades  angehört,  u.  s.  w. 

Die  gemeinsame  Developpable  der  Kegelschnitte, 
in  welchen  die  Flächen  zweiten  Grades  F| ,  Fj  von  den 
Berührungskegeln  aus  einem  beliebigen  Punkte  P  be- 
rührt werden,  umhüllt  mit  der  gemeinsamen  Develop- 
*pabeln  der  Flächen  F, ,  F^  selbst  die  nämliche  Fläche  F 
zweiten    Grades.     Alle  Punkte   der    durch    P  gehenden 
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Fläche  des  Büschels  F^,  Fj  liefern  in  dieser  Art  De- 
veloppable  D*,  die  der  nämlichen  Fläche  F  umgeschrie- 
ben sind.  Die  Verbind ungsebene  von  P  mit  der  Durchschnittslinie 
seiner  Polarebenen  Fj ,  Fj  in  beiden  Flächen  ist  die  Tangentialebene 
jener  Fläche  in  P  und  die  auf  ihr  liegenden  Punkte  liefern  als  die 
gemeinsamen  Developpabeln  der  von  ihren  Tangentialkegeln  an  F, , 
F2  mit  den  Polarebenen  F|  resp.  F.^  bestimmten  Kegelschnitte 
lauter  D^,  die  dieselbe  Fläche  zweiten  Grades  umhtlllen. 

So  entspricht  jeder  Fläche  des  Büschels  F| ,  Fj  eine  bestimmte 
Fläche  der  Schaar  F, ,  Fj;  der  Fläche  Fj  entspricht  immer  die 
Fläche  F2;  jedem  Kegel  des  Büschels  entspricht  ein  Kegelschnitt 
der  Schaar. 

34)  Sind  F| ,  Fj  Kugelflächen,  so  umhüllen  die  Ebenen 
mit  constantem  Flächenverhältniss  der  Schnittkreise  mit  ihnen  eine 
Fläche  der  durch  sie  bestimmten  Schaar;  für  gleiche  Flächen  speciell 
ein  Rotationsparaboloid  mit  der  Centrale  der  Kugeln  als  Axe, 
ihrer  Mitte  als  Brennpunkt  und  der  Potenzebene  der  Kugeln  F^; 
F.^  als  Tangentialebene  im  Scheitel.  Die  Durchdringungscnrven  der 
zugehörigen  Rotationskegel  liegen  sämmtlich  auf  der  nämlichen 
Kugel  des  Büschels  F^,  F^.  Dem  Rotationsparaboloid  in  der 
Schaar  entspricht  die  Aehnlichkeitskugel  der  gegebenen  Ku- 
geln; etc.    (Vergl.  §  32,  22  und  §§  25,  2;  31,  8.) 

48.  Die  Flächen  zweiten  Grades  erläutern  einfach  und 
vollständig  die  doppelte  Entstehungsweise  einer  krum- 
men Fläche  als  Ort  von  Punkten;  sagen  wir  von  auf- 
geschriebenen Üurven,  und  als  Enveloppe  von  Ebe- 
nen,'sagen  wir  von  umgeschriebenen  Developpabeln. 
Sie  vermitteln  zugleich  den  Beweis,  dass  diese  beiden  An- 
schauungsweisen von  krummen  Flächen  als  doppelt  un- 
endlichen Reihen  von  Punkten,  und  als  doppelt  unendlichen 
Schaaren  von  Ebenen  —  im  Gegensatze  zu  den  Curven  und 
developpabeln  Flächen  als  einfach  unendlichen  Reihen  und 
Schaaren  —  für  alle  Flächen  gültig  sind  und  liefern 
dabei  ein  für  die  darstellende  Geometrie  wichtiges  Theorem 
über  dieselben.  Ist  P  ein  Punkt  der  krummen  Fläche  F  und 
F  die  zugehörige  Tangentialebene  derselben  und  zieht  man 
in  F  durch  P  nach  drei  verschiedenen  unendlich  nahen  Punk- 
ten P^y  P29  P's  die  Geraden  PP^,  PP^,  PP^,  welche  also  Tan- 
geuten von  F  in  P  sind,  so  denke  man  durch  P,  P, ,  P2  eine 
Fläche  zweiten  Grades  F^  gelegt,  die  somit  IP  in  P  berührt  und 
also  auch  P^  enthält.  Legt  man  dann  durch  die  Geraden 
PPij    PPij   PP-6}    etwa   nach    einem   beliebigen    Punkte    des 
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Baumes,  drei  Ebenen,  so  schneiden  diese  die  Fläche  in  drei  I 

Curven,  deren  zu  jP,,  P2,  P^  respective  benachbarte  Punkte 
wir  -Pj*,  JP2*  -^3*  nennen  wollen.  Die  vorerwähnte  Fläche 
zweiter  Ordnung  Fj  kann  auch  durch  diese  drei  Punkte  ge- 
führt werden.  Sie  hat  dann  die  Eigenschaft,  dass  alle  ihre 
ebenen  Schnitte  durch  P  die  entsprechenden  Schnitte  der 
Fläche  F  in  diesem  Punkte  P  dreipunktig  berühren  oder  os- 
culieren,  denn  der  Punkt  P  muss  nach  den  gegebeneu  Bedin- 
gungen in  ihrer  Durchdringungscurve  mit  F  ein  dreifacher 
Punkt  sein.  Man  sagt,  dass  die  Fläche  zweiten  Grades  F, 
selbst  die  Fläche  F  in  /^  osculiere  und  sieht  aus  der  Betrach- 
tung, dass  in  jedem  Punkte  einer  krummen  Fläche  unzählig 
viele  sie  osculierende  Flächen  zweiten  Grades  bestimmt  werden 
können. 

Immer  aber  haben  in  Folge  der  Gonstruction  beide  Flächen 
F  und  F2  nicht  nur  in  P^  sondern  auch  in  allen  dem  Punkte 
P  unendlich  nahen  Punkten  P^^  P^-»*  einerlei  Tangentialebenen 
und  die  Beziehungen  der  Tangentialebenen  und  Tangenten 
der  Flächen  zweiten  Grades  um  einen  Punkt  herum  stimmen 
sonach  mit  denen  der  Tangentialebenen  und  Tangenten  der 
Fläche  F  in  den  zu  P  unendlich  nahe  benachbarten  Punkten 
vollständig  überein.    Also  haben  die   Inflexions-  oder   Haupt-  | 

tangenten  der  Fläche  F  in  /^  je  drei  Punkte  mit  der  besagten 
Fläche  F2  gemein,  d.  h.   sie  sind   ihre  Erzeugenden  für  den  | 

Punkt  P,  Und  so  wie  die  Tangenten  der  Fläche  Fj  in 
P  paarweis  conjugiert  sind  (§  39,  u),  so  dass  die 
Tangentialebenen  aus  den  nächstfolgenden  Punkten 
der  einen  an  die  Fläche  durch  die  andere  hindurch 
gehen,  so  sind  es  auch  die  Tangenten  der  krummen 
Fläche  F;  diese  Paare  bilden  eine  Involution,  welche 
die  Inflexionstangenten  von  F  oder  die  Erzeugen- 
den der  Fläche  zweiten  Grades  Fj  in  P  zu  ihren 
Doppelstrahlen  hat. 

Legen  wir  parallel  der  Tangentialebene  F  in  iP  und  in 
unendlich  kleiner  Entfernung  von  ihr  eine  die  Flächen  F  und 
F2  schneidende  Ebene  P*,  so  enthält  dieselbe  die  der  Tan- 
gentialebene unendlich  nahen  Punkte  P*  und,  da  dieselben  der 
Fläche  F  und  der  osculierenden  Fläche  Fj  gemeinsam  sind, 
so   schneidet   sie  F^  und  zugleich  F  in  einem  Kegelschnitt; 
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d.  h.  der  der  Tangentialebene  einer  krummen  Fläche 
unendlich  nahe  und  ihrparallele  ebene  Schnitt  der- 
selben ist  als  ein  unendlich  kleiner  Kegelschnitt  K 
anzusehen.  Ist  dann  M  der  Mittelpunkt  der  Fläche  Fj^  so 
liegt  der  Mittelpunkt  dieses  Kegelschnitts  im  Durchschnitt  des 
der  Ebene  F  conjugierten  Durchmessers  MP  mit  der  Schnitt- 
ebene; weil  alle  Parallelschnitte  von  Fj  zu  einander  ähnlich  und 
ähnlich  gelegen  sind^  so  bilden  die  conjugierten  Durch- 
messer von  K  eine  Involution,  welche  der  Involution  der 
conjugierten  Tangenten  der  Flächen  Fj  und  F  in  /^ 
gleich  ist  und  deren  Doppelstrahlen  den  ihrigen  parallel  sind. 
Der  Kegelschnitt  K  ist  also  eine  Ellipse,  so  lange  P  ein 
elliptischer  Punkt  und  er  ist  eine  Hyperbel,  sobald  P  ein 
hyperbolischer  Punkt  ist;  dann  geben  seine  Asymptoten  die 
Lage  der  Haupttangenten  in  P.  Er  ist  endlich  eine  Pa- 
rabel, wenn  P  ein  parabolischer  Punkt  der  Fläche  ist,  und 
die  Axenrichtung  giebt  dann  die  Haupttangente  in  P.  Des- 
halb hat  man  den  unendlich  kleineu  Kegelschnitt  K  die  In- 
dicatrix  der  Fläche  F  im  Punkte  P  genannt. 

Wenn  die  Indicatrix  in  einem  Flächenpunkte  ein  Kreis 
oder  die  Involution  der  Paare  der  conjugierten  Tangenten  eine 
Involution  rechter  Winkel  ist,  so  heisst  der  Punkt  ein  Nabel - 
punkt  oder  Umbilicus  der  Fläche.  Wir  kennen  diese 
Punkte  bei  den  Flächen  zweiten  Grades  aus  §  42,  U  etc. 

1)  Ist  dqf  Punkt  P  ein  parabo]i8cher  Punkt  in  der  Fläche  F, 
so  dass  seine  Inflexionstangenten  zusammen  fallen,  so  ist  die  oscu- 
lierende  Fläche  zweiten  Grades  F,  nothwendig  ein  Kegel.  Ist  dann 
Pi  der  zu  P  nächste  Punkt  in  der  Inflexionstangente  oder  der  Er- 
zeugenden des  Kegels,  so  berührt  die  Tangentialebene  in  P  den 
Kegel  und  folglich  auch  die  Fläche  F  noch  in  Pi\  d.  h.  die  Tan- 
gentialebene der  krummen  Fläche  in  einem  parabolischen  Punkte  be- 
rührt die  Fläche  in  zwei  auf  einander  folgenden  Punkten  und  wird 
daher  eine  stationäre  Tangentialebene  derselben  genannt. 

2)  Ist  P  ein  parabolischer  Punkt  in  der  Fläche  F,  so  gehen 
die  Tangentialebenen  der  Fläche  in  den  zu  P  nach  allen  Seiten 
unendlich  nahen  Punkten  derselben  durch  die  Haupttangente  in  P 
und  bilden  somit  ein  Büschel  von  Ebenen. 

3)  Ist  P  ein  Nabelpunkt  (Umbilicus)  in  der  osculierenden  Fläche 
Fj,  so  ist  er  auch  ein  solcher  in  der  Fläche  F;  unter  den  oscu- 
lierenden Flächen  zweiten  Grades  ist  dann  eine  Kugel.  Man  con- 
struiere  dieselbe  nach  der  Methode  des  Textes.    Man  kann  die  ver- 
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fOgbareii  drei  Punkte  der  Flftche  zweiten  Grades  auf  dem  unendlich 
fernen  imaginären  Kugelkreise  wählen. 

4)  Für  einen  elliptischen  Punkt  der  Fläche  sind  die  Krüm- 
mungsradien der  durch  die  Axen  der  Indicatrix  geführten  Normal- 
schnitte der  grösste  und  kleinste  unter  den  Krümmungsradien  aller 
Normalschnitte  durch  den  bezüglichen  Flächenpunkt;  für  einen 
Nabelpunkt  oder  einen  Kreispunkt,  wie-man  auch  sagen  kann,  sind 
sie  alle  gleich  gross;  für  einen  hyperbolischen  Punkt  entsprechen 
den  Asymptoten  der  Indicatrix  unendlich  grosse  Krümmungsradien 
der  zugehörigen  Normalschnitte  und  jGuidet  beim  Durchgang  durch 
dieselben  der  Wechsel  d^s  Vorzeichens  der  Krümmungsradien  und 
der  Krümmung  statt. 

5)  Berühren  zwei  krumme  Flächen  S*,  "F*  einander  in  einem 
Punkte  P,  d.  h.  haben  sie  in  diesem  Punkte  dieselbe  Tangential- 
ebene F;  so  giebt  es  im  Allgemeinen  in  P  ein  gemeinsames  Paar 
conjugierter  Tangenten  derselben.  (Vergl.  I,  §  31,  16.)  Es  ist 
nicht  reell,  wenn  der  Punkt  in  beiden  Flächen  ein  hyperbolischer 
ist  und  die  zugehörigen  Haupttangentenpaare  einander  trennen. 

6)  Wenn  von  einem  Punkte  Af  im  Baume  an  eine  krumme 
Fläche  F  zwei  Tangenten  unter  unendlich  kleinen  Winkeln  zu  ein- 
ander gelegt  werden,  die  in  P,  P^  dieselbe  berühren,  so  dass  PP^ 
ein  Curvenelement  auf  der  Fläche  F  ist,  so  "sind  PP^^  PM  für 
die  in  P  an  F  osculierende  Fläche  zweiter  Ordnung  Fj,  und  also 
für  die  Fläche  F  selbst,  ein  Paar  von  conjugierten  Tangenten  und 
dieselben  bilden  daher  mit  den  Inflexions-  oder  Haupttangenten  der 
Fläche  F  in  Z'  eine  harmonische  Gruppe. 

7)  Für  eine  der  krummen  Fläche  F  nach  einer  Curve 
G  umgeschriebene  developpable  Fläche  D  sind  in  einem 
Punkte  P  von  C  -die  Tangente  /  von  C,  die  Erzeugende 
e  von  D  und  die  Inflexionstangenten  von  Y  in  P  zwei 
Paare  eines  harmonischen  Büschels.  • 

8)  Wild  der  krummen  Fläche  von  einem  Punkte  M  im  Räume 
aus  ein  Bcrührungskegel  umgeschrieben,  so  ist  in  jedem  Punkte  P 
der  BerÜhrungscurve  desselben  mit  der  Fläche  die  Tangente  der 
letzteren  conjugiert  harmonisch  zu  der  Erzeugenden  des  Kegels  in 
Bezug  auf  die  Haupttangenten  der  Fläche  oder  sie  bilden  mit  irgend 
zwei  Paaren  von  conjugierten  Durchmessern  der  Indicatrix  der  Fläche 
in  P  eine  Involution.  (Vergl.  §  39,  15.) 

9)  Der  Kegel  der  Tangenten  von  M  an  eine  Fläche 
F  wird  zugleich  umhüllt  von  den  Tangentialebenen 
der  Fläche  aus  M.  Die  Classe  des  BerUhrungskegels  ist  die 
Classe  der  Fläche  F. 

49.  a)  Wenn  nach  dem  Vorigen  jede  Fläche  ebenso 
durch  aufgeschriebene  Gurven  als  Ort  wie  durch  umgeschriebene 
Developpable   als   Enveloppe   erzeugt   werden   kann,    so   enir 
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springt  aus  dem  Vorhergehenden  naturgemäss  die  Frage  nach 
denjenigen  Gurven  auf  einer  Fläche,  deren  Deyeiop- 
pable  dieselbe  Fläche  umhüllen  oder  ihr  zugleich  um- 
geschrieben sind;  denn  solche  Linien  hat  die  Theorie  der 
Flächen  zweiten  Grades  in  den  Haupttangenten  oder  Erzeu- 
genden der  Fläche  hervortreten  lassen. 

Man  sieht,  dass  die  allgemeine  Antvi^ort  auf  die  Frage 
lauten  muss:  Diese  Gurven  sind  diejenigen  Raum- 
curven  auf  der  Fläche,  deren  Schmiegungsebenen 
die  Fläche  berühren.  Und  daraus  lässt  sich  die  Lage 
dieser  Gurven  auf  der  Fläche  anschaulich  bestimmen.  Wir 
sahen  in  §  27,  dass  jeder  durch  eine  Haupttangente  der 
Fläche  geführte  ebene  Schnitt  derselben  diese  Gerade  zur  In- 
fiexionstangente  im  Berührungspunkte  hat;  d.  i.  dass  er  drei 
unendlich  nahe  Puuktei  mit  ihr  gemein  hat.  Denken  wir  also 
auf  der  Fläche  eine  Gurve,  welche  in  jedem  ihrer  Punkte  die 
eine  der  entsprechenden  Haupttangenten  der  Fläche  berührt, 
so  besitzt  dieselbe  für  jede  ihrer  Schmiegungsebenen  die  ge- 
forderte Eigenschaft,  die  Fläche  zu  berühren. 

Geht  man  von  irgend  einem  Anfangspunkte  in  der  Fläche 
aus  um  ein  unendlich  kleines  Element  in  der  Richtung  der 
einen  Haupttangente  fort,  um  am  Ende  desselben,  in  die  Rich- 
tung der  unendlich  nahe  benachbarten  neuen  Haupttangente 
einlenkend,  ein  neues  unendlich  kleines  Element  in  dieser  zu 
durchlaufen  etc.,  so  erhält  man  eine  Gurve  der  Haupttan- 
genten oder  eine  asymptoi>ische  Gurve  der  Fläche  — 
letztere  Benennung  nach  ihrer  Berührung  der  Asymptote  der 
Indicatrix  der  Fläche  in  jedem  ihr  angehörenden  Punkte. 

Man  sieht,  dass  durch  jeden  Punkt  der  krummen  Fläche 
im  Allgemeinen  zwei  solche  Gurven  gehen,  dass  also  zwei 
Schaareu  s  olcher  Gurven  auf  der  Fläche  möglich  sind; 
jede  dieser  Schaaren  erzeugt  diese  Fläche  ebensowohl  als  Ort 
ihrer  Punkte,  wie  auch  als  Enveloppe  ihrer  Schmiegungsebenen. 
Man  sieht  aber  auch,  dass  diese  Gurven  nur  für  die 
hyperbolischen  Punkte  der  krummen  Flächen  reell 
sind,  und  dass  sich  ihre  Paare  für  die  parabolischen 
Punkte  derselben  in  denselben  berühren.  Von  den 
Flächen  zweiten  Grades  haben  nur  die  Regelflächen  reelle 
asymptotische  Linien  in  ihren  Erzeugenden,  die  Eegelflächen 
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zeigen  die  hier  durch    die  Berührung   bedingte  Vereinigung 
derselben  in  eine  einzige  Schaar. 

b)  Im  Gegensatz  dazu  haben  wir  schon  bei  den  develop- 
pabeln  Flächen  (vergl.  §  11)  aber  nicht  nur  für  diese,  son- 
dern allgemein  gesehen,  dass  die  geodätischen  Linien 
zwischen  beliebigen  Punktepaaren  einer  krummen  Fläche  da* 
durch  characterisiert  sind,  dass  ihre  Schmiegungs ebene 
in  jedem  Punkt  zur  Fläche  normal  ist,  oder  die  zuge- 
hörige Normale  der  Fläche  enthält. 

Es  ist  evident;  dass  der  auf  einer  festen  Fläche  durch 
einen  festen  Punkt  eines  ihr  aufliegenden  undehnbaren  aber 
vollkommen  biegsamen  und  in  einem  ihrer  Punkte  befestigten 
Fadens  um  diesen  beschriebene  Ereis  überall  rechtwinklig 
zur  Richtung  des  Fadens  in  jenem  Punkte  ist;  oder  dass  für 
zwei  unendlich  nahe  und  gleichlange  geodätische  Linien  einer 
Fläche,  die  von  demselben  Punkte  in  dieser  ausgehen,  die  Ver- 
bindungslinie der  Endpunkte  rechtwinklig  zu  beiden  ist. 

Man  beweist  es  formell,  indem  man  aus  der  Schiefwinklig- 
keit einer  Curve  BC  in  der  Fläche  zu  einem  geodätischen 
Bogen  AB  aus  einem  festen  Punkte  A  der  Fläche  nachweist, 
dass  dieser  Bogen  nicht  der  kürzeste  zwischen  jenem  Punkte 
und  dieser  Curve  sein  kann.  Man  denkt  dazu  in  AB  unendlich 
nahe  bei  B  den  Punkt  B  und  trägt  auf  die  Curve  BC  ein 
Element  BC  gleich  BB  cos  9  ab,  wenn  6  den  Schnittwinkel 
bezeichnet,  so  dass  BC  die  geodätische  Normale  zur  Curve  ist 
Da  nun  BC  <i  BB  iai,  so  ist  der  besagte  Nachweis  erbracht 
und  die  obige  Behauptung  als  die  nothwendige  gezeigt. 

Der  Satz  ist  analog  dem  Fundamentalsatze  in  der  Methode 
des  Unendlichkleinen  für  gerade  Linien  in  der  Ebene,  und  die 
Consequenzen  des  letzteren  in  der  Geometrie  der  Ebene  über- 
tragen sich  daher  auf  beliebige  krumme  Flächen.  Z.  B.  Für 
den  Ort  eines  Punktes  P  auf  einer  beliebigen  Fläche,  dessen 
geodätische  Distanzen  von  zwei  festen  Punkten  C^,  C^  derselben 
Fläche  constante  Summe  oder  coustante  Differenz  besitzen, 
halbieren  die  geodätische  Tangente  und  Normale  eines  seiner 
Punkte  immer  die  Winkel  zwischen  seinen  geodätischen  Radien 
vectoren.  (Vergl.  I,  §  36,  8.) 

c)  Endlich  ergiebt  sich  aus  dem  Satze  des  vorigen  §, 
dass  für  die  Axenrichtungen  der  Indicatrix  und  nur 
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für  diese  die  Eigenschaft  stattfindet,  dass  die  in 
unendlich  nahe  benachbarten  Punkten  der  Fläche 
auf  ihr  errichteten  Normalen  sich  in  einem  Punkte 
schneiden  oder  in  einer  Ebene  liegen. 

Denn  die  Normalen  der  Fläche  in  den  Punkten  der  In- 
dicatrix  projicieren  sich  auf  der  Ebene  derselben  nach  dem 
Satze  von  den  conjugierten  Tangenten  als  Normalen  der  In- 
dicatrix  in  jenen,  während  die  Normale  im  betrachteten  Punkte 
ihre  Projection  im  Mittelpunkte  der  Indicatrix  selbst  hat;  die 
letztere  kann  sonach  nur  von  denjenigen  Normalen  benach- 
barter d.  h.  in  der  Indicatrix  gelegener  Punkte  geschnitten 
werden,  deren  Projectionen  durch  den  Mittelpunkt  gehen,  was 
bekanntlich  nur  für  die  den  Scheitelpunkten  des  Kegelschnitts 
entsprechenden  der  Fall  ist. 

Oder:  Die  Normalen  n  und  n*  in  zwei  benachbarten  Punkten 
Py  P*  liegen  in  den  Normalebenen  durch  /^,  jP*  zu  der  Tan- 
gente der  Indicatrix  von  P  in  P*,  und  diese  parallelen  Ebenen 
fallen  nur  zusammen,  wenn  der  Durchmesser  von  P*  zu  seiner 
Tangente  rechtwinklig  ist,  also  für  die  Axenendpunkte.  In« 
jedem  andern  Falle  sind  n,  n*  als  nicht  parallele  Gerade  in 
parallelen  Ebenen  windschief  zu  einander. 

Wenn  man  also  von  einem  Punkte  der  Fläche  aus  in  der 
einen  Axenrichtung  der  Indicatrix  um  ein  Element  fortgeht, 
um  am  Ende  desselben  in  die  unendlich  nahe  Axenrichtung 
der  neuen  entsprechenden  Indicatrix  einzubiegen  etc.,  so  erhält 
man  eine  Curve  auf  der  Fläche,  welche  die  Eigenschaft  hat, 
dass  die  Normalen  der  Fläche  in  ihren  Punkten  eine 
developpable  Fläche  bilden. 

Man  sieht,  dass  es  auf  jeder  Fläche  zwei  stets  reelle 
Schaaren  von  Curven  dieser  Art  giebt,  die  sich  überall 
rechtwinklig  durchschneiden,  die  Krümmungslinien  der 
Fläche.  Die  Richtungen  der  beiden  Krümmungs- 
linien in  einem  Punkte  der  Fläche  halbieren  die 
Winkel,  welche  die  Richtungen  der  beiden  Curven 
der  Haupttangeuten  in  demselben  Punkte  mit  ein- 
ander bilden;  denn  sie  berühren  das  Rechtwinkelpaar  der 
Involution  der  conjugierten  Tangenten,  während  diese  die  Dop- 
pelstrahlen derselben  berühren. 

d)  Denken  wir  sodann  alle  Normalen  einer'Fläche  in  den 
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Punkten  derselben;  die  einem  gegebenen  Punkte  P  unendlich 
nahe  benachbart  sind,  so  lässt  sich  über  ihre  Vertheilung  im 
Baume  Folgendes  erkennen:  Wir  construieren  eine  die  Fläche 
in  P  osculierende  Fläche  zweiten  Grades,  welche  zugleich  den 
Punkt  P  zum  Scheitel  hat,  so  dass  die  Indicatrix  der  gege- 
benen Fläche  für  P  ähnlich  und  ähnlich  gelegen  ist  zu  dem 
zur  betreffenden  Axe  der  osculierenden  Fläche  zweiten  Grades 
normalen  Hauptschnitte^  während  ihre  Axen  die  Geraden  sind, 
in  welchen  die  beiden  andern  Hauptebenen  die  Ebene  der  In- 
dicatrix schneiden.  Dann  sind  alle  dem  Punkte  P  unendlich 
nahen  Punkte  der  Fläche  in  den  beiden  durch  P  gehenden 
Hauptebenen  derselben  in  P  selbst  auf  diese  projiciert  und  die 
zugehörigen  Normalen  der  Fläche  werden  die  Gerade  schnei- 
den, die  im  Durchschnittspunkt  der  Normalen  des  Hauptschnittes 
in  den  zu  P  unendlich  nahen  Nachbarpunkten  desselben  d.  h. 
in  seinem  zugehörigen  Erümmungsmittelpunkte  K  auf  seine 
Ebene  projiciert  erscheint  oder  dort  zu  ihr  normal  ist. 

Nennen  wir  also  die  beiden  durch  die  Flächennormale  n 
in  P  in  der  Richtung  der  Erümmungslinien  oder  der  Axen 
der  Indicatrix  der  Fläche  geführten  Schnitte  K„  TS^  der  Fläche 
die  Hauptnormalschnitte  derselben  in  P^  und  bezeichnen 
wir  die  Krümmungsmittelpunkte  dieser  Schnitte  d.  i.  auch  der 
Hauptschnitte  der  osculierenden  Fläche  zweiter  Ordnung  für 
den  Punkt  P,  welche  in  der  Normale  n  liegen^  durch  K^  und 
ifj)  so  schneiden  die  Normalen  der  Fläche  in  den  um 
P  herum  unendlich  nahe  gelegenen  Punkten  dersel- 
ben sämmtlich  die  beiden  Geraden  ^j,  g^^  welche  in 
K^y  K^  respective  normal  zu  den  Ebenen  N^,  Nj  stehen. 
Auch  daraus  folgt  wieder^  dass  die  Normale  n  nur  von  den 
Normalen  in  den  Scheitelpunkten  der  Indicatrix  geschnitten  wird. 

Sind  die  Erümmungsmittelpunkte  AT,  ^  K^  der  Haupt- 
normalschnitte in  P  bekannt,  so  ergiebt  sich  aus  dem  gefun- 
denen Satze  die  Construction  der  Flächennormale  in  jedem 
Punkte,  welcher  unendlich  nahe  ist.  (Vergl.  §  51;  a)  4.) 

1)  Der  Berührungskegel  einer  krummen  Fläche  aus  einem 
Punkte  hat  jede  Erzeugende  zur  Rückkehrerzeugenden,  welche  mit 
einer  Haupttangente  der  Fläche  in  ihrem  Bei-ührungspunkte  znsam- 
raenföllt  —  nach  §  24,  a. 

2)  Wie  lautet  der  dualistisch  entsprechende  Satz? 
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3)  Ist  der  Punkt  P  der  Fläche  der  Scheitel  einer  in  ihm  os- 
culierenden  Fläche  zweiten  Grades,  so  liegt  ihr  Centram  C  in  der 
zugehörigen  Normale  der  Fläche,  welche  eine  der  Axen  der  Fläche 
zweiten  Grades  ist,  und  die  Hauptschnitte  der  Fläche  in  P  liegen 
in  den  anliegenden  Hauptehenen  der  Fläche  zweiten  Grades  und 
osculieren  die  zugehörigen  Hauptschnitte  im  Scheitel  S  derselben. 
Sind  also  R^  und  R^  die  Krümmungshalbmesser  der  Hauptschnitte 
der  Fläche  in  P  und  bezeichnen  a^y  a^,  a^  die  Längen  der  Halb- 
axen  der  osculierenden  Fläche  zweiten  Grades,  welche  resp.  in  der 
Normale  und  in  den  Hauptschnittebenen  der  Fläche  mit  den  Krüm- 
mungsradien /?!  und  R2  liegen,  so  ist  nach  §  32,  2  leicht  zu  zeigen, 
dass  man  hat 

oder  aus  Oq,  d.  h.  der  Lage  des  Mittelpunktes  C  in  der  Flächen- 
normale,  sind  die  beiden  anderen  Halbaxen  der  osculierenden  Fläche 
zweiten  Grades  bestimmt;  für  zwei  bestimmte  Lagen  des  Mittel- 
punktes wird  sie  zu  einer  Rotationsfläche. 

4)  Die  Hauptschnitte  der  Fläche  zweiten  Grades  sind  ebene 
Krümmungslinien  derselben;  punktförmige  bilden  ihreNabcl- 
punkte,  welche  ebenfalls  Durchdringungen  der  Fläche  mit  einer  ihrer 
Confoealen  sind  (§  47,  26)  —  nämlich  mit  einer  der  degenerierten 
unter  diesen  als  mit  einem  Focalkegelschnitt  des  Systems.  Der 
Nabelpunkt  liegt  in  einem  Hauptschnitt  und  die  beiden  imagi- 
nären geraden  Erzeugenden  der  Fläche,  die  durch  ihn  gehen,  sind 
ebenfalls  Krümmungslinien,  weil  die  Normalen  der  Fläche  in  den 
Punkten  einer  solchen  sämmtlich  in  der  imaginären  Ebene  liegen, 
die  sie  mit  der  zu  ihrem  unendlich  fernen  Punkte  gehörigen  Tan- 
gente des  imaginären  Kugelkreises  verbindet. 

5)  Die  Rückkehrcurve  der  developpabeln  Fläche,  welche  die 
Normalen  einer  gegebenen  krummen  Fläche  längs  einer  ihrer  Krüm- 
mungölinien  bilden,  ist  der  Ort  der  einen  Reihe  der  zugehörigen 
Hauptkrümmungscentra  derselben.  Die  Gesammtheit  der  Rückkehr- 
curven,  welche  so  den  Krümmungslinien  der  Fläche  entsprechen^ 
erfüllt  die  Fläche  der  Hauptkrümmungscentra  derselben; 
jede  Normale  der  gegebenen  Fläche  berührt  sie  in  den  ihr  zuge- 
hörigen beiden  HauptkrÜmmungscentren  und  ihre  zugehörigen  Tan- 
gentialebenen sind  rechtwinklig  auf  einander.  Für  einen  Kreispunkt 
der  Originalfläche  haben  die  beiden  Mäntel  der  Fläche  der  Centra 
einen  Punkt  gemein  (Doppelpunkt).  Die  Fläche  der  Centra  durch- 
dringt sich  selbst  in  dem  Orte  der  Punkte,  welche  Hauptkrüm- 
mungscentra für  zwei  von  ihnen  ausgehende  Normalen  der  Original- 
fläche sind,  und  es  wird  einzelne  Punkte  in  ihr  geben,  welche 
Hauptkrümmungscentra  für  drei  ihrer  Normalen  sind. 


€)  Yen  deD  technisch  wichtigsten  Flftchenfamilien. 

a)  Die  windschiefen  Regelflächen. 

50.  Einfach  unendliche  Reihen  von  Punkten  waren  die 
Raumcurven,  einfach  unendliche  Schaaren  von  Ebenen  die 
developpabeln  Flächen;  ihre  Tangenten  und  resp.  geraden 
Erzeugenden  sind  einfach  unendliche  Systeme  von  reellen 
Geraden,  in  denen  die  benachbarten  Ebenen  sich  schneiden  etc. 
Einfach  unendliche  Systeme  von  Strahlen  oder  Geraden  ohne 
jene  Beschränkung  für  die  benachbarten  unter  ihnen  sind  die 
Regel  flächen  allgemeiner  Art,  d.  i.  die  durch  die  Bewegung 
einer  geraden  Linie  entstehenden  Flächen.  Die  nicht  entwickel- 
baren unter  ihnen;  die  hier  zuerst  näher  zu  betrachten  sind, 
nennt  man  die  windschiefen  Regelflächen.  Die  spe- 
ciellsten  Formen  derselben,  das  einfache  Hyperboloid  und  das 
hyperbolische  Paraboloid,  sind  als  Flächen  zweiten  Grades  schon 
hervorgetreten  und  ausführlich  behandelt. 

Zwei  Erzeugungsweisen  liegen  für  diese  Flächen  gleich 
nahe;  man  kann  sie  auffassen  als  Ort  der  Lagen  einer  als 
Punktreihe  betrachteten  Geraden  e^  welche  mit  drei  festen 
Curven  C^,  Cj,  Cg,  den  Leitcurven,  stets  je  einen  Punkt 
gemein  hat,  und  ebenso  als  den  Ort  der  Lagen  einer  ala 
Ebenenbüschel  betrachteten  Geraden  e^  welche  mit  drei  festen 
entwi  ekel  baren  Flächen  B|,  Dj;  B3;  den  Leit-Developpa- 
beln,  stets  je  eine  Ebene  gemein  hat. 

Sind  die  drei  Leitcurven  Cp  Sind  die  drei  Leit-Develop- 
C2,  C3  durch  Projection  gege-  pabeln  D],  D,,  B3  durch  Pro- 
ben, so  erhält  man  die  ver-  jection  gegeben,  so  erhält  man 
schiedeneu  Erzeugenden  e  der  die  verschiedenen  Erzeugen- 
Fläche,  indem  man  einen  Punkt  den  e  der  Fläche,  indem  mau 
My  die  erste  Curve  durchlau-  eine  Ebene  M,  die  erste  Deve- 
fen  lässt  und  in  jeder  seiner  loppable  D,  umhüllen  lässt  und 
Lagen  die  beiden  Regelflächen  in  jeder  ihrer  Lagen  die  bei- 
und  ihre  gemeinsamen  Erzeu-  den  ebenen  Curven  und  ihre 
genden  construiert,  die  er  mit  gemeinsamen  Tangenten  con- 
den  beiden  andern  Curven  Cj,     struiert,   die  sie  mit  den  bei- 
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D2  den  andern  Developpabeln 
und  1)3  bestimmt;  diese  ge- 
meinsamen Tangenten  sind  die 
Erzeugenden  der  Regelfiäche 
in  Mj.  Jede  Ebene  P  durch 
eine  solche  Erzeugende  ist  eine 
Tangentialebene  der  Flä- 
che und  der  Berührungs- 
punkt derselben  ist  im  Allge- 
meinen einzig  und  bestimmt; 
die  Erzeugende  e  ist  die  eine 
Haupttangente  der  Fläche  in  P 
und  die  andere  Haupttan- 
gente i  kann  gefunden  wer- 
den^  indem  man  sie  als  die  in 
P  liegende  Transversale  der 
unendlich  nahe  zu  e  benach- 
barten Erzeugenden  e^  und  e^ 
betrachtet;  der  Punkt  et  ist 
der  Berührungspunkt. 
Eine  windschiefe  Regelfläche  hat  also  zu  den  einfachsten 
aufgeschriebenen  Curven  die  Punktreihen  in  ihren  gerad- 
linigen Erzeugenden  und  zu  ihren  einfachsten  umgeschriebenen 
Developpabeln  die  Ebenenbüschel  durch  dieselben.  Dies 
ist  die  Quelle  der  zweckmässigsten  Methoden  zu  ihrer  gra- 
phischen Behandlung. 

Wir  werden  im  Folgenden  die  Erzeugung  aus  drei  Leit- 
curven  vorzugsweise  benutzen  und  auf  die  andere  nur  gele- 
gentlich zurückkommen. 

1)  Man  erläutere  beide  Constructionsmethoden  für  das  einfache 
Hyperboloid  und  das  hyperbolische  Paraboloid. 

2)  Man  zeige,  in  welcher  Weise  die  Punkte  der  Leitcurven 
und  die  Ebenen  der  Leitdeveloppabeln  eine  Ausnahme  von  der  Be- 
stimmtheit der  Tangentialebene  respective  des  Berührungspunktes 
machen  müssen  and  lege  dar,  warum  eine  solche  Ausnahme  beim 
Hyperboloid  wegfiLllt. 

3)  Die  Leitcurven  sind  vielfache  Curven  der  Fläche  und  zwar 
ist  der  Grad  der  Vielfachheit  einer  jeden  von  ihnen  —  d.  i.  die  Zahl 
der  Erzeugenden ,  die  durch  jeden  ihrer  Punkte  gehen  —  ausge- 
drückt durch   das  Product   der  Ordnungszahlen  der  beiden  andern 


^3  bestimmt;  diese  gemein- 
samen Erzeugenden  sind  die 
Erzeugenden  der  Regelfiäche 
aus  M^.  Jeder  Punkt  P  einer 
solchen  Erzeugenden  ist  ein 
Punkt  der  Fläche  und  die 
Tangentialebene  derselben 
in  ihm  ist  im  Allgemeinen  ein- 
zig und  bestimmt;  die  Erzeu- 
gende e  ist  selbst  die  eine 
Haupttangente  der  Fläche  in  P 
und  die  andere  Haupttan^ 
gente  i  kann  gefunden  wer- 
den, indem  man  sie  als  die 
von  P  ausgehende  Transver- 
sale der  unendlich  nahe  zu 
e  benachbarten  Erzeugenden 
e,  und  ^2  betrachtet;  die 
Ebene  ei  ist  die  Tangential- 
ebene. 


Fiedler.  darsteUende  Geometrie.  II.  3.  Aufl. 
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Leitcurven  —  vorausgesetzt  natürlich,  dass  dieselben  algebraische 
Curven  sind.  Denn  jene  Erzeugenden  sind  die  gemeinschaftlichen 
Geraden  von  zwei  concentrischen  Kegeln  von  diesen  Ordnungszahlen. 

Ebenso  sind  die  Leitdeveloppabeln  vielfach  umgeschriebene  De- 
veloppable  der  Fläche  und  der  Grad  der  Vielfachheit  einer  jeden 
von  ihnen  ist  durch  das  Product  der  Classenzahlen  der  beiden  andern 
ausgedrückt. 

4)  Man  erläutere  für  die  durch  zwei  Ebenenbüschel  und  eine 
Kegelfläche  zweiten  Grades  als  Leitdeveloppable  erzeugte  windschiefe 
Begelfläche  die  Natur  der  Ebenenbüschel  ^Is  doppelt  umgeschriebener 
Developpabeln  der  Fläche. 

ö)  Denken  wir  —  um  die  Vorstellung  zu  fixieren  —  die  zweite 
und  dritte  Leitcurve  als  Kegelschnitte,  so  haben  die  concentrischen 
Kegel  über  ihnen  aus  einem  Punkte  der  ersten  Leitcurve  zu  ihren 
vier  gemeinsamen  Erzeugenden  entweder  a)  vier  reelle  Gerade  oder 
b)  zwei  reelle  und  zwei  nicht  reelle  oder  c)  vier  nicht  reelle  Gerade 
—  je  nach  der  Lage  des  Scheitels.  Man  kann  darnach  die  Theile  der 
ersten  Leitcurve  als  vierfache,  zweifache  und  als  nicht  mit- 
wirkende oder  parasitische  unterscheiden.  Diese  drei  Fälle  gehen 
aber  stetig  in  einander  über  und  es  ist  lohnend,  sich  den  üeber- 
gang  näher  zu  vergegenwärtigen.  Es  findet  beim  Uebergang  a)  zu  b) 
und  bei  dem  von  b)  zu  c)  im  Wesentlichen  das  Gleiche  statt,  der 
Schnitt  der  Kegel  geht  durch  die  Berührung  hindurch  in  den  Fall 
des  Kichtschneidens  über,  d.  h.  bei  jeder  derartigen  Uebergangsstelle 
treten  zwei  Erzeugende,  die  in  der  nächstvorhergehenden  Lage  zwei 
verschiedenen  Mänteln  angehören,  in  eine  zusammen,  die  den  Cha- 
racter  einer  Grenzlinie  oder  Rückkehrerzeugenden  hat.  In 
dem  Funkte  der  ersten  Leitcurve,  für  welchen  dies  stattfindet, 
schneiden  sich  die  aufeinander  folgenden  Erzeugenden,  die  Begrenz- 
ungen des  unendlich  schmalen  Streifens,  längs  dessen  die  Kegel 
sich  berühren;  er  hat  also  einen  ausnahmsweisen  Character  unter 
den  Punkten  der  Begelfläche.  Und  wenn  die  Leitlinien  nicht  In- 
flexionspunkte  oder  Rückkehrpunkte  haben,  so  entstehen  die  be- 
zeichneten singulären  Punkte  der  Regelfläche  nur  in  dieser  Art. 

6)  Das  dem  Vorigen  dualistisch  entsprechende  Raisonnement 
zeigt,  dass  auch  die  Leitdeveloppabeln  in  gleicher  Weise  sich  in 
Vielfache  der  verschiedenen  geraden  Grade  und  parasitische  Theile 
mit  analogen  Uebergängen  zerlegen.  Im  uebergang  schneidet  die 
Ebene  der  ersten  die  zweite  und  dritte  Leitfläche  in  Curven^  welche 
sich  berühren,  so  dass  zwei  ihrer  in  der  vorhergehenden  Lage  ge- 
trennten gemeinsamen  Tangenten  sich  vereinigen,  um  in  der  nächst- 
folgenden zu  verschwinden.  In  den  bezeichneten  Ebenen  liegen  also 
vereinigte  benachbarte  Erzeugende,  für  welche  der  Berührungspunkt 
jener  Curven  als  Schnitt  zu  betrachten  ist.  (Man  vergl.  §  55.) 

7)  Die  vorigen  Betrachtungen  erläutern  Vorkommnisse  bei  der 
Entstehung  von  Rauracurven  und  developpabeln  Flächen,  die  früher 
schon  gelegentlich  in  diesem  Sinne  hervorgehoben  worden  sind.  Wenn 
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eine  Baumcurve  sammt  ihrer  Developpabeln  als  Schnitt  von  zwei  Ee- 
gelflSchen  d.  i.  als  Ort  ihrer  gemeinsamen  Punkte  und  der  Verbind- 
ungslinien der  benachbarten  unter  ihnen  entsteht,  und  wenn  eine 
developpable  Fläche  und  Baumcurve  durch  zwei  ebene  Curven  als  En- 
veloppe  ihrer  gemeinsamen  Tangentialebenen  und  der  Schnittlinien 
der  benachbarten  unter  ihnen  gebildet  wird  (§47),  so  ist  dies  ein  Spe- 
cialfall der  allgemeinen  Erzeugung  der  BegelflSchen;  speciell  nämlich 
durch  die  Bedingung,  dass  die  auf  einander  folgenden  Erzeugenden 
sich  schneiden  oder  in  einer  Ebene  liegen.  Die  Erzeugende  des  einen 
Kegels  schneidet  Erzeugende  des  Indem  und  die  zugehörigen  Tan- 
gentialebenen liefern  durch  ihren  Schnitt  die  Erzeugende  der  Fläche 
im  ersten  Falle;  die  Tangente  der  einen  Curve  schneidet  Tangenten 
der  andern  und  die  zugehörigen  Berührungspunkte  liefern  durch 
ihre  Verbindungslinie  die  Erzeugende  der  Fläche  im  zweiten  Falle. 
Die  Zahl  der  Schnitte,  welche  eine  Erzeugende  oder  Tangente  dabei 
liefert,  geht  im  Allgemeinen  von  0  auf  2,  auf  4,  etc.  und  umge- 
kehrt, und  in  den  Momenten  des  üebergangs  ündet  ein  Berühren 
der  Erzeugenden  des  einen  Kegels  mit  dem  andern  Kegel,  andern- 
falls ein  Schneiden  der  Tangente  der  einen  Curve  mit  der  andern 
Curve  statt.  Die  Hilfsebene  durch  die  Kegelspitzen  berührt  dann 
den  einen  Kegel  ^  der  Hilfspunkt  in  der  Schnittlinie  der  Ebenen 
liegt  auf  der  einen  Curve.  Einer  solchen  Uebergangsstelle  entspricht 
eS;  dass  drei  auf  einander  folgende  Erzeugende  der  Developpabeln 
oder  vier  folgende  Punkte  der  Baumcurve  in  einer  Ebene  liegen, 
respective^  dass  drei  folgende  Erzeugende  oder  vier  folgende  Ebenen 
der  Developpabeln  durch  einen  Punkt  gehen;  d.  h.  diese  üeber- 
gänge  liefern  die  stationären  Ebenen  und  stationären  (Bück- 
kehr-) Punkte  der  developpabeln  Flächen  und  der  Baumcurven. 
(Vergl.  §§  2,  17,  26  f.) 

8)  Man  erläutere  dies  des  Nähern  an  Fig.  Tafel  III  der  Durch- 
dringung von  zwei  Kegeln  zweiten  Grades  mit  gemeinsamer  Haupt- 
ebene und  füge  die  dualistisch  entsprechende  Construction  und  ihre 
Erläuterung  hinzu.  Die  Bückkehrkante  der  Developpabeln  geht  durch 
jeden  üebergangspunkt  in  einer  ihrer  Leitcurven. 

51.  Im  Anschluss  an  das  einfache  Hyperboloid,  welches 
aus  drei  geradlinigen  Reihen  als  Leitcurven  oder  aus  drei 
Ebenenbüscbeln  als  Leitdeveloppabeln  entsteht,  lassen  sich  drei 
Haupt-Typen  der  windschiefen  Regelflächen  bilden^  nämlich 

a)  Regelflächen  mit  zwei  Leitgeraden  g^^  g^  und 
einer  Leitcurve  C^^  oder  mit  zwei  Leitbüscheln  Gj,  G3  und 
einer  Leit-Developpabeln  D,. 

Bei  ihrer  Construction  betrachtet  man  die  Punkte  der 
Leitcurve  C^  oder  die  Ebenen  der  Leit-Developpabeln  Dj,  da 
dieselben  einfach  sind  und  nur  je  eine  Erzeugende  bestimmen. 
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404      II*    Gurven  und  Flächen:   G)  Die  windschiefen  Flächen.  61. 

Ist  eine  der  Geraden  g  unendlich  fem  d.  h.  durch  eine 
Ebene  vertreten^  deren  Stellung  sie  ist,  so  werden  die  entsteh- 
enden windschiefen  Regelflächen  insbesondere  Conoide  ge- 
nannt, und  wenn  insbesondere  von  beiden  Geraden  g  die  endliche 
normal  ist  zur  unendlich  fernen  d.  h.  normal  zur  vorbezeich- 
neten  Eichtungsebene;  so  wird  das  Conoid  noch  specieller  als 
ein  gerades  bezeichnet. 

Fig.  88. 


Als  wichtige  Beispiele  gerader  Conoide  sind  hervorzuheben : 

1)  die  Fläche  der  flachgängigen  Schraube,  die  in 
Fig.  88  und 

2)  die  Wölbfläche  des  Einganges  in  den  runden 
Thurm,  die  Fig.  89  axonometrisch  dargestellt  ist. 

Bei  jener  sind  die  Leitcurven  eine  cylindrische  Schrauben- 
linie C^j  die  Axe  derselben  g^  und  die  Stellung  der  Normal- 
ebenen zu  dieser  g^\  durch  jeden  Punkt  der  Schraubenlinie 
geht  eine  Erzeugende  der  Fläche,  die  Normale  von  ihm  zur 
Axe  derselben. 

Augenscheinlich  kann  auch  vorgeschrieben  werden,  dass 
die   Erzeugende   der  Fläche   rechtwinklig  zur  Axe   ^2    l>l6ibt, 
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indem  sie  eine  bestimmte  feste  Entfernung  von  derselben  be- 
hält;  so  dass  eine  auf  dem  bezüglichen  Botationscylinder  um 
g^  liegende  Schraubenlinie  die  eine  Leitcurve  ist,  während  g^ 
die  Stellung  der  Normalebene  zu  g.^  bleibt  und  die  Bewegung 
durch  die  Berührung  mit  jenem  Cylinder  vollends  bestimmt 
wird.  Die  entstehende  Fläche  kann  als  flachgängige  offene 
Schraubenfläche  bezeichnet  werden.  (Typen  b.) 

Fig-.  89. 
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Die  Wölbfläche  hat  eine  auf  dem  Mantel  eines  geraden 
verticalen  Kreiscylinders  verzeichnete  zu  einer  Erzeugenden 
desselben  orthogonal  symmetrische  Curve  C^ ,  die  Axe  des  Cy- 
linders  ^2  ^^^  ^^®"  Stellung  der  Normalebenen  derselben  g^ 
zu  Leitcurven;  die  Erzeugenden  e  aus  den  Punkten  von  C^ 
sind  wieder  die  Normalen  von  denselben  zur  Axe  g.^.  Die 
Fläche  wird  gewöhnlich,  wie  sie  dargestellt  ist,  durch  einen 
mit  dem  ersten  coaxialen  geraden  Ereiscylinder  nach  innen 
begrenzt. 

3)  Das  Gylindroid  der  neueren  Mechanik^  die  Begelfläche 
aus  den  Geraden,  welche  eine  gegebene  Gerade  z  rechtwinklig 
schneiden  und  zugleich  eine  Ellipse  treffen,  die  in  einem  Scheitel 
ihrer  Nebenaxe  die  Gerade  z  berührt,  deren  Ebene  diese  Ge- 
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rade  z  unter  45^  schneidet  und  deren  Orthogonalprojection 
auf  die  durch  z  mit  jener  Nebenaxe  x  bestimmte  Ebene  ein 
Kreis  ist.  Man  erkennt  sofort ^  dass  die  durch  x  gehende 
zweite  z\k  xz  unter  45®  geneigte  Ebene  —  Hj.',  wenn  wir  die 
erste  als  H«  nach  I,  §  46,  3  ansehen  —  die  Fläche  in  einer 
zur  vorigen  congruenten  Ellipse  schneidet,  die  zu  jener  für  z 
als  Axe  axen-  oder  rotations- symmetrisch  liegt.  Die  Dar- 
stellung in  den  beiden  Orthogonalprojectionen  auf  xz  und  xy 


zeigt  uns  die  beiden  ersten  Projectionen  dieser  Ellipsen  ver- 
einigt —  orthogonal-symmetrisch  bei  der  ersten,  in  Deckung 
bei  der  zweiten  —  in  zwei  sich  im  Schnitfpunkte  0  der  Axen 
x^  z  berührenden  gleichen  Kreisen.  (Fig.  90.)  Sind  r  ihre 
Radienlängen  und  ist  der  mit  positiver  Mittelpunktsabscisse 
die  Vereinigung  der  symmetrischen  ersten  Projectionen  der 
Ellipse  in  H« ,  und  also  der  mit  negativer  Mittelpunktsabscisse 
die  Vereinigung  der  sich  deckenden  Projectionen  der  Ellipse 
in  n^,  so  ist  jede  zu  x  parallele  Gerade  in  einer  r  nicht 
übersteigenden  Entfernung  von  dieser  Axe  die  Verticalpro- 
jection  von  zwei  Erzeugenden  der  Fläche  und  man  erhält  die 
Horizontalprojectionen   dieser  Erzeugenden,   indem    man    die 
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SchDÜtpunkte  jener  Paralleleu  mit  dem  Kreise  für  H;^'  ^^^  0 
durch  gerade  Linien  verbindet.  Die  Paare  dieser  Horizontal- 
projectionen  bilden  also  eine  symmetrische  Involution  um  Oy 
welche  die  Winkelhalbierenden  zwischen  x  und  z  zu  ihren 
Doppelstrahlen  hat  und  deren  Bechtwinkelpaar  durch  x  und  y 
gebildet  ist,  die  Erzeugenden  der  Ebene  xy.  Diese  Ebene  kann 
als  Mittel-  oder  Hauptebene  der  Fläche  und  die  Gerade  z  als 
Axe  derselben  bezeichnet  werden,  nach  den  auf  sie  bezüglichen 
Symmetrien  derselben.  Wir  können  die  Fläche  nach  ihnen 
das  orthogonale  Cylindroid  nennen. 

Fig.  91. 


4)  Ein  schräges  Conoid  einfacher  Art  bestimmen  ein 
zu  einer  Projectionsebene  etwa  XOZ  paralleler  Kreis  C,  — 
oder  statt  dessen  eine  Kugel,  die  die  Erzeugende  stets  be- 
rühren muss  —  eine  schräge  Gerade  ^2  "^^  ^^®  Stellung  der 
andern  Projectionsebene  ÄOF.  Fig.  91  stellt  dasselbe  axono- 
metrisch  dar. 

5)  Eine  Fläche  vom  nämlichen  Typus,  die  aber  kein 
Conoid  ist,  entsteht  für  einen  Kegelschnitt  C^   und  zwei  zu 
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seinen  Axen  parallele  die  Normale  seiner  Ebeue  aus  seinem 
Mittelpunkte  schneidende  Gerade  g^  und  g^  als  Leitlinien. 
(Fig.  92.)  Wir  wollen  sie  in  Erinnerung  an  die  Ergebnisse 
des  §  49  uuter  d)  das  Normalenbündel  nennen. 

Es  folgen 

b)  Regelfläehen  mit  einer  Leitgeraden  g^  und 
zwei  Leitcurven  C^  und  C^  —  oder  mit  einem  Leitbüschel  und 

FiFT.  92. 
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zwei  Leit-Developpabeln.  Man  betrachtet  zur  Construction  die 
Punkte  der  einen  Leitcurve  und  ^erkennt  dieselbe  als  von  einer 
der  Ordnungszahl  der  andern  gleichen  Vielfachheit.  (Vergl. 
§  50,  6,  6.)  Als  erstes  wichtiges  Beispiel  von  diesem  Typus 
erwähnen  wir 

1)   Die  Fläche  der  scharfgängigen  Schraube^  für 
die  eine  cylindrische  Schraubenlinie  C^,  die  Axe  des  Schrau- 


Fläche  der  scharfgaDgigen  Schraube.  51. 


409 


bencylinders  g^  und  ein  Kreis  C^  in  der  unendlich  fernen 
Normalebene  zur  Axe  und  aus  der  Richtung  derselben  als 
Centrum,  oder  mit  andern  Worten  der  Fluchtkreis  eines  geraden 
Rotationskegels  —  des  Richtungskegels  —  mit  der  Axe  g^ ,  die 
Leitlinien  sind  (Fig.  93).  Für  jeden  Punkt  der  Schraubenlinie 
erhält  man  zwei  Erzeugende  parallel  denjenigen  Erzeugenden 
des  Richtungskegels^  welche  in  der  zur  Schraubenaxe  normalen 
Ebene  den  Radius  jenes  Punktes  im  Grundkreise  zu  ihrer  Pro- 
jection  haben;  die  Figur  giebt  nur  die  eine.  Entsprechende 
Theile  derselben  windschiefen  Schraubenfläche  sind  congruent. 

Flg.  93. 


<^    ;« 


Wenn  wieder  wie  oben  g.^  von  den  Erzeugenden  nicht 
geschnitten  wird^  sondern  die  Bewegung  der  letzteren  dadurch 
regulirt  ist,  dass  sie  in  den  Punkten  einer  Schraubenlinie  auf 
dem  Mantel  eines  um  g^  beschriebenen  Rotationscylinders  Tan- 
genten an  die  Fläche  desselben  und  gegen  seine  Mantellinien, 
also  auch  gegen  g^^  unter  constantem  Winkel  geneigt  sind,  so 
entsteht  die  scharfgängige  offene  Schraubenfläche. 
(Typus  c.) 

2)  Die  Wölbfläche  des  schiefen  Einganges  (biais 
pass^),  bei  der  (Fig.  94)  zwei  gleiche  Kreise  (7,,  C^  in  paral- 
lelen Ebenen  und  diejenige  Normale  g^  derselben,  welche  die 
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Centraldistanz  der  beiden  Kreise  hälftet^  die  Leitlinien  sind. 
Man  betrachtet  die  Punkte  M  des  einen  Kreises  C^  und  erhält 
als  Schnittlinien  der  Ebene  Mg^  mit  dem  Kegel  zweiten 
Grades  MC^  je  zwei  Erzeugende,  von  denen  die  eine  stets 
durch  die  Mitte  der  Centraldistanz  der  Kreise  C^y  C^  geht; 
d.  h.  es  entsteht  in  Folge  der  symmetrischen  Anordnung  der 
Leitlinien  neben  der  windschiefen  Elegelfläche  eine  Develop- 
pable,  nämlich  ein  schiefer  Kreiskegel;  die  Figur  enthält  ihn 
nicht.  Für  die  Vollkreise  ergeben  sich  die  Erzeugenden  in 
Gruppen  von  vier  auf  zwei  zur  horizontalen  gleichgeneigten 
Ebenen  durch  g^ . 

Flg.  94. 


3)  Das  Cylindroid  nach  alter  Benennung,  das  man  so 
bildet:  Zwei  Curven  C,,  C^,  (Fig.  95)  sind  nichtparallele  Ver- 
ticalschnitte  desselben  Gylinders,  die  Punktepaare  My^,  ^\*\ 
.Vj, ,  M^^'t  ^zi>  ^h^'t  •  •  •  s^^^  Punktepaare  derselben,  welche 
je  in  der  nämlichen  Erzeugenden  des  Cylinders  liegen.  Denkt 
man  nun  die  eine  dieser  Curven  C^  parallel  sich  selbst  in 
ihrer  Ebene  um  einen  gewissen  Betrag  nach  C^  gehoben  und 
die  entsprechenden  Punktepaare  von  vorher  in  der  neuen  Lage 
durch  gerade  Linien  verbunden,   so  entsteht  aus  diesen  das 
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Cyliudroid.  Die  dritte  Leitlinie  ist  die  Stellung  g^^  einer  zur 
Durchschnittslinie  der  Ebenen  von  C|,  C^  und  zu  den  Erzeu- 
genden des  Gylinders  parallelen  Ebene. 

c)  Regelflächen,  welche  drei  Leitcurven  C^,  C^^ 
C^  oder  drei  Leit-Developpable  D, ,  Dj ,  D3  haben.  Ihre  Con- 
struction  aus  den  einen  oder  andern  ist  in  §  50  gegeben. 

Fig.  95. 


Alle  Entwickelungen  sollen  sich  auf  diesen  allgemeinsten 
Typus  beziehen. 

In  Bezug  auf  die  graphische  Darstellung  ist  zu  bemerken, 
dass  alle  elementaren  Projectionsmethoden  sich  mit  gleichem 
Vortheil  auf  die  Behandlung  der  Regelflächen  anwenden  lassen ; 
wir  werden  desshalb  neben  der  Darstellung  durch  Grund-  und 
Aufriss  und  der  Axonometrie  die  der  Centralprojection  und  der 


\ 
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allgemeinen  Parallelprojeetion  mit  einem  Bilde  anwenden  und 
wollen  hier  auf  die  übrigen  Formen  der  allgemeinen  Methode 
im  Voraus  verweisen.  Im  Allgemeinen  wird  man  über  die 
Data  der  anzuwendenden  Projectionsmethode  im  Sinne  der 
Vereinfachung  verfügen;  also  z.  B.  eine  Leitgerade  als  proji- 
cierend  voraussetzen,  ebene  Leit<^urven  in  die  Bildebene  und 
die  Fixebene  resp.  legen;  etc. 

52.  Die  Ordnung  einer  windschiefen  Regel- 
fläche ist  gleich  derCIasse  derselben.  Denn  wenn  eine 
Gerade  die  Fläche  m*«'  Ordnung  in  m  Punkteu  schneidet,  so 
geht  durch  jeden  dieser  Punkte  eine  Erzeugende  der  Fläche, 
die  mit  der  Geraden  eine  Tangentialebene  derselben  bestimmt; 
in  der  Geraden  liegen  also  ebenso  viel  Schnittpunkte  mit  der 
Fläche,  als  durch  sie  Tangentialebenen  an  die  Fläche  gehen. 
Man  spricht  daher  von  Regelflächen  n*«"  Grades.  (Vergl. 
§  39,  10.) 

Die  Zahl  n,  welche  den  Grad  einer  Regelfläche  ausdrückt, 
lässt  sich  aus  den  Ordnungszahlen  ihrer  Leitcurven  bestimmen ; 
sie  ist  für  m^  m^^  m^  als  die  respectiven  Ordnungszahlen  von 
^i)  ^2}  ^3 "~  ^^®  ^^80  als  algebraische  Curven  gedacht  werden  — 

7t  s=  2  fTlj  f72.2  ffl^  . 

Denn  n  ist  die  Zahl  von  Schnittpunkten  1,  .  .  die  eine 
Gerade  ^,  mit  der  Fläche  bildet,  d.  h.  die  Zahl  von  Erzeu- 
genden der  Fläche,  denen  sie  begegnet;  bildete  man  aber  mit 
C'i,  C<^,  9\  als  Leitlinien  eine  Regelfläche,  so  würde  man  jene 
nämliche  Zahl  als  die  der  Schnittpunkte  11,  ...  derselben  mit 
der  Curve  (7,  von  der  Ordnung  »i,  erhalten*),  d.  h.  nach  dem 
in  §  29  ausgesprochenen  Princip,  dass  ihre  Zahl  gleich  sei  dem 
Product  der  Grundzahl  n^  dieser  Fläche  in  die  Ordnungszahl 
der  Curve  C^ ,  d.  h.  n  ^^m^n^. 

Nach  der  nämlichen  Schlussweise  ist  aber  n^  =  m^  n,  > 
wenn  n^  die  Gradzahl  einer  Regelfläche  ist,  welche  die  Curve 
C^  und  zwei  Gerade  ^,  /  zu  Leitlinien  hat;  und  endlich  ist 
»2  =  2^3,  weil  der  Grad  der  durch  drei  gerade  Leitlinien  be- 
stimmten Regelfläche  gleich  zwei  ist.  Man  erhält  also  durch 
successive  Substitution  n  «»  2m|;»2^3- 
*)  Ein  einfaches  Beispiel  zur  Erläuterung  dieses  Schlusses  findet  man 
in  S  67, 1«. 
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Der  Grad  der  Begelfiäcfae  ist  kleiner  als  2^1^.2^;},  wenn 
die  Leitcurven  gemeinschaftliche  Punkte  besitzen;  denn  jeder 
Punkt;  der  zweien  derselben  gemeinschaftlich  ist^  giebt  als 
Spitze  einem  Eegel  über  der  dritten  Leitcurve  Entstehung, 
welcher  nur  uneigentlich  der  Regelfläche  angehört.  Sind  also 
Schnittpunkte  der  Leitcurvenpaare  C^, ,  C2]  C2,  C^]  C^,  C,  in 
den  Anzahlen  ^3,  s^,  s^  vorhanden,  so  wird  die  Gradzahl  der 
Fläche  um  den  Betrag  von  {s^m^  +  *2'^2  +  ^3^3)  Einheiten 
vermindert.  Zugleich  reducieren  sich  die  Zahlen,  welche  die 
Vielfachheit  der  Leitcurven  (7,,  6^2»  ^3  (§  ^i  ^)  ^^  ^^^  Fläche 
ausdrücken ,  von  ihren  allgemeinen  Werthen  auf  m^  ^3  — -  5, , 
^3  i7i|  —  ^2  ^  ^1  ^2  —  *3  rospective. 

Solche  Reductionen  durch  das  Auftreten  von  developpa- 
beln  Flächen  können  auch  durch  besondere  Symmetrien  in 
der  gegenseitigen  Lage  der  Leitcurven  hervorgerufen  werden 
(siehe  §  51,  b)  2  und  unten  9).       • 

1)  Die  Begelflächen  vom  Typus  a)  haben  im  Allgemeinen  den 
Grad  n  =  2m^^  wenn  m^  die  Ordnungszahl  ihrer  Leitcurve  ist;  die 
vom  Typus  b)  haben  den  Grad  n  =  2w, iWj»  wenn  iWj,  »»2  die 
Ordnungszahlen  ihrer  beiden  Leitcurven  bezeichnen. 

2)  Die  Regelfläcbe,  welche  ein  Kegelschnitt  Ä*  und  zwei  Ge- 
rade ^2)  ^3  ^1^  Leitlinien  erzeugen,  ist  im  Allgemeinen  vom  Grade 
n  =^  4i  und  die  beiden  Geraden  sind  Doppellinien  derselben.  So  im 
Falle  des  Normalenbündels. 

Schneidet  eine  der  Geraden  z.  B.  ff^  den  Kegelschnitt  H^  einfach, 
so  wird  n  =  S  und  nur  die  Gerade  ^3  ist  noch  eine  doppelte  Ge- 
rade der  Fläche.  So  im  Falle  des  Cylindroids  unter  a)  3):  die 
z-Axe  ist  eine  Doppelgerade,  die  Stellung  der  Ebene  xy  eine  einfache 
Gerade  der  Fläche.  Wenn  man  dieselbe  Fläche  aus  der  Leitgeraden 
z  und  den  beiden  Ellipsen  in  Hj,  und  H^i.-  bestimmt,  so  ist  ihr 
Grad  3  =  2.2.2.1  —  2.2  —  1,  weil  alle  drei  Leitlinien 
sich  im  Punkte  0  schneiden. 

Schneidet  aber  jede  der  Geraden  den  Kegelschnitt  in  einem 
Punkte,  so  entsteht  eine  Eegelfläche  zweiten  Grades  und  für  die- 
selbe ist  keine  der  Leitlinien  doppelt.  Schneiden  endlich,  die  Ge- 
raden einander  und  jede  den  Kegelschnitt  ,  so  entsteht  durch  ihre 
Transversalen  keine  windschiefe  Regelfläche,  es  ist  n  =  0. 

3)  Man  erörtere  den  Fall,  wo  die  eine  Gerade  g^  den  Kegel- 
schnitt AT  zweimal  schneidet. 

4)  Für  zwei  Kegelschnitte  Ä',  und  iTj  und  eine  Gerade  g^  ist 
der  Grad  der  Regelfläche  n=3  8;  die  Kegelschnitte  sind  zweifach, 
die  Gerade  ist  vierfach.  Reductionen  treten  ein  auf  n  =  7,  wenn 
die  Kegelschnitte   einen  gemeinsamen  Punkt  haben;   dann  ist  die 
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Gerade  nur  dreifach  in  der  Regelüäche.  Auf  n  =  6,  wenn  g^  den 
einen  Kegelschnitt  K^  einfach  schneidet,  wobei  die  Gerade  vierfach, 
der  Kegelschnitt  K2  zweifach  bleibt,  der  Kegelschnitt  K^  aber  ein- 
fach wird;  oder  wenn  die  Kegelschnitte  K^  und  K2  zwei  Punkte 
mit  einander  gemein  haben,  indem  zugleich  die  Gerade  g^  zur  nur 
zweifachen  Linie  der  Fläche  wird.  Auf  n  «=  4,  wenn  g^  beide  Kegel- 
schnitte einfach  trifft,  wodurch  dieselben  einfache  Linien  der  Fläche 
werden;  oder  wenn  die  Kegelschnitte  einander  zweifach  schneiden 
und  der  eine  K^^  auch  mit  ^3  einen  Punkt  gemein  hat,  wobei  K^ 
einfach  wird,  während  K^  und  g^  Doppellinien  in  der  Fläche  sind. 
Auf  n  =:  3,  wenn  jedes  Paar  der  Leitlinien  einen  gemeinsamen 
Punkt  hat;  die  Gerade  ist  zweifach,  die  Kegelschnitte  werden  einfach 
in  der  Fläche.  (Vergl.  2.)  Endlich  auf  n  =  2,  wenn  die  Kegel- 
schnitte einander  zweifach  schneiden  und  je  einen  Punkt  mit  der 
Geraden  gemein  haben.  Wenn  tritt  die  Beduction  auf  n<=:5  ein? 

5)  Man  erörtere  den  Fall  von  drei  Kegelschnitten  als  Leitcurven 
und  die  dabei  möglichen  Reductionen;  wenn  wird  speciell  die  er- 
zeugte Regelfläche  vom  zweiten  Grade? 

6)  Eine  Raumcurve  dritter  Ordnung  C^  mit  zwei  Geraden  g^ ,  g^ 
erzeugt  im  Allgemeinen  eine  Regelfläche  sechsten  Grades  mit  den 
Geraden  als  dreifachen  Linien.  Schneidet  C^  die  Gerade  g^  oder 
beide  Geraden  g^  und  g^  einfach,  so  wird  n  =  5,  respective  n  =  4; 
schneidet  6^3  die  Gerade  g^  doppelt,  n  «» 4 ;  schneidet  sie  g^  doppelt 
und  ^2  einfach,  n «»  3  und,  wenn  sie  beide  zweifach  schneidet  n=  2. 
Im  Falle  n  =  3  ist  die  Gerade  g^  eine  doppelte  Gerade  der  Fläche. 

7)  Welche  Regelflächen  verschiedener  Grade  entstehen  aus  einer 
Raumcurve  dritter  Ordnung  C^ ,  einem  Kegelschnitte  K^  und  einer 
Geraden  g^  als  Leitcurve? 

8)  Wie  kann  man  eine  Regelfläche  dritten  Grades  durch  Leit- 
Developpable  erzeugen?  Es  geschieht  auf  Grund  von  Betrachtungen, 
die  den  im  Text  gegebenen  nach  dem  Gesetze  der  Dualität  entsprechen. 

9)  Die  Wölbfläche  des  schiefen  Einganges  (§  51,  b)  2)  wäre 
als  durch  zwei  Kegelschnitte  und  eine  Gerade  als  Leitlinie  erzengt 
vom  Grade  8;  weil  aber  Kreise  in  parallelen  Ebenen  die  unendlich 
fernen  nicht  reellen  Kreispunkte  gemein  haben,  so  scheiden  zwei 
nicht  reelle  Ebenen  aus  der  Regelfläche  aus,  es  wird  n  =»  Q  für 
alle  Regelflächen  durch  eine  Gerade  und  zwei  Kreise  in  parallelen 
Ebenen^  Durch  die  Gleichheit  der  Kreise  und  die  symmetrische  Lage 
der  Leitgeraden  zu  ihnen  im  Falle  des  schiefen  Eingangs  wird  ein 
Kegel  zweiten  Grades  aus  der  Mitte  der  Centrallinie  über  den  Kreisen 
als  Theil  der  Fläche  erzeugt;  die  windschiefe  Regelfläche,  welche 
als  Wölbfläche  dient,  ist  also  nur  vom  vierten  Grad^.  Der  nämliche 
Charakter  kann  ihr  auch  durch  die  zweckmässige  Wahl  der  Leit- 
geraden bei  ungleichen  Kreisen  erhalten  bleiben. 

53.  Auf  einer  Erzeugenden  der  Regelfläche  liegen  un- 
endlich  viele  Punkte,    die   unmittelbar    bestimmt  sind,   jeder 
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durch  seine  Projection,  wenn  die  Erzeugende  selbst  durch 
Projection  bestimmt  ist;  es  gehen  auch  durch  die  Erzeugende 
unendlich  viele  Tangentialebenen,  gegeben  durch  ihre  Spuren. 
Diese  Punkte  und  Ebenen  gehören  paarweise  als  Berührungs- 
punkt und  Tangentialebene  zusammen  und  es  ist  zunächst 
das  Gesetz  dieser  Zusammengehörigkeit  zu  ermitteln. 

Fig.  9C. 


Wir  denken  dazu  drei  unendlich  nahe  auf  einander  fol- 
gende Erzeugende  der  Fläche  e^,  €2,  e^  und  in  der  ersten  die 
Punktreihe  A^^^  ^,2,  A^^^  ...  .,  so  ist  für  jeden  derselben  e^ 
die  erste  Inflexionstangente  der  Fläche,  und  die  bezügliche 
zweite  Inflexionstangente  kann  direct  bestimmt  werden  als 
die  Gerade  /i,-,  welche  von  dem  Punkte  An  ausgeht  als  die 
Transversale  von  e^  und  ^3,  die  ihm  entspricht.  Die  Ge- 
sammtheit  dieser  Geraden  aus  den  Punkten  von  e^  bildet  ein 
einfaches  Hyperboloid,  das  in  allen  Punkten  von  e^  mit  der 
gegebenen  Regelfläche  dieselbe  Tangentialebene  hat  und  von 
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dem  wir  daher  sagen,  dass  es  sich  der  Begelääche  Tangs  ^, 
anschmiegt;  diese  Geraden  bestimmen  in  den  Nachbar-Erzeu- 

genden  e^j  e^  Punktreihen  A^^^  A^^^y  ^23»  ••*)  ^31 7  ^32^  ^^33 7  *«m 
welche  zu  der  Reihe  A^^^  A^^,  A^^,  . . .  projectivisch  sind,  und 
man  hat  auch 

V^l   •  -^21  -^22-^23  •  •  •)  ■'^  (^21^22-^23  •  •  •)  °^  (-^11  -^12^^13  •  •  'J J 

d.  h.  das  äüschel  der  Berührungsebenen  durch  eine 


Erzeugende  der  Begelfläche  ist  projectivisch  zur 
Reihe  der  Berührungspunkte  derselben  auf  dieser 
Erzeugenden. 

Daraus  folgt  sofort,  dass  durch  drei  Berührungsebenen, 
durch  eine  Erzeugende  und  die  zugehörigen  Berührungspunkte 
auf  derselben  für  alle  übrigen  Berührungsebenen  durch  sie 
die  Berührungspunkte  und  für  alle  übrigen  Punkte  auf  ihr  die 
Berührungsebenen  linear  bestimmt  sind. 

Sind  aber  drei  Leitcurven  (7,,  C^f  C^  gegeben,  mit  denen 
die  Erzeugende  e  die  Punkte  P^y  P,^y  P^  gemein  hat  und  sind 
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/, ,  /oi  ts  ^^  zugehörigen  Tangenten  derselben ,  so  sind  et^, 
eU,  et^  die  Tangentialebenen  P,,  P^»  ^3  ^®^  Regelfläche  in 
P, ,  P^y  7*3  respective  und  die  Tangentialebene  P,  in  einem 
beliebigen  Punkte  Pi  derselben  Erzeugenden  bestimmt  sich 
nach  der  Projectivitats-Relation 

{e  .V^V^V^Vi)  ^  (^P.P^P^Pi)', 

ebenso  aus  derselben  Relation  der  Berührungspunkt  Pi  der 
beliebigen  Ebene  P,-  durch  dieselbe  Erzeugende. 

Sind  ebenso  drei  Leitdeveloppable  B^,  Dj,  B3  gegeben, 
mit  denen  die  Erzeugende  e  die  Ebenen  P],  Pj,  P3  gemein 
hat,  und  sind  /, ,  t^^  t^  die  zugehörigen  Erzeugenden  derselben, 
so  sind  et^y  eUy  ei^y  . .  .  d\e  Berührungspunkte  P^y  P^y  /s,  .  .  . 
der  Regelfläche  in  diesen  Ebenen  respective,  und  der  Berühr- 
ungspunkt Pi  in  einer  beliebigen  Ebene  P«  durch  dieselbe  wird 
durch  die  Relation 

(e./>,/>2i>,/>,)  =  (P,P2P3P.) 

bestimmt  und  umgekehrt. 

Das  Büschel  der  Tangentialebenen  bestimmt  also  z.  B. 
als  Reihe  der  entsprechenden  Axenschnittpunkte  in  0^  eine 
zur  Reihe  der  Berührungspunkte,  also  auch  zur  Reihe  ihrer 
ersten  oder  zweiten  Projectionen  projectivische  Reihe.  In 
Fig.  96  sind  s^^y  5,^,  5,^  die  Horizontalspuren  d^  bezeichneten 
Tangentialebenen;  für  die  Reihe  ihrer  Schnitte  mit  der  Axe 
X  und  die  Reihe  der  Grundrisse  der  Berührungspunkte  ist  nach 
I,  §  17  ^2  ^^  perspectivische  Axe,  mit  deren  Hilfe  für  den 
Berührungspunkt  P  auf  e  die  Tangentialebene  P  bestimmt  ist, 
welche  die  Spuren  s, ,  $2  hat.  (Vergl.  §  36,  Fig.  73.) 

Die  Wölbfläche  des  schiefen  Einganges  (§  51,  b)  2),  für 
welche  die  Leitkreise  C^^  C2  in  zur  zweiten  Projectionsebene 
parallelen  Ebenen  und  somit  die  gerade  Leitlinie  ^3  parallel 
zur  Axe  OF  liegen,  giebt  für  jede  Erzeugende  e  in  den 
Punkten  P,,  P^,  P^  derselben  auf  den  Leitlinien  die  /],  /j  ^Is 
Tangenten  der  Kreise  C^,  C^  in  P^y  P^,  und  (^  als  mit  ff^  iden- 
tisch, damit  also  die  Tangentialebenen  et^y  ei^,  ei^. 

Mittelst  der  Reihe  der  Axenschnittpunkte  derselben  in  OX 
sind  dann  in  Fig.  97  für  den  Punkt  P^  der  Erzeugenden  e 
die  Tangentialebene  P4  und  für  die  durch  e  gehende  Ebene 
P5  der  Berührungspunkt  P^  construiert. 

Fiedler,  dftrtiellende  Qeomeirie.   II.   3.  Aufl.  27 


\ 
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1)  Man  zeichne  die  Tangentialebenen  ei^^  et^i  et^  in  den 
Schnittpunkten  einer  Erzeugenden  e  mit  den  drei  Leitcurven  C^ , 
C^f  C^  in  den  Fig.  88  —  95  ein;  in  Fig.  90  sind  sie  für  die  Er- 
zeugende Cx  eingetragen. 

2)  In  den  Fig.  92,  94  sollen  für  eine  Erzeugende  die  asymp- 
totischen d.  h.  die  im  unendlich  fernen  Punkte  derselben  berühr- 
enden Ebenen  verzeichnet  werden. 

3)  Wenn  zwei  Regelflächen  eine  Erzeugende  e  gemeinsam  ent- 
halten und  in  drei  Punkten  derselben  die  nämlichen  Berührungs- 
ebenen haben,  oder  umgekehrt,  so  haben  sie  in  allen  Punkten  von 
e  einerlei  Berührungsebenen  und  für  alle  Ebenen  durch  e  einerlei 
Berührungspunkte.  (Vergl.  §  36,  15.) 

Fig.  98. 


4)  Zu  einer  windschiefen  Regelfläche  lassen  sich  für  jede  Er- 
zeugende e  (dreifach-)  unzählig  viele  längs  derselben  sich  ihr  an- 
schmiegende einfache  Hyperboloide  und  hyperbolische 
Paraboloide  bestimmen,  nämlich  je  ein  Hyperboloid  durch  eine 
willkürlich  gewählte  Gerade  «*,  welche  mit  e  nicht  in  einer  Ebene 
liegt.  (§36,16.)  Drei  Tangentialebenen  F^,  Fj,  F3  der  Regelfiäche 
in  Punkten  /\ ,  P^^  P^  von  e  bestimmen  mit  c*  drei  Punkte  Pj*, 
Pj*»  ^3*  iiJ^d  <iie  geraden  Linien  PiPi*y   ^2^2*?   -Pa^s*  sind  drei 
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Erzeugende  der  zweiten  die  €{  nicht  enthaltenden  Begelschaar  des 
Hyperboloides.  Es  giebt  also  auch  (zweifach)  unendlich  viele  solche 
Hyperboloide,  die  einen  bestimmten  Punkt  enthalten  oder  eine  be- 
stimmte Ebene  berühren  und  (einfach)  unzfthlig  viele,  die  in  einem 
bestimmten  Punkte  eine  gegebene  durch  ihn  gehende  Ebene  berQhren 
und  einer  Begelfläche  längs  einer  gegebenen  Erzeugenden  sich  an- 
schmiegen —  nämlich  so  viele  als  Gerade  durch  diesen  Punkt,  in 
dieser  Ebene  oder  in  der  Ebene  durch  den  Punkt  möglich  sind. 

Wie  ist  der  Berührungspunkt  auf,  respective  die  Berührungs- 
ebene durch  e^  bestimmt? 

5)  Ist  e*  eine  unendlich  ferne  Gerade,  d.  h.  die  Stellung  einer 
Ebene,  so  bestimmt  sie  ein  anschmiegendes  hyperbolisches  Parabo- 
loid,  für  welches  durch  diese  Stellung  die  eine  Bichtungsebene  be- 
stimmt ist.  Wie  bestimmt  sich  die  Axenrichtung  des  Paraboloids? 

6)  Die  Schnittlinien  einer  Schaar  von  Parallelebenen  durch  die 
Punkte  einer  Erzeugenden  mit  den  entsprechenden  Tangentialebenen 
der  Begelfläche  bilden  ein  derselben  sich  längs  jener  anschmiegendes 
hyperbolisches  Paraboloid.  (Vergl.  §  36,  18.)  Wie  erzeugt  man  auf 
analoge  Weise  ein  anschmiegendes  Hyperboloid? 

Die  Figur  98  enthält  dasjenige  längs  einer  Erzeugenden  /| 
des  Normalenbündels  über  der  Ellipse  von  den  Scheiteln  Ay  B  und 
C  mit  den  geraden  Leitlinien  g  y  h  —  die  erste  normal  zur  zweiten 
Projectionsebene ,  die  letztere  in  derselben  parallel  der  Axe  x  — 
sich  demselben  anschmiegende  Hyperboloid,  welches  die  Axe  AB 
der  Leitellipse  oder  die  Projectionsaxe  x  enthält.  Für  die  drei 
Punkte  /^i ,  Pj ,  P^  der  Erzeugenden  /|  in  den  Leitlinien  liefert  die 
Verbindung  mit  den  respectiven  Schnittpunkten  der  Tangentialebenen 
der  Fläche  in  ihnen  mit  A B  die  Erzeugenden  g^,  g^^  g^  des  Schmie- 
gungshyperboloids ;  man  hat  dann  die  Erzeugende  l^  desselben  er- 
mittelt, welche  durch  den  Punkt  3  von  g^  geht  und  damit  bereits 
die  Umrisse  respective  die  erste  und  zweite  Spur  des  Hyperboloids 

—  letztere  natürlich  Paare  von  Geraden  mit  x  als  einer  von  ihnen 

—  bestimmt.  Mittelst  der  perspectivischen  Axe  /j  der  projecti vischen 
Beihen,  welche  durch  ^^ ,  g^^  g^  in  l^ ,  l^  gegeben  sind,  lassen  sich 
andere  Erzeugende  der  Schaar  g  finden.  Der  Ümriss  des  Hyper- 
boloids in  der  zweiten  Projection  ist  eingezeichnet;  er  berührt  //' 
m  P2  . 

5)  Die  Tangentialebene  der  Begelfläche  in'  dem  unendlich  fernen 
Punkte  von  e  —  welche  nach  der  Methode  des  Textes  bestimmt 
wird  —  enthält,  weil  sie  eine  asymptotische  Ebene  für  die  an- 
schniegenden  Begelflächen  zweiten  Grades  ist,  die  Mittelpunkte  aller 
dieser  Flächen.  Man  kann  also  unendlich  viele  in  e  sich  anschmie- 
gende Hyperboloide  bestimmen,  deren  Mittelpunkte  in  einer  festen 
Ebene  und  stets  eines,  dessen  Mittelpunkt  in  einer  festen  Geraden 
liegt. 

8)  Für  die  längs  e  der  Begelfläche  sich  anschmiegenden  hyper- 

27* 
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bolischen  Paraboloide  ist  die  zu  e  gehörige  asymptotische  Ebene 
der  Begelfläche  —  d.  i.  die  sie  in  der  Eichtung  Yon  e  berührende 
Ebene  —  die  eine  ihnen  allen  gemeinsame  Bichtungsebene. 
Unter  diesen  Paraboloiden  ist  ein  gleichseitiges,  d.h.  ein 
solches,  dessen  Erzeugende  die  Normalen  von  e  in  den  Tangential- 
ebenen seiner  Punkte  sind.  Ist  ^  eine  Erzeugende  dieses  Paraboloids 
von  der  Schaar,  zu  welcher  e  gehört,  so  bestimmt  die  in  einem  Punkte 
P  von  e  auf  ihr  errichtete  Normale,  welche  e*  schneidet,  die  Tan- 
gentialebene F  in  P,   Denken  wir  nun  die  Tangentialebene  in  einem 

Punkte  0  von  e  als  Ebene  xy  und 
die  durch  0  gehende  zu  e  normale 
Ebene  als  xz  (Fig.  99),  so  bilden  die 
Horizontalprojectionen  der  Erzeugen- 
den von  der  Schaar  e  ein  Büschel , 
welches  in  e  seinen  Scheitel  hat,  und 
es  giebt  unter  ihnen,  weil  x  eine  Er- 
zeugende der  zweiten  Schaar  ist,  eine 
von  zusammenfallendem  Orund-  und 
Aufriss  h'*  '\  nämlich  die  in  der  durch 
X  gehenden  45®-Ebene  gelegene.  Ist  A'' "  ein  Punkt  derselben,  so  ist 
die  von  ihm  auf  e  gefüllte  Normal^  a  durch  A"0  vertical  und  durch 
das  von  A'  auf  e  oder  y  gefällte  Perpendikel  horizontal  projiciert, 
und  die  Tangentialebene  ea  in  A  hat  OA'  zur  Verticalspur  und  macht 
mit  xy  oder  der  Tangentialebene  in  xy  den  Winkel  A'Ox.  Die 
asymptotische  Ebene  von  e  macht  also  mit  xy  denselben  Winkel, 
wie  die  Gerade  Ä'»"  mit  x]  fällt  man  von  0  auf  Ä'»"  die  Normale 
mit  dem  Fusspunkte  M'  und  von  diesem  die  Normale  auf  y  oder 
e  mit  dem  Fusspunkte  Mj  so  ist  M  der  Punkt  der  Erzeugenden, 
wo  die  Tangentialebene  auf  der  asymptotischen  Ebene  derselben 
normal  steht  —  der  Centralpunkt  derselben.   (§  54.) 

Wenn  man  diese  Darstellung  auf  den  Fall  der  Schraubenflächen 
anwendet,  indem  man  den  Schnitt  der  Erzeugenden  mit  der  Axe 
als  0  nimmt  und  die  Ebene  beider  als  xy,  so  wird  e'^ .  zu  z 
parallel;  denn  0  ist  der  Centralpunkt.  ^ 

9)  Man  kann  ein  längs  e  sich  anschmiegendes  hyperbolisches 
Paraboloid  mit  gegebener  Axenrichtung  nur  construieren,  wenn 
diese  Axenrichtung  in  der  Stellung  der  zu  e  gehörigen  asymptoti- 
schen Ebene  enthalten  ist. 

10)  Je  zwei  einfache  Hyperboloide,  welche  sich  längs  derselben 
Erzeugenden  e  einer  gegebenen  Begelfläche  anschmiegen,  schneiden 
sich  in  zwei  Erzeugenden  der  andern  Regelschaar  (vergl.  §  38,  ll) 
und  diese  bestimmen  mit  der  Erzeugenden  e  zwei  Schnittpunkte, 
in  denen  sich  beide  Hyperboloide  osculieren.  (§  48.) 

11)  Man  construiere  die  Tangentialebenen  einer  flachgängigen 
Schraubenfläche  in  drei  Punkten  einer  Erzeugenden  e,  wenn  die 
Schraubenaxe  parallel  zu  OZ  ist;  ebenso  die  Berührungspunkte  für 
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diejenigen  beiden  Tangentialebenen,  welche  mit  der  Neigang  a^  z.  B. 
gleich  45®  durch  die  Erzeugende  e  gehen  und  für  die  zu  den  Pro- 
jectionsebenen  respective  normalen. 

12)  Man  führe  das  Analoge  aus  a)  für  die  Wölbflftche  des  Ein- 
gangs  in  den  runden  Thurm,  wenn  die  Axe  desselben  der  Axe  OZ 

Fig.  100. 


^W 


parallel  ist;  b)  für  die  scharfgftngige  Schraubenfläche  mit  gleicher 
Lage  (man  wähle  die  zu  e'  normale  Tangente  des  Grundkreises 
als  Transversale  des  horizontalen  Spurenbüschels  der  Tangential- 
ebenen); c)  für  das  Cylindroid  in  §  51  a)  3.  (Fig.  90  enthält  die 
Constructionder  Tangentialeben  in  P;  die  benutzten  Beihen  auf 
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X  und  e  sind  perspectivisch) ;  d)  für  das  Kugelconoid  von  §  51,a)4; 
e)  für  das  Normalenbündel  ibid.  a)  5;  f)  für  das  Cylindroid  von 
§  51,  b)  3,  wenn  g^  als  Stellung  der  zweiten  Projectionsebene 
gewählt  ist. 

13)  Man  construiere  für  die  Erzeugende  e  einer  durch  drei 
Leitlinien  gegebenen  Begelfläche  ein  anschmiegendes  Hyperboloid, 
welches  a)  die  Axe  OY  des  Projectionssystems  oder  b)  die  proji- 
cierende  Tafelnormale  enthält  —  in  Centralprojection. 

In  einem  besonderen  Falle  erhält  man  den  Satz: 
Die   anschmiegenden   Hyperboloide    für   die   Wölb- 
fläche des   schiefen  Durchganges,   die  ihren   verschie- 
denen Erzeugenden  entsprechen  und  ihre  verticale  Axe 
enthalten,  gehen  auch  durch  seine  gerade  Leitlinie. 

14)  Man  construiere  für  die  Erzeugende  e  einer  durch  drei 
Leitlinien  gegebenen  Begelfläche  z.  B.  die  scharfgängige  Schrauben- 
fläche das  anschmiegende  Paraboloid,  welches  die  Bildebene  oder 
respective  eine  der  Projectionsebenen  zur  Bichtungsebene  hat. 

Li  Figur  100  ist  fdr  die  Erzeugende  t^  aus  dem  Punkte  P^ 
der  Schraubenlinie  zuerst  das  Schmiegungsparaboloid  nach  der  Ebene 
XOY^  sodann  auch  das  nach  der  Ebene  XOZ  construiert;  dieE- 
zeugenden  des  ersten  sind  durch  g  und  //  die  des  letztem  durch 
g*  und  /*  bezeichnet.  Die  Tangentialebenen  in  P^^  P^  und  dem 
unendlich  fernen  Punkte  der  Erzeugenden  haben  die  Spuren  s^^ 
s^j  5j",  respective  ^2^  ^2^  *2"5  ^®  Ebene  S**  ist  gemeinschaftliche 
Bichtungsebene  beider  Paraboloide,  zu  ihr  sind  die  /  und  die  l^  pa- 
rallel. Die  Punkte  P^ ,  P<^  liefern  für  das  erste  die  Erzeugenden  g^ , 
g^  y  fUr  das  zweite  g^^  g^.  Für  das  erste  Paraboloid  ist  daim  aus 
dem  Punkte  B  in  g^  die  Erzeugende  l^  construiert  und  damit  Er- 
zeugende g^y  '  - .  ffs  der  Schaar  g]  der  horizontale  ümriss  ist  er- 
sichtlich. Für  das  zweite  Paraboloid  ist  für  den  Punkt  J)  auf  g^* 
die  Erzeugende  I2*  bestimmt  und  damit  Erzeugende  g^*,  .  .  .  g^* 
der  Schaar  g*]  der  Umriss  in  der  Verticalprojection  erscheint. 

16)  Wenn  eine  Erzeugende  e  die  Leitcurven  C2  und  C^  in 
den  Punkten  P2,  P^  resp.,  die  Leitcurve  C^  aber  zweimal  in  ver- 
schiedenen Punkten  P^  und  P^*  trifft,  so  ist  sie  eine  Doppeler- 
zeugende der  Fläche.  Li  jedem  Punkte  Pi  derselben  hat  die  Fläche 
zwei  verschiedene  Tangentialebenen,  denn  man  muss  haben 

(/>,  P^PiPi)  =  (e  .  P,PjP,P,),  (P,»i',/'s/>0  =  (e  .  P,»PjPjP,»); 

nur  in  den  Punkten  P2  und  P^  findet  je  eine  einzige  Tangential- 
ebene statt,  ei^i  ct^  resp. ,  wenn  t^  und  ^3  wie  vorher  die  Tan- 
genten von  C2  und  C^  in  P^  und  P^^  sind ;  diese  Ebenen  sind  also 
die  Doppelebenen  der  projectivischen  Büschel  von  Tangentialebenen 
um  e,  welche  der  Beihe  seiner  Punkte  entspreche]). 
Li  dem  besonderen  Falle,  wo 
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wäre;  fiele  noch  ein  drittes  Paar  entsprechender  Tangentialebenen 
und  somit  alle  Paare  derselben  zusammen,  d.  h.  die  Erzeugende 
e  wäre  eine  Bttckkehrer zeugende  der  Fläche. 

54.  Wenn  wir  durch  eine  Erzeugende  e  einer  wind- 
schiefen Begelfläche  Paare  von  Ebenen  normal  zu  einander 
legen  ^  so  bilden  dieselben  ein  involutorisches  Büschel  aus  e 
und  somit  ihre  Berührungspunkte  eine  involutorische  Reihe 
in  ^ ;  in  derselben  ist  der  Centralpunkt  derjenige,  dessen  Tan- 
gentialebene normal  ist  zur  asymptotischen  Ebene  der  Er- 
zeugenden, d.  h.  (vergl.  I,  §  10,  13)  er  ist  derjenige  Punkt  der 
Erzeugenden,  in  welchem  sie  der  unendlich  nahe  benachbarten 
folgenden  Erzeugenden  der  Fläche  am  nächsten  kommt;  er 
ist  also  der  der  Erzeugenden  e  angehorige  Punkt  der  Stric- 
tionslinie  der  Regelfläche.  (Vergl.  §  37,  17.) 

Für  die  Berührungspunkte  von  zwd  zu  einander  normalen 
Ebenen  durch  die  Erzeugende  e  oder  für  die  Paare  von  Punkten, 
wo  je  die  nämliche  Ebene  die  Fläche  berührt  und  zu  derselben 
normal  ist,  ist  das  Product  ihrer  Entfernungen  vom  Central- 
punkt constant  —  die  projectivische  Potenz  der  Erzeugenden  e, 
(Vergl.  I,  §§  15,  20.)  Dasselbe  Gesetz  erhält  man  durch  die 
Betrachtung  des  zwischen  zwei  nächstbenachbarten  Erzeugenden 
e  und  e^  liegenden  Streifens  der  windschiefen  Regelfläche  oder 
des  windschiefen  Flächene'lements  rücksichtlich  seiner 
Punkte  und  Tangentialebenen.  Sei  MM^  «>  n  (Fig.  101)  die 
gemeinsame  Normale  zwischen  beiden  Geraden,  e*  die  durch  M^ 
zu  e  gezogene  Parallele,  also  (c,  e*)  der  Winkel  8  der  zwei 
benachbarten  Erzeugenden,  P  ein  Punkt  in  ß,  in  dem  die  Nor- 
malebene zu  e  das.A  PP*Px  ausschneidet,  so  ist  M^MP  die 
Tangentialebene  in  M j  MPP^  die  in  P  und  L  PxPP*  der 
Winkel  zwischen  beiden;  wir  setzen  MP^=^x  und  L  PxPP*=^Xf 
so  dass  wir  haben 


oder  für 


/>,  i>*       X  tan  G 

tan  X  =   j.n»  = 

^        PP*  n 


,.      tan  0  , 

lim =--  p  tan  x  =  px  . 

n 


Wenn  man  den  Punkt  M  als  den  Mittelpunkt  und  die  zuge- 
hörige Tangentialebene  als  die  Mittelebene  des  Elementes 
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bezeichnet,  so  hat  man  den  Satz:  Die  trigonometrische  Tangente 
des  Winkels,  den  die  Tangentialebene  in  irgend  einem  Pankte 
von  e  mit  der  Mittelebene  macht,  ist  der  vom  Mittelpunkte 
aas  gemessenen  Äbscisse  des  Punktes  proportional.  Die  Con- 
stantep  nennen  wir  den  Parameter  des  Flächenelementes. 
Die  Erzeugende,  der  Mittelpunkt  und  die  Mittelebene  bestimmen 
mit  dem  Parameter  .das  windschiefe  Flächenelement.  Wir 
wollen  anmerken;  dass  für  MM^  als  Axe  g^  die  beiden  Grenz- 
linien des  windschiefen  Flächenelementes  als  benachbarte  Er- 
zeugende einer  flachgängigen  Schraubenfläche  wie  in  a)  1 
§  50  angesehen  werden  können,  für  die  also  Pi',  ein  Element 
der  leitenden  Schraubenlinie  vorstellt;  so  liefern  die  Perpen- 
dikel von  den  Punkten  der  Strictionslinie  zu  den  benachbarten 
Erzeugenden  die  Axen  der  den  einzelnen  Flächenelementeu 
entsprechenden  unendlich  kleinen  Schraubungen. 

Wenn  ferner  für  ein  bestimmtes  Flächenelement  %  und  Xi 
um  90®  verschieden  sind,  so  ist  immer 

tan  %  tan  x^  =  —  1  =  p^xx^ 
oder 

_        1  . 

XX* Ä  ; 

d.  h.  die  in  derselben  Erzeugenden  liegenden  Paare  der  Be- 
rührungspunkte von  Tangentialebenen,  welche  zu  einander 
rechtwinklig  sind,  bilden  eine  elliptische  Involution,  für 
die  der  Mittelpunkt  der  Centralpunkt  ist. 

Beim  orthogonalen  Cylindroid  in  Fig.  90  ist  die  gerade 
Leitlinie  nach  dem  Vorigen  die  Strictionslinie  und  wir  haben 
den  zu  B  entsprechenden  Punkt  B^  der  Erzeugenden  e^  be- 
stimmt. Die  abgeleitete  Involution  ist  unmittelbar  ersichtlich. 
Wenn  die  Erzeugende  e  die  nächstfolgende  Erzeugende  der 
Begelfläche  schneidet,  so  gehört  der  Schnittpunkt  zur  Stric- 
tionslinie der  Fläche;  die  Ebene  beider  Erzeugenden  berührt 
dann  die  Fläche  in  allen  Punkten  derselben,  diese  besitzt  ein 
ebenes  Element  oder  ist  längs  dieser  Erzeugenden  develop- 
pabel.  Wir  haben  in  §  50,  5,  6  die  Herkunft  solcher  singulärer 
Erzeugenden  bereite  betrachtet,  sie  sind  hier  nur  noch  für 
specielle  Fälle  zu  erörtern.  Die  Conoide  mit  geschlossener 
Leitcurve  bieten  in  der  geraden  Leitlinie  im  endlichen  Baum, 
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welche  ihre  Doppellinie  ist;  deu  Uebergang  von  reellen  zu 
parasitischen  Punkten  dar  —  er  findet  in  den  Punkten  statt, 
wo  dieselbe  von  den  zur  Bichtungsebene  parallelen  Ebenen 
geschnitten  wird,  welche  die  Leitcurve  berühren.  Die  durch 
sie  gehenden  Erzeugenden  schneiden  die  unendlich  nahe  benach- 
harten  in  diesen  Punkten.  Dasselbe  Beispiel  zeigt  aber  eine 
Specialität  dieses  Charakters.  Denken  wir  diejenigen  Tangenten 
der  Leitcurve,  welche  der  geraden  Leitlinie  der  Fläche  im  endlichen 
Räume  begegnen,  so  gehen  durch  ihre  Berührungspunkte  an 
der  Curve  Erzeugende,  welche  den  unendlich  nahe  benachbarten 
offenbar  parallel  sind.  Man  muss  bemerken,  dass  in  diesem 
besondern  Falle  die  Richtung  der  benachbarten  Erzeugenden 
nicht  zur  Strictionslinie  der  Fläche  gehört,  weil  die  kürzeste 
Entfernung  derselben  überall  stattfindet. 


Fig.  101. 

r 

j> 

~— .__ ]n 

■~f~e, 

1)  Aus  dem  Grundgesetz  tan  %  =  px  ergiebt  sich  für  vier 
Punkte  A,  B^  C,  D  derselben  Erzeugenden  einer  windschiefen  Be- 
gelfläche  mit  den  Abscissen  a,  b^  c^  d  vom  Mittelpunkte  und  den 
Abweichungen  a,  ß,  y^  d  der  bezüglichen  Tangentialebenen  A, 
B,  C,  D  von  der  Mittelebene  der  Hauptsatz  des  §  53  wieder 

( j  HP n\ ^  —  ^.  ^  —  ^ **^  ^  —  ^^  ^    ^^  ^  —  ^*°  ^ 

^  ^  ~  c—  b'  d^^^  ~  tan  y  —  tan  /3  '  tan  d  —  tan  jS 

sin(y  —  «)  ,  sin_(*-  a)        , .  ^^-^^ 
sin(y  -^  •  sin  ((J  ^]8)       ^ABCD) . 

». 

2)  Für*  die  geschlossene  scharfgängige  Schraubenfläche  sei  r 
der  Radius  und  h  die  Ganghöhe  der  leitenden  Schraubenlinie,  so 
dass  für  ihre  Neigung  zur  Normalebene  der  Axe 

toxi  ß  = 


2jrr 


ist;  ist  dann  femer  y  der  Winkel,  den  die  Erzeugenden  der  Schrau- 
benfläche mit  dieser  Normalebene  machen^  so  leitet  man  aus  der 
darstellend-geometrischen  Bestimmung  des  Winkels  %  gemäss  dem 
Texte  für  die  Tangentialebene  in  dem  Punkte  der  Schraubenlinie 
die  Relation  ab 
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tan  X  =  2 3 , 

tan  p  cos  y 

die  sich  leicht  in  die  Form 

2n 
tan  X  =  px  =  —  X 

für  X  als  die  auf  der  Erzeugenden  von   der  Axe  aus  gemessene 
Abscisse  zur  Bestimmung  des  Parameters  überführen  iHsst. 

3)  Die  Normalen  einer  windschiefen  Begelfläche  in  den  Pankten 
einer  Erzeugenden  bilden  ein  hyperbolisches  Paraboloid,  das  zuge- 
hörige Normalenparaboloid  der  Fläche;  die  Normalebene  der 
Erzeugenden  ist  die  eine,  die  durch  die  Erzeugende  selbst  gehende 
Normalebene  ihrer  asymptotischen  Ebene  i3t  die  andere  Bichtungs- 
ebene  desselben;  es  ist  also  gleichseitig.  (§  36,  11.)  Der  Central- 
punkt  der  Erzeugenden  ist  der  Scheitel  dieses  Paraboloids. 

4)  Man  stelle  das  Normalenparaboloid  für  eine  gegebene  Er- 
zeugende einer  scharfgängigen  und  ebenso  für  die  einer  flachgängigen 
Schraubenfläche  dar.  Bei  yerticaler  Axe  der  Schraubenfläche  ist  im 
letztern  Falle  die  Horizontalspur  des  Normalenparaboloids  eine  gleich- 
seitige Hyperbel;  die  Verticalspur  und  der  verticale  Umriss  sind 
Parabeln  mit  verticaler  Axe,  der  horizontale  Umriss  ist  ein  Punkte- 
paar. 

5)  Wenn  ein  einfaches  Botationshyperboloid  sich  einer  gege- 
benen windschiefen  Begelfläche  längs  einer  Erzeugenden  anschmiegt, 
so  liegt  sein  Mittelpunkt  in  der  im  Centralpunkte  der  Erzeugenden 
auf  der  Fläche  errichteten  Normale. 

6)  Man  soll  für  eine  gegebene  Erzeugende  einer  windschiefen 
Begelfläche  ein  anschmiegendes  Botationshyperboloid  so  bestimmen, 
dass  dasselbe  eine  gegebene  Ebene  zu  einer  seiner  Axe  parallelen 
Tangentialebene  hat. 

7)  Wenn  zwei  Botationshyperboloide  für  eine  Erzeugende  e 
des  einen  imd  eine  Erzeugende  e*  des  andern  gleiche  projectivische 
Potenz  haben,  so  können  sie  in  eine  solche  Lage  gebracht  werden, 
dass  das  eine  sich  dem  andern  längs  der  Erzeugenden  e  anschmiegt; 
man  hat  die  Erzeugenden  ß,  e*  so  zur  Deckung  zu  bringen,  dass 
ihre  Centralpunkte  zusammenfallen.  Was  ergiebt  sich  daraus  für 
zwei  beliebige  Begelflächen? 

8)  Man  construiere  die  sich  schneidenden  und  die  parallelen 
Nachbarerzeugenden  des  Eugelconoids.  Welches  sind  diese  Erzeu- 
genden  beim  Ereisconoid  Fig.  91,  §  51,  a)? 

Es  sind  hier  die,  welche  in  jenen  Berührungsebenen  der  Kugel 
liegen,  die  durch  die  geraden  Leitlinien  gehen.  In  Fig.  102  ist  das 
Kugelconoid  in  erster  und  zweiter  Projection  unter  der  Annahme 
verzeichnet,  dass  die  gerade  Leitlinie  ff  im  endlichen  Baume  zn  ÄOZ 
parallel  und  die  gerade  Leitlinie  im  Unendlichen  die  Stellung  von 
XOY  ist.  Dann  ist  die  eine  Gruppe  jener  Geraden  —  welche?  — 
gebildet  von  der  höchsten  und  tiefsten  Erzeugenden  e^^e^t  die  andere 
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Ton  den  Erzengenden  e  und  e*,  welche  von  den  Beruh  rungapunkten 
A  und  i^der  Kugel  mit  durch  g  gehenden  Ebenen  ausgehen. 

9)  Man  zeige,  dass  ein  Cjlindroid  zwei  Erzeugende  bat,  die 
zu  ihren  uächstbenachborten  parallel  sind.  Die  Schrauben  flächen 
bieten  solche  devetoppable  B teilen  nicht  dar. 


10)  Die  Wölbfläche  des  schiefen  Durchgangs  bat  zwei  Erzeu- 
gende, die  ihre  benachbarten  schneiden  und  zwei  andere,  die  zu 
ihren  benachbarten  parallel  sind;  man  construiere  dieselben.  Im 
Falle  der  Fig.  94,  97  sind  letztere  nicht  reell.  Denn  die  durch 
^3  gehenden  Tangentialebenen  der  Kreise  geben  sie, 

11)  Man  construiere  Punkte  der  Strictionslinie  für  das  Nor- 
malenbOndet.  (§  52,  a)  4.) 

12)  Die  Strictionslinie  des  einfachen  Botationsbj^rboloides 
ist  der  Kehllcreis;  die  Charakteristik  seines  FlOcbenelenientes  findet 
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man  leicht  aus  der  Lage  der  Tangentialebene  für  einen  Punkt  im 
Abstände  x  cos  ß  von  der  Eehlkreisebene 

,.     tan  G        sinjStani^ 

hm = '-  , 

n  r 

wenn  r  den  Radius  des  Eehlkreises  und  ß  den  Winkel  der  Erzeu- 
genden mit  der  Axe  bedeutet. 

13)  Die  Strictionslinie  der  flachgängigen  sowohl  als  der  scharf- 
gängigen Schraubenfläche  flillt  mit  der  Schraubenaxe  zusammen. 
Mit  welchem  Unterschiede?  Ebenso  fallen  die  Strictionslinien  der 
offenen  Schraubenflächen  mit  der  Schraubenlinie  zusammen,  die  der 
der  Axe  nächste  Punkt  der  erzeugenden  Geraden  beschreibt. 

14)  Die  Strictionslinie  eines  geraden  Conoids  ist  die  gerade  Leit- 
linie desselben  im  endlichen  Räume ;  die  orthogonale  Projection  der 
Strictionslinie  eines  beliebigen  Conoids  auf  seine  Richtungsebene  ist 
die  Enveloppe  der  entsprechenden  Projectionen  seiner  Erzeugenden. 

15)  Die  Strictionslinie  einer  Regelfläche  mit  einer  geraden  Leit- 
linie und  einem  Richtungskegel,  der  ein  mit  dieser  Leitlinie  als  Axe 
beschriebener  Rotation skegel  ist,  ist  eben  diese  gerade  Leitlinie. 

55.  Die  Punkte  einer  windschiefen  Begelfläche,  in  welchen 
ausnahmsweise  zwei  benachbarte  Erzengende  sich  schneiden, 
erscheinen  natürlich  inbegriffen  unter  den  Punkten  derselben, 
in  welchen  überhaupt  zwei  Erzeugende  derselben  zusammen- 
treffen. Es  ist  evident;  dass  solche  Punkte  im  Allgemeinen 
auf  jeder  Erzeugenden  existieren.  Legt  man  nämlich  durch 
die  Erzeugende  e  der  Fläche  eine  beliebige  Ebene,  so  be- 
rührt dieselbe  die  Fläche  in  einem  Punkte  und  schneidet  sie 
ausser  in  der  Erzeugenden  in  einer  Gurve  von  der  Ordnung 
(n  —  1)  —  wenn  die  Regelfläche  als  eine  algebraische  vom 
^ten  Qrade  gedacht  wird  — ,  welche  mit  e  ausser  dem  Be-. 
rührungspunkte  der  Ebene  -  darin  liegt  die  Bestimmung  der 
zweiten  Hanpttangente  der  Fläche  in  einem  gegebenen  Punkte 
derselben  (vergl.  unten  5  f.)  —  noch  (n  —  2)  andere  Schnitt- 
punkte bestimmt,  in  deren  jedem  offenbar  die  Erzeugende  e 
einer  andern  Erzeugenden  der  Begelfläche  begegnen  muss, 
d.  h.  eine  Regelfläcbe  n^*^  Grades  enthält  im  Allgemeinen 
eine  Doppelcurve,  die  mit  jeder  Erzeugenden  (n  —  2) 
Punkte  gemein  hat.  Die  Fläche  hat  in  den  Punkten  dieser 
Curve  im  Allgemeinen  zwei  von  einander  verschiedene  Tan- 
gentialebenen; die  besondem  Punkte  der  Fläche  aber,  in 
denen   zwei  benachbarte  Erzeugende   sich   treffen,   haben    in 
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der  Doppelcurve  die  auszeichnende  Eigenschaft,  dass  ihnen 
nur  je  eine  Tangentialebene  entspricht ,  dasß  sich  also  die 
Doppelcurve  in  ihnen  wie  die  Rückkehrkante  einer  develop- 
pabeln  Fläche  verhält.    (Cuspidalpunkte  der  Fläche.) 

Wählt  man  anderseits  in  der  Erzeugenden  e  einen  Punkt 
und  legt  durch  ihn  nach  allen  andern  Erzeugenden  der  Regel- 
flache  Ebenen^  so  berühren  dieselben  die  Fläche  und  umhüllen 
einen  Kegel  von  der  (n —  l)*»*"  Classe,  welcher  mit  der  Geraden 
e  ausser  der  Berühruugsebene  der  Fläche  im  gewählten  Punkte 
noch  (n  —  2)  andere  Ebenen  gemein  hat;  d.  h.  es  giebt  zu 
jeder  Regelfläche  n^^  Grades  im  Allgemeinen  eine  Developpable, 
die  als  doppelt  umgeschriebene  Developpable  der 
Fläche  zu  bezeichnen  ist  und  welche  mit  jeder  Erzeugenden 
(n  —  2)  Ebenen  gemein  hat.  Die  Fläche  hat  mit  den  Ebenen 
dieser  Developpabeln  im  Allgemeinen  je  zwei  verschiedene 
Berührungspunkte;  nur  die  besonderen  Ebenen  der  Fläche, 
welche  zwei  benachbarte  Erzeugende  derselben  enthalten,  lie- 
fern nur  je  einen  Berührungspunkt. 

Endlich  enthält  eine  durch  drei  Leitcurven  (7^ ,  C^^  C^  er- 
zeugte Regelfläche  im  Allgemeinen  eine  Anzahl  von  geraden 
Erzeugenden;  welche  doppelt  sind,  d.  h.  in  denen  je 
zwei  nicht  aufeinander  folgende  Lagen  der  erzeugenden  Geraden 
sich  decken;  jede  Gerade,  welche  die  eine  Leitcurve  zweimal 
schneidet,  während  sie  zugleich  die  andern  Leitcurven  je 
einfach  trifft,  ist  eine  solche.  Sei  C^  die  Leitcurve,  welche 
zweimal  geschnitten  werden  soll,  so  ist  die  Zahl  solcher  Ge- 
raden die  Zahl  der  Durchschnittspunkte  der  Gurve  63  mit 
derjenigen  Regelfläche,  welche  durch  die  Geraden  erzeugt 
wird,  die  mit  C^  je  zwei  Schnittpunkte  und  mit  C2  je  einen 
Punkt  gemein  haben  und  diese  Zahl  ist  das  m^-fekche  der  Zahl^ 
die  den  Grad  einer  Regelfläche  angiebt,  für  welche  (7j  eine 
von  jeder  Erzeugenden  zweifach  geschnittene  und  eine  gerade 
Linie  eine  einfache  Leitlinie  ist;  giebt  es  dann  für  die  Gurve 
C^  durch  jeden  Punkt  im  Räume  h^  Gerade,  die  sie  zweimal 
schneiden  (vergl.  §  22,  c),  so  ist  der  Grad  der  letztbezeich- 
neten Fläche  und  die  Zahl  der  aus  C^  entspringenden  doppelten 
Erzeugenden  respective 

=  Ä, +  -i^^ und    =%^3  j  2  4-^1}  - 
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In  Folge  dessen  besitzt  die  windschiefe  Regelfläche  aus  drei 
Leitearven  C^^  C2,  C^  mit  den  Charakterzahlen  ^j ^  h^\  m^^  ^2» 
m^y  ^3  doppelte  Erzeugende  in  der  Anzahl 

1)  Weil  in  der  Begelfläche  vom  Grade  2m|  mj^s  ^"^  ^^^  heii- 
curven  C^  €2^  C^  von  den  respectiven  Ordnungen  m^,  i»2;  '''s  diese 
Curven  selbst  vielfach  sind  in  den  Graden  ^2^39  ^3^21  ^1^2»  ^^ 
begegnet  jede  Erzeugende  in  den  Leitcurven  selbst  bereits 

andern  Erzeugenden  der  Fläche  und  hat  somit  ausser  diesen,  also 
in  der  Doppelcurve  der  Textbetrachtung,  noch  Schnittpunkte  mit 
andern  Erzeugenden  der  Begelfläche  in  der  Anzahl 

2»i|W?2^3  "l~  I  —  (^1^2  "f"  ^2^3  "i"  ^Z^\)' 

Setzen  wir  ^2  =  f»s  «=  1 ,  so  wird  diese  Zahl  Null ,  d.  h.  Begel- 
flächen, welche  zwei  gerade  Leitlinien  enthalten,  können  ausser 
diesen  Leitlinien  selbst,  welche  vielfach  sind,  keine  eigentliche  Dop- 
pelcurve enthalten  (wenn  sich  die  Leitlinien  nicht  schneiden);  dies 
gilt  z.  B.  vom  Normalenbündel,  von  der  flachgängigen  Schmuben- 
fläche, von  denConoiden.  Die  windschiefe  Begelfläche  sechsten  Grades, 
welche  aus  einer  Baumcurve  dritter  Ordnung  und  zwei  Geraden 
entsteht,  enthält  keine  Doppelcurve,  aber  sie  hat  vier  doppelte  Er- 
zeugende. 

2)  Die  windschiefe  Begelfläche  dritten  Grades  (§  52)  kann 
nur  eine  doppelte  Gerade  enthalten  —  wie  auch  daraus  hervorgeht, 
dass  in  einer  ebenen  Curve  dritter  Ordnung  nur  e  i  n  Doppelpunkt 
möglich  ist.  ( Vergl.  §  60.) 

3)  Die  Fläche  des  schiefen  Durchgangs  (§  51)  hat  paarweis 
parallele  Erzeugende  ^  besitzt  also  in  unendlicher  Feme  eine  Dop- 
pelcurve, die  als  ein  Kegelschnitt  anzusehen  ist. 

4)  Man  erläutere  die  Natur  der  Doppelcurve  einer  windschiefen 
Begelfläche  an  dem  Beispiel  der  scharfgängigen  Schraubenfläche; 
dieselbe  ist  ein  System  von  Schraubenlinien  von  derselben  Axe 
und  Ganghöhe  mit  der  Schraube  selbst.  (Figur  93  erlaubt,  sie  zu 
verfolgen.) 

5)  Man  verzeichnet  die  zweite  Inflexionstangente  der  Begelfläche 
in  einem  Punkte  der  Erzeugenden  e^  indem  man  den  Schnitt  der 
Fläche  mit  ihrer  Tangentialebene  in  diesem  Punkte  construiert,  als 
die  betreffende  Tangente  dieses  letzteren. 

6)  Giebt  man  für  drei  Punkte  P^^  /^j  >  -^3  ®ii^®^  Erzeugenden 
e  der  windschiefen  Begelfläche  diese  zweiten  Inflexionstaugenten  an, 
so  sind  sie  die  Erzeugenden  der  einen  Schaar  eines  einfachen  Hy- 
perboloides,   welches  die  Fläche  längs  der  Erzeugenden  e  so  be- 
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rührt;  dass  es  in  allen  ihren  Punkten  ihre  zweite  Inflexionstangente 
zu  seiner  zweiten  Erzeugenden  hat  (vergl.  §  49)  oder  sie  in  allen 
osculiert.  Dies  ist  die  Construction  des  osculi  er  enden  ein- 
fachen Hyperboloides  für  eine  Erzeugende  e  der  windschiefen 
BegelflSche.  In  Fig.  103  ist  für  die  Erzeugende  /j  einer  Begel- 
fläche  dritten  Grades  von  den  Leitlinien:  Kreis  K  in  der  Bild- 
ebene, Gerade  g^  oder  S^Q^^  welche  den  Kreis  trifft,  und  Gerade 
^2  oder  8^02  1  welche  weder  ihn  noch  g^  schneidet  —  das  oscu- 
lierende  einfache  Hyperboloid  construiert.  Man  besitzt  für  dasselbe 


Fig.  108. 


/, 


,^C-^^ 


die  Erzeugende  /|  und  die  Geraden  ^|,  ^2  ^^  Erzeugende  der  andern 
Schaar  und  es  bleibt  sonach  eine  Erzeugende  g^  der  letzteren  zu 
ermitteln.  Man  hat  dazu  die  Tangentialebene  sq'  der  Begelflttche 
im  Punkte  A  von  /,  construiert  —  j^ergl.  §  53  —  und  den  Kegel- 
schnitt bestimmt,  welchen  sie  ausser  /(  mit  der  Fläche  gemein  hat; 
von  demselben  sind  die  Punkte  B^  C  auf  s  und  im  Kreis^  und  auf 
/|  und  in  der  Geraden  g^  respective  a  priori  bekannt,  und  zwei 
weitere  D  und  E  sind  als  Schnittpunkte  der  Ebene  mit  dem  Paar 
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von  Erzeugenden  von  F  in  ff^  erhalten;  dadarch  ergiebt  sich  die 
Tangente  dieses  Kegelschnittes  in  A,  die  zweite  Haupttangente  dieses 
Punktes  zugleich,  und  die  dritte  Erzeugende  ff.^  der  Schaar  g  des 
Hyperboloides.  Ermittelt  man  dann  eine  zweite  Erzeugende  seiner 
Schaar  /,  z.  B.  die  .durch  G  in  ff^  gehende  l^,  so  sind  Spur,  Flucht- 
linie und  Umriss  des  osculierenden  Hyperboloides  bestimmt;  in  der 
Figur  103  ist  die  Umrissellipse  angedeutet,  die  perspectivische  Axe 
^2  der  von  ^, ,  g^^  g^  in  /|,  l^  bestimmten  projecti vischen  Reihen 
giebt  zu  /f  j  l^  die  Berührungspunkte  im  ümnss.  Die  ftlnf  Punkte 
S,  .  .  .  S^  bestimmen  die  elliptische  Spur;  etc.* 

Dieselbe  Regelfläche  ist  in  Fig.  104,  p.  447  nochmals  voll- 
ständiger dargestellt,  und  die  Erzeugende  /|  oder  SQ'  ist  dort  ebenso 
bezeichnet. 

Man  construiere  das  Hyperboloid  der  Haupttangenten  für  eine 
Erzeugende  des  Cylindroids  in  a)  3  von  §  51. 

7)  Wenn  zwei  windschiefe  Regelflächen  sich  längs  einer  Er- 
zeugenden berühren  (§  52),  so  schneiden  sie  sich  im  Allgemeinen 
in  einer  Curve,  welche  die  Berührungserzeugende  in  den  zwei  Punkten 
schneidet,  in  welchen  diese  Flächen  einander  osculieren.  Die  zweiten 
Haupttangenten  in  diesen  Punkten  sind  die  bezüglichen  Tangenten 
der  Schnittcurve.  (Vergl.  §  38,  11.) 

8)  Wenn  wird  das  osculierende  Hyperboloid  ein  hyperbolisches 
Paraboloid?  Insbesondere  in  welchen  der  Fälle  des  §  51? 

9)  Jede  windschiefe  Regelfläche  enthält  eine  Schaar  aufge- 
schriebener Raumcurven,  für  welche  sie  zugleich  entsprechend  der 
doppelten  Erzeugung  des  §  48  die  Enveloppe  ihrer  developpabeln 
Flächen  ist.  (Yergl.  §  49;  a.)  Man  nennt  sie  die  Curven  der 
Haupttangenten.  Sie  gehen  durch  die  Schnittpunkte  benach- 
barter Erzeugenden  und  berühren  dieselben  in  ihnen. 

10)  Da  die  Haupttangenten  der  windschiefen  Regelfläche  in  den 
Punkten  derselben  Erzeugenden  e  ein  Hyperboloid  bilden,  welches 
die  unendlich  nahe  Erzeugende  e^  enthält,  und  die  Stücke  derselben 
zwischen  e  und  e^  Elemente  der  Curven  der  Haupttangenten  sind, 
so  erhält  man  den  Satz:  Die  Curven  der  Haupttangenten 
einer  windschiefen  Regelfläche  bestimmen  auf  den  Er- 
zeugenden derselben  projectivische  Reihen.  Es  ist  der 
allgemeine  Satz  zu  dem  speciellen  für  das  einfache  Hyperboloid. 
Durch  drei  Curven  der  Haupttangenten  auf  einer  wind- 
schiefen Regelfläche  sind  alle  übrigen  linear  bestimmt,  wenn 
je  ein  Punkt  derselben  bekannt  ist. 

11)  Ist  unter  den  Leitlinien  einer  windschiefen  Regelfläche  eine 
unendlich  ferne  Gerade,  so  bilden  die  Curven  derselben  ähnliche 
Punktreihen.  Diess  ist  der  allgemeine  Satz  zu  dem  speciellen  für 
das  hyperbolische  Paraboloid.  Zwei  jener  Curven  bestimmen 
linear  alle  übrigen  aus  je  einem  Punkte. 

12)  Wie  bestimmt  man  mit  Hilfe  der  Haupttangente  in  einem 
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Punkte  der  windschiefen  Begelflfiche  die  Richtungen  der  Krümmungs- 
linien?  (Vergl.  §  49,  c.) 

56.  Der  Querschnitt  der  Regelfläche  n*^  Grades  mit 
einer  beliebigen  Ebene  ist  eine  Gurve  von  der  Ordnung  n, 
deren  Punkte  als  die  Schnittpunkte  der  Ebene  mit  den  Er- 
zeugenden der  Flache  und  deren  Tangenten  als  ihre  Schnitt- 
linien mit  den  zugehörigen  Tangentialebenen  der  Fläche  be- 
stimmt sind.  Die  Querschnittcurve  enthält  eine  gewisse  Anzahl 
von  Doppel-  und  vielfachen  Punkten,  indess  Rückkehrpunkte 
in  ihr  nur  ausnahmsweise  auftreten,  nämlich  wenn  die  Ebene 
einen  jener  singulären  Funkte  der  Fläche  enthält,  in  welchen 
zwei  benachbarte  Erzeugende  derselben  zusammentreffen. 

Diese  Construction  und  diese  Charakteristik  gelten  insbe- 
sondere auch  von  den  Spuren  der  Begelflächen  in  den  Projec- 
tionsebenen,  respective  der  Bildebene  oder  in  der  Ealbierungs- 
ebene  H«'. 

Wenn  die  Schnittebene  durch  eine  gerade  Erzeugende  der 
Fläche  geht,  also  eine  Tangentialebene  der  Fläche  ist,  so  ist 
diese  Gerade  ein  Theil  des  Querschnittes  und  der  Rest  des- 
selben eine  Curve  von  der  Ordnung  (n  —  1);  enthält  sie  zwei 
gerade  Erzeugende  (im  Allgemeinen  nicht  benachbart),  so 
wird  die  eigentliche  Schnittcurve  von  der  Ordnung  (n  —  2). 

Der  Berührungskegel  der  Fläche  aus  einem  belie« 
bigen  also  insbesondere  nicht  auf  ihr  gelegenen  Punkte  ist  ein 
Kegel  n^'  Glasse,  der  die  Yerbindungsebenen  des  Punktes  mit 
den  Erzeugenden  der  Regelfläche  zu  seinen  Tangentialebenen 
und  die  nach  den  entsprechenden  Berührungspunkten  gehenden 
Strahlen  zu  seinen  Erzeugenden  hat.  Derselbe  besitzt  eine 
gewisse  Anzahl  von  Doppeltangentialebenen,  aber  nur  in  spe- 
ciellen  Fällen  Rückkehrtangentialebenen,  nämlich  dann,  wenn 
der  gewählte  Punkt  in  einer  der  singulären  Ebenen  liegt,  in 
denen  zwei  benachbarte  Erzeugende  der  Fläche  liegen.  In  sol- 
cher Weise  bestimmen  sich  die  Umrisse  der  Regelfläche 
in  den  Projectionen ;  sie  sind  umhüllt  von  den  entsprechenden 
Projectionen  der  Erzeugenden  und  man  erhält  die  zugehörigen 
Berührungspunkte,  indem  man  sie  als  entsprechende  Projec- 
tionen der  Berührungspunkte  der  projicierenden  Ebenen  durch 
die  respectiven  Erzeugenden  bestimmt.  So  erhält  man  auch 
die  Schlagschattengrenze  einer  solchen  Fläche  auf  einer  Ebene 

Fiedler,  darateUoudo  üeometrio.  II.  3.  Aafl.  28 
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speciell  Projectionsebene  für  Licht  aus  einem  endlich  oder 
unendlich  entfernten  Punkte;  dann  ist  die  Curve  der  Berühr- 
ungspunkte der  vom  Leuchtpunkt  an  die  Fläche  gehenden 
Tangentialebenen  die  Trennungslinie  des  beleuchteten  und 
unbeleuchteten  Theiies  der  Fläche  oder  die  Schattengrenze. 
Man  wird  nach  §  48,  8  ihre  Tangente  in  einem  ihrer  Punkte 
bestimmen  können^  wenn  man  für  diesen  Punkt  die  beiden 
Inflexionstangenten  der  Fläche  kennt,  und  hat  also  dafür  die 
zweite  dieser  Inflexionstangenten  zu  bestimmen  nach  §  55,  5. 

1)  Man  verzeichne  die  Spur  eines  Cjlindroids  (§  51,  b,  3)  in 
der  Projectionsebene  XOY  und  zeige,  dass  alle  die  Schnitte  des- 
selben mit  Ebenen,  welche  durch  die  Schnittlinie  der  Ebenen  der 
beiden  Leitcurven  gehen,  mit  den  entsprechenden  Schnitten  des- 
Originalcjlinders  congruent  sind;  also  beispielsweise  Kegelschnitte 
für  den  Cylinder  zweiten  Grades. 

2)  Man  construiere  einen  ebenen  Schnitt  der  Fläche  des  schiefen 
Durchgangs  normal  zur  geraden  Leitlinie  desselben.  Die  Schnitte 
dieser  Wölbfiäche  mit  den  durch  zwei  sich  schneidende  Erzeugende 
gehenden  Verticalebenen  sind  Hyperbeln,  deren  Azenendpunkte  in 
der  horizontalen  die  Grenzpunkte  erzeugenden  Ebene  liegen  und 
deren  Asymptotenrichtungen  die  zu  jenen  parallelen  Erzeugenden 
liefern. 

Die  ebenen  Querschnitte  der  Wölbfläche  des  schiefen  Durch- 
ganges sind  Curven  vierter  Ordnung  mit  zwei  unendlich  fernen 
reellen,  vereinigten  oder  imaginären  Doppelpunkten  und  einem 
Doppelpunkte  in  der  geraden  Leitlinie.  Man  construiere  ihre  paral- 
lelen Tangentenpaare  und  charakterisiere  den  letzterwähnten  Dop- 
pelpunkt. Der  Schnitt  einer  Tangentialebene  mit  der  Fläche  ist 
eine  Curve  dritter  Ordnung  mit  unendlich  fernem  reellen  Doppel- 
punkt. 

8)  Man  zeige,  dass  der  Schnitt  der  Fläche  der  scharfgSngigen 
Schraube  mit  einer  zu  ihrer  Axe  normalen  Ebene  eine  Archimedische 
Spirale  ist.  Wie  construiert  man  dieselbe  mit  Hilfe  der  Evolvente 
des  Grundkreises?  (Vergl.  §  57.) 

4)  Die  Querschnitte  des  Normalenbündels  mit  allen  Ebenen, 
welche  den  beiden  Leitgeraden  parallel  sind,  sind  Ellipsen;  denn 
jede  derselben  enthält  die  doppelte  Erzeugende  der  Fläche,  welche 
in  der  unendlich  fernen  Geraden   der  Ebene   der  Leitellipse  liegt 

Die  Axen  dieser  Ellipsen  sind  den  Leitgeraden  der  Fläche 
parallel;  zwei  solche  Ellipsen  aus  demselben  Normalenbündel,  deren 
Ebenen  die  kürzeste  Distanz  zwischen  den  Leitgeraden  innerlich 
und  äusserlich  nach  demselben  Verhältniss  theilen,  sind  ähnlich  und 
ähnlich  gelegen,  weil  von  verhältnissgleichen  Axen;  die  beiden 
Kegel  zweiten  Grades,  die  solche  zwei  Querschnitte  enthalten,  haben 
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die  Schnittpunkte  der  Leitgeraden  mit  ihrer  kürzesten  Distanz,  d.  h. 
der  Flfichenaxe,  za  Mittelpunkten  oder  Scheiteln.  In  Folge  dessen 
liefert  der  elliptische  Schnitt  in  der  Mitte  zwischen  den  Leitgeraden 
mit  diesen  Punkten  auch  den  Richtungskegel  der  Fläche,  von  dem 
im  folgenden  §  die  Bede  sein  wird. 

Wenn  der  unendlich  ferne  elliptische  Schnitt  ein  Kreis  wäre, 
d.  h.  wenn  die  Erzeugenden  der  Fläche  parallel  sind  den  geraden 
Mantellinien  eines  Rotationskegeid,  so  ist  auch  der  elliptische  Schnitt 
mitten  zwischen  den  geraden  Leitlinien  ein  Kreis ;  alle  Mantellinien 
der  Fläche  haben  zwischen  den  geraden  Leitlinien  derselben  die 
nämliche  in  diesem  Kreise  halbierte  Länge,  und  die  orthogonalen 
Projectionen  dieser  Strecken  auf  die  Ebene  dieses  Kreises  sind  von 
constanter  seinem  Durchmesser  gleicher  Länge.  Der  bezügliche  Um- 
riss  der  Fläche  ist  daher  die  Enveloppe  der  Lagen  einer  Geraden, 
welche  zwischen  zwei  festen  zu  einander  rechtwinkligen  Geraden, 
den  Projectionen  der  Leitgeraden,  immer  dieselbe  Länge  hat.  Wir 
erkennen  daraus  die  EUipticität  aller  zu  den  Leitgeraden  paralleler 
Schnitte  wieder;  denn  die  ihm  selbst  gleiche  Orthogonalprojection 
eines  solchen  in  der  Kreisebene  ist  der  Ort  eines  festen  Punktes  in 
der  diese  Enveloppe  bildenden  Geraden  oder  der  Ort  eines  Punktes, 
der  jene  Strecke  nach  gegebenem  Verhältniss  theilt  —  nämlich  nach 
dem  Verhältniss  der  Distanzen  beider  Leitgeraden  von  der  Ebene 
des  elliptischen  Schnittes.  (Diese  Erzeugung  der  Ellipse  liest  man 
unmittelbar  ab  aus  der  Figur  der  Affinität  zwischen  der  Ellipse 
und  dem  über  ihrer  Hauptaze  als  Durchmesser  beschriebenen  Kreise. 
(Yergl.  I,  §  33.)  Man  zieht  zu  dem  Radius  des  Punktes  P'  im 
Kreise  die  Parallele  durch  den  entsprechenden  Ellipsenpunkt  P  und 
markiert  ihre  Schnitte  mit  beiden  Axen.) 

Man  zeige  die  Construction  der  Berührungspunkte  der  vorer- 
wähnten Enveloppe ;  und  man  discutiere  die  Querschnitte  der  Fläche 
mit  den  Ebenen. der  Büschel,  welche  ihre  Leitgeraden  zu  Scheitel- 
kanten haben.  Man  erläutere,  wie  durch  Anwendung  der  Modell- 
bildung durch  Affinität  auf  die  specielle  Fläche  mit  dem  kreis- 
förmigen Mittelschnitt  die  allgemeine  Fläche  dieser  Art  aus  der 
speciellen  erhalten  werden  kann,  und  man  erläutere  die  Eigen- 
schaften der  durch  centrisch  coUineare  Modellierung  aus  ihr  hervor- 
gehenden Flächen. 

5)  Ans  ähnlichen  Gründen  hat  auch  diejenige  windschiefe  Re- 
gelfläche ein  System  paralleler  elliptischer  Schnitte,  welche  aus  zwei 
Kreisen  in  parallelen  zu  ihrer  Centrale  normalen  Ebenen  und  einer 
zu  dieser  Centrale  normalen  Geraden  als  Leitlinien  entstehen. 

6)  Im  Falle  des  orthogonalen  Cjlindroids  ist  der  Schnitt  mit 
einer  durch  eine  Erzeugende  gehenden  Ebene  ein  Kegelschnitt  (vergl. 
§  60  f.)  und  zwar  offenbar  eine  Ellipse;  dieselbe  hat  ihre  Neben- 
axe  in  der  Horizontalspur  der  Ebene  oder  in  der  Mittelebene  der 
Fläche,  und  ihre  Orthogonalprojection  auf  diese  Ebene  ist  immer 
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der  zu  dieser  Strecke  als  Durchmesser  gehörige  Kreis.  (Vergl.  §  60, 1.) 
Damit  ist  die  Bestimmung  der  Haupttangente  in  einem  beliebigen 
Punkte  für  diese  Fläche  sehr  einfach.  Der  Schnitt  mit  einer  be- 
liebigen Ebene  ist  eine  Curve  dritter  Ordnung  mit  Doppelpunkt 
(§  53),  und  zwar  ist  dieser  ein  Knoten  oder  isoliert,  je  nachdem 
die  Ebene  von  der  Axe  der  Fläche  in  ihrem  reell  doppelten  oder 
in  ihrem  isolierten  Theil  getroffen  wird.  Man  zeichne  einen  ebenen 
Schnitt  der  Fläche  mit  Cuspidalpunkt. 

*7)  Die  Schnitte  derselben  Regelfläche  mit  verschiedenen  Ebenen 
sind  im  Allgemeinen  Curven  von  solcher  Beschaffenheit^  dass  jedem 
Punkte  und  jeder  Tangente  der  einen  ein  Punkt  und  eine  Tangente 
der  andern  entsprechen;  sie  sind  also  nach  §  1,  pag.  9  Anmerkung*) 
von  demselben  Geschlecht,  d.  h.  ös  ist  für  sie 

^^(^-l)(,-2)_^_^^(v-l)(v-2)_^_^ 

eine  constante  Zahl ;  kennt  man  dieselbe  für  einen  dieser  Querschnitte, 
so  hat  man  damit  für  alle  andern  eine  Relation  ihrer  charakteri- 
stischen Zahlen  und  es  genügt,  zwei  derselben  zu  wissen,  um  sie 
alle  zu  bestimmen,  also  z.  B.  x  =  0,  was  nach  dem  Obigen  im 
Allgemeinen  stattfindet,  und  die  Ordnungszahl. 

*8)  Die  Ordnung  der  Doppelcurve  einer  Regelfläche 
ist  der  Classe  ihrer  doppelt  umgeschriebenen  Develop- 
pabeln  gleich. 

Denn  ist  jene  x^  und  diese  Xj,  so  ist  der  der  Fläche  aus  einem 
beliebigen  Punkte  umgeschriebene  Kegel  von  der  Classe  n  und  hat 
keine  Rückkehrtangentialebenen,  aber  x^  Doppeltangentialebenen,  so 
dass  seine  Ordnungszahl 

=  w(n  —  1)  —  2^2 

ist ;  diese  ist  aber  zugleich  die  Classenzahl  eines  durch  den  gewählten 
Punkt  geführten  ebenen  Querschnittes  der  Fläche  und  dieser  ist  von 
der  «***"  Ordnung  und  enthält  a:,  Doppelpunkte  aber  keine  Rück- 
kehrpunkte, d.  h.  seine  Classe  ist  ausgedrückt  durch 

n{n  —  1)  —  2a;,; 
es  ist  also  auch 

X^  «a=  Xj. 

9)  Man  construiere  die  Grenze  des  Selbstschattens  für 
paralleles  Licht  an  den  beiden  windschiefen  Schraubenflächen« 
Indem  man  durch  Drehung  und  Verschiebung  jede  Erzeugende  in 
die  Anfangslage  zurückführt  und  dabei  den  sie  schneidenden  Licht- 
strahl mitnimmt,  erreicht  man  den  Yortheil,  für  die  Bestimmung 
der  Berührungspunkte  auf  allen  Erzeugenden  stets  das  gleiche 
Büschel  und  die  gleiche  Reihe  d.  h.  dieselbe  perspectivische  Axe  oder 
bei  perspectivischer  Lage   dasselbe  Centrum  benutzen  zu   können. 


Umrisse  und  Schattengrenzen.    Richtungskegel.    57.  437 

10)  Die  Durchschnittspunkte  benachbarter  Erzeagenden  der 
RegelflSche  liegen  für  jederlei  Beleuchtung  auf  der  Grenze  des 
Selbstschattens  und  die  zugehörige  Erzeugende  berührt  diese  letz- 
tere daselbst  —  sie  verhalten  sich  analog  den  Spitzen  der  Kegel- 
fl&chen  und  den  Punkten  der  Rückkehrkante  der  Developpabeln.  Ihre 
Bilder  liegen  für  jede  Projection  im  entsprechenden  ümriss 
der  Fläche. 

11)  Man  construiere  die  Grenze  des  Selbstschattens  an  der 
Wölbfläche  des  schiefen  Einganges  und  an  der  des  Einganges  in  den 
runden  Thurm  und  erläutere  für  die  erste,  dass  die  Erzeugenden 
derselben,  welche  ihren  unendlich  nahe  benachbarten  parallel  sind 
(§  54,  10),  Asymptoten  der  Schattengrenze  sein  müssen. 

12)  Wenn  man  das  osculierende  Hyperboloid  der  Fläche  für 
die  Erzeugende  e  kennt  (d.  h.  drei  seiner  Erzeugenden),  so  ist  die 
Tangente  der  Schattengrenze  in  dem  auf  e  gelegenen  Punkte  nach 
§  48,8  construierbar ;  sie  ist  harmonisch  conjugiert  zum  Lichtstrahl  in 
Bezug  auf  den  entsprechenden  Umrisskegelschnitt  des  Hyperboloides. 

13)  Die  Construction  der  Asymptote  der  Schattengrenze, 
also  ihrer  Tangente  in  einem  Punkte,  dessen  Tangentialebene  den 
Leuchtpunkt  enthält^  soll  daraus  abgeleitet  werden.  Von  der  har- 
monischen Theilung  aus  kommt  man  zu  den  Sätzen:  Für  den  Be- 
rührungskegel eines  Conoids  liegen  der  Scheitel  und  eine  Asymptote 
der  Berührungscurve  gleich  entfernt  von  der  Erzeugendender  asymp- 
totischen Ebene  der  Fläche,  die  durch  den  Scheitel  geht.  Für  den 
Berührungscylinder  einer  windschiefen  Regelfläche  liegt  die  Asymp- 
tote der  Berührungscurve  in  der  die  Richtung  des  Cylinders  ent- 
haltenden asymptotischen  Ebene  der  Fläche  gleich  entfernt  von  der 
Erzeugenden  der  Fläche  und  der  zweiten  ihr  angeh'örigen  Erzeu- 
genden des  osculierenden  Hyperboloides. 

14)  Man  construiere  die  ümrisscurve  der  Fläche  der  scharf- 
gängigen Schraube  in  einer  zu  ihrer  Axe  parallelen  Ebene.  Sie  hat 
zwei  Schaaren  äquidistanter  zur  Axe  symmetrischer  Parallelen  zu 
ihren  Asymptoten.  (Vergl.  §  57.) 

15)  Die  Zahl  und  Lage  der  Asymptoten  eines  ebenen  Schnittes 
der  Regelfiäche  bestimmt  sich  durch  die  Beziehung  der  Schnittebene 
zum  unendlich  fernen  ebenen  Schnitt  der  Fläche.  Man  erörtere  dies 
für  die  Fälle  a)  1,  2,  3;  b)  1;  3  in  §  51.  Die  Beispiele  geben 
unendliche  Aeste  der  Schnittcurve  von  zweierlei  Ursprung:  solche 
aus  zur  Schnittebene  parallelen  Erzeugenden  und  solche  aus  unend- 
lich fernen  Erzeugenden.  Für  den  entsprechenden  allgemeinen  Satz 
betreffs  der  Berührungskegel  ist  das  Folgende  (§  57)  zu  beachten. 

''  16)  Man  construiere  den  Berührungskegel  einer  windschiefen 
Begelfläche  aus  einem  auf  ihr  gelegenen  Punkte;  z.  B.  für  das 
Normalenbündel  und  insbesondere  für  das  orthogonale  Cylindroid. 

57.  Wenn  man  durch  einen  beliebigen  Punkt  des  Kaumes 
zu  den  auf  einander  folgenden  Erzeugenden  einer  Regelfläche 
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Parallelen  zieht;  so  bilden  dieselben  einen  Kegel;  der  als  Rich- 
tnngskegel  der  Fläche  bezeichnet  werden  kann.  Diese 
Bezeichnung  gilt  jedoch  hier  in  eingeschränkterem  Sinne  als  bei 
den  deyeloppabeln  Flächen.  (§  14  u.  p.  12.)  Die  Tangentialebene 
des  Richtungskegels  längs  einer  seiner  Erzeugenden  ist  parallel 
nur  zu  der  im  unendlich  fernen  Punkt  berührenden  Ebene  der 
windschiefen  Regelfläche  oder  der  asymptotischen  Ebene  für 
die  parallele  Erzeugende  dieser  letzteren. 

Der  Richtungskegel  ist  am  unmittelbarsten  hervorgetreten 
bei  der  Fläche  der  scharfgängigen  Schraube ;  wo  er  ein  ge- 
rader Kreiskegel  mit  der  Schraubenaxe  als  Axe  ist;  er  ersetzt 
immer;  wie  in  diesem  Falle,  eine  unendlich  ferne  also  ebene 
Leitcurve.  (Vergl.  §  51,  b,  i.) 

Für  jeden  ebenen  Schnitt  der  Fläche  bestimmt  er  die 
unendlichen  Äeste  und  die  Asymptoten;  denn  er  liefert  zu- 
nächst in  den  Richtungen  der  zur  Schnittebene  parallelen  Er- 
zeugenden die  Richtungen  der  Asymptoten,  sodann  mit  den 
zugehörigen  Tangentialebenen  die  Stellungen  der  entsprechen- 
den asymptotischen  Ebenen  der  Fläche,  also  diese  selbst;  die 
Durchschnittslinien  der  letztern  mit  der  Schnittebene  sind  aber 
die  Asymptoten  der  Schuittcurve. 

Nach  dem  unendlich  fernen  ebenen  Schnitt  der  Regel- 
fläche ist  derselben  eine  developpable  Fläche  umgeschrieben, 
deren  Tangentialebenen  also  die  asymptotischen  Ebenen  der 
Regelfläche  sind;  man  kann  dieselbe  die  asymptotische 
Developpable  der  Regelfläche  nennen.  Ihre  Erzeugen- 
den sind  denen  des  Richtungskegels  und  der  Fläche  parallel. 
Sie  berührt  die  Regelfläche  offenbar  längs  derjenigen  singu- 
lären  Erzeagenden,  welche  von  ihren  benachbarten  geschnitten 
werden.  Ihre  Tangentialebenen  durch  einen  Punkt  gehören  zu 
denjenigen  Erzeugenden  der  Regelfläche,  welchen  die  unend- 
lichen Aeste  der  Berührungscurve  des  ihr  aus  jenem  Punkt  um- 
schriebenen Kegels  angehören  und  bestimmen  ihre  Asymptoten. 
(Vergl.  §  56,  13.) 

1)  In  centralprojectivischer  Darstellung  ist  die  Fluchtlinie  der 
Begelfläche  zugleich  die  ihres  Bichtungskegels  und  ihrer  asympto- 
tischen Developpabeln. 

2)  Zwei  windschiefe  Regelflächen  berühren  sich  längs  einer  ge- 
meinsamen Erzeugenden,  wenn  sie  in  zwei  Punkten  derselben  die 
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nämlichen  Tangentialebenen  haben  und  ihre  Bichtungskegel  aus  dem- 
selben Centrum  sich  in  der  gleichgerichteten  Erzeugenden  berühren. 

3)  Wenn  hat  eine  ebene  Schnittcurve  der  windschiefen  Regel- 
fläche einen  parabolischen  Ast  und  wenn  hat  die  Berührungscurve 
derselben  mit  einem  umgeschriebenen  Kegel  einen  solchen? 

4)  Man  erläutere  Verhalten  und  Einfluss  der  asymptotischen 
Doveloppabeln,  wenn  der  unendlich  ferne  ebene  Schnitt  der  Fläche 
eine  Doppelcurve  derselben  ist  —  z.  6.  im  Falle  der  Fläche  des 
schiefen  Durchgangs.  (Vergl.  Fig.  94,  §  51,  b)  2.) 

5)  Für  das  einfache  Hyperboloid  fällt  der  Bichtungskegel  aus 
dem  Mittelpunkte  mit  der  asymptotischen  Developpabeln  zusammen. 
Immer  ist-der  Richtungskegel  der  Begelfläche  auch  der  ihrer  asymp- 
totischen Developpabeln. 

6)  Der  Richtungskegel  der  Wölbfläche  des  schiefen  Durchgangs 
schneidet  die  Normalebenen  zu  der  geraden  Leitlinie  derselben  in 
Kreisen. 

7)  Die  asymptotische  Developpable  der  Fläche  der  scharf- 
gängigen Schraube  ist  eine  developpable  Schraubenfläche.  Und  all- 
gemein: Wenn  der  Richtungskegel  der  Regelfläche  ein  Rotations- 
kegel ist,  so  ist  die  Rückkehrkant'e  ihrer  asymptotischen  Develop- 
pabeln eine  Schraubenlinie  auf  einem  Cylinder,  dessen  Erzeugende 
zur  Axe  des  Richtungskegels  parallel  ist., 

8)  Man  construiere  durch  eine  gegebene  Curve  C  eine  wind- 
schiefe Regelfläche  mit  einem  gegebenen  Kegel  K  als  ihrer  asymp- 
totischen Fläche  —  indem  man  die  Schnittpunkte  der  Tangential- 
ebenen von  K  mit  der  Curve  C  betrachtet.  Wie  kann  für  eine 
Leitfläche  F  statt  der  Curve  C  dasselbe  geleistet  werden? 

9)  In  welcher  Beziehung  steht  die  asymptotische  Developpable 
zu  der  developpabeln  Fläche,  welche  einer  Regelfläche  nach  ihrer 
Strictionslinie  umgeschrieben  wird? 

10)  Wenn  eine  gerade  Linie  sich  so  bewegt,  dass  sie  um  eine 
beliebige  Gerade  des  Raumes  als  Axe  sich  gleichförmig  dreht,  wäh- 
rend alle  ihre  Punkte  gleichzeitig  parallel  jener  Axe  gleichförmig 
vorrücken,  so  entsteht  als  Ort  der  Geraden  eine  windschiefe  Regel- 
fläche, welche  man  eine  Schraubenregelfläche  nennen  mag; 
eine  Fläche,  auf  der  durch  jeden  ihrer  Punkte  eine  Gerade  und 
eine  Schraubenlinie  geht ;  alle  diese  Schraubenlinien  haben  die  feste 
Gerade  zur  Axe  und  einerlei  Ganghöhe;  alle  die  Geraden  sind  den 
Erzeugenden  eines  geraden  Kreiskegels  um  jene  Axe  parallel.  Die 
asymptotische  Developpable  der  Fläche  ist  die  Tangentenfläche  der- 
jenigen Schraubenlinie,  welche  der  der  Axe  nächstgelegene  Punkt 
der  erzeugenden  Geraden  beschreibt.  Diese  Linie  ist  auch  die  Stric- 
tionslinie der  Fläche. 

Es  ist  für  diese  Regelfläche  die  Erörterung  der  bisher  behan- 
delten Hauptaufgaben  durchzuführen.  (Vergl.  die  Erörterungen 
über  die  Schraubungsflächen  in  den  §§  des  Abschnittes  C,  b),  also 
§  62  f.) 
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58.  Eine  gerade  Linie  g  hat  mit  einer  wind- 
schiefen Regelfläche  vom  n*®°  Grade  n  Punkte  P  und 
n  Tangentialebenen  T  gemein.  Man  construiert  jene, 
indem  man  den  Schnitt  der  Fläche  mit  einer  die  Gerade  ent- 
haltenden Ebene  zeichnet  (§  56),  als  diejenigen  Punkte  P^ 
welche  die  Gerade  g  mit  dieser  Curve  gemein  hat;  in  Parallel- 
projection  wird  man  eine  projicierende  Ebene  von  g  zu  diesem 
Zwecke  benutzen. 

Man  construiert  dagegen  die  der  Fläche  mit  g  gemeinsamen 
Tangentialebenen  T,  indem  man  für  einen  beliebigen  Punkt 
der  Geraden  g  den  Berührungskegel  der  Fläche  bestimmt,  als 
diejenigen  Ebenen,  welche  der  Geraden  g  und  dieser  Kegel- 
fläche gemeinsam  sind;  man  kann  stets  den  der  Geraden  paral- 
lelen Berührungscylinder  der  Fläche  dafür  benutzen. 

Die  Punkte  P  führen  aber  auch  zur  Bestimmung  der 
Ebenen  T,  weil  diese  ofiTenbar  die  durch  g  mit  den  respectiven 
Erzeugenden  der  Regelfläche  für  die  P  bestimmten  Ebenen 
sein  müssen;  und  umgekehrt  lassen  die  Ebenen  T  die  Punkte 
P  finden,  als  die  durch  g  mit  den  in  den  respectiven  T  liegen- 
den Erzeugenden  der  Regelfläche  bestimmten  Punkte.  (§  39 
und  §  52.) 

Ist  die  Gerade  g  unendlich  fern  oder  die  Stellung  einer 
Ebene,  so  sind  die  ihr  angehorigen  Punkte  der  Regelfläche  die 
Richtungen  derjenigen  Erzeugenden  derselben,  welche  dieser 
Ebene  parallel  sind;  diese  Erzeugenden  bestimmen  mit  g  die- 
jenigen Tangentialebenen  der  Fläche,  deren  Bestimmung  die 
Aufgabe  femer  verlangt. 

1)  Man  constniiere  zur  ersten  Projection  eines  Punktes  der 
Regelfläche  die  zweite  Projection  desselben  —  z.  B.  für  die  Wölb- 
fläche des  schiefen  Durchgangs  oder  für  das  Normalenbündel. 

2)  Wie  vereinfacht  sich  die  Bestimmung  der  andern  Projection 
eines  Punktes  der  windschiefen  RegelflSche  zu  einer  gegebenen, 
wenn  die  Fläche  eine  Leitlinie  besitzt,  die  mit  der  entsprechenden 
projicierenden  Geraden  in  einer  Ebene  liegt? 

Man  discutiere  die  Fälle  der  Schrauben  flächen  und  der  WQlb- 
fläche  des  Eingangs  in  den  runden  Thurm  bei  zu  z  paralleler  Axe 
für  gegebene  erste  Projection,   und   den  Fall   des  schiefen  Durch 
gangs  mit  zu  y  paralleler  Axe  für  die  zweite  Projection. 

3)  Man  bestimme  die  zur  ersten  respective  zweiten  Projections- 
ebene  parallelen  Tangentialebenen   einer   windschiefen  Begelfläche. 

4)  Man  soll  für  Beleuchtung  durch  parallele  Strahlen  die  hell- 
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8ten  Punkte  einer  windschiefen  BegelflSche  finden,  d.  h.  die,  wo  der 
Lichtstrahl  in  die  Normale  der  Fläche  fällt.  Man  bestimmt  mit 
Hilfe  des  Bichtangskegels  die  zur  Normalebene  des  Lichtstrahls 
parallelen  Erzeugenden  und  erhält  auf  ihnen  die  fraglichen  Punkte 
als  Berührungspunkte  der  Fläche  mit  den  durch  sie  gehenden  zum 
Lichtstrahl  normalen  Ebenen. 

5)  Wenn  man  von  einem  beliebigen  Punkte  L  des  Baumes 
auf  sämmtliche  Mantellinien  einer  windschiefen  Begelfläche  die  Per- 
pendikel fällt,  so  bilden  diese  den  Kegel  der  Normalebenen  zu  den 
Mantellinien  ihres  Bichtungskegels.  Für  die  Begelfläche  interessiert 
speciell  die  Curve  der  Fusspunkte  dieser  Normalen  auf  den  Er- 
zeugenden;  die  Spur  des  Kegels  in  der  Fläche.  Im  Falle  des  or- 
thogonalen Cjlindroids  ist  ersichtlich,  dass  die  horinzontale  Pro- 
jection  dieser  Curve  der  über  der  Strecke  OL'  als  Durchmesser 
beschriebene  Kreis  ist.  Der  über  diesem  Kreise  als  Normalschnitt 
stehende  projicierende  Cylinder  schneidet  aber  das  Cylindroid  ausser 
in  der  Doppelgeraden  z  und  den  von  ihrem  unendlich  entfernten 
Punkte  nach  den  Kreispunkten  der  Ebene  xy  gehenden  Erzeugen- 
den der  Fläche  nur  noch  in  einem  Kegelschnitte;  d.  h.  die  Fuss- 
punkte jener  Normalen  liegen  in  einem  ebenen  elliptischen  Quer- 
schnitt oder  in  einer  Tangentialebene  der  Fläche.  Es  ist  leicht, 
diese  Ebene  durch  drei  Punkte  vortheilhaft  zu  bestimmen. 

Wie  degeneriert  der  betrachtete  Normalenkegel,  wenn  der  Punkt 
L  ein  Punkt  der  Fläche  selbst  ist? 

6)  Die  Normalen  der  Erzeugenden  des  orthogonalen  Gylindroids, 
welche  in  einer  Ebene  liegen,  umhüllen  einen  Kegelschnitt,  weil 
durch  jeden  Punkt  der  Ebene  zwei  derselben  gehen,  nämlich  die 
Schnittlinien  der  Ebene  mit  dem  zu  diesem  Punkte  gebörigen  Kegel 
der  Normalen  in  5).  Warum  ist  dieser  Kegelschnitt  insbesondere 
eine  Parabel?  Die  eindeutige  Beziehung  seiner  Tangenten  auf  die 
Punkte  des  Querschnittes  der  Ebene  mit  der  Fläche  ist  von  Interesse. 

59.  Die  Verbindung  einer  windschiefen  Regel- 
fläche mit  jeder  der  bisher  behandelten  Flächen- 
arten,  also  mit  einer  developpabeln  Fläche,  mit  einer  krummen 
Fläche  zweiten  Grades  oder  mit  einer  andern  windschiefen 
Regelfläche,  giebt  Anlass  zu  einer  grossen  Reihe  von  Problemen, 
von  denen  nur  einige  hervorgehoben  werden  sollen. 

Eine  Kegel-  oder  Cylinderfläche  hat  mit  der  Regel- 
fläche  eine  Curve  gemein,  und  unter  ihren  Erzeugenden  sind  im 
Allgemeinen  Tangenten  der  Regelfläche,  sowie  unter  ihren 
Tangentialebenen  Tangentialebenen  derselben.  Legt  man 
durch  die  Spitze  des  Kegels  oder  parallel  den  Erzeugenden  des 
Cylinders  eine  Ebene  nach  einer  Erzeugenden  e  der  Regel- 
fläche, 80  enthält  diese  eine  Gruppe  e^,  e^  >  .  .  von  Erzeugen- 
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den  des  Kegels  oder  Cylinders  und  einen  aus  der  Erzeugen- 
den e  und  einer  Curve  (n  —  1)**'  Ordnung  C»_i  zusammenge- 
setzten Schnitt  der  Regelfläche;  die  Punkte,  welche  die  Gruppe 
der  €{  mit  der  Verbindung  der  e  und  C^^x  gemein  hat,  gehören 
zur  Durchdringungscurve ;  die  zugehörigen  Tangenten  der- 
selben sind  die  Schnittlinien  der  bezüglichen  Tangentialebenen 
des  Kegels  und  der  windschiefen  Begelfläche.  Man  erkennt, 
dass  die  Ordnungszahl  der  Durchdringungscurve  das  Produet 
der  Gradzahlen  des  Kegels  und  der  Begelfläche  ist. 

Für  die  constructive  Durchführung  erscheint  es  zumeist 
bequemer,  immer  nur  die  Schnittpunkte  der  Erzeugenden  e 
mit  den  Linien  der  Gruppe  der  Ci  zu  beachten,  da  man  auch 
so  alle  Punkte  der  Durchdringung  bekommt,  wenn  man  alle 
Erzeugenden  nach  einander  benutzt. 

Construiert  man  für  dieselben  Ebenen  je  den  Berührungs- 
punkt P  mit  der  Regelfläche,  so  erhält  man  gleichzeitig  den 
aus  der  Spitze  des  gegebenen  Kegels  der  Fläche  umschrie- 
benen Berührungskegel  und  seine  Berührungscurve  mit  der 
Fläche;  dieselbe  enÜiält  die  Doppelpunkte  der  vorher  erör- 
terten Durchdringungscurve.  Die  gemeinsamen  Erzeugenden 
beider  Kegel  sind  die  Tangenten  der  Fläche  unter  den  Er- 
zeugenden des  gegebenen.  Ebenso  sind  die  gemeinschaftlichen 
Tangentialebenen  unserer  beiden  Kegel  die  Tangentialebenen 
der  Fläche  unter  denen  des  gegebenen  Kegels. 

Eine  developpable  Flache  D  mit  Rückkehrkante  C 
hat  mit  der  windschiefen  Regelfläche  B  eine  Curve  gemein, 
in  welcher  einzelne  Punkte  der  Rückkehrkante  gelegen  sind  und 
sie  hat  unter  ihren  Erzeugenden  Tangenten  und  unter  ihren 
Schmiegungsebenen  Tangentialebenen  der  Regelfläche.  Man 
wird  die  gemeinsame  Curve  construieren ,  indem  man  die 
Schnittpunkte  der  aufeinander  folgenden  Erzeugenden  der  de- 
veloppabeln  Fläche  mit  der  Regelfläche  bestimmt. 

Wenn  man  dagegen  der  windschiefen  Regelfläche  eine 
Developpable  D*  umschreibt,  welche  mit  der  gegebenen  D 
den  nämlichen  Richtungskegel  hat,  so  müssten  die  gemein- 
samen Ebenen  dieser  beiden  Developpabeln  die  die  Regelfläche 
berührenden  Ebenen  von  D  sein.  Und  die  Construction  von 
B*  ist  nach  dem  Vorigen  ausführbar,  da  jede  Tangente  der 
Fluchtlinie  von  D  einige  Tangentialebenen  der  windschiefen 
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Regelfläche  von  der  durch  sie  bestimmten  Stellung  liefert  und 
die  auf  einander  folgenden  Tangenten  die  nächstfolgenden 
Gruppen  dieser  Ebenen  und  die  zugehörigen  Erzeugenden  der 
Developpabeln  D*  ergeben.  Man  kann  auch  die  Gruppen  der 
Schmiegungsebenen  dieser  Developpabeln  construieren ,  welche 
eine  bestimmte  Erzeugende  der  Fläche  enthalten^  da  ihre  Stel- 
lungen die  Tangenten  der  Fluchtlinie  der  gegebenen  Deve- 
loppabeln aus  dem  Fluchtpunkte  der  Erzeugenden  sin^. 

Mit  einer  andern  krummen  Fläche  F  endlich  hat  eine 
windschiefe  Regelfläcbe  B  eine  aufgeschriebene  Curve  C  und 
eine  umgeschriebene  Developpable  D  gemein.  Man  wird  jene 
construieren  als  den  Ort  der  Punkte,  in  welchen  die  Erzeu- 
genden der  Regelfläche  die  andere  krumme  Fläche  schneiden, 
und  ihre  Tangenten  erhalten  als  die  Schnittlinien  der  Tangential- 
ebenen beider  Flächen  in  diesen  Punkten.  Man  bestimmt  die 
Developpable  D  anderseits  als  die  Enveloppe  der  Ebenen,  die 
durch  Erzeugende  der  Regelfläche  berührend  an  die  andere 
Fläche  gehen  und  ihre  Erzeugenden  als  die  geraden  Verbind- 
ungslinien der  Punkte,  in  welchen  die  betrachtete  Ebene  die 
beiden  Flächen  berührt. 

1)  Eine  Baumcurve  C  ist  durch  ihre  erste  und  zweite  Projection 
gegeben;  man  soll  ihre  Durchschnittspunkte  mit  einer  durch  drei 
Leitlinien  bestimmten  Begelflftche  construieren  ~  mit  Hilfe  des  ersten 
projicierenden  Cylinders  derselben  und  seines  Schnittes  in  der  Fläche. 

2)  Man  lege  au  die  Wölbfläche  des  schiefen  Durchgangs ;  an 
eine  scharfgängige  Schraubenfläche  oder  allgemeine  Schraubenregel- 
fläche  durch  einen  gegebenen  Punkt  diejenigen  Tangenten  und  Tan- 
gentialebenen, welche  unter  45^  zur  ersten  Projectionsebene  ge- 
neigt sind. 

3)  Man  construiere  in  Centralprojection  die  Durchdringungs- 
curve  eines  Cylinders  mit  einem  Conoid,  dessen  endlich  entfernte 
Leitgerade  der  Bildebene  parallel  ist. 

4)  Alle  auf  eine  windschiefe  Begelfläche  fallenden  Schlagschatten 
werden  begrenzt  durch  die  Durchschnittslinien  derselben  mit  Cjlin- 
dem  respective  Kegeln,  welche  den  Leuchtpunkt  zur  Spitze  haben 
und  der  schattenwerfenden  Fläche  umgeschrieben  sind.  Man  erhält 
somit  die  Punkte  des  Schlagschattens  in  einer  beliebigen  Erzeugen- 
den e  der  Fläche,  indem  man  die  Erzeugenden  des  Schattencjlin- 
ders  oder  Kegels  in  der  durch  die  Erzeugende  e  und  den  Leucht- 
punkt bestimmten  Ebene  mit  jener  zum  Durchschnitt  bringt;  man 
bestimmt  auch  die  Tangente  der  Schlags chattencurve  als  Schnittlinie 
der  Tangentialebene  des  Cylinders  mit  der  der  windschiefen  Begel- 
fläche. 
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Man  constniiere  die  Grenzlinie  des  Schlagschattens,  der  auf  die 
Fläche  der  scharfgängigen  Schraube  von  einer  zu  ihrer  Axe  nor- 
malen regulär  sechsseitigen  oder  kreisförmigen  Scheibe  geworfen 
wird  —  fttr  paralleles  Licht  und  für  Licht  aus  endlich  entferntem 
Punkte. 

Man  construiere  den  Schlagschatten  durch  Punkte  und  Tan- 
genten, der  von  der  Stirnlinie  des  schiefen  Durchganges 
auf  die  Wölbfläche  desselben  fällt. 

5)  Wenn  man  für  Beleuchtung  durch  parallele  Lichtstrahlen 
die  Helligkeit  eines  beleuchteten  Punktes  einer  Fläche  nur  vom  Sinus 
des  Einfallwinkels,  d.  i.  von  der  Neigung  der  Tangentialebene  der 
Fläche  in  ihm  gegen  den  einfallenden  Lichtstrahl  abhängig  nämlich 
ihm  proportional  sein  lässt,  so  sind  Punkte  gleicher  Helligkeit  auf 
einer  Fläche  Punkte  derselben,  für  die  die  Tangentialebenen  der 
Fläche  einerlei  Neigung  gegen  den  Lichtstrahl  haben.  Die  Gesammt- 
heit  solcher  Punkte  bildet  somit  eine  Curve  auf  der  Fläche  (eine 
Isopho  te  derselben),  nach  welcher  ihr  eineDeveloppable  umgeschrie- 
ben wird;  die  einen  Botati onskegel  von  gegebenem  Winkel  an  der 
Spitze  und  mit  einem  Lichtstrahl  als  Axe  zu  ihrem  Richtungskegel 
hat.    (§  71  f.) 

6)  Man  construiere  in  Centralprojection  auf  den  Erzeugenden 
einer  windschiefen  Begelfläche  die  Punkte,  in  welchen  die  (objective) 
Helligkeit  der  Fläche  0,5  der  Helligkeit  des  einfallenden  Lichtes 
beträgt  —  indem  man  durch  jede  derselben  die  Ebenen  legt,  welche 
mit  dem  Lichtstrahl  den  entsprechenden  Winkel  (arc  sin  «=  0,5) 
bilden  und  ihre  Berührungspunkte  ermittelt.  (Vergl.  I,  §  59, 7  bis  9.) 

7)  Die  Fläche  der  flachgängigen  Schraube  wird  von  einem 
Botationscylinder  durch  ihre  Axe,  der  einen  ihrer  Halbmesser  zum 
Durchmesser  hat,  in  einer  Schraubenlinie  geschnitten ,  deren 
Ganghöhe  die  Hälfte  der  ihren  ist. 

8)  Die  Durchdringungen  von  Begelflächen  mit  derselben  Bich- 
tungsebene  werden  mittelst  Hilfsebenen  von  der  Stellung  dieser  letz- 
teren construiert.  Aus  der  Existenz  einer  gemeinsamen  Leitlinie  von 
zwei  Begelflächen  lassen  sich  für  die  Construction  ihrer  Durchdringung 
stets  ähnliche  Vereinfachungen  ableiten. 

9)  Wenn  von  zwei  Begelflächen  die  eine  die  Spur  und  Flucht- 
linie der  andern  zur  Fluchtlinie  und  Spur  resp.  hat,  so  haben  sie 
einen  gemeinschaftlichen  Querschnitt  in  der  zweiten  Parallelebene; 
man  bestimme  ihre  Bestdurchdringung  durch  Punkte  und  Tangenten. 

10)  Eine  allgemeine  Schraubenfläche  und  die  Fläche  einer  flach- 
gängigen Schraube  von  derselben  Axe  durchdringen  einander  in  einer 
Schraubenlinie.  Die  Durchdringung  eines  Conoids  mit  horizontaler 
Bichtungsebene  mit  einer  Schraubenregelfläche  von  verticaler  Axe 
kann  daher  durch  die  Fläche  der  flachgängigen  Schraube  als  Hilfs- 
fläche vermittelt  werden. 

11)  Welche  Vereinfachungen  entspringen  für  die  Construction 
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der  gemeinschaftlichen  umgeschriebenen  Developpabeln  für  eine  wind- 
schiefe BegelflSche  und  eine  Fläche  zweiten  Grades,  wenn  die  letz- 
tere eine  Kugel  ist?  Man  interpretiere  die  Construction  derselben 
als  Construction  der  Grenzen  von  Halbschatten  und  Eern- 
schatten,  wenn  die  Kugel  als  leuchtende  Fläche  betrachtet  wird. 

60.  Die  Regelflächen  dritten  Grades  sind  nächst 
dem  Hyperboloid  und  hyperbolischen  Paraboloid  die  einfachsten 
unter  den  algebraischen  Regelflächen.  Einige  der  vorigen  Ent- 
Wickelungen  mögen  auf  sie  in  ihrer  projectivisch  allgemeinen 
Form  als  ein  wichtiges  Beispiel  angewendet  werden,  nachdem 
wir  eine  metrische  Specialität  derselben  in  dem  orthogonalen 
Gylindroid  schon  kennen  gelernt  haben. 

Wir  fanden  in  §  52  verschiedene  Erzeugungsweisen  einer 
solchen  Fläche;  nämlich: 

a)  durch  einen  Kegelschnitt  A",  und  zwei  Gerade  g^,  g^ 
als  Leitlinien^  deren  eine  g^  den  Kegelschnitt  schneidet; 

b)  durch  zwei  Kegelschnitte  K^^  K^  und  eine  Gerade  g^^ 
wenn  je  zwei  der  Leitlinien  einen  Punkt  gemein  haben; 

c)  durch  eine  Raumcurve  dritter  Ordnung  C^  und  zwei 
Gerade  g^y  g^,  von  denen  die  erste  jene  Curve  einfach  und 
die  letzte   sie  zweifach   schneidet;  wobei  dann  in  deh  Fällen 

a)  und  b)  die  Gerade  g^ ,  im  Falle  c)  die  Gerade  ^,  als  doppelt  \ 

erscheint  —  als  die  Doppel  gerade  der  Fläche ,  weil  §  55 
gezeigt  hat;  dass  dieselbe  als  Doppellinie  nur  eine  Gerade  ent- 
halten kann.  Nach  §  55  müssen  wir  überdiess  schliessen, 
was  auch  die  Erzeugung  aus  Leitdeveloppabeln  direct  ergeben 
würde ;  dass  überdiess  ein  Ebenenbüschel  existiert,  dessen 
Ebenen  die  Fläche  doppelt  berühren,  dessen  Scheitelkante  also 
gleichfalls  in  der  Fläche  liegen  muss.  Die  Identität  der  durch 
die  Methoden  a),  b),  c)  erzeugten  Flächen  wird  leicht  erkannt. 
Jede  Regelfläche  dritten  Grades  enthält  zwei  gerade  Leitlinien, 
d.  h.  zwei  Gerade,  welche  von  allen  ihren  Erzeugenden  ge- 
schnitten werden;  denn  sind  e^,  e^y  e^,  e^  beliebige  vier  Er- 
zeugende der  Fläche,  so  gehören  die  beiden  gemeinsamen 
Transversalen  g^,  g^  derselben  (§  37)  zur  Fläche,  weil  sie  vier 
Punkte  mit  ihr  gemein  haben  (§  31),  und  werden  von  allen 
Erzeugenden  derselben  geschnitten;  eine  Ebene  g^ei  schneidet 
die  Fläche  noch  in  einer  dritten  Geraden  ^,*;  ebenso  für  g,^. 
Schneiden  aber  ferner  ^f,  e^  die  Gerade  g^  in  verschiedenen 
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Paukten,  so  müssen  sie  nothwendig  die  Gerade  ff^  in  demselben 
Punkte  schneiden^  d.  h.  von  den  beiden  Leitgeraden  g^  >  9z  ^^^ 
immer  eine  die  Doppelgerade  der  Fläche;  durch  jeden  Punkt 
derselben  gehen  zwei  Erzeugende.  Dagegen  repräsentiert  die 
andere  eine  der  Fläche  doppelt  umgeschriebene  Deve- 
loppable;  sie  ist  die  Scheitelkante  eines  Ebenenbüschels,  in 
dessen  Ebenen  je  zwei  Erzeugende  der  Fläche  liegen,  d.  h. 
welche  sämmtlich  die  Fläche  doppelt  berühren.  Im  Falle  der 
Erzeugung  aus  dem  Eegelscbnitt  K  und  den  Oeraden  g^y  ^,, 
von  denen  die  letztere  den  Kegelschnitt  schneidet,  ist  eben  diese 
die  Reihe  der  Doppelpunkte  in  der  Fläche,  und  die  erstere  die 
Scheitelkante  des  Büschels  der  Doppeltangentialebenen  der- 
selben. Die  Figuren  104,  105  geben  diese  Gonstruction  der 
Fläche  in  Gentralprojection  nach  der  Voraussetzung,  dass  der 
Leitkegelschnitt  (Kreis)  K  in  der  Bildebene  liegt. 

Lassen  wir  dann  einen  Punkt  Ai  die  Gerade  g^  durch- 
laufen, so  gehen  von  jeder  Lage  desselben  zwei  Erzeugende 
ßiy  ef^  aus,  die  Erzeugenden,  welche  der  Kegel  Ai^  K  mit  der 
Ebene  Ai^  g^  gemein  hat.  Sind  5,,  Q^  und  5^,  Q{  dh&li\3iXi^' 
stoss-  und  Fluchtpunkte  von  g^ ,  respective  g^^  ist  also  S^  ein 
Punkt  ^on  K^  so  zieht  man  Q^Ai  bis  zum  Durchschnitt  Bi 
mit  der  Parallelen  durch  5,  zu  Q^Qi  und  hat  in  S^Bi  die 
Spur  der  durch  Ai  und  g^  bestimmten  Ebene;  in  5,-,  5^*  oder 
Kiy  K*  zur  Unterscheidung,  wo  dieselbe  den  Kegelschnitt  K 
trifipfc,  sind  die  Durchstosspunkte  der  Erzeugenden  e^,  e^^ 
deren  Bilder  damit  bestimmt  sind  und  deren  Fluchtpunkte  in 
diesen  erhalten  werden,  indem  man  die  Fluchtlinie  der  durch 
sie  gehenden  Ebene  Aij  g^  verzeichnet. 

Die  Gonstruction  kann  auch  so  gefasst  werden:  Man 
drehe  um  S^  einen  Strahl,  der  den  Kreis  in  Punkten  S,  S* 
oder  Kiy  Ki*  schneidet,  ziehe  zu  ihm  durch  Q^  die  Parallele 
und  schneide  diese  in  ff,  Q*'  {Qi\  Q^*)  durch  die  Parallelen 
aus  öj'  zu  den  Geraden  S^S,  S^S*  oder  S^Ki^  S^K?  —  so 
sind  Sffj  S*Q*'  die  betreffenden  Erzeugenden  der  Fläche  und 
schneiden  sich  in  einem  Punkte  A  der  Doppelgeraden  g^. 

Nach  dieser  Gonstruction  sind  die  Reihen  ^,,  A^^  ^3, ...; 
B^,  B.^^  B^.  .  .  ,  perspectivisch  aus  Q^  und  die  Punktepaare 
Ki,  K?  bilden  eine  Involution  im  Kegelschnitt  K  mit  dem 
Pol  in  ^2 ,  und  ihre  Paare  entsprechen  den  Punkten  der  Reihe 
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Ai  eines  zu  einem  und  umgekelirt;  speciell  dem  Punkte  5,  von 
^,'  ein  Panktepaar,  von  welchem  der  eine  mit  5,  selbst  zu- 
sammenfäilt.  Die  Yerbindangslinien  der  so  einander  zuge- 
ordneten Punkte  sind  die  Erzeugenden  unserer  BegelÖäche, 
—  so  dass  dieselbe  durch  den  Kegelschnitt  und  eine 
ihn  schneidende  Gerade  allein  definiert  Verden  kann. 


Die  Ebenenpaare  g^e^,  ?,e,*,  ^i^t,  ?i^i*i  -  •  ■  bilden  Paare 
eines  inrolutorischen  Ebenenbttscheb,  weil  sie  zu  ihren  Spuren 
in  der  Bildebene  die  Paare  eines  involutorischen  Strahlen- 
büscheb  h&beu;  je  ein  Paar  derselben  berührt  die  Fläche  in 
dem  nämlichen  Punkte  der  Doppelgeraden.    Denken  wir  aber 


448       n.  Cunrea  und  Flächen:  C)  Die  windBchiefen  Flächen.    60. 

die  Polare  s^  der  InvolutioD  um  S,  im  Kegelschnitt  —  sie  ist 
nur  in  Fig.  105  verzeichnet,  weil  sie  nur  hier  A*  schneidet  — 
und  schneidet  dieselbe  K  in  X^,  Ka^  so  sind  iTg,  K^  die  Dop- 
pelpunkte der  Involution  von  Punkten  Kt,  K^  im  Kegel- 
schnitt; die  Geraden  S-^K^  und  S^K^  bestimmen  in  der  durch 
5,  und   Q1Q2   gezogenen  Parallelen  Punkte  \ßg,   £,,   die  mit 


Öj'  verbunden  in  g,  Punkte  A^,  A^  liefern  von  leicht  erkennbarer 
Besonderheit  (§  50) :  Die  Geraden  A^  K^  und  A^  £*■  repräsentieren 
jede  ein  Paar  von  unendlich  nahen  Erzeugenden  e^e^,  e^ej*, 
die  sich  respective  in  A^,  ^^  schneiden;  in  denPunkten  Ag^ 
An  der  Doppellinie  hat  die  Regelfläche  nur  je  eine 
Tangentialebene  und  dieselbe  berührt  sie  längs  der  ganzen 


ErzeugtiDg  aus  projectivischen  Elementargebilden.  60.        449 

Erzengenden  —  oder  in  A^,  An  ist  die  Doppellinie  für  ein 
Element  eine  Bückkehrkante  und  in  e^,  e^  ist  die  wind- 
schiefe Begelfläche  für  ein  Element  developpabel. 

Alle  Erzeugenden  der  Regelfläche  schneiden  die  Doppel- 
gerade in  dem  einen  der  beiden  von  den  Punkten  A^^  An  auf 
ihr  begrenzten  Segmente;  durch  die  Punkte  des  andern  Seg- 
ments gehen  keine  reellen  Erzeugenden,  die  Doppellinie  ist 
daselbst  eine  isolierte  Gerade  der  Fläche. 

Wenn  die  Polare  s^  den  Kegelschnitt  AT  nicht  in  reellen 
Punkten  schneidet,  so  existieren  solche  Grenzpunkte  in  der 
Doppelgeraden  nicht,  durch  jeden  Punkt  derselben  gehen  viel- 
mehr zwei  reelle  und  verschiedene  Erzeugende. 

Das  vorbetrachtete  involutorische  Ebenenbüschel  schneidet 
ferner  die  Leitgerade  ^2  ^^  einer  involutorischen  Reihe  von 
Punktepaaren  Ci,  C^  —  entsprechend  den  Erzeugenden  ^^  e^y 
die  von  dem  Punkte  Ai  ausgehen.  Diese  Involution  entspricht 
der  einfachen  Reihe  der  Ai  projectivisch  und  man  kann  also  die 
Regelfläche  dritten  Grades  durch  eine  einfache  und  eine 
dazu  projectivische  involutorische  Reihe  von  Punkten 
in  sich  kreuzenden  Geraden  definieren  —  als  den  Ort  der  Ver- 
bindungslinien entsprechender  Punktepaare.  Man  drückt  ganz 
dasselbe  nur  anders  aus,  nämlich  im  Sinne  der  Erzeugung 
durch  Leitdeveloppabeln  (§  50);  indem  man  das  einfache 
Ebenenbüschel  aus  g^  durch  die  Ai  und  das  ihm  projectivische 
involutorische  Ebenenbüschel  aus  g^  durch  die  67^,  Ci^  die  Fläche 
durch  die  Schnittlinien  entsprechender  Ebenenpaare  erzeugen 
lässt. 

Die  Fluchtlinie  F3  der  Fläche,  die  man  wie  angegeben 
construiert,  ist  eine  Gurve  dritter  Ordnung  mit  einem  Dop- 
pelpunkt Ol  im  Fluchtpunkt  der  Doppellinie  g^ ,  der  nach  dem 
Vorigen  ein  Doppelpunkt  mit  reellen  Aesten  (Fig.  104)  oder 
ein  isolierter  Punkt  (Fig.  105)  sein  wird,  je  nachdem  er  in 
dem  einen  oder  andern  der  durch  die  besondern  Punkte  A^^ 
An  begrenzten  Segmente  der  Doppelgeraden  liegt  —  wie  es 
die  Figuren  veranschaulichen.  Das  Nämliche  gilt  von  allen 
ebenen  Schnitten  der  Fläche.  Wenn  reelle  Grenzpunkte  exi- 
stieren, so  entsprechen  den  durch  sie  gehenden  Schnittebenen 
Gurven  dritter  Ordnung  mit  Rückkehrpunkt,  die  Schnittlinie  mit 
der  Tangentialebene  im  Grenzpunkt  ist  die  Rückkehrtangente. 

Fiedler,  darstellende  Geometrie    II.  3.  Aafl  29 
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Jede  durch  eine  Erzeugende  e  gelegte  Ebene  berührt  die 
Fläche  und  schneidet  sie  ausser  in  der  Erzeugenden  in  einem 
Kegelschnitt  (vergl.  §  54,8,  Fig.  102),  welcher  mit  der  Er- 
zeugenden den  Berührungspunkt  mit  der  Fläche  und  den  Punkt 
der  Ebene  in  der  Doppelgeraden  g^  gemein  hat;  d.  h.  alle 
Kegelschnitte  auf  der  Regelfläche  dritten  Grades  schneiden  die 
Doppelgerade  derselben. 

Die  Fluchtlinie  der  betrachteten  Schnittebene  ist  eine 
Secante  der  Fluchtcurve  der  Fläche  aus  dem  Fluchtpunkte  der 
betrachteten  Erzeugenden  und  schneidet  dieselbe  da^er  noch 
überdiess  in  zwei  reellen  oder  nicht  reellen  Punkten,  den 
unendlich  fernen  Punkten  des  bezüglichen  Kegelschnittes^  der 
also  im  Falle  der  Realität  eine  Hyperbel,  andernfalls  eine 
Ellipse  ist;  derselbe  wird  zur  Parabel,  wenn  sie  zusammen- 
fallen und  diess  wird  für  jede  Erzeugende  in  zwei  Lagen 
geschehen,  weil  die  üurve  dritter  Ordnung  mit  einem  Doppel- 
punkt die  Classe  vier  hat  (§  1,  4)  und  folglich  von  jedem 
ihrer  Punkte  noch  zwei  weitere  Tangenten  an  sie  gehen.  Die 
Schnittcurve  kann  zum  Kreise  werden  für  drei  bestimmte 
Lagen  des  Fluchtpunktes  der  Erzeugenden  e  und  ebenso  be- 
stimmte Stellungen  der  durch  sie  gehenden  Schnittebene. 

Die  Fläche  giebt  zu  zahlreichen  weiteren  constructiven 
Erörterungen  den  Anlass,  die  wir  durch  die  vorhergehenden 
Untersuchungen  über  die  windschiefen  Regelflächen  im  Allge- 
meinen nahe  genug  gelegt  haben. 

1)  Man  wende  alle  vorhergehenden  Entwickelungen  auf  den 
besonderen  Fall  des  orthogonalen  Cylindroids  an  und  erläutere  die 
Art  ihrer  Specialisirung  bei  demselben.  Auf  Grund  von  §  56,  4 
findet  man  leicht,  dass  der  Schnitt  einer  Tangentialebene  mit  der 
Fläche  sich  auf  ihre  Hauptebene  als  Kreis  projiciert;  denn  jeder  Bo- 
tationscjlinder,  für  den  die  Doppelgerade  der  Fläche  eine  Mantel- 
linie ist,  durchdringt  sie  in  einer  Ellipse  und  die  Ebene  derselben 
hat  noch  eine  sie  berührende  Gerade  mit  der  Fläche  gemein.  Für 
jenen  Kreis  ist  natürlich  die  Länge  der  Horizontalspar  der  Ebene 
zwischen  den  Projectionsazen  der  Durchmesser,  zugleich  die  Neben- 
axe  der  Ellipse  (vergl.  Fig.  90,  p.  406) ;  die  Kreisprojectionen  der 
Schnitte  für  die  Tangentialebenen  durch  dieselbe  Mantellinie  e^  be- 
rühren einander  in  0  nach  der  Horizontalprojection  62  der  zweiten 
Mantellinie  von  der  nämlichen  Verticalprojection;  die  Verticalpro- 
jectionen  der  zugehörigen  Hauptaxen  bilden  ein  Büschel  mit  dem 
zur  Construction  der  Berührungspunkte  des  Tangentialebenenbüschels 
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gehörigen  Perspectivcentrum   (vergl.  §  53,  10  c)  als  Scheitel.    Die 
Ellipsen  aller  Tangentialebenen  haben  dieselbe  lineare  Excentricität. 

2)  Aus  einem  Pnnkte  der  Fläche  geht  an  sie  ein  Berührungs- 
kegel zweiten  Grades,  welcher  ihre  Doppelgerade  berührt. 

3)  Wenn  ein  einfaches  Hyperboloid,  welches  die  Doppelgerade 
zur  Erzeugenden  hat,  die  Begelfläche  dritten  Grades  schneidet,  so 
zählt  diese  Crerade  in  der  Durchdringung  doppelt  und  der  Best  der- 
selben muss  eine  Baumcurve  vierter  Ordnung  sein.  Da  das  Hyper- 
boloid  durch  zwei  projectivische  Ebenenbüschel  entsteht  (§  35),  so 
ist  diese  Baumcurve  vierter  Ordnung  der  Ort  der  Durchschnitts- 
punkte der  entsprechenden  Ebenen  von  drei  Büscheln,  von  denen 
das  eine  —  die  Doppelgerade  der  Fläche  dritter  Ordnung  ist  seine 
Scheitelkante  —  eine  Involution  von  Ebenenpaaren  ist ;  diesen  Paaren 
entsprechen  die  Ebenen  eines  zweiten  durch  die  einfache  Leitgerade 
der  Fläche  einzeln,  während  das  dritte  wiederum  zu  diesem  und 
also  auch  zu  dem  Vorigen  projectivisch  ist.  ^ 

Die  Geraden  der  beiden  Schaaren  des  Hyperboloids  verhalten 
sich  offenbar  wesentlich  verschieden  zu  dieser  Curve;  die  Geraden 
derjenigen  Schaar  nämlich,  zu  welcher  die  Doppellinie  der  Begelfläche 
dritten  Grades  nicht  gehört,  schneiden  die  Curve  je  einmal,  weil 
sie  nlit  der  Begelfläche  nur  drei  Pnnkte  gemein  haben  können  und 
sie  in  der  Doppellinie  bereits  zweimal  schneiden;  die  Geraden  von 
der  Schaar  der  Doppellinie  selbst  schneiden  sie  dreimal  —  die  Pro- 
jection  dieser  Curve  aus  einem  ihrer  Punkte  ist  also  stets  eine  Curve 
dritter  Ordnung  mit  einem  Doppelpunkt;  sie  ist  also  von  der  in 
den  §§  25  f.,  45  f.  studierten  Art  der  Corven  vierter  Ordnung,  in 
welchen  sich  unendlich  viele  Flächen  zweiten  Grades  schneiden^ 
wesentlich  verschieden. 

4)  Vier  feste  Punkte  der  soeben  gebildeten  Baumcurve  vierter 
Ordnung  bestimmen  mit  jeder  sie  dreimal  schneidenden  Geraden 
(vergl.  3)  ein  Ebenenbüschel  von  constantem  d.  i.  von  der  Lage 
dieser  Geraden  nicht  abhängigem  Doppelverhältniss. 

5)  Unter  den  Erzeugenden  des  einfachen  Hyperboloids,  welches 
durch  diese  Curve  vierter  Ordnung  geht;  sind  vier  Tangenten  der- 
selben ;  sie  bilden  mit  der  Curve,  die  als  Bückkehrkante  in  der  de- 
veloppabeln  Fläche  im  Durchschnitt  doppelt  zählt,  die  vollständige 
Durchdringung  des  Hyperboloids  mit  der  developpabeln  Fläche  der 
Curve,  d.  h.  diese  Durchdringung  ist  von  der  zwölften  und  somit 
die  developpable  Fläche  von  der  sechsten  Ordnung.  Durch  einen 
beliebigen  Punkt  gehen  also  sechs  Schmiegungsebenen  der  Curve. 
Dieselbe  hat  daher  die  Charaktere  m  «=  4:y  n  =  6,  rss>6  und 
somit  ferner  cif  =  4,  jS8=0;  ^=6,  Ä  =  3;  a;  =  6,  y  =  4; 
ganz  so  wie  die  Curve  in  §  23,  *14),  a).  Diese  Zahlen  entsprechen 
daher  zwei  wesentlich  verschiedenen  Curven,  der  Curve  vierter  Ord- 
nung erster  Art  mit  Spitze  (§  20)  und  der  Curve  vierter  Ordnung 
zweiter  Art.   Diese  letzte  ist  rational  ohne  singulär  zu  sein;  ihr 
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Bild  ist  immer  eine  rationale  Curve  vierter  Ordnung  und  fär  die 
Lage  des  Centrums  in  der  Curve  selbst  eine  rationale  Curve  dritter 
Ordnung  (§  26^  9,  14)  auch  in  den  folgenden  specieUen  Fällen;  die 
Spur  ihrer  Tangentenfiäche  eine  rationale  Curve  sechster  Ordnung, 
mit  vier,  fünf  oder  sechs  Spitzen,  je  nachdem  6  s»  Q,  1  oder  2  ist. 

6)  Diese  Curve  lässt  eine  stationäre  oder  dreipunktig  be- 
rührende Tangente  zu,  wo  eine  Erzeugende  des  Hyperboloids 
mit  der  zweiten  Haupttangente  in  einem  Punkte  der  Regelfläcfae 
dritten  Grades  zusammenfällt.    Diess  ist  zweimal  möglich. 

Man  stelle  die  Baumcurve  vierter  Ordnung  zweiter 
Art  mit  zwei  stationären  Tangenten  dar — als  Durchdrin- 
gung einer  Regelfläche  dritten  Grades  mit  einem  Hyperboloid^  welches 
durch  ihre  Doppelgerade  und  zwei  Haapttangenten  der  Fläche  in 
Punkten  verschiedener  Erzeugenden  bestimmt  ist. 

Wie  degeneriert  diese  Durchdringung,  wenn  die  fraglichen 
Haupttangenten  zu  Punkten  der  nämlichen  Erzeugenden  gehören? 

Die  Charaktere  der  Eaumcurven  vierter  Ordnung  zweiter  Art 
mit  einer  und  mit  zwei  st-ationären  Erzeugenden  sind 

mos  4;  n=5,  r«=^6y  a«=2,  /?«=0,  ^=4,  Ä-«3,  a;=5,  y=4,  6=1; 
w=n«=4,     r=G^    a=/3=0,      ^  =  Ä  =  3,     x— y«=4,     6=2. 

7)  In  der  allgemeinen  Centralprojection  mit  der  Fixebene  TT 
oder  u,  q'  (vergl.  I,  §  6*)  und  dem  durch  seinen  Distanzkreis  be- 
stimmten Centrum  C  stellt  man  die  Erzeugung  der  Begelfläche 
dritten  Grades  aus  zwei  Kegelschnitten  JC^  und  IC2  und  einer  Ge- 
raden ^3 ,  welche  sich  paarweise  einmal  schneiden,  ein&ch  dar,  indem 
man  ^^  in  der  Bildebene  und  A^2  ^^  ^^^  Fixebene  IT  voraussetzt, 
so  dass  sich  also  I^i  und  das  Bild  von  A^j  einmal  in  der  Geraden 
It  treffen  und  indem  man  den  reellen  zweiten  Schnittpunkt  beider 
als  den  Durchstosspunkt  S  der  projicierenden  Geraden  ff^  voraus- 
setzt; dann  sind  die  durch  S  gehenden  Geraden,  deren  Durchstoss- 
punkt der  zweite  Schnittpunkt  mit  ATf  ist,  während  sie  den  zweiten 
Schnittpunkt  mit  IC2  zum  Bilde  U'  des  Fixponktes  haben,  die  Dar- 
stellungen der  Erzeugenden. 

Für  die  Erzeugung  aus  dem  Kegelschnitte  ÜT,  und  zwei  Geraden 
ff 21  ffzi  ^^^  denen  die  letztere  den  Kegelschnitt  einmal  scbneidet, 
kann  man  den  Kegelschnitt  in  der  Tafel  und  die  Gerade  g^  in  der 
Fixebene  willkürlich  wählen,  die  Gerade  g^  aber  als  projicierend 
mit  ihrem  Durchstosspunkte  S  in  einem  Punkte  von  K^  voraussetzen. 
Man  erläutere  für  beide  Fälle  die  Construction  der  Erzeugenden, 
der  Berührungspunkte  beliebiger  Ebenen  ihrer  Büschel  und  der  Be- 
rtlhrungsebenen  beliebiger  Punkte  ihrer  Reihen.  Man  gebe  die  Mo- 
dification  des  Vorigen  für  die  allgemeine  Parallelprojection  mit  einem 
Bilde  an. 

8)  Das  orthogonale  Cylindrold  kann  in  Orthogonalprojection 
mit  einem  Bilde  auf  seine  Hauptebene  und  für  eine  der  45^-Ebenen, 
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wir  wollen  setzen  die  Ebene  H^^'^  als  Fixebene  U  vortheilhaft  dar- 
gestellt werden;  die  Fixlinie  u  ist  ein  Durchmesser  des  Kreises, 
der  die  elliptische  Leitlinie  in  Hj.'  repräsentiert,  der  eine  Endpunkt 
0  desselben  ist  Fusspunkt  und  Projection  der  Doppelgeraden  z  und 
die  Stellung  der  Tafel  ist  die  zweite  Leitgerade  der  Fläche;  der 
"S-gf  in  0  berührende  und  ihm  gleiche  Kreis  ist  die  Projection  des 
elliptischen  Querschnittes  in  H^  nach  der  Bezeichnung  und  Dispo- 
sition in  §  51  unter  a)  3.  Die  Projeciionen  der  Mantellinien  bilden 
das  Strahlenbüschel  aus  0  und  für  jede  giebt  der  Abstand  des 
zweiten  Schnittpunktes  ihrer  Projection  mit  dem  Kreise  IB^'  von 
der  Geraden  u  die  Entfernung  der  zugehörigen  Erzeugenden  von 
der  Tafel,  nach  der  einen  oder  der  andern  Seite  derselben^  je 
nachdem  jener  Punkt  auf  der  einen  oder  der  andern  Seite  von  u 
liegt.  Die  Spuren  der  zu  den  Punkten  einer  Erzeugenden  e  ge- 
hörigen Tangentialebenen  sind  ihrem  Bilde  parallel.  Bezeichnet 
man  mit  C  den  zweiten  Schnitt  von  e'  mit  dem  Kreise  H^',  so 
ist  seine  Tangente  in  C  das  Bild  der  Fixlinie  u  der  Tangential- 
ebene und  ihr  Schnittpunkt  mit  u  ein  Punkt  ihrer  Spur  s  in  der 
Tafel,  die  damit  bestimmt  ist.  Für  irgend  einen  Punkt  P'  in  e 
liefert  die  Parallele  zu  jener  Tangente  in  6^'  an  Hj^  stets  den  Punkt 
der  Spur  der  zugehörigen  Tangentialebene  in  u;  und  umgekehrt. 
Der  Kreis  über  dem  Abschnitte  der  Spur  zwischen  dem  Durch- 
messer und  der  Tangente  von  H«'  in  0  ist  die  Projection  der  Ellipse, 
in  welcher  die  betrachtete  Tapgentialebene  die  Fläche  schneidet; 
derselbe  geht  stets  durch  die  Projection  ihres  Berührungspunktes 
und  seine  Tangente  {  in  diesem  ist  die  Projection  der  zu  diesem 
Punkte  gehörigen  zweiten  Haupttangente  der  Fläche;  sie  hat  den 
Durchschnitt  mit  der  Spur  der  Ebene  zum  Durchstosspnnkt  S  und 
den  mit  dem  Bilde  ihrer  Fixlinie  u  zum  Bilde  ü'  des  Fixpunktes; 
jenes  Bild  der  Fixlinie  aber  verbindet  den  Schnitt  der  Spur  in  u 
mit  dem  Punkte  von  "H^  auf  e'  und  mit  dem  zweiten  Schnitt- 
punkte des  Kreises  H^.'  mit  dem  Kreise  über  der  Spurlänge  zwischen 
U  der  Tangente  in  Oy  welcher  die  Schnittellipse  der  Tangential- 
ebene projiciert.  (Vergl.  Fig.  90.) 

Damit  ist  für  das  Bild  der  Durchdringung  aus  Beisp.  6)  oder 
der  Curve  vierter  Ordnung  zweiter  Art  mit  zwei  stationären  Tan- 
genten eine  sehr  einfache  Construction  gewonnen.  Wir  haben  die 
selbe  in  Tafel  XIY  ausgeführt  füi*  den  Fall,  dass  die  beiden 
Punkte  A,  B  der  Fläche,  deren  Haupttangenten  als  g^^  g^  zu 
den  Erzeugenden  des  Hyperboloides  gehören,  der  Ellipse  in  der 
Ebene  H«  angehören,  d.  h.  die  zu  den  bezüglichen  C  in  Bezug 
auf  0  symmetrischen  Punkte  sind.  Das  Hyperboloid,  welches  durch 
seine  Durchdringung  mit  dem  orthogonalen  Cylindroid  die  Curve 
erzeugt,  ist  durch  die  Haupltangenten  ^j,  g^  und  die  in  0  auf 
der  Tafel  errichtete  Normale  g^  als  drei  Erzeugende  derselben  Schaar 
bestimmt.  Die  Durchdringung  wird  durch  die  Ebenen  um  g^  als 
Hilfsebenen  construiert;  jede  schneidet  aus  dem  Cylindroid  eine  Er- 
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zeugende  Ci  und  aus  dem  Hyperboloid  eine  Erzeugende  der  zweiten 
Schaar  /,-  aus,  die  als  ihren  Schnittpunkt  einen  Punkt  der  Curve 
liefern.  Die  Fixlinien  der  zugehörigen  Tangentialebenen  beider 
Flächen  schneiden  sich  im  Fixpunkte  der  zugehörigen  Tangente  der 
Durchdringungscurve ;  di^e  Aufeinanderfolge  dieser  Fixpunkte  bildet 
die  Durchschnittscurve  der  developpabeln  Fläche  der  Durchdringung 
mit  der  Fixebene  H«'  und  ist  in  der  Tafel  eingezeichnet  oder  viel- 
mehr angedeutet,  wie  es  der  geringe  Umfang  eben  nur  erlaubt. 

Die  Projection  der  Curve  ist  durch  einen  stetigen  Zug  mit 
einer  Reihe  von  Punkten  (l^  2\  3',  4'  die  ausserhalb  der  Blatt- 
grenzen liegen),  5',  6',  7',  8',  ....  14',  15',  16',  17',  .  .  20'  an- 
gegeben, und  soweit  thunlich  sind  die  Fixpunkte  V  der  zugehörigen 
Tangenten  bezeichnet  mit  den  entsprechenden  römischen  Zifiem 
(I,  II,  III,  IV,)  V,  VI,  VII,  VIII,  ...  XXI  eingetragen  und  durch 
einen  punktierten  Zug  Uq'  verbunden.  Jene  Projection  hat  in  den 
Punkten  12'  und  19',  den  zu  den  Erzeugenden  e^  und  e^  gehörigen 
Punkten  von  "S^'^  nach  den  zugehörigen  Haupttangenten  ^/,  g^ 
des  Cjlindroids  Inflexionen,  und  diese  Spur  in  der  Fixebeno  hat  in 
den  zugehörigen  Fixpunkten  2//  oder  XII  und  ü^  oder  XIX  Bück- 
kehrpunkte. (Vergl.  §  2,  Fig.  7.)  In  der  Nebenfigur  a)  der  Tafel  ist 
die  Form  der  Spur  in  der  Nachbarschaft  von  ü^  vergrössert  an- 
gegeben, welche  wegen  der  Nachbarschaft  des  Bdckkehrpunktes  aus 
deren  Querschnitt  mit  der  Curve  selbst  durch  zwei  Bückwendungen 
bei  X  und  XII  von  VIII  nach  XIII  vorschreitet.  Die  strichpunk- 
tierte Hyperbel  TJh'  bezeichnet  den  'Querschnitt  des  Hyperboloides 
9\}  ff2'>  ^3  ^^  ^^^  Fixebene.  Jede  durch  g^  gehende  Ebene  schneidet 
aus  dem  Cylindroid  eine  Gerade  e^  deren  Bild  im  zweiten  Schnitt 
mit  dem  Kreise  £(«'  ihren  Fixpunkt  Uj  und  im  unendlich  fernen 
Punkte  ihren  Durchstosspunkt  S^  hat  (Fig.  b);  und  sie  schneidet 
das  Hyperboloid  in  der  geraden  Verbindungslinie  der  beiden  Punkte 
Ay  B^  in  denen  sie  die  Geraden  ^^  oder  S^  ü(  und  g^  oder  S^^ü^ 
trifiEt.  Um  das  S  und  U'  dieser  Erzeugenden  AB  der  Schaar  /  zu 
finden  zieht  man  (Fig.  b)  durch  B  eine  Hilfslinie  von  demselben 
Durchstosspunkt  mit  ü^' S^  und  bestimmt  s  und  u'  der  Ebene,  die 
sie  mit  g.^  verbindet,  dadurch  aber  ihren  Fixpunkt  üh  \  derselbe 
giebt  mit  27,'  das  u  und  dadurch  mittelst  S^  das  s  der  Ebene 
S^AB  und  dadurch  das  S  und  ü'  dieser  Geraden.  Die  Parallele 
zur  Spur  dieser  Ebene  durch  den  Schnittpunkt  ihrer  Fixlinie  mit 
der  Parallelen  aus  U^  zu  it  liefert  in  A' B'  die  Projection  des 
Durchschnittspunktes  D  der  Erzeugenden  e  des  Cylindroides  mit  dem 
Hyperboloid.  Die  zugehörige  zweite  Mantellinie  des  Hyperboloides 
und  damit  seine  Tangentialebene  in  D  erhält  man  durch  die  Be- 
merkung, dass  die  Projectionen  derselben  ein  Büschel  aus  dem 
Schnittpunkte  von  g(  mit  g^  bilden,  dem  Fusspunkte  der  Tafel- 
normalen in  der  Schaar  /. 


C.  b.  Ton  den  Sdiraubangg-  und  den  Rotations-Flftchen. 

61.  Wenn  eine  Curve  O  ohne  ihre  Gestalt  zu  än- 
dern sich  um  eine  feste  geradlinige  Axe  a  dreht, 
bis  sie  in  ihre  ursprüngliche  Lage  zurückkommt, 
so  erzeugt  sie  eine  Rotationsfläche,  als  deren  A x e  wir 
jene  Gerade  bezeichnen;  jeder  Punkt  der  Curve  beschreibt 
in  der  durch  ihn  gehenden  Normalebene  zur  Axe  und  mit 
dem  Mittelpunkte  in  dieser  einen  Kreis,  einen  Parallelkreis 
der  Fläche.  (Fig.  106,  p.  457.) 

Verfolgt  man  alle  Punkte  der  bewegten  Curve  bei  ihrer 
Bewegung  bis  zum  Eintritt  in  eine  bestimmte  durch  die  Axe 
gelegte  Ebene,  —  wobei  jeder  Punkt  zwei  Lagen  in  dersel- 
ben erhält,  die  um  180^  verschiedenen  Drehungsgrossen  ent- 
sprechen, —  so  erhält  man  dort  als  ihren  Ort  eine  Curve  M, 
die  aus  zwei  zur  Axe  a  orthogonal -symmetrischen  Hälften 
besteht  und  daher  durch  eine  derselben  vollkommen  bestimmt 
wird;  sie  heisst  ein  Meridian  und  die  Ebene  eine  Meridian- 
ebene der  Fläche.  Die  Meridiane  derselben  Rotations- 
fläche sind  congruent;  jeder  von  ihnen  erzeugt  die  Fläche 
durch  die  Umdrehung  um  die  Axe  a. 

Durch  jeden  Punkt  der  Fläche  geht  ein  Parallelkreis  P 
und  ein  Meridiau  M  derselben,  deren  Ebenen  normal  zu 
einander  sind;  man  kann  den  Punkt  als  Schnitt  von  beiden, 
also  durch  ein  Symbol  wie  (M,  P)  bezeichnen,  wenn  man  M 
als  eine  bestimmte  der  beiden  symmetrischen  Hälften  des 
Meridians  denkt. 

In  zwei  verschiedenen  Meridianen  M| ,  Mj  bestimmen  dann 
die  verschiedenen  Parallelkreise  Pj,  P,,  P3,  .  .  •  die  entspre- 
chenden Punktepaare  M,P, ,  MjP];  M^Pj,  MjPj;  •  •  •;  MjP», 
MjPf»^  und  in  zwei  verschiedenen  Parallelkreisen  P|,  Pj  be- 
stimmen die  verschiedenen  Meridiane  M,,  Mj,  M3,  .  .  .  die 
Paare  entsprechender  Punkte  PiM, ,  P2M1;  PjMj,  PjM,;  .  .  . 
P,  M»,  P2Mn.     Alle  die  geraden  Verbindungslinien  der  Paare 
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der  ersten  Art  sind  einander  parallel,  nämlich  normal  zu  der 
Ebene  M|2,  welche  sie  und  den  Winkel  der  beiden  Meridian- 
ebenen M{  und  M2  halbiert;  sie  bilden  also  in  ihrer  Gesammt- 
heit  einen  Gylinder^  der  die  Meridiane  Hj;  Mj  zu  ebenen 
gegen  seinen  Normalschnitt  in  der  Ebene  Mt2  gleich  geneigten 
Schnitten  hat.  Denken  wir  die  Meridiane  M|,  Mj  einander 
unendlich  nahC;  also  zusammenfallend  mit  M  (Fig>  106);  so 
werden  die  Erzeagenden  des  betrachteten  Cylinders  zu  den 
Tangenten  der  Parallelkreise  P| ,  F, ,  . . .  P»  in  den  Punkten  des 
nämlichen  Meridians  M  und  der  Cylinder  selbst  kann  als  der 
zugehörige  Meridian-Berührungscylinder  der  Fläche 
bezeichnet  werden.  Seine  Tangentialebene  in  einem  beliebigen 
Punkte  Ä  des  Meridians  M  ist  auch  die  Tangentialebene  der 
Rotationsfläche  in  demselben  ^  da  sie  die  Tangente  des  zu- 
gehörigen Parallelkreises  in  A  und  ebenso  die  Tangente  des 
Meridians  M  in  ^  enthält.  Alle  Meridian-Berührungs- 
cylinder  derselben  Rotationsfläche  sind  congruent 
und  können  als  die  verschiedenen  Lagen  des  näm- 
lichen Cylinders  bei  der  Drehung  um  die  zu  seinen 
Erzeugenden  normale  Axe  a  bezeichnet  werden. 

Dagegen  convergieren  alle  geraden  Verbindungslinien  der 
Paare  der  zweiten  Art;  also  PiM,,  P2M,;  PiMj;  ^2^2)  -  *  •) 
PjMn;  P2M!n  in  demselben  Punkte  M  der  Axe  a  und  bilden 
einen  Rotationskegel;  der  die  Kreise  P^;  P2  zu  zwei  paral- 
lelen zur  Axe  a  normalen  Schnitten  hat.  Denken  wir  die 
Parallelkreise  P^;  Pj  einander  unendlich  nahe,  so  werden  die 
Erzeugenden  dieses  Kegels  zu  den  Tangenten  der  Meridiane 
M, ;  VL^^ .,  ,1S^  in  den  Punkten  des  nämlichen  Parallelkreises 
P,2  und  der  Kegel  selbst  kann  als  der  zugehörige  Parallel- 
kreis-Berührungskegel der  Fläche  bezeichnet  werden; 
seine  Tangentialebene  in  einem  beliebigen  Punkte  B  des  Pa- 
rallelkreises P|2  ist  auch  die  Tangentialebene  der  Rotations- 
fläche in  demselben  Punkte.  Alle  Parallelkreis  -  Be- 
rührungskegel derselben  Rotationsfläche  sind  Ro- 
tationskegel von  einerlei  Axe  und  können  als  die 
verschiedenen  Lagen  eines  mit  seiner  Axe  in  sich 
selbst  verschobenen  und  dabei  seine  Form  gesetz- 
mässig  ändernden  Rotationskegels  angesehen  wer- 
den —  als  dessen  Umhüllung  die  Rotationsfläche  erscheint. 
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Denken  wir  sodann  eine  developpable  Fläche 
D  ohne  Veränderung  ihrer  Form  um  eine  feste  Axe 
a  gedreht;  bis  sie  in  ihre  ursprüngliche  Lage  zu- 
rückkehrt, so  entsteht  auch  dadurch  eine  Rotations- 
fläche; jede  Tangentialebene  derselben  beschreibt  um  die 
Axe  a  und  mit  demjenigen  ihrer  Punkte  als  Spitze ,  der  in  a 
enthalten  ist,  einen  Parallelkreis-Berührungskegel  der 
Fläche.  Verfolgt  man  alle  Ebenen  der  bewegten  Develop- 
pabeln  bis  zum  Normalsein  zu  einer  festen  durch  die  Axe  a 

Fig.  106. 


gelegten  Ebene,  so  erhält  man  als  ihre  Enveloppe  eine  Cy- 
linderfläche,  —  den  dieser  Ebene  entsprechenden  Meridian- 
Berührungscylinder.  Man  kommt  von  ihnen  zu  den  Pa- 
rallelkreisen  und  Meridianen  durch  Schlüsse,  welche  den  vorher 

entwickelten  dualistisch  entsprechen. 

1)  Wenn  man  eine  BotationsflSche  um  ihre  Axe  dreht,  so 
verbleibt  sie  in  sich  selbst^  alle  ihre  Punkte  und  Tangentialebenen 
decken  sich   mit  Punkten   und  Tangentialebenen   der  Anfangslage. 

2)  Wenn  die  erzeugende  Curve  die  Axe  nicht  schneidet,  so 
ist  einer  ihrer  Punkte  der  Axe  am  nächsten  und  ein  anderer  von 
ihr  am  entferntesten ;  jener  beschreibt  den  kleinsten  und  dieser  den 
grössten  Parallelkreis  der  Fläche.  Man  kann  den  ersten  den  Kehl- 
kreis  und  den  letzten  den  Aequator  der  Fläche  nennen  im  Hin- 
blick auf  das  Beispiel  des  einfachen  Rotationsbyperboloides  und  das 
der  Kugel. 
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3)  Jede  auf  einer  Rotationsfläche  gezeichnete  Curve,  welche 
mit  jedem  Parallelkreise  derselben  wenigstens  einen  Punkt  gemein 
hat,  kann  als  erzeugende  Curve  derselben  angesehen  werden,  oder 
bringt  bei  ihrer  Drehung  uqi  dieselbe  Axe  die  nämliche  Fläche 
hervor. 

4)  Wenn  ein  Kreis  mit  gleichbleibender  Stellung  seiner  Ebene 
sich  so  bewegt,  dass  sein  Mittelpunkt  eine  feste  Gerade  durchläuft, 
die  zu  dieser  Ebene  normal  ist^  während  er  beständig  einen  Punkt 
mit  einer  festen  Curve  C  gemein  hat,  so  erzeugt  er  eine  Rotations- 
fläche als  Ort.  Man  erläutere  die  Beispiele  für  C  als  Gerade,  als 
Kegelschnitt  und  als  Schraubenlinie. 

5)  Welche  Eigenschaften  der  erzeugten  Fläche  bleiben  bestehen, 
wenn  die  feste  Gerade  des  Mittelpunktes  schräg  zur  Ebene  des 
Kreises  oder  wenn  der  Ort  des  Mittelpunktes  als  eine  feste  Curve 
gedacht  wird  ?  Wie  entspricht  dem  eine  Erzeugungsweise  der  Flächen 
zweiter  Ordnung,  das  hyperbolische  Paraboloid  ausgenommen? 

6)  Man  erörtere  die  erste  Frage  für  den  Fall,  dass  die  Stel- 
lung der  beweglichen  Ebene  des  Kreises  sich  stetig  ändert,  während 
aber  zugleich  die  Kreise  je  zweier  auf  einander  folgender  Ebenen 
ihre  Schnittlinie  in  denselben  Punkten  schneiden^  d.  h.  dieselbe  zu 
ihrer  Collineationsaxe  haben.  An  die  Stelle  des  Ortes  der  Mittel- 
punkte tritt  dann  der  Ort  der  Pole  dieser  Schnittlinie. 

7)  Ebenso,  wenn  an  Stelle  der  Kreise  Kegelschnitte  treten 
unter  Fortdauer  der  vorigen  Beschränkung. 

8)  Lassen  sich  die  letzten  Gebilde  durch  Collineation  auf  die 
ersten  zurückführen? 

9)  Wenn  ein  Rotationskegel  mit  fester  Axe  sich  so  bewegt, 
dass  er  stets  eine  Tangentialebene  mit  einer  festen  de^eloppabeln 
Fläche  gemein  hat,  so  erzeugt  er  eine  Rotationsfläche  als  Enveloppe. 
Für  die  Frage,  ob  eine  bestimmte  Rotationsfläche  gleichmässig  durch 
Drehung  einer  aufgeschriebenen  Curve,  wie  durch  Drehung  der  deve- 
loppabeln  Fläche  dieser  Curve  erzeugt  werden  kann^  vergl.  §  64. 

62.  Die  Drehung  um  eine  Axe  kann  als  Specialfall 
der  Schraubung  nach  derselben  angesehen  werden,  wenn  wir 
unter  Schraubung  nach  derjenigen  Bewegung  eines  Punktes^ 
durch  die  die  gemeine  Schraubenlinie  entsteht^  die  gleichzeitige 
gleichförmige  Verschiebung  in  Parallelen  zu  dieser  Axe  und 
gleichförmige  Drehung  um  dieselbe  verstehen;  nennen  wir  h 
die  Grössse  derjenigen  Verschiebung,  welche  mit  Vollendung 
einer  Umdrehung  stattgefunden  hat;  wie  man  sagt  (nach  §  12) 
die  Ganghohe  der  Schraubung;  so  ist  die  Drehung  um 
eine  Axe  zu  bezeichnen  als  eine  Schraubung  um  dieselbe^ 
welche  die  Ganghöhe  Null  hat.  Dann  kehrt  das  gedrehte 
Gebilde  am  Ende  einer  Umdrehung  in  die  Anfangslage  zurück; 
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während  im  Falle  der  Scbraubung  die  am  Ende  einer  yollen 
Umdrebung  erreichte  Lage  desselben  aus  der  Anfangslage  durcb 
Verschiebung  um  die  Ganghöhe  in  der  Richtung  der  Schrau- 
bungsaze  erhalten  werden  kann. 

Wird  statt  des  Punktes  eine  Ebene  der  Schraubungsbe- 
wegung  unterworfen,  so  umhüllt  dieselbe  nach  §  13  eine 
developpable  Schraubenfläche.  In  §  50  sahen  wir  durch  die 
Schraubungsbewegung  einer  geraden  Linie  die  offene  und  die 
geschlossene  scharf  gängige  resp.  flachgängige  Schraubenfläche 
entstehen ;  welche  wir  nun  zusammen  als  die  Seh  raube  n* 
regelflächeu  bezeichnen  können,  da  offenbar  andere  Flächen 
als  diese  durch  Schraubung  einer  geraden  Linie  nicht  erzeug- 
bar sind. 

Denken  wir  nun  statt  der  Geraden  eine  beliebige  unver- 
änderliche Curve  C  um  eine  gegebene  Axe  a  mit  einer  be- 
stimmten Ganghöhe  h  geschraubt,  so  entsteht  die  allgemeine 
Schraubungsfläche  als  Ort  derselben;  und  eine  solche 
wird  auch  als  Enveloppe  erhalten,  wenn  eine  unveränderliche 
developpable  Fläche  als  Inbegriff  ihrer  Tangentialebenen  um 
eine  gegebene  Axe  mit  vorgeschriebener  Ganghöhe  geschraubt 
wird.  Im  ersten  Falle  beschreibt  jeder  Punkt  P  der  Curve  C 
eine  Schraubenlinie  S  auf  der  Fläche,  deren  Radius  der  Ab- 
stand des  Punktes  P  von  dei^Axe  und  deren  Ganghöhe  und 
Drehungssinn  die  der  allgemeinen  Schraubung  sind;  im  zweiten 
Falle  umhüllt  jede  Ebene  77  der  Developpabeln  D  eine  deve- 
loppable Schraubenfläche  an  die  Fläche,  etc. 

Während  also  bei  der  Rotationsfläche  durch  jeden  Punkt 
ein  Parallelkreis  geht,  der  ganz  in  der  Fläche  liegt,  so 
bei  der  Schraubungsfläche  eine  durch  die  Lage  des  Punktes 
gegen  die  Axe  und  die  Ganghöhe  und  den  Drehungssinn  der 
Schraubung  vollkommen  bestimmte  Schraubenlinie. 

Denkt  man  femer  die  Schraubungsbewegung  jedes  Punktes 
von  C  fortgesetzt  bis  zum  Eintritt  in  eine  bestimmte  durch  die 
Axe  gehende  Ebene  M,  so  entsteht  dort  als  Ort  dieser  Ein- 
trittspunkte eine  Curve  M^  die  man  den  Meridian  der  Fläche 
nennen  kann ;  alle  Meridiane  derselben  Schraubungsfläche  sind 
auch  congruent;  aber  zwei  derselben,  die  etwa  den  Ebenen 
M| ,  Mj  angehören,  kommen  nicht  zur  Deckung  durch  einfache 
Drehung  der  Ebene  M,  bis  zum  Zusammmenfallen  mit  Mj, 


460    II.  Carven  und  Flächen:  C)  Schranbangs-  u.  Botationsflächen.  62. 

vielmehr  nur  durch  die  Schraubung  derselben  mit  der  Gang- 
höhe h]  d.  h.  durch  Ausführung  einer  Parallel  Verschiebung 
nach  der  vollzogenen  Rotation,  in  der  Richtung  der  Äxe  und 
um  den  Betrag  h  .  d^^  :  360^,  wenn  -d-®  die  Grösse  des  Winkels 
(Ml,  Mj)  im  Sinuc  der  Schraubung  ausdrückt.  Offenbar  geht 
durch  jeden  Punkt  der  Fläche  ein  solcher  Meridian  und  seine 
Form  ist  von  der  Gestalt  der  erzeugenden  Curve  und  ihrer 
Lage  gegen  die  Axe  abhängig. 

Weil  jede  der  Schraubenlinien  der  Fläche  von  der  Ebene 
M  in  unendlich  vielen  Punkten  getroffen  wird,  deren  benach- 
barte um  die  Ganghöhe  h  von  einander  entfernt  sind,  so  ist 
der  Meridian  der  Fläche  eine  periodische  Curve,  d.  h.  aus 
unendlich  vielen  congruenten  Theilen  zusammengesetzt;  ein 
solcher  Theil,  dessen  Anfangspunkt  und  Endpunkt  in  der 
Richtung  der  Axe  gemessen  den  Abstand  h  von  einander  haben, 
reicht  zur  Bestimmung  des  Ganzen  hin. 

Ebenso  sind  alle  zur  Axe  normalen  Querschnitte  P 
der  Fläche  einander  congruent,  jeder  von  ihnen  geht  durch 
Schraubung  in  einen  beliebigen  andern  über;  sind  P,  und  P2 
zwei  solche  Querschnitte  mit  dem  Abstände  d,  so  wird  der 
erste  mit  dem  zweiten  zur  Deckung  gebracht;  indem  man  ihn 
nach  der  Parallelverschiebung  zur  Axe  um  den  Betrag  d  noch 
um  die  Axe  d.  h.  um  ihren  Schnittpunkt  mit  der  Ebene  P, 
dreht;  um  einen  Winkel  von  der  Grösse  {d  :  h)  .  360^.  Auf  die 
Construction  der  durch  die  Axe  gehenden  wie  der  zur  Axe 
normalen  Schnitte  aus  der  Eenntniss  der  erzeugenden  Curve 
brauchen  wir  nicht  näher  einzugehen;  jeder  von  ihnen  kann 
wie  diese  selbst  mit  der  Axe^  der  Ganghöhe  und  dem  Sinne 
der  Schraubung  zur  Bestimmung  der  Schraubungsfläche  dienen. 

Offenbar  bestimmt  jede  Schraubenlinie  S  sowohl  in  belie- 
bigen zwei  Meridianen  M, ;  Mj  als  in  beliebigen  zwei  Normal- 
schnitten Pi,  P2  zwei  entsprechende  Punkte  und  man 
kann  alle  solchen  Paare  entsprechender  Punkte  in  zwei  Me- 
ridianen sowohl  wie  in  zwei  Normalschnitten  durch  gerade 
Linien  verbinden  und  die  dadurch  entstehenden  Regelflächen 
betrachten;  rücken  Mj;  Mj  oder  P|;  Pj  einander  unendlich 
nahC;  80  hat  man  als  jene  Geraden  die  Tangenten  aller 
Schraubenlinien  S  in  den  Punkten  eines  Meridians  M  resp.  in 
den  Punkten  eines  Normalschnittes  P;  etc. 
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Wir  wollen  im  Folgenden  bei  der  Behandlung  der  Rota- 
tionsflächen immer  die  entsprechende  der  Schraubungsflächeu 
im  Auge  halten,  wenn  wir  auch  nur  in  einzelnen  Fällen  näher 
auf  die  letzteren  eingehen. 

1)  Wenn  man  eine  Schraubungsfläcbe  um  ihre  Aze  im  zuge- 
hörigen Drehungssinne  und  mit  der  ihr  zukommenden  Ganghöhe 
schraubt,  so  verbleibt  sie  in  sich  selbst,  alle  ihre  Punkte  und  Tan- 
gentialebenen decken  sich  mit  Punkten  und  Tangentialebenen  der 
Anfangslage. 

2)  Wenn  die  erzeugende  Curye  die  Axe  nicht  schneidet,  so 
ist  einer  ihrer  Punkte  derselben  am  nächsten  und  ein  anderer  von 
ihr  am  entferntesten;  jener  beschreibt  unter  den  Schraubenlinien 
S  die  vom  kleinsten  und  dieser  die  vom  grössten  Badius :  Eehl- 
schraubenlinie  und  Aequatorschraubenlinie  der  Fläche. 

3)  Man  zeige  die  Construction  des  Meridianschnittes  M  und 
die  des  Normalschnittes  F  aus  der  Axe  und  der  erzeugenden  Curve 
bei  gegebener  Ganghöhe  und  bekanntem  Drehungssinn. 

4)  Ebenso  die  Construction  des  Normalschnittes  P  aus  dem 
Meridian  M,  wenn  Axe,  Ganghöhe  und  Drehungssinn  bekannt  sind; 
oder  umgekehrt  —  besonders  in  dem  Falle,  wo  der  Meridian  resp. 
der  Normalscbnitt  ein  Kreis  ist.  Das  erstere  giebt  die  als  Vis 
St.  Gilles  benannte  Wölbfläche;  das  letztere  die  gewundene 
Säule. 

5)  unter  welchen  Voraussetzungen  wird  die  durch  Schraubung 
einer  Geraden  erzeugte  Schraubungsfläcbe  zu  einer  developpabeln 
Schraubenfläche? 

6)  Der  Normalschnitt  einer  geschlossenen  Schraubenregelfläche 
ist  eine  Archimedische  Spirale. 

7)  Elann  die  allgemeine  Schraubenfläche  auch  durch  Schrau- 
bung eines  beliebigen  ebenen  Querschnittes  erzeugt  werden? 

8)  Wenn  die  erzeugende  Curve  eine  geschlossene  Linie  ist, 
so  kann  die  entstehende  Schraubungsfläcbe  als  gewundener  Cjlinder 
bezeichnet  werden.  Wenn  eine  Eugeloberfläche  um  eine  gegebene 
Axe  nach  vorgeschriebener  Ganghöhe  in  bestimmtem  Sinne  ge- 
schraubt wird,  so  ist  ihre  Enveloppe  zugleich  der  Ort,  den  derjenige 
ihrer  Hauptkreise  beschreibt,  welcher  in  der  Normalebene  zur  Tan- 
gente der  von  ihrem  Mittelpunkte  beschriebenen  Schraubenlinie  ge- 
legen ist,  oder  die  entsprechende  Schraubungsfläcbe  dieses  llaupt- 
kreises ;  es  ist  die  Fläche  der  Archimedischen  Wasser- 
schraube (Serpentine). 

9)  Eine  jede  Curve  auf  der  Schraubungsfläcbe  die  mit  jeder 
ihrer  Schraubenlinien  8  einen  Punkt  gemein  hat,  kann  als  erzeu- 
gende Curve  der  Fläche  dienen,  d.  h.  sie  erzeugt  dieselbe  bei  der 
Schraubung  um  dieselbe  Axe  bei  gleicher  Ganghöhe  und  demselben 
Drehungssinn.  Normalschnitte  und  Meridiane  können  daher  als  solche 
dienen. 
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63.  Wenn  wir  die  Axe  a  und  die  erzeugende  Curve 
C  einer  Rotationsfläche  in  Projection  gegeben  den- 
ken,  so  kann  der  Parallelkreis,  den  ein  Punkt  der  Gurve  C 
erzeugt  und  in  Folge  dessen  auch  jeder  beliebige  Meridian 
der  Fläche  projiciert  werden ;  denn  jener  liegt  in  der  Normal- 
ebene der  Axe  a  vom  gedachten  Punkte  aus  und  hat  den 
Schnittpunkt  derselben  mit  der  Axe  zum  Mittelpunkt;  dieser 
aber  entsteht  durch  den  Schnitt  der  Parallelkreise  mit  seiner 
Ebene  d.  i.  als  Ort  der  Endpunkte  paralleler  Radien  derselben 
von  einerlei  Sinn. 

Speciell  erscheinen  in  Parallelprojectionen  alle  Parallel- 
kreise derselben  Rotationsfläche  als  ähnliche  und  ähnlich  ge- 
legene Ellipsen;  deren  Centra  in  der  gleichnamigen  Projection 
der  Axe  a  liegen;  die  Meridiane  als  zu  einander  affin  für  die 
entsprechende  Projection  der  Axe  als  Axe  der  Affinität  und 
die  Richtung  der  Normale  ihrer  Halbierungsebene  als  Richtung 
der  Affinitätsstrahlen.  (Vergl.  I,  §  54,  7.) 

In  orthogonaler  Parallelprojection  und  unter  der  ferneren 
Voraussetzung;  dass  die  Rotationsaxe  a  zu  einer  resp.  zu  der 
Projectionsebene  normal  ist,  erscheinen  alle  Parallelkreise  in 
wahrer  Gestalt  und  Grösse  und  concentrisch,  nämlich  mit  der 
gleichnamigen  Projection  der  Axe  als  Mittelpunkt;  die  Me- 
ridiane erscheinen  als  ihre  Radien.  In  den  andern  Projectionen 
im  Falle  der  Geom.  descriptive  aber  erscheinen  die  Parallel- 
kreise als  zur  gleichnamigen  Axenprojection  normale  Gerade 
und  die  Meridiane  in  Affinität  mit  einander  für  eben  diese 
letztere  als  Axe  und  ihre  Normalen  als  entsprechende  Affini- 
tätsstrahlen. Unter  den  Meridianen  ist  dann  je  einer  M^«,  My, 
der  bezüglichen  Projectionsebene  parallel  und  erscheint  in  ihr 
in  wahrer  Gestalt  und  Grösse,  in  der  ersten  Projection  aber 
als  zur  Axe  OX^  OY  respective  parallele  Gerade  aus  a\  Der 
zugehörige  Meridian-Berührungscylinder  ist  zur  entsprechenden 
Projectionsebene  normal.  Ebenso  sind  unter  den  Parallelkreis- 
Berührungskegeln  diejenigen,  die  ihre  Spitze  im  unendlich 
fernen  Punkt»der  Axe  a  haben,  normal  zur  ersten  Projections- 
ebene. Die  Verticalprojectionen  von  jenen  und  die  horizon- 
talen von  diesen  sind  die  bezüglichen  Umrisse  der  Fläche 
(vergl.  §  69). 

Man  darf  diese  specielle  Lage  der  Rotationsfläche  gegen 
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das  AxeDsystem  der  orthogonalen  Parallelprojection  stets  vor- 
aussetzen, sobald  man  nur  eine  Rotationsääche  zu  betrachten 
hat,  —  weil  stets  durch  zwei  Axendrehungen  (I;  §  59)  die  eine 
der  Projectionsaxen  zur  Axe  a  dieser  Rotationsfläche  parallel 
gemacht  werden  kann. 

1)  Man  erörtere  im  Sinne  des  Textes  die  Darstellung  einer 
Rotationsfläche,  ihrer  Parallelkreise  und  Meridiane  in  orthogonaler 
Parallelprojection  für  die  Voraussetzung,  dass  die  Rotationsaxe  a 
zur  zweiten  Projectionsebene  parallel  sei,  jedoch  nicht  normal  zur 
ersten.    Eine  Transformation  mit  ^z  in  a"  giebt  die  Ausführung. 

2)  Man  soll  die  Parallelkreise  und  Meridiane  einer  Rotations- 
fläche bei  allgemeiner  Lage  der  Axe  a  in  Horizontal-  und  Vertical- 
projection  darstellen;  ebenso  in  allgemeiner  Parallelprojection  mit 
einem  Bilde. 

3)  Es  ist  die  ax onometrische  Darstellung  der  Rotationsfläche,  etc. 
anzugeben;  zuerst  für  die  zu  o:,  y  oder  z  parallele  Axe,  dann  für 
eine  zu  xz  parallele,  schliesslich  für  die  Axe  von  allgemeiner  Lage. 

4)  Man  erläutere  die  centralprojectivische  Darstellung  der  Pa- 
rallelkreise (I,  §  32, 13  in  besonderer  Anwendung  auf  den  Kreis,  also 
§  8,  7  f.)  und  Meridiane  einer  Rotationsfläche 

a)  bei  schräg  zur  Bildebene  liegender  Axe, 

b)  bei  einer  zur  Bildebene  normalen, 

c)  bei  einer  zur  Bildebene  parallelen  Axe. 

Als  gegeben  werde  derjenige  Meridian  betrachtet,  für  den  die 
in  ihm  liegenden  Parallelkreisdurchmesser  parallele  Bilder  zeigen, 
d.  h.  für  den  die  Axe  die  Falllinie  zur  Bildebene  ist.  Man  hat 
dann  aus  den  Endpunkten  eines  Durchmesserbildes  und  aus  der  In- 
volution harmonischer  Pole  in  der  gemeinsamen  Fluchtlinie  (Polare 
vom  Bilde  des  Mittelpunktes  in  Bezug  auf  das  Ereisbild)  der  Pa- 
rallelkreisebenen die  Punkte  des  Kreisbildes  zu  construieren.  (Vergl. 
I,  §  33,  13  und  die  Tafel  XIV  bei  §  69  unten.)  Dieselbe  zeigt  neben 
dem  allgemeinen  Fall  in  der  Hauptfigur,  für  die  §  6,  5  zu  ver- 
gleichen, in  der  unteren  Figur  a)  die  Darstellung  der  Meridiane 
und  Parallelkreise  einer  Rotationsfläche  o:,  M,  deren  Axe  der  Tafel 
parallel  ist. 

5)  Welche  Consequenzen  sind  aus  dem  Vorigen  für  die  Paral- 
lelprojection der  Rotationsfläche  bei  schräger  Axe  zu  ziehen? 

6)  Man  vollziehe  dieselbe  insbesondere  in  dem  Falle,  wo  die 
erzeugende  Curve  C  der  Fläche  eine  gerade  Linie  ist,  die  mit  der 
Axe  nicht  in  einer  Ebene  liegt. 

7)  Man  wende  dieselbe  Methode  auf  die  centralprojectivische 
Darstellung  der  Flächen  zweiten  Grades  aus  einem  festen  Diametral- 
schnitt und  einem  dazu  conjugierten  beweglichen  Schnitt  an. 

(Die  Schnittsehnen  beider  werden  der  Tafel  parallel  voraus- 
gesetzt; die  beweglichen  Schnitte  werden  mittelst  der  Involution 
harmonischer  Pole  in  der  gemeinsamen  Fluchtlinie  construiert.) 
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8)  Man  verzeichne  den  zur  zweiten  Projeetionsebene  parallelen 
und  einen  schrägen  Meridian  für  die  Rotationsfläche,  die  durch  Dreh- 
ung einer  Geraden  um  die  zu  OZ  parallele  Axe  entsteht. 

9)  Man  verzeichne  in  orthogonaler  Parallelprojection  bei  za 
OZ  paralleler  Botationsaxe  a  schräge  Meridiane  der  Rotationsfläche, 
für  welche  der  zur  zweiten  Projeetionsebene  parallele  Meridian  als 
Kreis  oder  überhaupt  als  ein  Kegelschnitt  gegeben  ist. 

10)  Man  übertrage  die  Erörterungen  des  Textes  auf  die  aus 
der  Axe  a^  der  Ganghöhe  h  und  der  erzeugenden  Curve  C  oder 
einem  gegebenen  Normalschnitt  resp.  Meridian  bestimmte  Schraub- 
ungsfläche. 

64.'  Wenn  für  orthogonale  Parallelprojection 
die  zu  OZ  parallele  Rotationsaxe  a  in  dem  Punkte 
a   und  der  Verticalen  a'  und  die  erzeugende  Curve 

Pig.  107. 


C  durch  C'  und  C"  projiciert  ist,  so  ergiebt  sich  die 
Bestimmung  der  Projectionen  aller  Punkte  Ai  und 
die  Darstellung  ihrer  bezüglichen  Tangentialebenen 
Tj  besonders  einfach. 

Ist  zunächst  in  A(  die  erste  Projection  eines  Punktes 
der  Fläche  gegeben  (Fig.  107),  so  geht  durch  dieselbe  die 
erste   Projection  P/   des   zugehörigen   Parallelkreises ,    deren 
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Schnittpunkte  6^j,',  C^^^  .  .  .  mit  C'  durch  ihre  zweiten  Pro- 
jectionen Cj/',  (7,2",  .  .  in  O"  die  zweiten  Projectionen  der 
Parallelkreise  P,/',  Pjj",  ...  —  als  Parallelen  zur  Axe  OX  — , 
welche  in  F/  projiciert  sind  und  auf  denen  die  bezüglichen 
Punkte  A^^\  Ay^\  .  •  •  liegen  müssen. 

Ebenso  bestimmt  man  im  Falle  der  durch  den  Punkt  a\ 
die  Verticale  a",  die  Projectionen  O',  O"  der  erzeugenden 
Gurve,  die  Ganghohe  h  definierten  Schraubungsflache  die  Yer- 
ticalprojectionen  zu  dem  Punkte  A'  mittelst  der  Schnitte  des 
aus  d  durch  A'  beschriebenen  Kreises  8'  als  horizontale  Pro- 
jection  der  bezüglichen  Schraubenlinien  der  Fläche  mit  C'  und 
der  zugehörigen  Verticalprojectionen  in  O"  als  Anfangspunkte 
der  zugehörigen  Verticalprojectionen  S,",  S^",  etc.  Jede  der- 
selben liefert  eine  periodische  Gruppe  bezüglicher  Verticalpro- 
jectionen A^^'f  ^\%  t  •  •  •  5  ^i\  }  ^1%  }  •  •  •  ®te' 

Sucht  man  in  dieser  Weise  die  zweiten  Projectionen  zu 
allen  den  Punkten  A(^  B(f  ...  in  einer  durch  a  gehenden 
Geraden  M/,  so  erhält  man  als  ihren  Ort  die  zweite  Projection 
M/'  des  bezüglichen  Meridians  der  Fläche. 

Wären  die  Projectionen  eines  Meridians  M|  der  Fläche 
gegeben,  so  bleibt  die  Construction  unverändert  mit  Ersetzung 
von  C  durch  Mj.  Schneidet  der  Ereis  P,'  die  erste  Projec- 
tion C'  der  erzeugenden  Gurye  oder  den  Radius  M/;  soweit 
er  den  Meridian  Mj  projiciert,  nicht,  so  entspricht  dem  A^ 
kein  Punkt  der  Fläche;  es  giebt  im  Allgemeinen  einen  grössten 
und  einen  kleinsten  Parallelkreis  auf  derselben  —  man  kann 
sie  als  Aequator  und  als  Eehlkreis  der  Fläche  bezeichnen  — 
deren  erste  Projectionen  einen  Ereisring  begrenzen,  in  wel- 
chem die  ersten  Projectionen  aller  Punkte  der  Fläche  liegen, 
so  dass  man  sagen  darf,  sie  bilden  den  Umriss  der  Fläche 
in  der  ersten  Projection. 

Aus  der  zweiten  Projection  B('  eines  Punktes  der  Fläche 
bestimmt  sich  sofort  die  der  Axe  OX  parallele  zweite  Pro- 
jection des  zugehörigen  Parallelkreises  Pj"  und  also  auch  die 
des  Schnittpunktes  des  letztern  mit  der  erzeugenden  Gurve  C 
oder  der  Meridianlinie  Mf ,  also  auch  die  erste  Projection  des- 
selben und  somit  die  des  Parallelkreises  Pj,  in  welcher  dann 
in  dem  von  B^"  auf  die  Axe  OX  gefällten  Lothe  die  beiden  ersten 
Projectionen  jS,/,  B^^   sich  finden,  die  dem  B^'  entsprechen. 

Fiedler,  darstellende  Geometrie.    II.    8.  Aufl.  30 
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Ist  HLgc^'  die  zweite  Projection  des  zu  XOZ  parallelen 
Meridians^  so  erkennt  man,  dass  für  einen  Pankt  B^'  dann 
keine  erste  Projection  und  also  auch  kein  Punkt  der  Rotations- 
fläche existiert,  wenn  B{*  nicht  in  dem  von  den  beiden  Hälften 
des  Meridians  M«/  mit  den  äussersten  Parallelkreisen  einge- 
schlossenen Flächenstücke  und  nicht  in  den  Grenzen  dessel- 
ben liegt.  Jener  Meridian  erscheint  also  als  der  ümriss  der 
Fläche  in  der  zweiten  Projection;  ebenso  der  Meridian 
M^'"  für  die  dritte. 

1)  Man  leite  in  orthogonaler  Parallelprojection  und  für  a  als 
parallel  zu  OZ  aus  den  Projectionen  der  erzeugenden  Curve  0  den 
zur  zweiten  Projectionsebene  parallelen  Meridian  ab  und  zwar  sowohl 
seine  Punkte  als  seine  Tangenten;  insbesondere,  wenn  die  erzeu- 
gende Curve  eine  Schraubenlinie  ist,  deren  Axe  zur  Botationsaxe 
parallel  ist. 

Man  erhält  für  einen  Punkt  P  der  erzeugenden  Curve  mit  der 
Tangente  t  die  Spitze  M  des  zugehörigen  Parallelkreisberührungs- 
kegeis  als  Schnitt  der  Axe  a  mit  einer  durch  t  gehenden  Ebene, 
die  die  Gerade  PM  zur  Falllinie  hat,  d.  h.  deren  erste  Spur  die 
vom  ersten  Durchstosspunkt  von  t  ausgehende  Normale  zu  P'a'  ist. 

2)  Man  construiere  die  ümrisshyperbel  des  einfachen  Bota- 
tionshjperboloides  durch  Punkte  und  Tangenten  aus  der  geraden 
Erzeugenden  g  und  der  zu  OZ  parallelen  Axe  a. 

Für  a  als  den  kürzesten  Abstand  der  erzengenden  Geraden 
von  der  Axe  und  ß  mit  tan  ß  =^  b  :  a  als  ihren  Winkel  mit  der 
Normalebene  der  Axe  hat  der  im  Abstand  z  vom  Kehlkreis  lie- 
gende Parallelkreis  der  Fläche  den  Badius  und  somit  die  Gleichung 


a 


_.  yb2  ^  ^2    und   b^(x^  +  y»)  =  aH^  +  a^zK 

Sie  ist,  da  durch  jeden  Punkt  der  Fläche  ein  solcher  Parallelkreis 
geht,  die  Gleichung  der  Fläche  selbst  (Gleichseitig  mit  ^«»tf; 
§§  31  f.) 

Man  entwickele  nach  demselben  Princip  die  Gleichung  der 
offenen  Schraubenregelfläche  aus  der  der  zugehörigen  Schrauben- 
linie S. 

S)  In  welchen  Fällen  hat  eine  Rotationsfläche  keinen  Umriss 
in  der  ersten  Projection  und  in  welchen  Fällen  ist  nur  ein  Kehlkreis 
vorhanden  ? 

4)  Die  Zahl  der  Punkte  j^u  der  Fläche,  welche  einer  gegebenen 
ersten  Projection  k^'  entsprechen,  hängt  von  der  Gestalt  des  Meri- 
dians derselben  ab. 

5)  Zu  einer  zweiten  Projection  Bj^'  giebt  es  im  Allgemeinen 
zwei  Punkte  B^  und  B^2  der  Fläche.  In  welchen  Fällen  können 
vier  oder  mehrere  solcher  Punkte  gefunden  werden? 


Die  Tangentialebene  bei  gegebenem  Berührungspunkte.    65.    467 

6)  Man  erläutere  die  Punkte  der  Umrisse  als  Ausnahmen  von 
dieser  Regel. 

65.  Die  Darstellung  der  Tangentialebene  T  in 
einem  Punkte  A  der  Rotationsfläche  wird  durch  die 
Construction  der  Tangente  ip  des  zugehörigen  Parallelkreises 
F  derselben  und  die  der  Tangente  t^  des  zugehörigen  Meridians 
M  —  als  zweier  in  ihr  liegender  und  sich  rechtwinklig  schnei- 
dender Geraden  —  zweckmässig  geleistet  (Fig.  108).  Für  die  zu 
OZ  parallele  Lage  der  Äxe  a  und  unter  der  Voraussetzung,  dass 
der  zur  Ebene  ÄOZ  parallele   Meridian  Mxs  oder  der  zweite 

Fig.  108. 


V      I 


X 


Umriss  verzeichnet  sei*),  ergiebt  sich  tp^in  der] ersten  Pro- 
jeotion  als  die  Tangente  von  der  des  Parallelkreises  in  A\ 
d.  h.  als  Normale  zu  aA'  in  A'  und  t^  als  Radius  a'A']  da- 
gegen erscheint  (p  in  der  zweiten  Projection  als  die  zu  OÄ 
parallele  Gerade  durch  ^'  und  tm'  wird  erhalten,  indem  man 
A"  mit  dem  Punkte  0"  von  ö"  verbindet,  wo  diese  geschnitten 
wird  von  derjenigen  Tangente  j^  Umrissmeridianes  M«/' 
deren  Berührungspunkt  auf  dem  j^arällelkreise  von  A"  liegt. 

*)  Diese  Voraussetzungen  sollen  im  Folgenden  überall  gelten,  wo 
nicht  andere  ausdrücklich  erwähnt  tuiid. 

•  30* 
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Man  sieht  daraus  ^  dass  die  erste  Spur  der  Tangential- 
ebene im  Punkte  Ä  normal  ist  zur  ersten  Projection  des  Ra- 
dius Von  A  in  seinem  Parallelkreise. 

Für  eine  Schraubungsfläche  wird  die  Tangentialebene  in 
einem  ihrer  Punkte  A  aus  der  erzeugenden  Gunre  C  oder 
einem  Meridian  oder  einem  Normalschnitt  der  Fläche  und  der 
durch  A  gehenden  Schraubenlinie  S  derselben,  die  in  jener 
den  Anfangspunkt  0  hat,  in  ganz  ähnlicher  Weise  abgeleitet ; 
man  verzeichnet  die  Tau  gen  te  U  der  Schraubenlinie  S  im 
Punkte  A^  sodann  die  Tangente  der  erzeugenden  Gurve  C,  U 
oder  P  in  0^  um  diese  letztere  durch  die  dem  Uebergang  von 
0  nach  ^  in  8  entsprechende  Schraubung  in  die  Lage  /«  zu 
bringen;  in  der  sie  den  Puukt  A  enthält.  Dann  ist  die  Ebene 
der  Geraden  U  Qud  U  die  verlangte  Tangentialebene  T^. 

Hg.  109. 


Da  ihre  bestimmenden  Geraden  U  und  U  durch  die  Schrau- 
bung  nach  8  bis  zu  einem  andern  Punkte  B  dieser  Curve  in 
die  zu  diesem  Punkte  gehörigen  Tangenten  U  und  U  zugleich 
übergehen;  so  ist  die  Tangentialebene  T/^  der  Fläche  in  B  aus 
der  in  A  durch  dieselbe  Schraubung  abgeleitet  und  man  er- 
kennt, dass  sämmtliche  Tangentialebenen  T  der  Fläche  in 
Punkten  einer  ihrer  Schraubeuliuien  8  eine  develop- 
pable  Schraubenfläche  D  bilden,  welche  8  enthält  und 
deren  Rückkehrcurve  folgendermassen  construiert  wird.  Die 
durch  den  Punkt  A  gehende  Falllinie  der  Ebene  T^  (rücksicht- 
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lieh  der  Normalschnittebene  zur  Axe  als  Horizontalebene)  ist 
die  Mantellinie  der  Fläche,  und  der  Fusspunkt  ihrer  kürzesten 
Entfernung  von  der  Axe  ist  der  ihr  angehörige  Punkt  der  Rück- 
kehrcurre,  die  damit  völlig  bestimmt  ist,  weil  jene  Falllinie 
den  zugehörigen  Richtungskegel  liefert.  (Yergl.  die  Anwendung 
in  §  73,  7.) 

Errichtet  man  auf  der  Tangentialebene  T  im  Berührungs- 
punkte Ä  eine  Normale  n,  so  ist  dieselbe  die  Normale  der 
Fläche  im  Punkte  A\  von  ihren  Projectionen  fallt  somit 
die  erste  in  den  Radius  Äa\  die  zweite  aber  geht  vom  Punkte 
Ä'  nach  demjenigen  Punkte  N''  der  Axe  ö",  wo  dieselbe  von 
jener  Normale  des  Meridians  V^/'  getroffen  wird,  deren  Fuss- 
punkt im  Parallelkreise  von  A"  liegt.  Alle  Normalen  einer 
Rotationsfläche  in  Punkten  des  nämlichen  Meridians  liegen 
in  der  Ebene  desselben;  alle  Normalen  derselben  in  Punkten 
des  nämlichen  Parallelkreises  bilden  einen  Rotationskegel  von 
der  Axe  a,  der  zugleich  der  Normalenkegel  des  zugehörigen 
Berührungskegels  der  Fläche  über  demselben  Parallelkreis  als 
Basis  ist.  (Vergl.  §  42,  8.) 

Man  sieht  daraus,  dass  die  Parallelkreise  und  Meridiane 
der  Rotationsfläche  aufgeschriebene  Curven  sind ,  von  der  spe- 
ciellen  Eigenschaft,  dass  die  Normalen  in  den  auf  einander 
folgenden  Punkten  derselben  sich  schneiden,  so  dass  die  6e- 
sammtheit  dieser  Normalen  eine  developpable  Fläche  bilden. 
Man  nennt  sie  (vergl.  §  49,  c)  die  Krümmungslinien  der 
Rotationsfläche. 

Die  Normalen  der  Schraubungsfläche  in  den  Punkten 
einer  ihrer  Schraubenlinien  S  bilden  eine  durch  sie  gehende  deve- 
loppable Schraubenfläche  D»,  die  durch  die  Normale  in  A  resp. 
die  Normalebene  zu  der  Mantellinie  von  D  aus  A  in  derselben 
Weise  bestimmt  ist,  wie  D;  ihr  Richtungskegel  ist  der  Nor- 
malenkegel des  Richtungskegels  von  D.  (Vergl.  §§  2,  14.) 

Wir  wissen  von  den  Gurven  der  Haupttangenten 
der  Fläche,  —  deren  developpable  Flächen  der  Fläche  zu- 
gleich umgeschrieben  sind,  die  also  in  sich  die  doppelte  Er- 
zeugungsweise der  Fläche  in  §  62  liefern  —  dass  die  Rich- 
tungsdifferenzen ihrer  Anfangselemente  in  irgend  einem  Punkte 
von  den  Richtungen  der  bezüglichen  Erümmungslinien  halbiert 
werden.     (Vergl.   §  49,  c.)    Sie  sind  aber   nur   reell   in   den 
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Regionen  hyperbolischer  Punkte,  für  eine  Rotationsfläclie  also 
nur  da,  wo  die  Meridianlinie  ihre  Conyexität  der  Axe  zuwen- 
det. Um  sie  zu  construieren,  würde  man  ein  im  betrachteten 
Punkte  der  Fläche  osculierendes  einfaches  Hyperboloid  ver- 
zeichnen müssen,  und  konnte  vereinfachend  (vergl.  §  54} 
seinen  Mittelpunkt  im  Durchschnittspunkte  der  Axe  mit  der 
Normale  der  Fläche  im  betrachteten  Punkte  wählen,  d.  h.  das- 
selbe als  Rotatioushyperboloid  bestimmen,  das  den  Berührungs- 
punkt im  Eehlkreis  hat;  die  dem  Punkte  in  ihm  entsprechenden 
geraden  Erzeugenden^  wären  die  gesuchten  Haupttangenten. 

Man  kann  aber  auch  ein  mit  der  Rotationsfläche  coaxiales 
Rotationshyperboloid  construieren,  welches  sie  in  dem  betrach- 
teten Punkte  und  folglich  in  allen  Punkten  seines  Parallel- 
kreises osculiert.  Die  beiden  durch  den  Punkt  gehenden 
geraden  Erzeugenden  desselben  sind  die  Haupttangenten  der 
Fläche;  wäre  der  Punkt  ein  Punkt  in  der  Berührungscurve 
eines  an  die  Fläche  gehenden  Tangenteukegels,  so  wäre  die 
Tangente  dieser  Curve  in  ihm  die  vierte  harmonische  Gerade 
zu  seiner  bezüglichen  Mantellinie  in  Bezug  auf  jenes  Haupttan* 
gentenpaar.  (Vergl.  §  48,  8  und  weiterhin  §  68.) 

Für  die  Construction  jenes  osculierenden  Hyperboloi- 
des ist  die  Bestimmung  seines  Mittelpunktes  erforderlich  und 
diese  lässt  sich  mit  Rücksicht  auf  die  Construction  des  Krüm- 
mungscentrums  eines  Kegelschnittes  (I,  §  35, 8)  aus  der  Tangente, 
Normale  und  den  Axen  desselben  als  Tangenten  einer  Parabel, 
die  die  Normale  im  Krümmungscentrum  berührt,  leicht  aus- 
führen. Ist  P  der  Punkt  des  betrachteten  Parallelkreises  im 
Umrissmeridian  M^«;  so  denken  wir  den  zugehörigen  Krüm- 
mungsmittelpunkt M  des  letzteren  gefunden  und  haben  aus 
der  Normale  und  Tangente  des  Meridians  in  P,  der  unendlich 
fernen  Geraden  und  der  Axe  a"  als  Tangenten  der  Parabel 
mit  dem  Krümmungscentrum  M  als  Berührungspunkt  an  der 
Normale  die  zu  a'  rechtwinklige  Tangente  derselben  zu  finden; 
ihr  Schnittpunkt  mit  a"  äst  der  Mittelpunkt  C  des  osculierenden 
Hyperboloides.  Man  erhält  also  z.  B.  den  Punkt  der  zweiten 
Axe  vom  Meridian  der  osculierenden  Fläche  in  der  Normale 
AIP,  in  ihrem  Schnitte  mit  derjenigen  Geraden,  welche  den 
Schnittpunkt  von  a'  mit  der  Tangente  des  Umrissmeridians 
in  P  mit  dem  Schnitt  der  Parallelen  zu  a'  durch  M  und  der 
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Normalen  zu  d'  durch  P  verbindet;  man  erhält  direct  den 
Mittelpunkt  C  in  al'  als  ihrem  Schnitt  mit  der  Geraden  von 
P  nach  demjenigen  Punkte  der  Normale  zu  d'  durch  M^  in 
welchem  sie  von  der  Parallelen  zur  Tangente  aus  dem  Schnitt- 
punkte Yon  d'  mit  der  Normale  des  Umrissmeridians  in  P  ge- 
troffen wird;  etc.  Man  sieht,  dass  für  den  Kreis  als  Meridian 
sich  durch  die  Unyeränderlichkeit  von  M  für  alle  Punkte  P 
die  Constructionen  vereinfachen. 

1)  Man  construiere  die  Tangentialebenen  und  die  Normalen 
einer  Rotationsfläche  in  denjenigen  Punkten  derselben,  die  a)  eine 
gegebene  erste,  b)  eine  gegebene  zweite  Projection  haben. 

2)  Man  bestimme  die  Tan- 
gentialebene in  einem  gegebenen  ^^'  ^^®- 
Punkte  der  Botationsfläche  direct 
aus  der  Aze  a  und  der  erzeugen- 
den Curve  C  derselben;  speciell 
für  das  durch  eine  Gerade  g 
erzeugte  Botationshyperboloid. 
Man  erkläre  die  Construction  in 
Figur  110. 

3)  Man  erörtere  die  Lage  der 
Tangentialebenen  der  Fläche  in 
den  Punkten  ihrer  Umrisse  als 
SpecialfUlle  der  allgemeinen. 

4)  Die  Evolute  des  Meridians 
der  Rotationsfläche  darf  als  Rück- 
kehrkante derjenigen  developpa- 
beln  Fläche  betrachtet  werden, 
welche  von  den  Normalen  der  ^ 
Rotationsfläche  in  den  auf  ein-  ^  \ 
ander  folgenden  Punkten  des  Me- 
ridians gebildet  wird. 

5)  Die  durch  Rotation  eines 
Kreises  um  eine  in  seiner  Ebene 

gelegene  Axe  erzeugte  Rotationsfläche  —  der  Torus  —  ist  zugleich 
die  Enveloppe  einer  Eugelfläche  von  unveränderlichem  Radius,  deren 
Mittelpunkt  einen  Kreis  beschreibt;  derselbe  werde  näher  bezeichnet. 

6)  Die  Normalen  einer  Rotationsfläche  in  den  Punkten  desselben 
Parallelkreises  bilden  einen  Rotationskegel  um  ihre  Axe;  die  aus 
der  Spitze  desselben  mit  seiner  Kantenlänge  als  Radius  beschriebene 
Kugel  berührt  die  Fläche  nach  dem  Parallelkreise  und  dieselbe  kann 
somit  als  die  Enveloppe  einer  Kugel  von  stetig  veränderlichem  Radius 
betrachtet  werden,  deren  Mittelpunkt  die  Axe  durchläuft. 

7)  Die  Linien  der  parabolischen  Punkte  der  Rotationsflächen  sind 
Parallelkreise.   Sind  die  der  Schraub ungsflächen  Schraubenlinien  S? 
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8)  Die  Paare  der  Haupttangenten  einer  Rotationsfläche  in  den 
Punkten  desselben  Parallelkreises  bilden  ein  einfaches  Rotationshj- 
perboloid,  welches  der  Fläche  nach  diesem  Parallel  umgeschrieben  ist. 

9)  Die  Ebene  des  Parallelkreises  ist  zu  den  Tangentialebenen 
der  Fläche  und  somit  zu  dieser  selbst  in  allen  Punkten  desselben 
gleichgeneigt;  ebenso  die  Ebene  des  Meridians  und  zwar  diese  speeiell 
normal. 

Allgemein :  Wenn  eine  Ebene  eine  krumme  Fläche  überall  unter 
gleichem  Winkel  schneidet,  so  ist  ihre  Schnittcurve  mit  dieser  eine 
Erümmungslinie  derselben.  Denn  die  Fläche  der  Normalen  ist 
developpabel,  weil  sie  eine  Fläche  gleichen  Falles  gegen  jene  Ebene 
durch  eine  gegebene  Curve  ist.  (Vergl.  §  47,  16.) 

10)  Die  Meridiane  der  Rotationsflächen  sind  zugleich  geodä- 
tische Linien  derselben.  Wenn  eine  Erümmungslinie  einer  Fläche 
zugleich  eine  geodätische  Linie  derselben  ist,  so  muss  sie  eine  ebene 
Curve  sein. 

66.  Es  ist  für  die  darstellend  geometrische  Behandlung 
der  Rotations-  und  Schraubungsfliächen  wesentlich^  dass  ihre 
allgemeinen  constructiven  Eigenschaften  aus  der 
einfachen  Natur  der  erzeugenden  Bewegung,  der 
Rotation  resp.  der  Schraubung  um  eine  gerade  Axe, 
hervorgehen,  —  während  die  aus  der  Natur  der  erzeugenden 
Curve  entspringenden  Eigenschaften  nur  dann  zur  Verwendung 
gelangen,  wenn  dieselbe  nach  ihrem  geometrischen  Gesetz 
bekannt  ist,  also  z.  B.  im  Falle  der  Rotationsflächen  zweiten 
Grades,  den  wir  schon  unter  B)  mehrfach  berührten. 

Wir  sehen  hier  von  den  letzteren  ab  und  nehmen  an, 
die  Fläche  sei  durch  die  zu  OZ  parallele  Axe  a,  eventuell 
Ganghohe  und  Sinn  der  Schraubung  und  durch  den  zur  zweiten 
Projectionsebene  parallelen  Meridian  M«,  gegeben,  welcher  ge- 
zeichnet vorliegt. 

In  Folge  dessen  unterlassen  wir  die  Erörterungen  über 
Ordnung  und  Classe  der  Fläche,  ihre  algebraische  oder  trans- 
cendente  Natur,  etc.  Der  Entwickelungsgang  von  solchen 
empirischen  Elementen  aus  kann  nicht  mehr  der  streng  theo- 
retische sein;  es  ist  am  natürlichsten,  die  combinatorische 
Systematik  der  darstellend  geometrischen  Probleme  hervor- 
treten zu  lassen  und  nach  den  Anforderungen  derselben  den 
Umfang  mehr  theoretischer  Erörterungen  zu  bestimmen. 

Ausgehend  von  a)  der  Darstellung  der  Fläche,  ihrer 
Punkte  und  Tangentialebenen,  damit  auch  der  auf  ihr  gele* 
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genen  Curven  und  der  ihr  umgeschriebenen  Developpabeln  — * 
wie  solches  durch  die  vorigen  §§  begründet  ist  —  wird  man 

b)  zur  Erörterung  der  Beziehungen  der  Fläche 
zu  den  geometrischen  GrundgebildeU;  der  Ebene,  dem 
Punkt  und  der  Geraden  übergehen,  d.  h.  zur  Construction 
ihrer  ebenen  Schnitte  oder  ihrer  Punktreihen  in  einer  Ebene, 
ihrer  Tangentenkegel  oder  ihrer  Tangentialebenen  aus  einen 
Punkte,  und  derjenigen  Punkte  und  Ebenen  der  Fläche,  welche 
sie  mit  einer  Geraden  gemein  hat. 

Als  dritte  Gruppe  von  Problemen  wird  sich  anschliessen 

c)  die  Erörterung  der  Beziehungen  der  Rota- 
tions- oder  Schraubungsfläche  zu  gegebenen  deve- 
loppabeln Flächen  und  zu  den  Baumcurven^  welche 
als  Rückkehrkanten  derselben  auftreten;  speciell  zu  Eegel- 
flächen  und  zu  ebenen  Curven.  (§§  74  f.) 

Es  werden  folgen  d)  die  Constructionen  über  die 
Beziehungen  einer  Rotations-  oder  Schraubungs- 
fläche zu  einer  andern  krummen  BMäche,  die  nun  eine 
Fläche  zweiten  Grades,  eine  windschiefe  Regelfläche,  eine 
andere  Rotationsfläche,  etc.  sein  kann;  nämlich  die  Construction 
der  Reihe  ihrer  gemeinschaftlichen  Punkte  oder  ihrer  Durch- 
dringungscurve,  und  die  der  Schaar  ihrer  gemeinschaftlichen 
Tangentialebenen  oder  ihrer  gemeinsamen  umgeschriebenen  de- 
veloppabeln Fläche.  (§§  76  f.) 

Endlich  müssen  e)  die  Beziehungen  von  drei  krum- 
men Flächen  zu  einander  eine  Erörterung  finden  (§  77). 

Dabei  ordnen  sich  der  Gruppe  b)  die  Bestimmung  der 
Schattengrenzeu  und  Schlagschattenräume  an  un- 
seren Flächen  für  Licht  aus  einer  punktförmigen  Quelle  und 
die  Bestimmung  der  Umrisse  derselben  in  allgemeiner 
Lage  gegen  die  Projectionsebenen  ein.  Zur  Gruppe  c)  stellen  wir 
die  Construction  umgeschriebener  developpabeler 
Flächen  von  gegebenem  Richtungskegel,  die  für  den 
Fall,  dass  der  letztere  ein  Rotationskegel  von  bestimmter  Axen- 
richtung  ist,  die  Construction  der  Linien  gleicher 
Helligkeit  für  Beleuchtung  durch  Licht  aus  einer 
unendlich  entfernten  punktförmigen  Quelle  liefert, 
welche  man  als  Beleuchtungsconstructionen  bezeichnet 
hat.     Unter  d)  gehören  endlich  die  Beziehungen  der  gemein- 
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scbaftlichen  aufgeschriebenen  Curve  oder  der  gemeinsamen 
umgeschriebenen  developpabeln  Fläche  zu  den  Eiementarformen : 
Punkt;  Ebene  und  gerade  Linie. 

Das   Princip    der    Dualität   scheidet    alle    diese 
Probleme  wesentlich  in   zwei  Gruppen;  die  Probleme 
der  einen  sind  zu  lösen  mittelst  der  Punkte  auf  den  Flächen 
ipid    ihrer    einfachsten   Reihen    oder    der    einfachsten    aufge- 
schriebenen Curven^  nämlich  der  Parallelkreise  und  Me- 
ridiane   und    der    Schraubenlinien    8    resp.;    die    der 
andern  mittelst  der  Tangentialebenen  an  die  Fläche  und  ihrer 
einfachsten  Schaaren  oder  der  einfachsten  umgeschriebenen  De- 
yeloppabelU;  nämlich  der  Parallelkreis-Berührungskegel 
und  der  Meridian-Berührungscylinder  und  der  umge- 
schriebenen developpabeln  Schraubenflächen  — denn 
nur  in   den  Fällen  des  einfachen  Rotationshyperboloides  und 
der   Schraubenregelfiächen   giebt    es    noch    einfachere    aufge- 
schriebene Curven  und  umgeschriebene  Developpabeln  als  diese, 
in  den  geraden  Erzeugenden,  die  gleichzeitig  gerade   Reihen 
und  Axen  von  Ebenenbüscheln  sind.    Es  ist  im  Wesentlichen 
dieselbe  Reihe  der  Probleme,  auf  die  wir  früher  geführt  sind, 
und  dasselbe  dualistische  Entspreoben  besteht  zwischen  ihnen. 

67.  Der  Querschnitt  einer  durch  die  Axe  a  parallel 
OZ  und  den  Meridian  Td^g  descriptiv  geometrisch  gegebenen 
Rotationsfläche  mit  einer  Ebene  E,  die  wir  durch  ihre 
Spuren  s^,  $2  bestimmt  denken,  kann  mit  Hilfe  der  Parallel- 
kreise oder  der  Meridiane  der  Fläche  gleich  bequem  construiert 
werden  (Fig.  111).  Denn  die  Ebene  £  wird  von  der  Ebene 
des  Parallelkreises  F<  in  einer  durch  ihren  zweiten  Durchstoss- 
punkt  und  ihre  Richtung  parallel  zur  ersten  Spur  der  Ebene 
bestimmten  Geraden  Pi  geschnitten,  deren  Durchschnittspunkte 
Ai,  Bi  mit  dem  Kreise  F»-  sonach  der  Durchdringungscurve 
angehören. 

Und  die  Ebene  £  wird  von  der  Ebene  des  Meridians  M^, 
von  dem  wir  die  eine  seiner  orthogonal-symmetrischen  Hälften 
gezeichnet  voraussetzen,  in  einer  durch  ihren  ersten  Durch- 
stosspunkt  und  ihren  Schnittpunkt  mit  der  Axe  a  bestimmten 
Geraden  mi  geschnitten,  deren  Durchschnittspunkte  Ci^  Di .  .  , 
mit  dem  Meridian  M^  auf  derselben  Curve  liegen.  Jene  Punkte 
Aif  Bi  erhält  man  in  der  ersten  Protection  direct  und  daraus 
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in  der  zweiten^  die  Punkte  Ci,  Di  .  .  y  aber  bestimmt  man  mit 
Hilfe  des  Meridians  Ifl^r«  durch  Drehung  der  Geraden  trii  in 
die  Ebene  desselben  in  (m^)  und  nachherige  Zurückfübrung 
der  gefundenen  Schnittpunkte  ((7^),  {Di)  in  die  ursprünglich^ 
Lage.  Dabei  giebt  (m^)  mit  der  gezeichnet  vorliegenden  Me- 
ridianhälfte Punkte  (Cijj  .  .  .  direct  und  die  zu  ihr  in  Bezug 
auf  a'  orthogonal-symmetrische  (m,«)  die  symmetrischen  der 
übrigen,  die  also  auch  sofort  in  (mi)  erhalten  werden.  Indem 
man  den  Parallelkreis  F^  alle  Lagen  durchlaufen  lässt;  in  denen 
er  den  Meridian  "M^g,  schneidet,  erhält  man  unzweifelhaft  alle 
Punkte  der  Durchschnittscurve  in  Paaren;  ebenso  erhält  man 
sie,  indem  man  den  Meridian  IC,  um  die  Axe  a  eine  ganze 
Umdrehung  machen  lässt.  Mit  Hilfe  der  Parallelkreise  wird 
man  insbesondere  die  Punkte  ff  bestimmen,  in  welchen  die 
erste  Projection  der  Schnittcurve  den  ersten  Umriss  der  Fläche 
trifft;  mit  Hilfe  des  Meridians  If««  aber  die  Punkte  V,  in 
welchen  ihre  zweite  Projection  dem  zweiten  Umriss  begegnet. 

Die  Construction  zeigt,  dass  die  Durchschnittslinie 
s  der  Schnittebene  E  mit  der  zu  ihr  normalen  Meri- 
dianebene l£f  eine  Axe  orthogonaler  Symmetrie  für 
die  Durchschnittscurve  ist,  und  zwar  insbesondere  ^' eine 
Axe  orthogonaler  Symmetrie  für  die  erste  und  /'  eine  Axe 
schräger  Symmetrie,  nämlich  für  Parallelen  zur  Axe  OÄy  für 
die  zweite  Projection  derselben  (Fig.  111).  Diese  Symmetrie 
hat  zur  Folge,  dass  auch  die  Tangenten  in  je  zwei  entsprechen- 
den Punkten  Aiy  Bi  der  Curve  sich  in  der  Axe  s  durchschneiden, 
wie  dies  auch  direct  aus  der  Construction  derselben  hervor- 
geht. Denn  die  Tangente  in  einem  Punkte  Ai  der  Schnittcurve 
ist  die  Durchschnittslinie  der  zugehörigen  Tangentialebene  der 
Rotationsfläche  mit  der  Schnittebene;  und  da  die  Tangential- 
ebenen der  Rotationsfläche  in  zwei  Punkten  Ai,  Bi  desselben 
Parallelkreises  sich  in  einer  Geraden  der  Meridianebene  M, 
schneiden,  welche  die  Strecke  AiBi  halbiert,  so  begegnen  die 
entsprechenden  Tangenten  der  Durchschnittscurve  sich  in  einem 
Punkte  von  s\  speciell  also  ihre  ersten  Projectionen  in  einem 
Punkte  von  s  und  die  zweiten  in  der  entsprechenden  zweiten 
Projection  dieses  Punktes  auf  s". 

In  Folge  dieser  Symmetrie  haben  diejenigen  Punkte  der 
Schnittcurve,   welche  in  der  Symmetrieaxe  $  liegen,  die  be* 
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sondere  Eigenschaft^  dass  ihre  Tangenten  zur  Symmetrieebene 
normal^  d.  h.  zur  ersten  Projectionsebene  und  somit  zur  ersten 
Spur  der  Schnittebene  parallel  sind;  speciell  in  der  ersten 
frojection  normal  s  oder  parallel  der  besagten  Spur,  in  der 
zweiten  parallel  OX  Da  in  Folge  dessen  ihre  Coordinaten  z 
grösser y  respective  kleiner  sind,  als  die  aller  andern  insbe- 
sondere ihrer  beiderseitigen  Nachbarpunkte,   so  kann  man  sie 

Fig.  IIL 


unter  Annahme  der  ÄOF  als  einer  horizontalen  Ebene  als  die 
höchsten  respective  tiefsten  Punkte  der  Schnittcurve  be- 
zeichnen. Sie  werden  offenbar  mittelst  des  Symmetriemeridians 
V«  direct  construiert;  ebenso  die  Punkte  in  den  Umrissen 
mittelst  der  Umrissparallelkreise  und  des  Meridians  M««  resp. 
Vom  ebenen  Schnitt  der  Schraubungsfläche  handeln  wir 
im  ersten  Beispiel. 
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1)  Man  constroiere  den  ebenen  Querschnitt  S  oder  s^,  $2  einer 
Schranbungsfläche ,  von  welcher  die  Axe  normal  zur  horizontalen 
Projectionsebene ,  ein  Normalschnitt  Nq  durch  beide  erste  Projec- 
tionen  und  die  Ganghöhe  h  nebst  dem  Drehungssinn  gegeben  sind. 

Die  Schnittlinie  von  E  mit  "Nq  giebt  durch  ihre  Schnittpunkte 
mit  der  Normalschnittcurve  TS  Punkte  des  Schnittes  und  durch  die 
Schnittlinien  von  E  mit  den  zugehörigen  Tangentialebenen  der 
Flfiche  werden  die  entsprechenden  Tangenten  der  Schnittcurve  er- 
halten. Denken  wir  nun  Normalschnittebenen  N^^  ^—t  ^^  -^^^ 
ständen  von  ^  der  Ganghöhe  h  von  Nq  und  wiederum  Nj,  N—j 
von  diesen,  etc.,  so  werden  ihre  Schnittlinien  mit  E  in  den  zuge- 
hörigen Normalschnittcufven  weitere  Punktegruppen  des  Schnittes 
in  geordneter  Folge  liefern;  und  wir  werden  sie  alle  mittelst  der 
Horizontalprojection  des  gegebenen  Normalschnittes  "Nq  erhalten, 
wenn  wir  jene  Schnittlinien  durch  Schraubung  in  den  Normalschnitt 
TXq  zurückgeführt  denken,  wozu  für  den  Normalschnitt  Nk  des  be- 
schriebenen Systems  die  Drehung  der  Horizontalprojection  um  a' 
im  Betrag  von  k  .  360^  :  12  oder  k  .  30®  erforderlich  ist,  im  ne- 
gativen oder  positiven  Sinne  ^  je  nachdem  k  positiv  oder  negativ 
ist  Die  80  entstehenden  Schnitte  mit  TSf^  werden  durch  die  ent- 
gegengesetzte Drehung  um  k  .  30®  in  die  Horizontalprojection  der 
wirklichen  Schnittlinie  Njb,  E  gebracht  und  aus  diesen  ihren  Ho- 
rizontaJprojectionen  ihre  Yerticalprojectionen  bestimmt. 

2)  Man  erläutere,  wie  in  ähnlicher  Weise  die  Querschnitts- 
construction  aus  dem  zur  verticalen  Projectionsebene  parallelen 
Meridian  M««  zu  vollziehen  ist;  auch  mag  man  die  Besonderheiten 
der  Construction  für  eine  horizontal-projicierende  Ebene  klar  stellen, 
die  die  Aze  nicht  enthält. 

3)  Wenn  dem  grössten  respective  kleinsten  Parallelkreise  der 
Botationsfläche  speciell  ein  Parallelkreis  •  Berührungscylinder  ent- 
spricht, so  sind  die  ersten  Projectionen  der  Punkte  ff  der  Schnitt- 
curve in  jenen  Parallelkreisen  speciell  Berührungspunkte  ihrer  ersten 
Projeotion  mit  dem  Umriss  der  Fläche  in  dieser. 

4)  Man  erläutere  die  Symmebrie-Eigenschaften  derjenigen  ebenen 
Schnitte  einer  Botationsfläche,  welche  durch  eine  erste  respective 
eine  zweite  projicierende  Ebene  gebildet  werden. 

5)  Wie  gestalten  sich  die  Symmetrie-Verhältnisse  der  Durch- 
schnittscurve  einer  Ebene  mit  einer  Botationsfläche  in  Parallelpro* 
jection  bei  schräger  Lage  ihrer  Aze  gegen  die  Projectionsebenen? 

6)  Die  Centralprojection  der  Schnittcurve  einer  Botationsfläche 
von  allgemeiner  Lage  der  Aze  mit  einer  Ebene  £  zeigt  die  Eigen- 
schaften der  involutorischen  Symmetrie,  d.  i.  ihre  beiden  Theile  ent- 
sprechen einander  in  einer  involutorischen  Collineation.  Die  Aze  s' 
derselben  ist  die  Projection  der  Schnittlinie  der  Ebene  E  mit  der 
zu  ihr  normalen  Ebene  durch  die  Aze  a  und  das  entsprechende 
Centrum  ist  der  Fluchtpunkt  der  Normalen  zu  dieser  Ebene ;  also 
ein  Punkt,  der  zugleich  in  der  Fluchtlinie  der  Schnittebene  liegt. 
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7)  Ist  es  angemessen,  yon  diesen  Methoden  für  die  Consiruction 
der  ebenen  Schnitte  von  Botationskegeln  und  Botationscylindem 
Gebrauch  zu  machen? 

8)  Die  ersten  Projectionen  aller  ebenen  Schnitte  des  einfachen 
Botationshyperboloides  berühren  den  ümriss  desselben  in  der  ersten 
Projection  in  zwei  Punkten  einer  reellen  Geraden. 

9)  Der  ebene  Schnitt  der  BotationsflSche  des  Toms  ist  eine 
Curve  vierter  Ordnung,  welche  in  den  unendlich  fernen  nicht  reellen 
Ereispunkten  ihrer  Ebene  zwei  Doppelpunkte  hat.  Wenn  eine  Ebene 
die  Fläche  in  zwei  Punkten  berührt,  so  hat  die  Schnittcurve  der- 

Fig.  11«. 


selben  mit  der  Fläche  vier  Doppelpunkte  und  zerfällt  in  zwei  Kegel- 
schnitte, welche  Kreise  sein  müssen.  Welches  sind  ihre  Durchmesser? 

10)  Man  construiere  den  Schnitt  des  einfachen  Botationshyper- 
boloides  von  der  Axe  a  parallel  0  Z  und  der  geraden  Erzeugenden 
e  —  parallel  zu  JCOZ  —  mit  der  Ebene  E. 

Wie  construiert  man  die  in  der  Symmetrieaxe  s  der  Curve 
fallenden  Scheitel  derselben,  falls  sie  eine  Ellipse  ist  und  wie  sodann 
die  beiden  andern  Scheitel? 

11)  Wie  erkennt  man  aus  der  Lage  der  Erzeugenden  e  und 
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der  Scbnittebene  E  die  Art  des  Schnittes  auf  dem  Botationshyper- 
boloid?    (Vergl.  §  37.) 

12)  Man  constrniere  im  Falle  des  hyperbolischen  Schnittes 
direct  die  Asymptoten  und  die  Scheitel  der  Schnittcurve. 

Man  kann  offenbar  für  jeden  Parallelkreis  Pi  der  Fläche,  als 
einem  bestimmten  Punkte  von  e  entsprechend,  die  Construction  des 
Textes  anwenden;  man  kann  aber  auch  ebenso  für  jeden  beliebigen 
Meridian  M,-  der  Fläche  die  Punkte  des  Schnittes  Ci ,  Di  bestimmen, 
indem  man  bemerkt,  dass  dieselben  in  der  Geraden  Si  liegen  müssen, 
welche  diese  Meridianebene  mit  der  Schnittebene  E  gemein  hat,  und 
dass  man  ferner  die  Schnittpunkte  von  Si  mit  dem  durch  die  Drehung 
von  e  erzeugten  Hyperboloid  auf  denselben  Parallelkreisen  finden 
muss,  auf  welchen  die  Schnittpunkte  von  e  mit  dem  durch  die 
Drehung  von  Si  erzeugten  Kegel  gelegen  sind.  Man  bestimmt  also 
(Fig.  112)  nach  §  3  die  letzteren  und  in  Si  selbst  dann  auf  den 
besagten  Parallelkreisen  die  ersteren,  Ci  und  Di.  Die  zugehörigen 
Tangenten  der  Schnittcurve  bestimmt  man  mittelst  der  Bemerkung, 
dass  die  erste  Spur  der  entsprechenden  Tangentialebene  der  Bota- 
tionsfläche  vom  ersten  Durchstosspunkte  der  durch  Ci  respective  A 
gehenden  Erzeugenden  der  Schaar  e  normal  zu  a  Ciy  respective  a'Di 
sein  muss.  Nach  den  Symmetrie-Eigenschaften  giebt  die  Benutzung 
eines  einzigen  Meridians  zwei  Paare  von  Punkten  und  durch  Con- 
struction ihrer  Tangenten  ist  die  Schnittcurve  als  Kegelschnitt  voll- 
kommen bestimmt. 

68.  Der  Berührungskegel  einer  Rotationsfläche 
aus  einem  gegebenen  Punkte  L  wird  mit  Hilfe  der 
Parallelkreisberührungskegel  oder  der  Meridianberührungscy- 
linder  der  Fläche  construiert,  da  jeder  der  ersteren  im  All- 
gemeinen zwei  und  jeder  der  letzteren  eine  von  der  Gestalt 
des  Meridians  abhängige  Zahl  von  Tangentialebenen  durch 
einen  Punkt  besitzt,  die  zu  dem  fraglichen  Kegel  gehören  und 
deren  Berührungspunkte  mit  der  Fläche  auf  dem  zugehörigen 
Parallel  oder  Meridian  die  zugehörigen  Erzeugenden  des  Be- 
rührungskegels bestimmen. 

Dem  Parallelkreise  P,-  entspreche  der  Berührungskegel  P^  ^ 
von  der  Spitze  Si  und  derselbe  schneide  die  durch  Z  gehende 
ZM  XOV  parallele  Ebene  in  dem  Kreise  Kij  so  bestimmen  die 
von  Z  an  den  letzteren  gehenden  Tangenten  durch  ihre  Be- 
rührungspunkte die  beiden  Erzeugenden  des  Kegels  P«-*,  längs 
welcher  derselbe  von  Ebenen  aus  Z  berührt  wird,  und  ihre 
Schnittpunkte  mit  dem  Parallelkreise  P^  sind  zwei  Punkte  Aiy  Bi 
der  Berührungscurve  des  von  Z  ausgehenden  umgeschriebenen 
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Kegels  mit  der  Fläche.  Man  erkennt,  dass  der  über  dem 
Durchmesser  d  L  beschriebene  Ejreis  K  in  der  ersten  Projectioii 
für  alle  Parallelkreisberührangskegel  als  Hilfskreis  dient,  weil 
er  der  Ort  der  Berührungspunkte   aller  der  Tangentenpaare 


Fig.  113. 


ist,  die  von  L  an  die  Kreise  Kl  gehen,  in  denen  diese  Kegel 
die  zxx  XOY  parallele  Ebene  durch  L  schneiden. 

Andererseits  entspricht  dem  Meridian  M^  ein  Berührungs- 
cylinder  IC,-^,  der  durch  die  Zurückführung  mit  seinem  Meridian 
nach  VLj^  mit  dem  Berührungscylinder  längs  der  Curye  des 
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zweiten  Doirisses  zusammenfällt;  und  an  welchen  daher  die 
Tangentialebenen  aus  Z  gelegt  werden,  indem  man  den  Fuss- 
punkt  der  von  L  auf  M,-  gefällten  Normale  auch  in  jene  Ebene 
ULjc,  überführt  und  yon  da  die  Tangentialebenen  jenes  Umriss- 
cylinders  bestimmt;  die  Zurückführung  der  Berührungspunkte 
im  Umrissmeridian  giebt  die  Punkte  Ci ,  Di,. . .  der Berührungs- 
cunre  des  Kegels  aus  Z  auf  dem  Meridian  M,-;  dabei  erscheint 
derselbe  Kreis  A^  in  der  ersten  Projection  als  Hilfskreis  als 
der  Ort  der  Fusspunkte  der  Normalen  von  Z'  auf  die  ersten 
Projectionen  M/  der  fraglichen  Meridiane. 

Nach  der  Methode  der  Parallelkreisberührungskegel  ist 
evident,  dass  die  Berührungscurve  und  mit  ihr  der 
Berührungskegel  orthogonal  symmetrisch  ist  in 
Bezug  auf  die  Ebene  La,  die  Meridianebene  nach 
dem  gegebenen  Scheitel;  die  Punkte  jener  Geraden  .4i, 
Bi  liegen  in  Paaren  auf  Normalen  zu  dieser  Ebene  und  die 
zugehörigen  Tangeuten  treffen  je  in  einem  Punkte  derselben 
zusammen. 

Die  zur  Meridianebene  La  normalen  Sehnen  der  Berühr- 
ungspunkte Aij  Bi  in  irgend  einem  Parallelkreise  P^  können 
auch  durch  ihre  Durchstosspunkte  im  Meridian  H^  bestimmt 
werden,  die  man  offenbar  wie  folgt  erhält.  Man  verbindet  die 
Punkte  des  betrachteten  Parallel kreises  P/'  im  Umrissmeridian 
Mx,"  mit  L"  und  schneidet  mit  diesen  Geraden  a"\  die  Geraden 
von  diesen  Punkten  nach  den  Schnittpunkten  der  Horizontalen 
durch  Z"  mit  den  Umrisslinien  des  zu  P,-  gehörigen  Parallel- 
kreisberührungskegels  schneiden  sich  auf  P/'  in  der  Vertical- 
projection  des  bezeichneten  Durchstosspunkte». 

Mit  Hilfe  der  Parallelkreis-Berührungscylinder  bestimmt 
man  die  Punkte  H  der  Berührungscurve,  welche  im  ersten  Umriss 
der  Fläche  liegen;  mit  Hilfe  der  Meridian berührungscylinder 
dagegen  die  Punkte  V  im  zweiten  Umriss  der  Fläche,  eben 
durch  den  zugehörigen  Umrisscylinder,  und  die  Punkte  U  im 
Meridian  La  als  die  höchsten  oder  tiefsten  Punkte  der  Curve, 
d.  i.  als  Punkte,  deren  Tangente  normal  Za  oder  parallel  zur 
Ebene  XOV  ist.  In  Fig.  113  ist  die^Durchführung  für  den 
To  r US  vom  Umrissmeridian  "NLx,  für  den  Leuchtpunkt  L  gegeben. 

Mittelst  des  Kreises  über  La  als  Durchmesser  sind  die 
Punkte  H^j    H.^,  H^,  H^  im  ersten   Umriss  und    mittelst  des 
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Punktes  Z"  und  des  zweiten  Umrisses  die  Punkte  F,,  F^,  F^,  F'^ 
im  zweiten  Umriss  bestimmt  worden ,  dazu  die  symmetrisch 
entsprechenden  V^*^  .  .  . ;  mittelst  (Z)  die  höchsten  und  tiefsten 
Punkte  ^, ,  ü^i  ü^y  U^.  Ferner  hat  man  für  die  zur  Mittel- 
ebene M^M,^  symmetrischen  Parallelkreisebenen  P,  P*  die 
Punkte  1,  2,  3,  4,  1*,  2*,  3*,  4*  mittelst  der  entsprechenden 
Berührungskegel;  und  für  die  zur  Ebene  La  symmetrischen 
Meridiane  M,  M*  die  Punkte  5,  6,  7,  8,  9,  10,  11,  12  mittelst 
M  und  (Jf )  bestimmt. 

Die  Tangente  der  Berührungscurve  in  einem  Funkte 
P  derselben  ist  die  zur  Mantellinie  LP  des  Berührungskegels  har- 
monisch conjugierte  Gerade  in   Bezug  auf  die  beiden  Haupt- 
taugenten der  Fläche  in  P\  und  da  diese  mit  den  Erzeugenden 
des  zugehörigen  osculierenden  Hyperboloides  zusammenfallen, 
so  lassen  sie  sich  nach  dem  Frühereu  leicht  bestimmen.    Wir 
denken  die  längs  des  Parallelkreises  von  P  ringsum  osculierende 
Rotationsfläche  zweiten  Grades,  deren  Mittelpunkt  C  wir  am 
Schlüsse  des  §  65  bestimmten;  von  der  Involution  ihrer  con- 
jugierten  Tangenten  in  P^  für  welche  die  zugehörige  Meridian- 
und  Parallelkreis-Tangente  ein  Paar  bilden ,   construieren  wir 
den   Grundriss  eines   zweiten  Paares  und   erhalten  damit   als 
entsprechenden  Strahl  zur  Mantellinie  LP  in  dieser  Involution 
den  Grundriss  der  gesuchten  Tangente  ^  daraus  aber  mittelst 
der  Tangentialebene,  in  der  sie  liegt,   ihren  Aufriss.    Wenn 
die  osculierende  Fläche  zweiten  Grades  ein  einfaches  Botations- 
hyperboloid  ist;  -oder  wenn  die  Haupttangenten  der  gegebenen 
Fläche  in  P  reell  sind,  so  erhält  man  diese  als  Mantellinien 
jenes  Hyperboloides  durch  Pi  und  man  construiert  sie  für  den 
Punkt  des  Parallelkreises  von  P^  der  im  Umrissmeridian  liegt, 
aus  ihrem  Aufriss  in  der  Tangente  des  letzteren  mittelst  der 
Bemerkung,  dass  ihre  Durchstosspunkte  mit  der  Eehlkreisebene 
des  Hyperboloides,  die  wir  dort  bestimmten ,  auf  dem  über  der 
Strecke    P^a'    als   Durchmesser    beschriebenen    Kreise    liegen 
müssen. 

Für  L  als  eine  Richtung  oder  die  Construction  der  Be- 
rührungscy  lind  er  von  Rotationsflächen  kann  man  dieselben 
auch  als  Enveloppen  der  nach  Purallelkreisen  berührenden  ver- 
änderlichen Kugeln  (§  65,6,  vergl.  §  69)  betrachten  und  die  Be- 
merkung benutzen,  dass  für  dieselbe  Richtung  L  die  Projectionen 
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der  Berührungskreise  aller  Kugeln  ähnliche  und  ähnlich  ge- 
legene Ellipsen  sind.  Sind  diese  Ellipsen  für  irgend  eine  Kugel 
Kn  dargestellt,  und  ist  P  ein  Parallelkreis,  der  den  Umriss- 
meridian  IBi^  iiii  Punkte  A  trifft,  dessen  Normale  durch  ihren 
Schnittpunkt  M  mit  a  den  Mittelpunkt  der  zugehörigen  Be- 
rührungskugel liefert,  so  liefert  der  zu  AM  parallele  Radius 
der  Normalkugel  K^  durch  den  Punkt  in  ihrem  verticalen 
ümriss  den  horizontalen  Querschnitt  dieser  Kugel,  der  in  ihrer 
Berühruugscurve  für  die  Richtung  L  die  Entsprechenden  zu 
den  Punkten  der  Berührungscurve  im  Parallel  P  auf  der  Ro- 
tationsfläche enthält;  mau  erhält  die  letzteren  auf  den  Radien 
aus  M^  welche  zu  den  Radien  von  jenen  in  der  Normalkugel 
parallel  sind. 

Den  Berührungskegel  der  Schraubungsfläche  und  seine 
Berührungscurve  mit  derselben  construieren  wir  im  Allgemeinen 
mit  Hilfe  der  ihr  umgeschriebenen  developpabeln  Schrauben- 
flächen, die  zu  den  Schraubenlinien  S  gehören.  Wir  denken 
ein  System  der  8,  von  der  Kehlschraubenlinie  Sq  mit  dem 
kleinsten  bis  zu  der  vom  grössteu  Radius  (§  62)  bestimmt, 
S,,  Sj,  •  .  .  S|„,  ausgehend  von  geeignet  vertheilten  Punkten 
des  Normalschnittes  oder  des  Meridians;  wir  deflniereii  con> 
structiv  die  zugehörigen  umgeschriebenen  Developpabeln  Dq, 
I^D  •  •  •  Bm  und  construieren  nach  §  14  die  von  Z  aus  an 
sie  gehenden  Tangentialebenen,  so  dass  die  Berührungsmantel- 
linien derselben  in  ihren  Schnitten  mit  den  zugehörigen  Schrau- 
benlinien Sq,  8],  .  .  .  uns  Punktegrnppen  der  gesuchten  Be- 
rührungscurve liefern,  während  die  Verbindungslinien  der  letz- 
teren mit  L  die  Mantellinien  des  Berührungskegels  geben. 

1)  Man  bestimme  diejenigen  Tangentialebenen  einer  Rotations- 
fläche, welche  durch  einen  gegebenen  Punkt  geben  und  unter  vor- 
geschriebenem Winkel  zur  Axe  derselben  geneigt  sind ;  speciell  die 
einer   gegebenen  Geraden   parallelen  Tangentialebenen   dieser  Art. 

2)  Mit  Hilfe  der  Kugel  bestimme  man  die  Stellungen  der- 
jenigen Ebenen,  welche  mit  den  Projectionsebenen  ÄOF  und  XOZ 
vorgeschriebene  Winkel  machen  —  indem  man  nach  einander  den 
ZM  OZ  und  den  z\x  OV  parallelen  Durchmesser  als  ihre  Axe  be- 
trachtet.   (Vergl.  die  andei-e  Methode,  welche  I,  §  53,  19  enthält.) 

3)  Diejenigen  Tangentialebenen  einer  Rotationsfläche  zu  er- 
mitteln, welche  einen  gegebenen  Punkt  enthalten  und  zu  einer  ge- 
gebenen, zur  Axe  normalen  Geraden  parallel  sind. 
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4)  Man  bestimme  den  Berührungskegel  des  durch  die  Axe  a 
parallel  z  und  die  erzeugende  Gerade  e  parallel  xz  gegebenen 
einfachen  Rotationshyperboloides  aus  dem  Punkte  L  ohne  Benutzung^ 
des  Meridians  —  mittelst  der  Bemerkung,  dass  jede  durch  e  gehende 
Ebene  einen  Parallelkreisberührungsk^gel  bestimmt,  von  dessen  Tan- 
gentialebenen zwei  durch  den  Punkt  P  gehen.  Wie  wendet  iban 
den  Meridianberühr  ungscylinder  an?  Wie  kann  derselbe  Grundgedanke 
auf  die  offene  Schraubenregelfläche  übertragen  werden? 

5)  Welches  sind  die  Symmetrieverhältnisse  der  centralprojec- 
tivischen  Darstellung  des  Berührungskegels  einer  Rotationsfläche  mit 
schräger  Axe  und  der  Berührnngscurve  zwischen  beiden?  (Vergl. 
§  67,  6.)  Die  constructive  Bedeutung  der  Normalebene  durch  L 
zu  a  mit  ihrem  Fusspunkt  A  in  dieser  Axe  und  des  Kreises  in  ihr 
über  dem  Durchmesser  LA  bleibt  bestehen,  muss  aber  durch  eine 
Umlegung  vermittelt  werden. 

Tafel  XIV  zeigt  eine  Ausführung  davon  für  das  Rotations- 
par ab  olo  id.    Für  die  Axe  SaQa    ist  q-s   die  Fluchtlinie  der  Pa- 
rallelkreisebenen, und  die  zu  ihr  Parallelen  durch  Sa  und  Qa   sind 
Spur  und  Fluchtlinie   der  Meridianebene  M,    für   welche   die  Axe 
die  Falllinie   zur  Tafel   ist;   in  @m   liegt  das   Centrum   der  Colli- 
neation   für   diesen  Meridian ;   in  @!p   das    der  Parallelkreisebenen. 
Die  ümlegung  des  Meridians   in   M   ist   die  Parabel  (M)   und  die 
Ellipse  M*  ist  sein  Bild;  der  Ordinate  (M')  {A)  entspricht  das  Bild 
A'  M'  JP\  und  mittelst  der  Schnitte  des  Kreises  um   H  durch   (5p 
mit  ^p'  erhält  man   daraus   die   Punkte   B\    B*'    des   zugehörigen 
Parallelkreisbildes  F';  ihre  Tangenten  sind  zu  q^'  parallel,  während 
die  von  Ä  und  A*'  in  H  convergieren.    Die  Punkte  B\  B*'  liefern 
das  Bild  des  zu  M  normalen  Meridians.   Die  Spitze  des  zugehörigen 
Parallelkreisberührungskegels  ist  in  {S)  in  der  ümlegung  des  Me- 
ridians M   und  hat  ihr  Bild  in  S\  und  für  den  Berührungskegel 
aus  dem  Punkte  L  in  der  Geraden  SQa    gilt  es,  die  Berührungs- 
ebenen aus  L  an  diesen  Kegel  und  ihre  Berührungspunkle  F| ,   Fj 
in  P'  zu  ermitteln;   dasselbe  ist  noch    für  einen  zweiten  Parallel- 
kreis P'  ausgeführt,  und  es  sind  auch  die  Punkte  M^'  und  M^  der 
Berührungscurve  L'  im  M[ßridian  M'  ermittelt,  durch  Tangenten  an 
ihn  aus  dem  Fusspunkte  Lj£   der  Normale  aus  L  zu  seiner  Ebene. 
Die  Berührungspunkte   V  sind   direct  construiert  und  mittelst  der 
directen  Bestimmung  ihrer  Verbindungssehne   V^  V^   geprüft,   die 
zum  Fluchtpunkt  den  Normalenfluchtpunkt  0»   der  Ebene  La  hat. 

Man  hat  durch  L  die  Normalebene  zur  Axe  a  gelegt  und  mit 
ihr  L  sowie  ihren  Schnittpunkt  mit  der  Axe  a  umgelegt  in  (Z) 
und  {N)\  über  {N)  (Z)  als  Durchmesser  ist  der  Hilfskreis  (K) 
beschrieben;  der  Querschnitt  des  Berührungskegels  S^V  mit  dieser 
Ebene  ist  ein  um  (A^)  beschriebener  Kreis,  den  man  durch  seine 
Durchmesserendpunkte  in  {a)  bestimmt  hat  und  der  (Ä')  in  (7*,), 
(Tj)  schneidet,  auf  Radien,  deren  Bilder  die  Fluchtpunkte  ß,',  Q,^ 
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in  q^*  (letzteres  nicht  mehr  auf  dem  Blatte)  haben  und  die  zu 
den  Punkten  F/,  V^  führen.  Die  directe  Bestimmung  der  Sehne 
F,  Fj  wird  aus  der  Sehne  (jT,)  (  Jj)  mittelst  ihres  Schnittpunktes 
U  mit  dem  zur  Tafel  parallelen  Durchmesser,  also  aus  S^  und  ihrem 
gemeinsamen  Fluchtpunkte  Qi  erhalten. 

6)  Welche  Verein fach'ungen  entspringen  aus  dem  Charakter  als 
Rotationsfläche  fttr  die  Construction  des  Berührungskegels  von  ge- 
gebenem Scheitel  an  ein  Rotationsellipsoid;  oder  ein  zweifaches 
Rotationshyperboloid  ? 

Fig.  114. 


7)  Die  Construction  des  Berührungscy linders  parallel  der  Ge- 
raden /  in  Fig.  114  ist  zu  erklären.  Warum  zeigt  die  Berührungs- 
curve  keine  höchsten  und  tiefsten  Punkte? 

8)  Man  verzeichne  den  Berührungscylinder  a)  einer  Vasenform, 
b)  eines  Torus,  d.  h.  der  durch  Rotation  eines  Kreises  um  eine  in 
seiner  Ebene  gelegene  und  ihn  nicht  schneidende  Axe  entstehenden 
Fläche,  bei  gegebener  Richtung  der  Erzeugenden. 

9)  Man  erörtere  die  Uebertragung  der  speciellen  Eigenschaften 
des  Beruh rungscylinders  und  seiner  Berührungscurve  am  Rotations- 
ellipsoid auf  die  centrisch  •  collineare  Transformation  des   Systems. 

101  Man  interpretiere  die  vorhergehenden  Constructionen  als  Be- 
stimmungen der  Schattengrenzen  an  Rotationsflächen  fOr  Licht  aus 
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einer  endlich  oder  unendlich  entfernten  punktförmigen  Quelle  und 
füge  die  Schlagschatten  auf  die  Projectionsebenen  hinzu. 

Die  Construction  der  Tangentialebene  der  Rotationsfläche  in 
einem  ihrer  Punkte  giebt  für  den  Schlagschatten  auf  die  horizontale 
Projectionsebene  den  Satz,  dass  seine  Normale  in  einem  Punkte, 
der  der  Schlagschatten  des  Punktes  P  auf  der  Selbstschattengrenze 
der  Flüche  ist,  zu  dem  Perpendikel  von  P  auf  die  Axe  a  pa- 
rallel geht. 

11)  Die  Curve,  in  welcher  der  Berührungskegel  einer  Fläche 
dieselbe  berührt,  ist  eine  Kaumcurve  und  die  Spur  des  Kegels  in 
einer  beliebigen  Ebene  ist  als  das  Bild  der  Raumcurve  aus  seinem 
Scheitel  anzusehen. 

Da  die  besagte  Raumcurve  im  Allgemeinen  keine  stationären 
Punkte  besitzt,  so  hat  jene  Spur  Doppelpunkte  nur  in  den  Punkten, 
welche  einer  die  Fläche  zweifach  berührenden  Erzeugenden  des  KegeL> 
angehören,  und  sie  kann  Rückkehrpunkte  nur  in  denjenigen  Er- 
zeugenden haben,  welche  zugleich  Tangenten  der  Raumcurve  sind. 
Weil  aber  die  Tangente  der  Berührungscurve  und  die  nach  ihrem 
Berührungspunkte  gehende  Erzeugende  des  Tangentenkegels  conju- 
gierte  Tangenten  der  Fläche  sind,  so  können  sie  nur  in  einer  der 
HauptUingenten  der  Fläche  zusammenfallen,  d.  h.  Rückkehrpunkte 
der  Spur  des  Beruh rungbkegels  entspringen  aus  denjenigen  Punkten 
der  Fläche,  für  welche  eine  Haupttangente  durch  den  Scheitel  des 
Kegels  geht.  (§  22.)  Diese  Erzeugenden  sind  die  dem  Scheitel  ent- 
sprechenden Erzeugenden  demjenigen  coaxialen  Rotationshyporboloids, 
welches  die  Rotationsfläche  in  allen  Punkten  eines  Parallel kreises 
osculiert.  (§  65.) 

12)  Der  ebene  Querschnitt  des  Bcrührungskegels  einer  Rota- 
tionsfläche von  der  Axe  a  aus  dem  Punkte  L  ist  eine  mit  sich 
selbst  involutorische  Curve  für  die  Schnittlinie  ihrer  Ebene  mit 
der  Ebene  La  als  Axe  s  und  den  Schnittpunkt  mit  der  Normalen 
in  Z  zu  Za  als  Centrum  6.  In  jeder  elementaren  Projection  der- 
selben bleibt  diese  Relation  bestehen. 

Für  den  Schnitt  mit  einer  zur  Ebene  La  normalen  Ebene  ist 
das  Centrum  (5  unendlich  fem  und  die  Involution  wird  zur  A  f- 
finität;  dieselbe  erscheint  jedoch  nur  in  den  Projectionen  mit  un- 
endlich fernem  Centrum  als  solche;  ebenso  für  den  Schnitt  mit 
einer  zu  Za  parallelen  Ebene,  wo  centrische  Symmetrie  statt- 
findet. 

13)  Man  mache  die  Anwendung  des  Vorigen  auf  den  Berühr- 
ungs-Kegel oder  Cylinder  der  Fläche  des  Torus  in  8).    Fig.  113. 

14)  Der  Berührungscylinder  von  gegebener  Richtung  für  eine 
Rotationsfläche  zweiten  Grades  steht  zu  den  gleichgerichteten  Be- 
rührungscylindem  aller  der  Rotationsflächen  von  derselben  Axe,  deren 
Meridiane  durch  Parallelverschiebung  des  Meridians  der  Fläche  zweiter 
Ordnung  in  seiner  Kl)ene  erhalten  werden  können,  in  einer  sehr 
einfachen  für  die  Construction    der  Berührungscurve   der   letzteren 
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benutzbaren  Beziehung.  Da  die  Beruh rungscurve  der  Rotationsfläche 
zweiten  Grades  und  mit  ihr  der  Berührungsojlinder  bei  einer  Pa- 
rallelverschiebung derselben  und  unveränderter  Bichtung  des  Cylin- 
ders  auch  nur  durch  Parallelverschiebung  geändert  wird,  so  sind  der 
Meridianberührungscjlinder  längs  eines  Halbmeridians  für  die  Fläche 
zweiten  Grades  und  die  Transformierte  congruent  und  die  Punkte 
der  Berührungscurve  für  die  letztere  liegen  also  auf  denselben  Paral- 
lelkreisen und  in  den  nämlichen  Radien  derselben,  i?M^  die  der  Be- 
rührungscurve für  die  erstere,  und  um  die  VerschiebungsgrÖsse  von 
ihnen  entfernt.  Die  Berührungscurven  solcher  Rotationsflächen  mit 
umgei)Chriebenen  Cjlindern  entstehen  also  aus  Curven  zweiten  Grades, 
indem  man  die  zur  Axe  der  Rotationsfläche  normalen  Radien  der- 
selben um  die  nämliche  Grösse,  nämlich  den  Abstand  des  Mittel- 
punktes des  Meridiankegelschnittes  von  der  Axe,  vergrössert.  Fig.  113. 

Diese  Methode  bleibt  anwendbar,  wenn  die  erste  Fläche  nicllt 
vom  zweiten  Grade  ist. 

Man  wende  dies  auf  die  Fläche  des  Torus  an,  wo  man  im 
Grundriss"  eine  Conchoide  der  Ellipse  erhält,  und  erläutere  ins- 
besondere die  Benutzung  der  Methode  für  die  Construction  der  Spur 
des  Berührungscylinders  in  einer  Ebene. 

15)  Der  Berührungskegel  des  Ringes  mit  kreisförmigem  Me- 
ridian kann  mittelst  der  durch  diesen  Kreis  als  Hauptkreis  gelegten 
die  Fläche  in  allen  seinen  Punkten  berührenden  Kugel  construiert 
werden:  Die  Polarebene  des  Kegelscheitels  L  in  Bezug  auf  diese 
Kugel  schneidet  den  Meridian-  und  Haupt-Kreis  in  zwei  Punkten, 
welche  der  Berührungscurve  auf  der  Fläche  angehören.  Für  den 
Berührungscjlinder  wird  die  Polarebene  zu  der  zur  Richtung  der 
Mantellinien  /  normalen  Diametralebene  der  Kugel. 

16)  Für  die  Berührungskegel  und  Cylinder  der  Schraubungs- 
flächen  wird  man  die  nach  den  Schraubenlinien  S,-  umgeschriebenen 
developpabeln  Scbraubenflächen  D,  benutzen,  von  denen  jede  ein 
System  von  Berührungsebenen  aus  L  resp.  durch  die  Richtung  von 
/  und  damit  ebenso  viele  Punkte  der  Berührungscurve  auf  der  zu- 
gehörigen Schraubenlinie  und  Erzeugende  des  Berührungskegels 
resp.  Cylinders  liefert. 

69.  Einen  für  die  Darstellung  wichtigen  Specialfall  bildet 
die  Bestimmung  der  projicierenden  Berührungs-Cy- 
linder  und  -Kegel  der  Rotationsflächen  bei  allge- 
meiner Lage  ihrer  Axen;  denn  die  Spuren  derselben  in 
den  respectiven  Bildebenen  sind  die  Umrisse  ihrer  Bilder. 
In  dem  speciellen  Fall  orthogonaler  Parallelprojection" 
mit  einer  zur  Rotationsaxe  parallelen  Axe  OZ  erhält  man  die 
Spuret!  gewisser  Parallelkreis-  und  Meridian-Berührungscylinder 
direct  als  Umrisse  (§  64);   im  allgemeinen  Fall  schräger  Lage 
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der  Axe  a  in  orthogosaler  Parallel projection  und  für  Central- 
projection  dienen  die  Parallelkreisberührungskegel  und  Meri- 
dianberührungscylinder  der  Fläche  zur  Ermittelung  ihrer  Um- 
risse nach  §  68,  indem  im  Allgemeinen  jeder  der  ersteren  zwei 
Punkte  und  jeder  der  letzteren  eine  von  der  Gestalt  des  Me- 
ridians abhängige  Zahl  von  Punkten  für  jeden  Umriss  liefert. 
Die  projiciefAnde  Linie  ^  welche  durch  die  Spitze  des  Kegels 
respective  Cylinders  geht,  trifft;  die  Ebene  seiner  Basis  d.  h. 
des  entsprechenden  Parallelkreises  oder  Meridians  in  einem 
Punkte;  durch  welchen  an  diese  Tangenten  gehen,  die  sie  in 
den  entsprechenden  Punkten  des  Umrisses  berühren. 

Der  Umriss  einer  Botationsfläche  in  Gentralprojec- 
tton  für  schrägliegende ;  also  durch  Flucht-  und  Durchstoss- 
punkt  O^S  bestimmte  Axe  a  wird  durch  diese  Mittel  wie  folgt 
bestimmt.  (Vergl.  Fig.  31,  p.  57.)  Denken  wir  in  jedem  Paral- 
lelkreise den  zur  Bildebene  parallelen  Durchmesser,  so  bilden 
alle  diese  einen  Meridian  der  Fläche,  welcher  der  gemeinsamen 
Fluchtlinie  g'  aller  Parallelkreise  d.  h.  der  Fluchtlinie  der 
Normalebenen  von  a,  parallel  ist;  sei  dieser  Meridian  darge- 
stellt, so  ergiebt  sich  für  jeden  Punkt  desselben  das  Bild  des 
zugehörigen  Parallelkreisdurchmessers  und  das  der  Spitze  des 
entsprechenden  Parallelkreisberührungskegels.  Bestimmen  wir 
also  den  Schnittpunkt  der  projicierenden  Linie  der  letzteren 
mit  der  Ebene  des  Parallelkreises  und  seine  Umlegung  in  die 
den  bezeichneten  Durchmesser  enthaltende  Parallelebene  zur 
Bildebene  —  immer  mittelst  des  festen  CoUineationscentromB 
der  Parallelkreisebenen  —  so  liefern  die  von  da  an  die  Um- 
legung des  Parallelkreises  gehenden  Tangenten  in  ihren  Be- 
rührungspunkten durch  deren  Zurückführung  in  die  Ebene  die 
betreffenden  Punkte  des  Umrisses  und  ihre  Tangenten.  Man 
kann  auch  entsprechend  der  Ausführung  in  §  68  die  Schnitte 
aller  dieser  Parallelkreisberührungskegel  mit  der  durch  das 
Gentrum  gehenden  Normalebene  der  Axe  benutzen. 

Die  Umrisslinie  ist  für  die  projicierende  Ebene  der  Axe 
rechtwinklig  symmetrisch  und  erscheint  daher  in  involuto- 
rischer  Collineation  mit  sich  selbst  für  den  Normalenflucht- 
punkt dieser  Ebene  als  Gentrum  und  für  das  Bild  der  Axe 
als  Axe  der  Collineation. 

Für  die  Ausführung  in  Parallelpro  jection  und  beispiels- 
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weise  für  den  ersten  ümriss  denken  wir  die  erste  projicie- 
rende  Ebene  der  Axe  a  als  neue  zweite  Projeetiönsebene  wie 
in  Fig.  30  (§  8),  oder  wir  machen  die  Axe  parallel  der  zweiten 
Projeetiönsebene  wie  in  Fig.  115  und  verzeichnen  den  in  ihr 
enthaltenen  Meridian  ^M,"  oder  (M);  ist  dann  jP,"  oder  (P)  mit 
den  Endpunkten  ^B",  ^C"  oder  (^),  (C)  ein  Parallelkreis  mit 
A  als  iScheitel  des  entsprechenden  Parallelkreisberührungs* 
kegeis,  so  ist  D  der  Durchschnittspunkt  der  ersten  projicieren- 

Fig.  116. 


den  Linie  von  A  mit  der  Ebene  des  Parallelkreises,  und  bei 
Drehung  des  letzteren  um  BCD  in  die  neue  zweite  Projeetiöns- 
ebene erhält  man  in  (ff),  (//)  rait(A')  als  Mitte  der  entsprechenden 
Sehne  die  Berührungspunkte  seiner  von  B  ausgehenden  Tan- 
genten,  deren  erste  Projectionen  in  A'B\  AB'  die  ersten  Um- 
risse des  ParallelkreisberühruDgskegels  bilden,  während  die  B' 
selbst  dem  ersten  Umrisse  der  Rotationsfläche  angehören.  Be- 
zeichnet man  durch  ^N"  oder  {N)  die  neue   zweite  Projection 
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des  Scheitels  des  Normalenkegels,  so  dass  N'\  N*  seine  Origi* 
naiprojectionen  sind,  so  erhellt,  dass  N*' K'' H"  in  derselben 
Parallelen  zur  Axe  OX  liegen,  und  dass  N' H  =  \^" \^'  und  auf 
ÄH'  respective  rechtwinklig  sein  müssen.   (Vergl.  §  65,  6.) 

Da  der  Umriss  nur  von  der  Gestalt  des  Meridians  und 
dem  Winkel  ^i  der  Axe  mit  der  entsprechenden  Projections- 
ebene  abhängt,  so  kann  man  ihn  ohne  Benutzung  der  andern 
Frojectiou  z.  B.  wie  folgt  bestimmen:  Seien  für  den  horizon- 
talen Umriss  der  Grundriss  der  Axe  zwischen  M^  und  M^j  den 
Mittelpunkten  der  beiden  äussersten  Parallelkreise,  und  die 
wahre  Gestalt  des  Meridians  gegeben,  so  lege  man  die  letztere 

Fig.  iiG.  so  an  den  Grundriss  an,  dass 

(iV,)  auf  y)/,; fällt  und  {M^)  {M.) 
Hypotenuse  des  rechtwink- 
ligen Dreiecks  von  der  Kathete 
M^  Me   wird,  dass  also 

ist.  Ist  nun  (P)  ein  Punkt  des 
Meridians  mit  der  Taugente 
und  Normale  desselben,  wel- 
che (a)  in  (A)  und  (.V)  schnei- 
den, so  sind  A'  und  N'  die 
Grundrisse  der  Spitzen  des  zu- 
gehörigen Parallelkreis  -  Tan- 
genten- und  Normalen-Kegels,  und  wenn  man  mit  (N)  {P)  aus 
N'  einen  Kreis  beschreibt,  so  sind  die  Berührungspunkte  der 
von  A'  aus  au  ihn  gehenden  Tangenten  die  entsprechenden  /^/ 
des  horizontalen  Umrisses  und  jene  Tangenten  zugleich  die 
seinigen.  (Vergl.  Fig.  30  p.  54,  wo  nur  A  und  N  durch  M,  J/* 
und  die  JIp'  durch   A\  B'  vertreten  sind.) 

1)  Man  verzeichne  den  ersten  und  zweiten  Umriss  einer  ge- 
füssförmigen  Rotationsfläche  von  schräger  Axe  a. 

2)  Welche  Conatruction  ergiebt  die  Benutzung  der  Meridian- 
berührungscylinder  der  Rotationsfläche  zur  Bestimmung  der  Umrisse? 

3)  Welche  besonderen  Punkte  der  Umrisse  erhält  man  direct 
durch  die  Methode  der  Parallelkreisberübrungskegel,  welche  erfor- 
dern die  der  Meridianbertihrungscy linder? 

4)  Man  verzeichne  den  centralprojectivischen  Umriss  eines  Torus 
bei  schräg! iegen der  Axe  desselben. 

5)  Welche  Vereinfachungen    der   Construotion   entspringen   a) 


/ 
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aus  dem  Parallel ismus  der  Axe  zur  Bildebene^  b)  aus  ihrem  Nor- 
malsein zu  derselben? 

6)  Man  discutiere  die  Frage  vom  Umriss  der  Kugel  in  Central- 
projection.  Zuerst  ist  der  Umriss  der  Kugel  wie  der  einer  beliebigen 
Rotationsfläche  zweiten  Grades  derjenige  Kegelschnitt,  der  den  Quer- 
schnitt der  Fläche  mit  der  Polarebene  des  Projectionscentrums  in 
ihr  projiciert.  Er  ist  aber  auch  zweitens  die  Enveloppe  der  Pro- 
jectionen  aller  Parallelkreise  wie  aller  Meridiane  der  Fläche ^  und 
es  ist  natürlich,  ihn  als  die  Enveloppe  aller  Parallelkreisbilder  zu 
betrachten,  wenn  die  Axe  der  Fläche  normal  zur  Projectionsebene 
ist,  also  diese  Bilder  selbst  Kreise  sind.  Wir  erhalten  dann  den 
Umrisskegelschnitt  als  Enveloppe  seiner  doppelt  berührenden  Kreise 
aus  den  Punkten  derjenigen  Axe,  welche  das  Bild  der  Axe  der 
Fläche  ist  (vergl.  §  32);  für  die  Kugel,  die  Rotations-Ellipsoide 
und  -Paraboloide ,  sowie  die  zweifachen  Rotationshyperboloide  der 
Haupt-  oder  Brennpunktsaxe ,  für  die  einfachen  Rotationshyperbo- 
loide der  Nebenaxe  des  UmrisskegelschnitLes,  weil  die  Scheitel  der 
Rotationsaxe  oder  die  Parallel  kreise  vom  Halbmesser  Null  die  Brenn- 
punkte des  Umrisses  liefern,  als  seine  doppeltberührenden  Kreise 
vom  Halbmesser  Null.  Für  die  Kugel  ist  dies  immer  anwendbar,  weil 
jeder  ihrer  Durchmesser  eine  Rotationsaxe  ist;  die  Endpunkte  ihres 
zur  Tafel  normalen  Durchmessers  sind  die  Brennpunkte  ihres  Umrisses. 
Weil  dieselben  nur  zusammenfallen,  wenn  dieser  Durchmesser  eine 
projicierende  Linie  ist,  so  ist  nur  dann  der  Umriss  der  Kugel,  etc. 
ein  Kreis.  Man  bestimmt  den  Umriss  mittelst  des  Bildes  von  einem 
Parallelkreisc,  indem  man  die  Spuren  der  projicierenden  Tangential- 
ebenen des  zugehörigen  Berührungskegels  hinzuftigt.  (Vergl.  8.) 

7)  Die  Umrisse  der  sämmtlichen  Rotationsflächen  zweiten  Gra- 
des, welche  ihre  Scheitel  in  denselben  zwei  Punkten  einer  zur  Tafel 
normalen  Geraden  haben,  sind  die  Kegelschnitte  mit  den  Bildern 
jener  Punkte  als  Brennpunkten;  für  die  Rotationsparaboloide  mit 
zur  Tafel  normaler  Axe  und  mit  festem  Scheitel  ist  der  eine  dieser 
Brennpunkte  der  Hauptpunkt. 

8)  Die  zugehörige  Constructionsfigur  (Fig.  117),  für  die  wir 
die  Tafel  als  Hauptparallelkreisebene  der  Fläche  zweiten  Grades 
nehmen  wollen,  verdient  eine  nähere  Betrachtung.  Man  denke  die 
zur  Tafel  normale  Ebene  vom  Projectionscentrum  C  nach  der  Axe 
a  mit  C  und  dem  zugehörigen  Meridian  der  Fläche  in  die  Tafel 
umgelegt  in  {C)  und  (M)  mit  der  Axe  (a);  dann  ist  die  Polare 
von  {(' )  in  (M)  die  Spur  der  zu  dieser  Ebene  normalen  Polarebene 
von  6^  oder  der  Ebene  T  der  Berührung  des  Umrisskegels  mit  der 
Fläche,  und  die  beiden  Punkte,  die  irgend  ein  Parallelkreis  P  mit 
dieser  Ebene  gemein  hat,  liefern  die  Berührungspunkte  seines  Bildes 
mit  dem  Umrisskegelschnitt.  Die  auf  {ä)  von  den  Schnittpunkten 
jener  Polare  mit  (M)  gefällten  Perpendikel  Po,  P»  liefern  uns  so- 
fort die  beiden  in  den  Scheiteln  A^  B  der  Axe  d  vierpunktig  be- 
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rührenden  Kreise  des  ümrisskegelscbnittes  TT,  Für  allgemeine  schiefe 
Parallelprojection  wird  die  Polare  zu  dem  zur  Projectionsricbtung 
conj agierten  Durchmesser,  ohne  dass  die  Construction  sich  sonst 
verändert. 

Denken  wir  nun  die  Meridiane  "NLi  der  Fläche  hinzu,  so  schnei- 
den dieselben  in  jeder  Parallelkreisebene  Fi^  ein  Büschel  von  Durch- 
messern dijt  des  zugehörigen  Parallel kreises  aus,  die  mit  ihren 
Bildern  und  also  mit  der  Spur  der  Meridianebene  M^  parallel  sind 

Flg.  117. 


M 


und  deren  Endpunkte,  weil  sie  selbst  im  Meridian  M{  liegen,  das 
Bild  dieses  Meridians  aus  C  auf  die  Tafel  liefern:  Wenn  man  in 
dem  aus  Punkten  einer  Axe  beschriebenen  System  der  doppelt  be- 
rührenden Kreise  eines  Kegelschnittes  U  die  zu  einer  bestimmten 
Bichtung  parallelen  Durchmesser  zieht,  so  liegen  die  Endpunkte 
derselben  in  einem  neuen  Kegelschnitt  M,-,  für  welchen  die  Brenn- 
punkte des  ersten  die  Endpunkte  des  zu  jener  Richtung  conjugierten 
Durchmessers  sind,  während  der  Durchmesser  von  dieser  Richtung 
die  Länge  der  anderen  Axe  des  gegebenen  Kegelschnittes  hat.  Die 
Kegelschnitte  M/  berühren  den  Kegelschnitt  IT  reell  doppelt,  näm- 
lich je  in  den  zwei  Punkten,  welche  die  Durchschnittspunkte  des 
Meridians  M^  mit  dem  Berührungskegelschnitte  in  T  projicieren, 
oder  in  den  Bildern  der  Schnittpunkte  der  Geraden  M,-,  T  mit 
der  Rotationsfläche  zweiten  Grades.    In  Fig.  117  sind  die  bezeicb> 
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neten  Constructionen  für  einen  Meridian  M  ausgeführt:  Man  hat 
den  Querschnitt  T  der  Fläche  in  der  Polarehene  des  Projections- 
centrums  durch  Drehung  um  seinen  in  der  Tafel  Ca  liegenden 
Durchmesser  und  unter  Mitnahme  der  Schnittlinie  d  oder  S^  S^  von 
M  und  T  in  jene  umgelegt,  dadurch  die  Schnittpunkte  ( j|)  und 
(Jj)  erhalten  und  ihre  Projectionen  T^  und  T,^y  die  Berührungs- 
punkte des  Kegelschnittes  M'  mit  dem  ümriss  U,  bestimmt.  Der 
Kegelschnitt  U  hat  die  Scheitel  Ay  ß^  C,  D,  die  Brennpunkte  Gy 
H  mit  den  Directrixen  g^  Ä,  und  berührt  (M)  in  /*, ,  F,*.  Der 
Kegelschnitt  Kt  ist  durch  die  Endpunkte  conjugierter  Durchmesser 
G,  H  und  M^^  M^^  sowie  durch  0,,  ö^,  N^^  N^y  /j ,  ./j,  ^i,  ^2 
bezeichnet.  Die  symmetrischen  zu  T^J  T^^  etc.  bezeichnen  das  Bild 
des  Meridians  M*,  welcher  in  Bezug  auf  6^a  zu  M  orthogonal-sjm- 
metrisch  ist.  Die  parallel-projectivische  Behandlung  überlassen  wir 
dem  Leser;  ihre  Verbindung  mit  der  Lehre  von  den  doppelt  be- 
rührenden Kreisen  der  Kegelschnitte  in  §  32  ist  offenbar. 

9)  Für  die  Ausdehnung  der  vorigen  Betrachtungsweise  auf  all- 
gemeine Flächen  zweiten  Grades  erhellt  zunächst,  dass  für  die  Pro- 
jectionen einer  solchen  Fläche  auf  eine  zu  einem  System  ihrer  Kreis- 
schnitte parallele  Ebene  die  Bilder  der  entsprechenden  Nabelpunkte 
die  Brennpunkte  des  Umrisses  der  Fläche  sind ;  für  das  Cen> 
trum  im  zugehörigen  Durchmesser  fallen  sie  zusammen  und  derUmriss 
wird  zum  Kreis.  Denn  die  Involution  der  Paare  conjugierter  Tan- 
genten der  Fläche  im  Nabelpunktc  Ut  eine  Bechtwinkelinvolution, 
die  als  solche  projiciert  erscheint,  und  deren  Doppelstrahlen  im 
Original  die  zugehörigen  nicht  reellen  Mantellinien  der  Fläche,  im 
Bilde  daher  die  entsprechenden  Tangenten  des  Umrisskegelschnittes 
sind.  Sie  müssen  also  in  diesem,  weil  nach  den  Kreispunkten  der  Bild- 
ebene gehend,  die  Doppelstrahlen  einer  Brennpunktinvolution  sein. 

10)  Für  den  allgemeinen  Fall  hat  man  die  Punkte  der  Fläche 
zu  suchen,  deren  Involutionen  conjugierter  Tangenten  als  Beclit- 
winkelinvolutionen  projiciert  werden  und  kann  dazu  durch  den  Satz 
gelangen:  Die  Projectionen  der  Brennpunkte  der  zur 
Tafel  parallelen  ebenen  Schnitte  einer  Fläche  zweiten 
Grades  erfüllen  zwei  Kegelschnitte,  welche  zu  dem 
entsprechenden  Umriss-Kegelschnitt  der  Fläche  con- 
focal  sind.  Dieselben  sind  die  Bilder  der  Durchdringung  der- 
jenigen Cylinder  zweiten  G)*ades,  die  der  Fläche  zweiten  Grades 
aus  den  unendlich  fernen  imaginären  Kreispunkten  der  Ebene  um- 
geschrieben sind.  (Vergl.  I,  36,  2  und  oben  44,  19.)  Im  Falle  der 
Rotationsflächen  erscheint  von  den  Projectionen  jener  Kegelschnitte 
nur  die  Strecke  zwischen  den  Brennpunkten  in  der  Axe  des  Um- 
risskegelschnittes, weil  die  Brennpunkte  zusammenfallen. 

Hat  man  die  Bilder  der  Brennpunkte  eines  zur  Tafel  parallelen 
Schnittes  und  insbesondere  die  der  Endpunkte  des  zur  Tafelebene 
conjugierten  Flächendurchmessers  ermittelt,  so  sind  die  Brennpunkte 
des  Umrisskegelschnittes  identisch  mit  den  Brennpunkten  desjenigen 
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Kegelsclmittes,  der  durch  jene  vier  Punkte  gebt  und  in  den  beiden 
letzten  Tangenten  bat,  die  zur  Verbindungslinie  der  beiden  ersten 
parallel  sind.  Für  Parallelprojection  gilt  derselbe  Satz  von  den  Pro- 
jectionen  der  Brennpunkte  von  Systemen  paralleler  Schnitte  der 
Fläche  zweiten  Grades  von  beliebiger  Stellung. 

Fig.  118. 


/TV 


11)  Die  Brennpunkte  der  orthogonal  projectivischen  Umrisse 
der  Rotationsflächen  zweiten  Grades  mit  zwei  Brennpnnkten  fallen 
mit  den  Projectionen  dieser  Brennpunkte  zusammen;  und  die  Brenn- 
punkte der  Umrisse  der  Rotationsflächen  zweiten  Grades  mit  Brenn- 
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kreis  sind  die  Brennpunkte  der  Projection  dieses  Kreises.  (Für 
andere  Eigenschaften  der  Rotationsflächen  zweiten  Grades  vergleiche 
man  §  32  f.  und  §  43,  11  f.  oben.) 

12)  Man  characterisiere  in  den  parallelprojectivischen  Umrissen 
des  Torus  die  Bückkehr-  und  die  Doppelpunkte.  In  der  Fig.  118 
ist  d  als  erste  Projection  der  Axe  a  des  Torus  und  (a)  als  die  Um- 
legung der  Axe  mit  ihrer  ersten  projicierenden  Ebene  in  die  Ebene 
XüY j  (M)  als  die  Umlegung  des  entsprechenden  Meridians  gedacht. 
Sind  dann  (P),  (P*)  zwei  Parallelkreisebenen,  die  symmetrisch  gegen 
den  Aequator  liegen ;  so  erhält  man  als  Spitzen  der  betreffenden 
Berührungskegel  (5)  und  {S*)  und  die  symmetrisch  gegen  den 
Aequator  gelegenen  Punkte  der  Axe;  in  (J),  (J*)  sodann  die 
Fusspunkte  der  durch  diese  gelegten  projicierenden  Strahlen  in  den 
bezüglichen  Basisebenen;  ihre  Polaren  (/);  {(*)  in  Bezug  auf  diese 
Basen  Pj  und  P|*  sind  eingetragen  und  liefern  in  (1)  und  (1*)  auf 
(P)  respective  (P*)  Punkte  der  Umrisslinie  in  der  Hilf s projection. 
Die  beiden  andern  in  denselben  Ebenen  gelegenen  Parallelkreise 
geben  in  gleicher  Weise  die  Punkte  (2),  (2*).  Fällt  man  dann  von 
diesen  Punkten  die  Normalen  zu  a  und  trägt  von  ihren  Fusspunkten 
aus  auf  diese  die  Längen  von  (/)  respective  (/*) .  ab,  so  erhält  man 
die  Punkte  1,  1;  2,  2;  1*,  1*;  2*  2*  der  Umrisslinie  selbst. 
Die  entsprechenden  Tangenten  erhält  man  als  die  Spuren  der  be- 
treffenden Tangentialebenen,  z.  B.  die  in  1*  als  nach  dem  Durch- 
schnittspunkte von  a'  mit  (5»)  (T*)  gehend.   (Fig.  118.) 

Die  Punkte  des  Umrisses  in  der  Axe  a  erhält  man  durch  die 
zu  a'  normalen  Tangenten  des  Meridians  (M);  dem  Aequator  der 
Fläche  entsprechen  die  Punkte  des  Umrisses,  deren  Tangenten  zu 
ä  parallel  sind.  Für  die  Bestimmung  der  Rückkehrpunkte  und  ihrer 
Tangenten,  sowie  für  die  der  Doppelpunkte  vergleiche  man  §  68, 11 
respective  §  22.  Der  Umriss  ist  die  Parallelcurve  einer  El- 
lipse  für  den  Radius  vom  Halbmeridian   des  Torus  als  Abstand. 

70.  Eine  Gerade  g  hat  mit  der  Rotationsfläche 
Punkte  respective  Tangentialebenen  gemein.  Jede 
durch  dieselbe  gelegte  Ebene  schneidet  die  Fläche  in  einer 
Gurve,  welche  mit  der  Geraden  die  fraglichen  Punkte  be- 
stimmt; die  Schnittcurve  in  einer  derselben  genügt  somit  zur 
Bestimmung  der  Punkte.  Im  Allgemeinen  wird  eine  proji- 
cierende  Ebene  der  Geraden  am  bequemsten  zu  benutzen  sein. 
Schneidet  die  Gerade  die  Axe  a  der  Rotationsfläche,  so  be- 
nutzt man  den  durch  sie  gehenden  Meridian ;  ist  ihre  Richtung 
in  der  Stellung  der  Normalebenen  zur  Axe  a  enthalten ,  so 
ist  der  durch  sie  mögliche  Parallelkreis  am  vortheilhaftesten. 
Denkt  man  die  Gerade  g  um  die  Axe  a  gedreht,  so  erzeugt 
sie  im  AUgemeiuen  ein  einfaches  Rotatioushyperboloid, 
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welches  die  gegebene  Rotationsfläche  in  einer  Anzahl  von 
Parallelkreisen  schneidet,  die  man  natürlich  aas  den  gemein- 
samen Punkten  der  in  derselben  Ebene  gelegenen  Meridiane 
der  Flächen  bestimüit.  Die  Schnittpunkte  von  g  mit  der  ge- 
gebenen Rotationsfläche  sind  die  Punkte,  welche  g  mit  diesen 
Parallelkreisen  gemein  hat. 

Andererseits  bestimmt  jeder  Punkt  auf  der  Geraden  g 
mit  der  Rotationsfläche  einen  BerOhrungskegel ,  welcher  mit 
g  diejenigen  Tangentialebenen  gemein  hat;  die  der  Aufgabe  ent- 
sprechen. Der  zu  g  parallele  Berührungscjlinder  kann  zur 
Construction  derselben  dienen.  Schneidet,  die  Gerade  g  die 
Axe  a^  so  benutzt  man  den  Parallelkreisberührungskegel,  der 
den  Schnittpunkt  zur  Spitze  hat;  liegt  sie  in  einer  zur  Axe 
a  normalen  Ebene,  so  dient  der  Meridian-BerQhrungscy linder 
ebenso  zweckmässig,  dessen  Meridian  zu  ihr  normal  ist.  Denkt 
man  wieder  das  Rotationshyperboloid,  welches  durch  die 
Drehung  von  g  um  die  Axe  a  entsteht,  so  hat  dasselbe  mit 
der  gegebenen  Rotationsfläche  eine  Anzahl  von  Parallelkreis- 
berührungskugeln  gemein  und  die  gesuchten  Ebenen  sind  die- 
jenigen Tangentialebenen  dieser  Kegel ,  welche  die  Gerade  g 
enthalten.  Das  aus  der  Drehung  von  g  um  a  entstehende  Ro- 
tationshyperboloid lost  also  beide  Aufgaben  zugleich. 

Für  die  Schraubungsflächen  bleibt  die  erste  Methode  an- 
wendbar, die  Verwendung  des  Schnittes  mit  einer  Ebene  und 
des  Berührungskegels  aus  einem  Punkte  der  Geraden. 

1)  Ist  die  gegebene  Rotationsfläche  vom  zweiten  Grade  und 
kein  Paraboloid,  so  kann  zur  Construction  ihrer  Schnittpunkte  mit 
der  Geraden  g  der  nach  §  45  evidente  Satz  verwendet  werden, 
dasä  die  Ortliogonalprojection  der  Durchdringungscurve  von  zwei 
Flächen  zweiten  Grades  mit  einer  gemeinsamen  Hauptebene  auf 
diese  ein  Kegelschnitt  aus  dem  Büschel  ihrer  bezüglichen  Haupt- 
schnitte  ist.  Man  bildet  mit  g  ein  Rotationshyperboloid,  welches 
die  Hauptebene  der  gegebenen  Fläche  zur  Kehlkreisebene  hat  (speciell 
den  Uotationskegel)  und  bestimmt  die  Kreisprojection  seiner  Durch- 
dringung mit  jener.  Ihre  Schnittpunkte  mit  der  gleichnamigen 
Projection  von  g  sind  die  der  gesuchten  Schnittpunkte. 

2)  Tangentialebenen  einer  Rotationsfläche  von  gegebener  Stel- 
lung d.  h.  parallel  einer  gegebenen  Ebene  construiert  man,  indem 
man  bedenkt,  dass  ihr  Neigungswinkel  gegen  die  Rotationsaxe  die 
Parallelkreisberührungskegel  der  Fläche  bestimmt,  zu  denen  dieselben 
gehören  müssen.  Mit  welcher  der  Methoden  des  Textes  föllt  das 
daraus  entspringende  Verfahren  zusammen? 
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3)  Die  vorige  Aufgabe  kann  gefasst  werden  als  die  Construction 
der  Normalen  der  Rotationsfläche  von  gegebener  Richtung.  Diese 
kann  man  aber  direct  bestimmen,  da  ihre  Fusspunkte  in  dem  zu 
dieser  Richtung  parallelen  Meridian  der  Fläche  liegen  müssen  und 
sie  selbst'  die  Normalen  des  letztern  von  der  vorgeschriebenen  Rich- 
tung sind. 

4)  Für  die  Tangentialebenen  einer  Schraubungsflfiche  von  ge- 
gebener Stellung  wäre  die  Schraubenlinie  8  zu  ermitteln;  zu  der 
ihre  Berührungspunkte  gehören.  Ist  dies  im  Allgemeinen  ausführbar? 

Wie  findet  man  jene  Tangentialebenen  für  die  Archimedische 
Schnecke  oder  das  Öchlangenrohr?  (§  73,  8.) 

5)  Man  construiere  die  Normalen  einer  Rotationsfläche,  welche 
von  einem  gegebenen  Punkte  ausgehen  —  als  Normalen  des  nach 
dem  Punkte  gehenden  Meridians. 

6)  Die  Normalen  einer  Rotationsfläche,  welche  einer  gegebenen 
Ebene  parallel  sind,  entsprechen  Tangentialebenen,  welche  die  Rich- 
tung der  Normale  dieser  Ebene  enthalten,  d.  h.  Ebenen  des  Be- 
rührungscylinderQ  der  Fläche  in  der  Richtung  dieser  Normale.  Man 
kann  "Wonach  noch  einen  Ort  ihrer  Fusspunkte  z.  B.  als  gegebenen 
Parallelkreis,  Meridian  oder  ebenen  Schnitt  derselben  voraussetzen. 
Für  Parallelkreise  und  Meridiane  ergeben  sich  directe  Methoden  aus 
der  Bemerkung,  dass  die  Normalen  eines  der  ersteren  einen  Rota- 
tionskegel mit  der  Axe  a  bilden,  während  die  eines  der  letzteren 
in  seiner  Ebene  liegen. 

7)  Welche  der  voiigen  Aufgaben  lassen  sich  als  Aufgaben  über 
die  Bestimmung  der  Bei  euch  tungs  Verhältnisse  der  Rotationsflächen 
resp.  der  Schraubungsflächen  interpretieren? 

8)  Alle  Berührungscylinder  derselben  Fläche,  deren  Erzeugende 
einer  Ebene  parallel  sind,  haben  eine  Schaar  gemeinschaftlicher  Tan- 
gentialebenen parallel  zu  dieser.  Alle  parallelen  ebenen  Schnitte 
derselben  Fläche  sind  anzusehen  als  durch  die  nämlichen  unendlich 
entfernten  Punkte  gehend. 

71.  Die  Construction  der  Fusspunkte*  der  Normalen  von 
bestimmter  Richtung  an  eine  Fläche  ist  als  die  der  hellsten 
Punkte  derselben  für  die  Beleuchtung  aus  einer  unendlich 
entfernten  punktförmigen  Quelle  interpretiert  worden ;  ein  weit 
allgemeineres  Problem,  das  analoger  Interpretation  fähig  ist, 
giebt  die  Construction  der  Berührungspunkte  solcher 
Tangentialebenen  einer  Fläche,  welche  gegen  eine 
gegebene  Gerade  einen  bestimmten  constanten  Win- 
kel machen.  Diese  Tangentialebenen  bilden  in  ihrer  stetigen 
Aufeinanderfolge  eine  der  Fläche  umgeschriebene  De- 
veloppable  von  bestimmtem  Bichtungskegel;  derselbe 
ist  ein  Rotationskegel  mit  der  gegebenen   Geraden 

Fiedler,  darstellende  Geometrie.  IT.    8.  Aufl.  32 
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als  Axe   und  dem  bezeichneten  constanteu   Winkel 
als  halben  Winkel  an  der  Spitze. 

Wenn  die  Fläche  durch  Licht  aus  einer  unendlich  fernen 
punktförmigen  Quelle  und  nur  durch  das  directe  Licht  aus 
dieser  Quelle  beleuchtet  gedacht  ivird,  wenn  dasselbe,  wie  im 
leeren  Räume  sich  fortpflanzend,  von  der  Oberfläche  als  von 
einer  *  mathematischen  Fläche,  und  zwar  in  allen  Schnitt- 
punkten jedes  Strahles  mit  ihr,  so  aufgenommen  wird,  dass 
die  entstehende  Helligkeit  dem  Cosinus  oder  Sinus  des  Ein* 
fallswinkels  gegen  die  Normale  respective  die  Tangentialebene 
proportional  ist,  dann  ist  die  bezeichnete  Deyeloppable 
eine  Fläche  gleicher  Lichtintensität  und  die  Curve, 
nach  welcher  sie  die  Fläche  berührt,  bezeichnet 
auf  dieser  den  Ort  von  Punkten  gleicher  durch 
jene  Function  des  Einfallswinkels  gemessener  Hel- 
ligkeit. 

Ist,  wie  es  der  Vorstellung  einer  wirklichen  Beleuchtung 
entspricht,  nicht  nur  die  Richtung,  sondern  auch  der  Sinn 
des  einfallenden  Lichtes  bestimmt^  oder  die  Seite  des  Objectes, 
auf  welcher  die  Lichtquelle  in  unendlicher  Feme  sich  befindet, 
so  wird  die  Oberfläche  durch  die  ihr  mit  dem  Berührungs- 
cylinder  für  diese  Richtung  gemeinsame  Gurve,  die  Schatten- 
grenze, in  eine  beleuchtete  und  eine  unbeleuchtete  Hälfte 
getheilt,  und  jede  Intensitätslinie  besteht  im  Allgemeinen  aus 
zwei  Theilen,  von  denen  der  eine  in  dem  beleuchteten  und 
der  andere  im  unbeleuchteten  Theile  der  Fläche  verläuft.  Man 
kann  im  technischen  Sinne  die  ersteren  für  sich  als  Linien 
gleicher  Helligkeiten  betrachten,  aber  in  geometrischem  Sinne 
haben  beide  die  nämliche  Bedeutung  und  können  nicht  ge- 
trennt werden.  (Vergl.  Beisp.  7.)  In  jenem  Sinne  kann  man 
sie  wie  folgt  beschreiben.  Von  den  hellsten  Punkten  an, 
wo  der  einfallende  Strahl  mit  der  Normale  zusammenfallt; 
und  sie  umschliessend  entsteht  ein  System  von  Linien  gleicher 
abnehmender  Intensitäten  bis  zu  der  Schattengrenze  hin, 
in  welcher  der  Einfallswinkel  gegen  die  Normale  zum  rechten 
Winkel  geworden  ist.  Die  zugehörigen  developpabeln  Flächen 
gehen  vom  normal  einfallenden  Strahl  oder  der  Ebene  aus 
durch  alle  Intensitäten  über  zu  dem  berührenden  Cylinder 
von. der  Intensität  Null. 
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Und  wenn  ihre  Berührungscurven  die  Beleuch- 
tungsverhältnisse  nur  unter  den  vorbezeichneten, 
in  Wirklichkeit  nie  erfüllbaren  Voraussetzungen 
richtig  angeben,  so  zeichnen  sie  jedenfalls  sehr 
deutlich  die  Gestalt  der  Oberfläche,  da  sie  uns  die 
Lage  ihrer  Tangentialebene  überall  yergegenwär- 
tigen.  Diese  letztere  für  die  Darstellung  der  Fläche  wich- 
tigste Bedeutung  behalten  sie  auch  auf  der  nicht  beleuch- 
teten Seite  der  Fläche,  jenseits  der  Schattengrenze,  wo 
der  einfallende  Strahl  in  einen  aus  der  Fläche  austretenden 
verwandelt  wird;  diese  Curveu  ziehen  sich  hier  schliesslich 
wieder  zu  den  Punkten  zusammen,  in  welchen  der  austretende 
Strahl  mit  der  Flächen  normale  identisch  ist. 

Das  System  dieser  Gurven  bietet  die  mathematische  Grund- 
lage für  die  Darstellung  der  Beleuchtungsverhältnisse 
der  Flächen.  Wir  denken  die  Linien  der  Lichtintensitäten 
0,  1;  0,  2;  ...  0,  9;  1,0  oder  der  Dunkelheiten  0,9;  0,8; 
.  .  .  0, 1;  0,  0  construiert,  die  Linien  also,  in  deren  Punkten 
der  Sinus  des  Einfallswinkels  gegen  die  Normale  die  letztbe- 
zeichnete Folge  von  Werthen  hat.  Wir  nehmen  sodann  einen 
Tuscheton  von  solcher  Dunkelheit,  dass  sich  der  einfach  auf- 
getragene von  dem  zweifach  über  einander  getragenen  deutlich 
unterscheidet,  während  andererseits  die  zehnfache  Ueberein- 
andertragung  desselben  noch  nicht  das  volle  Schwarz  erzeugt, 
in  welchem  die  constructiven  Resultate  verschwinden  müssten, 
die  etwa  sichtbar  erhalten  bleiben  sollen.  Wir  tragen  denselben 
von  der  Linie  der  Dunkelheit  0, 1  ab  auf  der  den  hellsten 
Punkten  abgewendeten  Seite  einmal,  sodann  von  der  der 
Dunkelheit  0,2  ab  zweimal,  etc.,  endlich  von  der  Linie  der 
Schattengrenze  ab  nach  der  unbeleuchteten  Seite  zum  zehn- 
tenmale  auf  und  haben  damit  die  geometrische  Beleuchtung 
der  Oberfläche  dargestellt,  soweit  es  unter  Bewahrung  der 
zehn  Stufen  und  der  entsprechenden  Linien  gleicher  Intensität 
geschehen  kann.  Wir  können  aber  selbst  die  Linien  gleicher 
Neigung  der  Tangentialebenen  gegen  den  einfallenden  Strahl 
auf  der  unbeleuchteten  Seite  der  Fläche  beibehalten  und  für 
die  täuschendere  Schattengebung  benutzen,  wenn  wir  über 
das  von  den  umgebenden  Flächen  in  den  Schattenraum  hinein 
zerstreute  und  dort  die  Fläche  erhellende  Licht  die  Voraus- 

82* 
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Setzung  machen,  dass  die  mittlere  Richtung  desselben  die  des 
einfallenden  Strahles  mit  entgegengesetztem  Sinne  und  dass 
seine  Intensität  ein  bestimmter  BruchÜieil  z.  B.  die  Hälfte  von 
der  des  einfallenden  Lichtes  sei.  Dann  bezeichnen  die  auf 
einander  folgenden  Linien  gleicher  Neigung  der 
Tangentialebene  zum  einfallenden  Strahl  im  be- 
schatteten Theil  der  Fläche  die  Orte  der  gleichen 
Abnahme  der  Dunkelheit  um  je  eine  halbe  Stufe, 
und  der  Fussp unkt  eines  austretenden  Normalstrahls 
wird  ein  Punkt  mit  dem  Maximum  des  Reflexlichts 
sein,  d.  h.  ein  Punkt,  dessen  Dunkelheit  nur  der  Stufe  fünf 
entspricht.  Wenn  man  alle  in  einer  parallel-projectivischen  Dar- 
stellung erscheinenden  Flächen  für  die  gleiche  Richtung  des 
einfallenden  Lichtstrahls  so  behandelt,  so  erhält  man  eine 
geometrische  der  Wahrheit  der  Erscheinung  über- 
raschend gut  entsprechende  Darstellung  der  Be- 
leuchtungsverhältnisse.  Man  kann  sie  als  Wiedergabe  der 
objectiven  Beleuchtung  bezeichnen.  Eine  subjective 
Beleuchtung  zu  construieren  ist  hier  zwecklos,  da  das  Auge 
in  parallel -projectivischer  Darstellung  unendlich  fern  gedacht 
werden  muss. 

1)  Die  Helligkeit  einer  Ebene  ist  überall  dieselbe;  man  be- 
stimme die  Helligkeiten  der  Projectionsebenen,  ebenso  die  der  be- 
leuchteten Flächen  eines  Polyeders. 

2)  Für  Licht  in  der  Richtung  einer  Würfelpunktlinie  sind  die 
Projectionsebenen  gleich  beleuchtet.  Der  Mantel  eines  RotationskegeLs 
ist  gleich  beleuchtet,  wenn  seine  Axe  die  Richtung  des  Lichtes  hat. 

3)  Die  Linien  gleicher  Intensität  für  die  developpabeln  Flächen 
sind  ihre  erzeugenden  Geraden ;  ihre  Helligkeiten  sind  die  der  pa- 
rallelen Erzeugenden  am  Richtungskegel. 

4)  Developpable  Flächen  gleicher  Neigung  zum  Lichtstrahl 
oder  zu  seiner  Normalebene  sind  gleich  beleuchtet;  solche  werden 
durch  die  Spur  in  dieser  Normalebene  bestimmt.  (Die  Kreisevol- 
vente giebt  die  developpabeln  Schraubenfläcben  als  solche.) 

6)  Die  Linien  gleicher  Intensität  für  Rotationsflächen,  deren 
Axen  die  Richtung  des  einfallenden  Lichts  haben,  sind  die  Parallel- 
kreise derselben;  speciell  für  die  Kugel  also  Kreise  in  zum  Licht- 
strahl normalen  Ebenen. 

6)  Eine  ebene  Curve  ist  überall  von  gleicher  Helligkeit;  einer 
Raamcurve  hat  man  in  jedem  ihrer  Punkte  die  Helligkeit  der  ent- 
sprechenden Schmiegungsebene  beizulegen. 

7)  Die  Linien  gleicher  Intensität  auf    einer  Fläche  zweiten 
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Grades  sind  als  ihre  BerührungscurTen  mit  den  developpabeln 
Flächen,  die  ihr  mit  den  Fluchtearven  eines  Systems  coaxialer  Ro- 
tationskegel gemeinsam  sind/ nach  §  47,  7  Curven  vierter  Ordnung 
erster  Art. 

Da  die  Tangentialebenen  der  Fläche  durch  eine  Tangente  der 
Fluchtcurve  ihre  Berührungspunkte  auf  dem  zu  ihrer  gemeinsamen 
Stellung  conjugierten  Durchmesser  der  Fläche  haben,  so  ist  der 
Mittelpunkt  der  Fläche  der  Scheitel  eines  doppelt  projicierenden 
Kegels  für  jede  Intensitätslinie  einer  Fläche  zweiten  Grades  oder 
die  Intensitätslinien  derselben  sind  ihre  Durchdringungen  mit  einem 
System  concentrischer  Kegel  vom  zweiten  Grade.  Wie  ist  dieses 
System  näher  zu  charakterisieren? 

Was  folgt  hieraus  für  die  Paraboloide,  speciell  bei  Parallel- 
projection  in  der  Richtung  der  Axe  der  Fläche? 

8)  Wenn  die  Fluchtcurve  der  betrachteten  ßotationskegel  den 
unendlich  fernen  Querschnitt  der  beleuchteten  Fläche  zweiten  Grades 
berührt,  so  entsteht  in  der  gemeinsamen  Developpabeln  eine  Sin- 
gularität (§  47, 12).  Welchen  Einfiuss  hat  dies  auf  die  entsprechende 
Intensitätslinie  der  Fläche? 

9)  Die  so  zu  sagen  objectiven  Beleuchtungsverhältnisse,  welche 
nach  dem  Vorigen  für  parallelprojectivische  Darstellung  gefunden 
werden,  gestatten  keine  Modification  nach  Vorder-,  Mittel-  und  Hin- 
tergrund, weil  überhaupt  kein  betrachtendes  Auge  in  endlicher  Ent- 
fernung der  Parallelprojection  entspricht. 

10)  In  der  centralprojectivischen  Darstellung  erleiden  die  con> 
ätruierten  objectiven  Beleuchtungsverhältnisse  für  das  im  Centrum 
gedachte  Auge  Modificationen ,  welche  wir  als  nicht  construierbar 
bezeichnen  dürfen.  Die  Beobachtung  durch  das  künstlerisch  geschulte 
Auge  tritt  ergänzend  ein. 

72.  Die  Erzeugenden,  welche  die  Intensitatslinien  einer 
developpabeln  Fläche  für  die  zehn  Stufen  der  Beleuchtungs- 
Hcala  sind,  erhält  man  als  die  Parallelen  zu  den  entsprechenden 
d.  i.  gleichbeleuchteten  Erzeugenden  ihres  Richtungskegels, 
oder  die  Beleuchtungsconstructionen  developpabler 
Flächen  kommen  auf  die  der  Kegel  insbesondere 
zurück.  Für  jenen  Kegel  ergiebt  sich  aber  zunächst  als 
das  einfache  Mittel  ihrer  Bestimmung  die  Darstellung  seines 
Schnittes  durch  eine  zum  eiufallenden  Strahl  normale  Ebene 
und  die  Bestimmung  der  Berührungspunkte  der  gemeinschaft- 
lichen Tangenten  desselben  mit  den  Kreisen,  welche  in  der- 
selben Normalebene  die  Spuren  der  mit  dem  gegebenen  con- 
ceiitrischen  um  den  Lichtstrahl  durch  die  Spitze  als  Axe  und 
mit  den   Einfallswinkeln  gegen  die  Tangentialebene   für   die 
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verschiedenen  Stufen  als  halben  Winkeln  an  der  Spitze  be- 
schriebenen Botationskegel  sind. 

Denkt  man  sodann  einer  krummen  Fläche  eine  Schaar 
von  Berührungskegeln  umgeschrieben^  so  liefert  jeder  einzelne 
derselben  auf  seiner  Berührungscurve  mit  der  Flache  die 
Punkte  der  verschiedenen  Intensitäten  der  Scala,  und  durch 
die  Verbindung  der  Punkte  von  gleicher  Intensitöt  entstehen 
die  Intensitatslinien  der  Fläche.  Unsere  Betrachtung  hat  nun 
gezeigt,  dass  den  Flächen  zvp^eiten  Grades  als  einfachste 
umgeschriebene  Developpable  Rotationskegel  angehören,  aus 
den  Punkten  der  die  Fläche  schneidenden  Focalcurve  (47,  29) ; 
dass  die  einfachsten  umgeschriebenen  Developpabeln  der  wind- 
schiefen Begelflächen  die  Ebenenbüschel  durch  ihre  er- 
zeugenden Geraden  d.  h.  Botationscylinder  von  unendlich  klei- 
nem Durchmesser  sind;  dass  den  Rotationsflächen  Rota- 
tionskegel längs  der  Parallelkreise  und  congruente  Cylinder 
längs  der  Meridiane  und  endlich  den  Schraubun^gsflächen 
developpable  Schraubenflächen  längs  ihrer  Schraubenlinien  S 
umgeschrieben  sind.  Wir  schliessen  somit,  dass  die  Con- 
struction  der  Intensitätslinien  von  Rotationskegeln 
und  von  Cylindern  mit  gegebenem  Normalschnitt 
und  zwar  bei  zu  einer  Projectionsebene  normaler  Lage  der 
Axe  oder  Erzeugenden,  da  jede  andere  durch  Transformation 
auf  diese  zurückführbar  ist,  zur  Ermittelung  der  Be- 
leuchtungsverhältnisse aller  Flächen  der  genannten 
Hauptgattungen  genügen  würde. 

Zu  einer  zweckmässigen  Construction  für  diese  gelangen 
wir  aber  durch  folgende  Betrachtung.  Sei  F  mit  dem  Mittel- 
punkt Ä  (Fig.  119)  ein  Parallelkreis  des  Rotationskegels 
von  der  Spitze  M  ^  N  aber  die  Spitze  des  zugehörigen  Nor- 
malenkegels, /  das  Bild  des  durch  die  letztere  gehenden 
Lichtstrahls  mit  dem  Fusspunkte  S  in  der  Basisebene,  so  han- 
delt es  sich  darum,  die  Erzeugenden  des  Kegels  N,  P  zu  con- 
struieren,  welche  zugleich  auf  Rotationskegeln  von  der  Axe 
/  und  dem  Scheitel  N  liegen,  deren  halber  Winkel  an  der 
Spitze  der  Einfallswinkel  in  gegen  die  Normale  des  Kegels 
M,  P  als  der  beleuchteten  Fläche  ist;  diese  Erzeugendeli  geben 
in  P  die  Punkte  an,  welche  zu  den  Erzeugenden  von  der  Be- 
leuchtungsintensität  cos  t«  gehören. 
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.  Man  wird  diese  letzteren  Paukte  direct  erbalten ,  wenn 
man  dem  Rotationskegel  aus  N  um  /  dieselbe  Lange  der  Er- 
zeugenden giebt,  wie  sie  der  Normalenkegel  N ^  P  besitzt;  da 
dann  die  Basen  beider  Kegel  P,  P^  als  auf  derselben  Kugel 
liegend  sich  schneiden  müssen,  wenn  die  Kegel  selbst  ge- 
meinsame Erzeugende  haben.    Ist  also   BC  der  mit  der  Or- 


thogonalprojection  des  Lichtstrahls  auf  die  Basisebene  P  zu- 
sammenfalleude  Durchmesser  von  P  und  trägt  man  NB  ^^NC 
auf  l  in  NO  ab,  theilt  sodann  ON  in  10  gleiche  Theile  öl  oder 
01  =  12=23=  ...  ««93^,  so  sind  die  durch  diese  Theilpunkte 
gehenden  Normalebenen  zu  /  die  Basisebeneu  der  den  Beleuch- 
tungs-Intensitaten  der  Stufen  9,  8,  7,  ...  1  entsprechenden 
Rotatiouskegel,  indess  die  durch  0  und  N  respective  der  Ma* 
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ximal-Iiitensitat  10  und  der  Schattengrenze  mit  der  Intensität 
0  entsprechen ;  die  Spuren  dieser  Normalebeuen  in  der  Ebene 
P  sind  z\ji  BC  normal  und  äquidistaut  unter  einander,  man 
wird  also. nur  den  Anfangs-  und  Endpunkt  der  auf  BC  durch 
sie  erzeugten  Gleichtheilung  zu  bestimmen  brauchen,  um  sie 
zu  erhalten  und  in  ihren  Schnittpunkten  mit  P  die  Punkte 
der  Erzeugenden  von   den   entsprechenden  Helligkeiten  oder 

Fig.  ISO. 


den  Schattenstufen  0,  1,  2,  .  .  .,  10  für  den  Kegel  M,  P  zu 
finden;  und  man  hat  endlich  nur  jene  Theilung  in  BC  über 
10  hinaus  gleichmässig  fortzusetzen  zu  9*,  8*,  7*  .  .  .  und 
die  entsprechenden  Punkte  von  P  zu  bestimmen,  um  die  Er- 
zeugenden der  nichtbeleuchteten  Eegelfläche  zu  erhalten,  in 
deren  Punkten  die  Normalen  mit  dem  Lichtstrahl  dieselben 
Winkel  machen,   wie  in  den  gleichnumerierten  Erzeugenden 
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der  beleuchteten  Seite.  Die  Ausführung  dieser  Operationen 
in  Orthogonalprojection  ist  in  Fig.  120  gegeben,  eine  Um- 
legung des  Punktes  N  mit  der  den  Lichtstrahl  /  auf  die  Basis 
projicierenden  Ebene  in  die  Ebene  der  Basis  ist  die  einzige 
vermittelnde  Operation. 

1)  Die  Erzeugende  von  der  grössten  Helligkeit  geht  durch  ß 
und  ihre  Scbattenstufe  ist  durch  die  Zahl  von  Einheiten  gegeben^ 
welche  die  Lage  des  Punktes  B  in  der  Zehntheilung  auf  BC  aus- 
drückt. 

2)  Wie  bestimmt  man  die  einer  gegebenen  Erzeugenden  ent- 
sprechende Schattenstufe? 

3)  Wenn  dem  Punkte  C  in  der  Zehntheilung  auf  B  C  die  Zahl 
r*  entspricht,  so  ist  mit  Berücksichtigung  des  Beflexlichtes  nach 
§  71  die  Schattenstufe  von  MC  ausgedrückt  durch  5  +  ^r*  • 

4)  Wenn  besitzt  der  Kegel  if,  P  eine  voll  beleuchtete  Er- 
zeugende, d.  h.  eine  Erzeugende  von  der  Schattenstufe  0? 

5)  Die  Basiskreise  F<  der  Botationskegel  aus  N  um  /  sind  die 
Intensitätslinien  der  Kugel  aus  dem  Mittelpunkte  N  mit  dem  Halb- 
messer NB  (Fig.  119),  d.  h.  der  dem  Kegel  AI,  P  nach  dem  Pa- 
rallel F  eingeschriebenen  Kugel ;  insofern  also  dieser  Kegel  der  Pa- 
rallelkreisberührungskegel  einer  Rotationsfläche  nach  dem  Parallel  F 
ist^  sind  sie  die  Intensitätslinien  der  nach  diesem  Parallel  der  Fläche 
eingeschriebenen  Kugel. 

6)  Die  nach  §  3,  10  bestimmten  Schattengrenzen  liefern  den 
Endpunkt  10  der  Gleichtheilung  in  BC, 

7)  Für  den  Botationscylinder  vom  Normalschnitt  F  fällt 
A^  mit  dem  Mittelpunkte  A  der  Basis  zusammen ;  ist  /  der  durch  ihn 
gehende  Lichtstrahl  und  NO  =  NB  =  NC  für  BC  als  den  Durch- 
messer, der  die  Orthogonalprojection  des  Lichtstrahls  /  auf  die  Basis 
enthält,  so  giebt  ON  den  Anfangs-  und  Endpunkt  der  Zehntheilung 
in  /,  und  die  Normalebene  durch  0  z\i  i  in  BC  den  Anfangspunkt 
der  entsprechenden,  während  N  oder  A  ihr  Endpunkt  ist.  (Fig.  121.) 
Dieselbe  Construction  bleibt  also  auf  den  Cylinder  anwendbar.  Weil 
aber  der  Anfangspunkt  der  Theilung  nur  von  der  Neigung  des  Licht- 
strahls gegen  die  Ebene  von  F  abhängt^  so  giebt  dieselbe  Con- 
structioi^  die  Erzeugenden  der  gleichnamigen  Schat- 
tenstufen  für  alle  Cylinder,  deren  Normalschnitte  mit 
F  in  derselben  Ebene  liegen;  die  Normalen  der  letztern  in 
den  Fusspunkten  der  gleichbeleuchteten  Erzeugenden  und  also  auch 
die  Tangenten  derselben  in  ihnen  sind  parallel. 

8)  Man  verzeichne  die  Erzeugenden  der  zehn  Schattenstufen 
für  einen  Cylinder,  dessen  Normalschnitt  in  einer  projicierenden 
Ebene  liegt. 

9)  Man  bestimme  unter  den  Ebenen  eines  Büschels  diejenigen, 
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welchen  die  beatimmten  Scbattenstufen  zukommen  —  indem  man 
die  Scbeitelkante  als  einen  unendlich  dtlnnen  Botstdonecylinder  be- 
trachtet.  (Vergl.  I,  §  59,7.) 

10)  Man  conEtruiere  die  Erzeugenden  der  zehn  Schatlenatufen 
&lr  einen  Itotationskegel ,  dessen  Axe  einer  Projectionsebene  pa- 
rallel ist. 

11)  Man  ermittele  durch  Transformation  die  IntensitBtalinieii 
für  einen  BotatioDskegel  von  allgemeiner  Lage  der  Aze,  wosn  man 


Vif.  ui. 


die  beiden  ersten  Projectionen  a',  a"  derselben,  in  ihr  den  Hittel- 
punkt M  und  den  Winkel  (4,  e)  der  Erzengendeu  mit  der  Aze 
kennt,  sowie  die  Projectionen  eines  Lichtstrahles. 

12)  Ebenso  fUr  einen  Rotationscylinder  von  allgemeinster  Lage 
der  Axe. 

73.  Mit  den  im  vorigen  §  entwickelten  einfachen  Mitteln 
lässt  sich  die  Cunstruction  der  Linien  gleicher  Neigung  der 
Fläche  gegen  den  einfallenden  Strahl  oder  der  Intensitäta- 
liuien  aller  Stufen  leicht  fQr  eine  Botationsfläcbe 
durchfOhren.  Denken  wir  die  Axe  derselben  parallel  OZ,  so 
findet  man  fflr  jeden  Parallelkreis  durch  die  vorige  Con- 
structiou  die  Punkte  der  verschiedenen  Intensitäten:  eine  Ver- 
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einfachung  der  Arbeit  ist  nur  insofern  möglich  und  erwünscht, 
als  man  die  Länge  NO  für  alle  Parallelkreiskegel  constant 
nehmen  und  dadurch  die  Wiederholung  der  Theilungen  ver- 
meiden kann.  Man  verlegt  die  Scheitel  der  Normalenkegel 
sämmtlich  an  einen  Punkt  und  denkt  sie  durch  die  nämliche 
aus    diesem   Punkte    beschriebene   Kugel    geschnitten;    indem 

Figr.  iss- 


man  für  die  dadurch  bestimmten  Basen  derselben  die  Con- 
struction  ausführt,  erhält  man  stets  dieselbe  Theilung  auf 
dem  Lichtstrahl  /  und  nur  die  auf  seiner  Projection  /'  wird 
verändert,  jedoch  aus  jener  durch  dieselben  Parallelen  in 
allen  Fällen  erhalten.  Die  Punkte  der  verschiedenen  Schat- 
tenstufen in  den  auf  dieser  Kugel  gelegenen  Basiskreisen 
liefern  aber  die  entsprechenden  Punkte  in  den  Parallelkreisen 
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der  Rotationsfläche    als    auf   parallelen  Radien    liegend.     Die 
Fig.  122  und  Tafel  XV  zeigen   die  Durchführung  dieses  Ver- 
fahrens für  ein    einfaches   Rotationshyperboloid.     Die 
Punkte  der  Intensitäten  0,  5;    1,  2,  4,  6,  8,  10  und  die  der 
gleichen  Neigung  der  Tangentialebenen  im  Schattenraume  sind 
für  den  Kehlkreis  P^  und  für  die  Paare  der  zu  ihm  symme- 
trisch gelegenen  Parallelkreise  Pj  und  Pj  construiert  und  zwar 
in  Fig.  122  für  die  gleichbezeichneten  entsprechenden  Parallel- 
kreise der  Kugel  Tom  Radius  Eins  und  aus  dieser  durch  Ueber- 
tragung   mittelst   paralleler  Radien  in  Tafel  XV  eingetragen. 
In  Fig.  122  sind  p^^  in  /',  p^ ,  p^  die  Schnittlinien  der  Parallel- 
kreise Pq,  P,  ,  Pj  mit  der  Ebene   des  Lichtmeridians  in  ihrer 
Umlegung  mit  diesem    in    die  als   G rund riss -Ebene   benutzte 
Ebene  Pq  ;  auf  sie  ist  die  Theilung  in  die  zehn  Stufen  von  der 
Umlegung  des  Lichtstrahls  (/)]  aus  durch  Normalen  übertragen, 
um  von  da  aus  die  Punkte  der   besagten  Intensitäten  in  den 
Parallelkreisen    im    Grundriss    zu    erhalten.     Im    Aufriss   der- 
selben Figur  sind  mittelst  der  üralegung  (Z^)  des  Lichtstrahls 
im  Meridian  bis  zum  Parallelismus  mit  ÄOZ  die  Lagen  der 
hellsten  Punkte  0  und  die  höchsten   und  tiefsten  Punkte  der 
Intensitätslinien  0,  5;  1,  2,  4,  6   ermittelt.     Die  betreffenden 
Punkte    des    Kreises   im   Aufriss    von    Fig.    122    geben    durch 
ihre  Tangenten  die  Parallelen  derjenigen  Tangenten  der  Um- 
risshyperbel   im   Aufriss    von    Tafel    XV,    deren  Berührungs- 
punkte   durch   Zurückführuug   in  den  Lichtmeridian  M,   jene 
Punkte    liefern;    die    Bestimmung    der   besagten   Punkte    der 
Umrisshyperbel  ist  mittelst  der  Brennpunkte  und  des  Haupt- 
kreises derselben  nach  den  Sätzen  in  I,  §  36,  6  f.  geschehen. 

Endlich  sind  die  Punkte  der  Intensitätslinien  im  verti- 
calen  Umriss  selbst  mit  Benutzung  derselben  Eigenschaften 
ermittelt;  nachdem  die  entsprechenden  Tangeutenlagen  in  Fig. 
122  von  der  Umlegung  (T)^  des  Lichtstrahls  mit  seiner  zwei- 
ten projicierenden  Ebene  in  die  Ebene  XOZ  aus  auf  dem 
Kreise  daselbst  bestimmt  waren.  Dabei  ist  in  Tafel  XV  der 
Grundsatz  befolgt  worden,  in  der  Verticalprojection  nur  die 
Intensitätslinien  der  sichtbaren  Hälfte  einzutragen,  während 
im  Grundriss  alle,  die  unsichtbaren  als  punktiert,  erscheinen, 
um  die  Symmetrieverhältnisse  ihrer  Vertheilung  anschaulich 
zu  machen.     Im   Grundriss  schliesst  sich  auch  in  den  obern 
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Punkten  10  auf  P^  die  Schlagschattencurve  im  Innern  des  Hy- 
perboloids an,  die  mit  Benutzung  der  Ergebnisse  von  §  44,  1 1 
am  einfachsten  bestimmt  wird.  Die  Schlagschattengrenze  für 
beide  Projectionsebenen  ist  eingetragen;  die  Dunkelheiten  der- 
selben im  beleuchteten  Theil  sind  durch  die  eingetragenen 
Zahlen  5  und  4  respective  bezeichnet. 

Die  Intensitatslinien  des  einfachen  Hyperboloides  und  über- 
haupt die  der  Flächen  zweiten  Grades  sind  Raumcurven  vierter 
Ordnung.  (Vergl.  §  45,  Tafel  XU;  §  47.) 

Es  ist  offenbar,  dass  man  bei  der  bezeichneten  Construc- 
tion  zugleich  die  Beleuchtung  der  Hilfskugel  construiert;  und 
man  sieht,  dass  umgekehrt  aus  der  einmal  genau  durchge- 
führten Construction  der  Intensitätslinien  einer  Kugelfläche 
die  Intensitätslinien  jeder  Rotationsfläche  für  dieselbe  Beleuch- 
tung abgeleitet  werden  können. 

Ebenso  einfach  lassen  sich  aber  die  Punkte  der  Inten- 
sitätslinien in  allen  Meridianen  der  Rotationsfläche  icon- 
struieren;  durch  die  Congruenz  aller  Meridianberührungscy- 
linder  kommen  die  Constructionen  für  sie  alle  überdiess  auf 
Constructionen  am  Umrissmeridian  zurück.  Denken  wir  den 
Lichtstrahl  /  durch  einen  Punkt  N  der  Axe  a^  und  die  be- 
stimmte Länge  NO  desselben  auf  einen  Meridian  M,  in  NOy 
projiciert,  so  führen  wir  NO^  mit  M,  in  die  Lage  M^^,  über 
in  N{0)y  und  construieren  an  lüxz  für  den  durch  N{Py)  und 
ö,  0  bestimmten  Lichtstrahl  die  Punkte  der  verschiedenen 
Intensitätslinien,  um  dieselben  dann  in  den  Meridian  M,  zu- 
rückzuführen. 

Die  Construction  für  zwei  zum  Meridian  «,  /  gleichge- 
neigte Meridiane  führt  hiemach  offenbar  zu  denselben  Punk- 
ten des  Meridi^s  HLxz  und  es  ergiebt  sich  also  aus  beiden 
Constructionsmethoden  die  orthogonale  Symmetrie  der 
Intensitatslinien  der  Rotationsfläche  zu  dem  dem 
Lichtstrahl  parallelen  Meridian;  im  Falle  der  Exi- 
stenz einer  zur  Axe  a  normalen  Ebene  rechtwinkli- 
ger Symmetrie  der  Fläche,  also  für  die  Rotationsflächen 
zweiten  Grades,  den  Torus  und  alle  durch  Rotation  eines 
Kegelschnittes  um  eine  in  seiner  Ebene  gelegenen  Parallele 
einer  Axe,  etc.  zeigen  die  Intensitatslinien  überdiess  eine  cen- 
trische  Symmetrie  für  den  Mittelpunkt  der  Fläche. 
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Man  wird  jedeü falls  wie  oben  für  das  Hyperboloid  die 
höchsten  und  tiefsten  Punkte  der  Intensitatslinien  im  Licht- 
meridian  M»*  oder  /,  a  und  ebenso  die  Punkte  im  Umrissme- 
ridian TKx»  nach  der  Methode  der  Meridianberührungscylinder 
bestimmen^  im  Uebrigen  aber  die  Methode  der  Parallelkreis- 
berührungskegel  benutzen. 

Für  die  entsprechende  Construction  bei  Schraubuugsflächen 
ist  dem  Früheren  kaum  etwas  hinzuzufügen  und  kann  auf  die 
letzten  Beispiele  verwiesen  werden. 

1)  Man  construiere  die  Intensitätslinien  des  Toms  und  seiner 
beiden  durch  den  Cylinder  begrenzten  Hälften,  der  den  Ort  des 
Mittelpunktes  seines  Meridians  zum  Nonnalschnitt  hat;  man  discu- 
tiere  ihre  Speci alitäten. 

2)  Die  Intensitätslinien  des  Toms  können  aus  denen  der  Kugel 
durch  eine  Transformation  derselben  Art  hergeleitet  werden,  wie 
in  §  68^  14  die  Schattengrenze  des  Torus. 

3)  Die  Punkte  maximaler  Helligkeit  auf  einer  Rotationsfläche 
und  -  ebenso  die  der  grössten  Beflexwirkung  werden  nach  §  70,  2 
bestimmt. 

4)  Die  Constructionsmethoden  des  vorigen  §  übertragen  sich 
auch  auf  andere  Flächen,  namentlich  die  Enveloppen  einer  beweg- 
lichen Kugel  von  constantem  Halbmesser,  oder  die  Enveloppen  be- 
weglicher Botationskegel;  sie  wenden  sich  also  z.  B.  auf  Flächen 
zweiten  Grades  im  Allgemeinen  an.  Man  erörtere  die  ConstmctioD 
der  Intensitätslinien  für  die  Fläche ;  welche  ein  Kreis  von  unver- 
änderlichem Halbmesser  beschreibt,  wenn  sein  Mittelpunkt  eine 
cylindrische  Schraubenlinie  durchläuft,  während  seine  Ebene  stets 
normal  zur  bezüglichen  Tangente  derselben  — '■  also  gleichgeneigt 
gegen  die  Schraubenaxe  bleibt. 

5)  Wie  können  die  Tangenten  der  Intensitätslinien  des  ein- 
fachen Rotationshyperboloids  construiert  werden? 

6)  Die  Intensitätslinien  des  Toms  —  die  Schaitengrenze  ein- 
geschlossen —  für  seine  Aussenfläche  endigen  als  Linien  reeller 
Beleuchtung  in  den  Punkten,  wo  die  Erzeugende  der  umgeschriebenen 
Developpabeln  mit  einer  der  Haupttangenten  des  betrachteten  Flächen- 
punktes zusammen  und  also  in  die  Tangente  der  BerUhrungscurve 

auf  der  Fläche  hinein  fällt. 

.-' 

7)  Wenn  der  Kreis  K  in  der  Horizontal  ebene  um  die  verticale 
Axe  a  mit  der  Steigung  ß  geschraubt  wird,  so  dass  (Fig.  123) 
der  Punkt  0  die  Schraubenlinie  S  beschreibt,  so  erhält  man  die 
Tangentialebene  T  in  einem  Punkte  A  derselben  aus  den  Tangenten 
1c  und  t8\  die  Fallinie  t  derselben  durch  A  ist  die  Erzeugende  der 
durch  ihre  entsprechende  Schraubung  um  a  nach  ß  entstehenden 
developpabeln  Schraubenfläche  und  der  der  Axe   nächste  Punkt  R 
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in  ihr  der  zugebörige  Punkt  der  Bückkebrkante  derselben.  In  ana- 
loger Weise  erbftlt  man  die  umgescbriebene  DeveloppabJe  für  jede 
andere  Scbraubenlinie  S  auf  der  Fläcbe.  Der  zugebörige  Bicbtungs- 
kegel  ist  jeweilen  durcb  die  Tangente  t  bestimmt  und  liefert  nacb 
dem  allgemeinen  Verfabren  (vergl.  §  14,  9)  die  Punkte  der  Scalen- 
intensitäten  auf  der  Scbraubenlinie  8;  man  bat  nur  die  gleich- 
namigen benachbarten  zu  verbinden,  um  die  Intensit&tslinien  der 
Fläche  zu  erhalten.  Um  einerlei  Scala  verwenden  zu  können,  v^ird 
man  die  Ricbtungskegel  an  demselben  Scheitel  bilden  und  mit  einer 
um  diesen  beschriebenen  Kugel  schneiden,  vne  im  Texte. 

Fig.  123. 


Man  specialisiere  das  Verfahren  für  die  geradlinigen  Schrau- 
benflftchen,   insbesondere   die  geschlossenen  Schraubenregelflächen. 

8)  Das  Schlangenrohr  kann  als  die  Enveloppe  einer  unver- 
änderlichen Kugel  resp.  eines  Botationscjlinders  angesehen  vtrerden, 
deren  Mittelpunkt  eine  Schraubenlinie  durchläuft  resp.  'dessen  Axe 
Tangente  einer  Schraubenlinie  8  bleibt;  in  beiden  Fällen  ist  die 
Berührungscurve  der  bev^egten  Fläche  mit  der  Enveloppe  der  normal 
zur  bezüglichen  Tangente  der  Schraubenlinie  durch  ihren  Berührungs- 
punkt geführte  Querschnitt,  ein  Kreis  von  unveränderlichem  Halb- 
messer, der  als  der  erzeugende  Kreis  der  Fläche  bei  derselben 
Schraubnng  bezeichnet  werden  kann.  Man  wird  natürlich  die  Punkte 
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der  Scalenintensi tüten  auf  einer  hinreichenden  Anzahl  dieser  Kreise 
bestimmen  und  durch  Verbindung»  der  gleichmanigen  unter  ihnen 
die  Intensitätslinien  der  Fläche  bilden.    Dazu  aber  bieten  sich  z'wei 
Wege,  die  Benutzung  der  der   nämlichen  Lichtrichtung  entsprech- 
enden Intensitätslinien   einer  Kugel   und   die   der  Intensitätslinien 
des  Cylinders;    beide   kommen  in  der  Ausführung   so  ziemlich   auf 
dasselbe  hinaus.    Die  durch  einen  bestimmten  Punkt  S  (der  verti- 
calen  Projectionsebene)  etwa  gelegten  Parallelebenen  zu  den  £benen 
der  erzengenden  Kreise   umhüllen    einen  Kotationskegel   mit  verti- 
caler  Axe,  der  der  Normalenkegel  vom  Richtungakegel  der  Schrau- 
benlinie S  ist;    man   mache  die  Länge  seiner  Erzeugenden   von  ^ 
zur  Spur   dem  Radius   des   erzeugenden  Kreises   gleich.     Man  leg^ 
<Uirch  S  einen  Lichtstrahl  /  und  wählt  auf  ihm  den  Punkt  A^   der 
die  Scalenlänge  SA  bestimmt,  und  projiciert  diese  orthogonal   auf 
diejenige  Tangentialebene  des  Kegels,  welche  dem  betrachteten  Nor- 
malschnitt  parallel  ist.    Man  beschreibt  über  dieser  Projection  aLs 
Durchmesser  die  Basis  eines  Botationscjlinders ;  die  Ergebnisse  der 
Beleuchtungsconstruction   für   diesen  werden   auf  den  betrachteten 
Nor  maisch  nitt  übertragen.    Tafel  XVI  zeigt  die  Ergebnisse  und  in 
der  Nebenfigur  a)  die  Construction,  an  deren  Erläuterung  für  die 
zur  Aufrissebene  normalen  Querschnitte  2  und  6  wir  die  Methode 
verdeutlichen  können. 

Man  föllt  von  0  in  SA  auf  die  Parallelebene  zum  Normal- 
schnitt in  2  die  Normale  ö/'j»  l^Rt  /'j  ^^^  '^  ^^  ^^®  Horizontal- 
ebene  um  und  beschreibe  aus  2'  in  der  Schraubenlinie  mit  dem 
Radius  /^2'^2  einen  Kreis,  schneide  ihn  aus  dem  Endpunkte  M^  det^ 
Durchmessers  I'\2  \\  F^S^  mittelst  der  der  Scala  in  OS  entnom* 
menen  Längen  -^'9,  5  8,  etc.  und  markiere  die  Schnittpunkte  der 
zu  den  Sehnen  M^^ ^  M^^^  etc.  parallelen  Radien  mit  dem  Normal- 
schnit.tk reise  2.  Die  so  erhaltenen  Intensitätspunkte  sind  durch 
Drehung  um  den  zur  Grundrissebene  parallelen  Durchmesser  in  ihre 
eigentliche  Lage  zurückzuführen.  Man  fällt  von  ihnen  Normalen 
zu  diesem  Durchmesser,  überträgt  die  Längen  dieser  Perpendikel 
von  S"  aus  auf  die  ümrissmantellinie  des  Kegels  der  Scala  und 
bestimmt  die  Abstände  ihrer  Endpunkte  von  der  Axe  des  Kegels, 
als  die  Abstände  der  Grundrisse  der  Punkte  vom  horizontalen  Durch- 
messer; zugleich  sind  die  Abstände  derselben  Punkte  von  der  durch 
S"  gelegten  Horizontalen  die  Abstände  der  Intensitätspunkte  von 
der  durch  2  gehenden  Horizontalebene. 

Die  Fusspunkte  der  zur  Fläche  normalen  Strahlen  (hellste  Punkte 
in  dem  beleuchteten,  Maximalstellen  des  Reflexlichtes  im  nicht  be- 
leuchteten Theile)  liegen  in  dem  zu  /  parallelen  Normalschnitt  oder 
entspringen  aus  den  durch  AS  gehenden  Tangentialebenen  des  Sca- 
lenkegels;  die  ersten  Spuren  von  diesen  haben  die  Richtungen  der 
horizontalen  Durchmesser  der  bezüglichen  Normalschnitte  und  er- 
zeugenden Kreise.  (1  und  5  in  der  Tafel.) 
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Von  Wichtigkeit  ist  es,  dass  man  die  Punkte  in  den  umrissen 
der  Fläche  direct  construiert,  natürlich  mit  Hilfe  ihrer  projicieren- 
den  Gjlinder. 

Der  zum  Lichtstrahl  normale  Durchmesser  3'  T  des  Grundrisses 
ist  die  Symmetrieaxe  für  die  Horizontalprojectionen  der  Intensitttts- 
linien,  so  zwar,  dass  von  den  nach  ihr  symmetrischen  Hälften  die 
eine  sichtbar  und  die  andere  unsichtbar  ist.  Man  bemerke,  dass 
die  Intensitfttslinien  3  und  9  Doppelpunkte  besitzen,  weil  die  Nei- 
gung des  Strahles  so  gewählt  ist,  dass  z.  B.  die  umhüllten  Cylinder 
in  7  und  3  die  höchsten  Erzeugenden  zu  Linien  einer  bestimmten 
Stufe  der  Intensitätsscala  haben.  Wäre  der  Lichtstrahl  gerade  pa- 
rallel der  Tangente  der  Schraubenlinie  S  im  Punkte  7  gewählt 
worden,  so  hätte  jede  Erzeugende  des  nach  dem  zugehörigen  Nor- 
malschnitt berührenden  Gylinders  die  Litensität  10  und  die  Be- 
rührungscurye  hätte  den  Normalschnitt  in  7  zum  einen  Theile  und 
besässe  somit  Doppelpunkte  in  diesem. 

Die  Tafel  enthält  auch  die  Grenzlinien  der  Schlagschatten,  welche 
die  Fläche  auf  sich  selbst  und  auf  den  Projectionsebenen  hervor- 
bringt. Man  construiert  zuerst  die  Spuren  des  zum  Lichtstrahl  / 
parallelen  Cylinders,  der  die  Intensitätslinie  10  der  Fläche,  die  Schat- 
tengrenze, zur  Leitcurve  hat,  und  achtet  auf  ih^  Doppelpunkte,  die 
offenbar  die  Endpunkte  der  Schlagschatten  der  Fläche  auf  sich  selbst 
in  ihrer  Schattengrenze  liefern,  wie  auch  die  Punkte  der  Schatten- 
grenze, welche  diese  Endpunkte  hervorbringen.  Für  einen  Punkt 
fV  der  Selbstschattengrenze  erhält  man  dann  den  Schnittpunkt  des 
durch  ihn  gehenden  Lichtstrahles  mit  der  Fläche  etwa  mittelst  des 
Querschnittes  seiner  ersten  projicierenden  Ebene  mit  derselben,  den 
man  durch  die  Aufrisse  ihrer  Schnittpunkte  mit  dem  System  der 
Intensitätslinien  jQnden  wird;  denn  sein  Schnitt  mit  der  Yertical- 
projection  des  Lichtstrahles  ist  der  Aufriss  für  den  betreffenden 
Punkt  des  Schlagschattens. 

74.  Den  Yorhergehenden  Problemen  schliessen  sich  die 
über  die  Durchdringungen  der  Rotationsflächen  mit 
Kegeln  und  Cylindern  eng  an. 

Sei  eine  Rotationsfläche  von  der  Axe  a  parallel  OZ  und 
dem  Umrissmeridian  ICf,,  und  ein  Kegel  durch  seine  Spitze 
M  und  seine  Leitcurve  oder  insbesondere  seine  Spur  8^  in 
der  ersten  Projeetionaebene  gegeben,  so  werden  die  Punkte 
der  Durchdringung  auf  einem  beliebigen  Parallelkreis  Vi  der 
Fläche  gefunden,  indem  man  durch  die  Spitze  M  und  diesen 
Parallel  einen  Kegel  denkt,  und  die  Erzeugenden  desselben 
bestimmt,  welche  zugleich  dem  gegebenen  Kegel  angehören; 
dazu  verzeichnet  man  die  kreisförmige  Spur  dieses  Hilfskegels 
in  der  ersten  Projectionsebeue  aus  dem  Mittelpunkte  und  einem 

Fiedler,  dKrileUende  Geometrie.  II.   8.  Aufl.  33 
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Punkte  der  Peripherie,  etwa  dem  im  Dmrissmeridian  gelegenen, 
und  ihre  Durchschnittspunkte  mit  der  Spur  S|  ^  die  Geraden 
von  diesen  Punkten  nach  M  schneiden  den  Parallelkreis  P,-  in 
den  Punkten  der  Durchdringungscurve.  Die  zugehörigen  Tan* 
genten  der  Durchdringungscurve  sind  die  Durchschnittslinieu 
der  entsprechenden  Tangentialebenen  des  Kegels  und  der  Ro- 
tationsfläche^ man  bestimmt  ihre  ersten  Durchstosspunkte  als 
Schnitte  der  ersten  Spuren  dieser  Tangentialebenen. 

Die  gefundene  Durchdringungscurve  kann  als  der  von 
irgend  einer  Leite urve  des  Kegels  My  S|  bei  Beleuchtung  aus 
dem  Punkte  M  auf  die  Fläche  geworfene  Schlag- 
schatten angesehen  werden. 

Es  ist  offenbar,  dass  dieselbe  Construction  und  gleich- 
zeitig Interpretation  auf  die  Durchdringungscurve  einer  Cy- 
linderfläche  mit  der  Rotationsfläche  übergehen.  Wenn  der 
Kegel  respective  Cylinder  der  Berührungs-Kegel  oder  Cylinder 
einer  andern  krummen  Fläche  ist,  so  dass  seine  Berührungs- 
curve  mit  dieser ^Is  seine  Leitcurve  erscheint,  so  giebt  die- 
selbe Durchdringung  den  Schlagschatten  der  ersteren 
Fläche  auf  die  letztere. 

In  der  Regel  wird  der  Berührungs-Kegel  oder 
Cylinder  einer  krummen  Fläche  sie  selbst  weiter- 
hin durchdringen  —  dies  ist  nur  unmöglich  bei  den 
Flächen  zweiten  Grades  — ,  so  dass  sich  gewohnlich  das  ge- 
genwärtig betrachtete  Problem  mit  dem  des  §  68  verbindet. 
Im  Sinne  der  Schattenconstruction  liefert  eine  solche  Durch- 
dringung die  Begrenzung  des  von  der  Fläche  auf  sich 
selbst  geworfenen  Schlagschattens. 

In  diesem  Falle  ist  die  Leitcurve  des  Kegels  die  Corve 
der  Selbstsehattengrenze  auf  oder  vollständiger  (vergl.  §  73, 6) 
seine  Berührungscurve  mit  der  Fläche,  und  man  sieht  sofort, 
dass  jene  Punkte  der  Selbstschattengrenze,  wo  die 
Tangente  derselben  mit  der  einen  Haupttangente 
der  Fläche  im  bezüglichen  Punkte  zusammenfällt^ 
bereits  der  fraglichen  Schlagschattencurve  ange- 
hören und  dass  beide  Curven  einander  hier  be- 
rühren müssen.  Dies  ist  aber  ferner  nur  ein  Specialfail 
eines  allgemeinen  Gesetzes,  welches  eben  die  Durchdringungs- 
curve der  Fläche   mit  einem  Kegel   von   gegebenem  Scheitel 
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und  die  Berühruiigscurve  des  ihr  aus  demselben  Scheitel  um- 
geschriebenen Kegels  betrifFt  Wenn  sich  diese  Garven  in  einem 
Punkte  der  Fläche  schneiden ,  so  ist  die  nach  diesem  Punkte 
gehende  Erzeugende  beiden  Kegeln  gemein  und  eine  Tangente 
der  Fläche^  sie  muss  also  die  Durchdringungscurve  des  Schlag- 
schattenkegels mit  der  Fläche  in  zwei  zusammenfallenden 
Punkten  trefPen  oder  berühren;  als  Erzeugende  des  Berühr- 
ungskegels ist  aber  dieselbe  Linie  die  conjugierte  Tangente 
zur  Tangente  der  Selbstschattengrenze  in  diesem  'Punkte, 
d.  h.  wenn  auf  einer  krummen  Oberfläche  die  durch 
Licht  Yon  einem  Punkte  aus  erzeugte  Selbstschat- 
tengrenze in  einem  Punkte  von  einer  derselben 
Beleuchtung  entspringenden  Schlagschattengrenze 
auf  dieser  Fläche  geschnitten  wird,  so  bilden  die 
Tangenten  beider  in  diesem  Punkte  mit  den  Haupt- 
tangenten der  Fläche  in  ihm  ein  harmonisches  Bü- 
schel; oder  mit  andern* Worten,  sie  sind  conjugierte  Durch- 
messer der  Indicatriz  der  Fläche  in  diesem  Punkte.  Man 
sieht,  dass  der  vorige  Satz  ein  specieller  Fall  von  diesem  ist, 
und  dass  derselbe  auch  für  den  Schlagschatten  gilt,  den  der 
Körper  auf  sich  selbst  wirft. 

Offenbar  ist  durch  diese  Betrachtungen  die  Aufgabe  mit- 
gelost, unter  den  Erzeugenden  eines  Kegels  die- 
jenigen zu  bestimmen,  die  eine  gegebene  krumme 
Fläche,  hier  eine  Rotationsfläche,  berühren. 

Aäx  dieselbe  reiht  sich  aber  endlich  die  andere  von  der 
Bestimmung  der  Tangentialebenen  eines  gegebenen 
Kegels,  die  zugleich  die  Fläche  berühren;  auch  zu 
ihrer  Lösung  bildet  man  den  Berührungskegel  der  Fläche 
aus  dem  Scheitel  des  gegebenen  Kegels,  und  erhält  als  die 
der  Aufgabe  genügenden  Ebenen  die  gemeinsamen  Tangential- 
ebenen beider  Kegel.  Mau  wird  ihre  Spuren  als  gemeinschaft- 
liche Tangenten  der  Spuren  beider  Kegel  in  einer  Projections- 
ebene  z.  B.  XOY  erhalten. 

Die  Doppeltangentialebenen  des  Berührungskegels  selbst 
gehören  der  doppelt  berührenden  Developpabeln  der 
krummen  Fläche  an;  man  erhält  diese  also  aus  ihnen,  wenn 
man  die  Spitze  des  Tangentenkegels  eine  Gerade  durchlaufen 
lässt.    (Vergl.  §  56,  8.) 

33* 
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1)  Man  bestimme  den  Schlagschatten  einer  kreisf5rmigen  Scheibe 
in  einer  ersten  projicierenden  Ebene  und  für  paralleles  Licht  auf 
ein  einfaches  Rotationshyperboloid  von  verticider  Axe.  Man  wird 
für  diesen  Fall  die  geraden  Erzeugenden  des  Hyperboloides  zweck- 
mässig benutzen.  (Vergl.  §  59,  4.)  Ist  g  eine  solche  mit  dem 
Punkte  A  im  Kehlkreis  und  dem  Punkte  S^  in  der  ersten  Spur  des 
Hyperboloides,  so  legen  wir  durch  Ä  den  Lichtstrahl  und  verzeichnen 
die  durch  ihn  und  g  bestimmte  Ebene  und  ihre  Schnittlinie  mit  der 
Ebene  der  Ereisscheibe,  endlich  die  Schnittpunkte  von  diespr  mit 
dem  Kreise  selbst;  dann  schneiden  die  durch  diese  letzteren  ge- 
führten Lichtstrahlen  das  Hyperboloid  einmal  in  ^,  das  andre  mal 
in  der  zweiten  Erzeugenden  des  Hyperboloides,  welche  die  gedachte 
Ebene  enthält.  So  erhält  man  vier  Punkte,  von  denen  zwei  der 
Schlagschattencurve  angehören.  Die  Betrachtung  derjenigen  Er- 
zeugenden der  andern  Schaar  des  Hyperboloids,  welche  mit  g  die- 
selbe erste  Projection  und  somit  denselben  Punkt  im  Kehlkreis  hat^ 
liefert  durch  Combination  mit  demselben  Lichtstmhl,  etc.  abermals 
vier  Punkte.  Die  Construction  der  Tangenten  der  Schattencanre 
gestaltet  sich  auch  sehr  einfach.    Man  beschreibe  sie. 

2)  Wenn  die  die  Spitze  des  Kegelt  enthaltende  Meridianebene 
zugleich  eine  Ebene  orthogonaler  Symmetrie  für  den  Kegel  ist,  so 
ist  seine  Durchdringungscurve  mit  dieser  in  Bezug  auf  dieselbe  Ebene 
orthogonal  symmetrisch.  In  welchem  Falle  wird  ein  projicierender 
Cylinder  der  Curve  doppelt  umgeschrieben? 

3)  Liegt  die  Spitze  des  Kegels  in  der  Axe  a  selbst,  so  dass 
jede  Meridianebene  die  Spitze  enthält,  so  kann  die  Durchschnitts- 
cnrve  mit  Hilfe  der  Meridiane  zweckmässig  construiert  werden. 

4)  Ist  der  Kegel  vom  zweiten  Grade^  so  zeigt  die  zweite  Pro- 
jection der  Durchschnittscurve  im  Allgemeinen  einen 
Doppelpunkt;  es  ist  offenbar,  dass  demselben  zwei  Erzeugende 
des  Kegels  von  einerlei  zweiter  Projection  entsprechen,  die  denselben 
Parallelkreis  der  Rotationsfläche  schneiden,  die  also  zur  Ebene  des 
Meridians  M««  symmetrisch  liegen.  Alle  zur  Axe  OY  parallelen 
Sehnen  der  Kegelfläche  werden  aber  von  der  ixk  OY  conjugierten 
Diametralebene  desselben  halbiert  und  die  fraglichen  Erzeugenden 
müssen  also  in  der  zweiten  Projection  mit  der  Geraden  zusammen- 
fallen, in  welcher  die  Ebene  VL^  von  der  besagten  Diametralebene 
des  Kegels  geschnitten  wird.  Wenn  die  durch  dieselbe  gehende 
zweite  projicierende  Ebene  beide  Flächen  in  Curven  schneidet,  die 
zwei  Punkte  gemein  haben,  so  existiert  der  fragliche  Doppelpunkt. 
In  Fig.  124  ist  derselbe  für  die  Durchdringungscurve  der  Kugel 
K  und  des  Kegels  zweiten  Grades  von  der  Spitze  M  und  der  durch 
ihre  Hauptaxen  AB  und  CD  bestimmten  Horizontalspur  direct  con- 
struiert. Die  zu  den  der  Axe  OY  parallelen  Sehnen  cozgugierte 
Diametralebene  des  Kegels  —  Horizontalspur  5]  —  und  die  Ebene 
M^j  der  Rotationsfläche  schneiden  sich  in  der  Geraden  g^  deren 
zweite  projicierende  Ebene   mit  der  Kugel   einen   Kreis,  mit  dem 
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Kegel  eine  EUlipse  gemein  hat;  ihre  Seh aitlp unkte  geben  den  Doppel- 
punkt Ü'  der  Verticalprojection  und  die  enteprecbenden  Tangenten. 

5)  Wäre  der  Kegel  nicht  vom  zweiten  Qrade,  so  wDrde  der 
Ort  der  Mittelpunkte  der  zu  0  F  parallelen  Sehnen  eine  KegelflSche 
von  derselben  Spitze  sein;  dieselbe  giebt  auch  dann  noch  das  Kri- 
terium fUr  die  etnaigen  Doppelpunkte  der  zweiten  Projection. 

6)  Was  folgt  daraus  fKr  die  Durchdringungen  der  Kugel  mit 
KegelflSfihen,  deren  Spitzen  im  Ueridian  1^  liegen? 

ng.i>L 


7)  Man  übertrage  die  vorigen  Erörterungen  auf  den  Fall  der 
Centralprojection. 

8)  Der  ebene  Schnitt  einer  krummen  FlSche  begegnet  den  Be- 
ruh rungscurven  aller  zu  seiner  Ebene  parallelen  berührenden  Cylin- 
der  und  aller  von  ihren  Punkten  ausgehenden  berührenden  Kegel 
so,  dass  ihre  Tangenten  im  Schnittpunkte  zu  den  entsprechenden 
Haupttengenten  der  FISche  harmonisch  sind. 
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9)  Man  verzeichne  den  Schlagschatten  des  Toms  auf -sich  selbst 
fttr  parallele  Lichtstrahlen. 

10)  Ebenso  die  Schlagschatten  einer  Rotationsfläche  von  Ge- 
fässform. 

11)  Welche  Eigenschaft  entspringt  aus  dem  Hanptsatze  des 
Textes  für  die  Punkte,  in  welchen  die  Selbstschattengrenze  des  ein- 
fachen Hyperboloids  und  der  Schlagschatten  seines  obem  Parallel- 
kreises in  das  Innere  (Tafel  XV)  sich  schneiden? 

75.  Aus  den  Betrachtungen  des  vorigen  §  überträgt  sich 
das  Wesentlichste  auf  die  Beziehungen  der  krummen  Flächen, 
insbesondere  der  Rotationsflächen,  zu  developpabelu  Flächen 
mit  Rückkehrkante.  Diese  Beziehungen  liefern  vier  Aufgaben^ 
die  wir  nur  im  Allgemeinen  zu  erörtern  haben  und  von  denen 
nur  eine  im  Vorigen  nicht  hervorgetreten  ist.    Man  kann 

a)  die  Durchdringungscurve  der  developpabelu 
Fläche  mit  der  krummen  fordern,  d.  i.  den  Ort  der  Schnitt- 
punkte der  Erzeugenden  der  Developpabelu  mit  der  krummen 
Fläche  P.  Sie  hat  Doppelpunkte,  wo  die  Doppeicurve  der 
Developpabeln  in  die  Fläche  F  eindringt.     Man  kann 

b)  die  Durehschnittspunkte  der  Rückkehrkanie 
der  developpabeln  Fläche  mit  der  krummen  bestim- 
men; sie  werden  die  Punkte  sein,  welche  die  Durchdringungs- 
curve bei  a)  mit  der  Rückkehrkante  der  Developpabeln  ge- 
mein hat  und  sind  natürlich  stationäre  Punkte  in  ihr. 
Soll  man  aber  nur  diese  Punkte  b)  selbst  bestimmen,  so  thut 
jede  die  Rückkehrkante  enthaltende  Developpable ,  also  z.  B. 
auch  ein  projicierender  Cyliuder  derselben  den  nämlichen 
Dienst;  wählt  man  im  Falle  der  Rotationsfläche  mit  zu  OZ 
paralleler  Axe  den  zu  dieser  Axe  a  derselben  parallelen,  so 
bestimmt  man  die  Durchdringungscurve  leicht  mit  Hilfe  der 
Parallelkreisebenen  der  Fläche.  Ist  die  Developpable  in  a) 
die  Begrenzung  des  durch  eine  gegebene  Fläche  P,  bei  Be- 
leuchtung durch  eine  leuchtende  Fläche  erzeugten  Schatten- 
raumes (vergl.  §  47),  so  ist  die  Durchdringung  die  Schlag- 
schattenctlrve  jener  Fläche  P,  auf  die  Fläche  P.  Wäre  die 
Grenzlinie  des  Selbstschattens  der  Fläche  F  für  dieselbe  Be- 
leuchtung bekannt,  so  gilt  aus  den  im  vorigen  §  entwickelten 
Gründen  für  einen  Durchschnittspunkt  beider  Curven  auf  P, 
dass  ihre  Tangenten  in  demselben  zu  den  Haupttangenten  der 
Fläche  in  ihm  conjugiert  harmonisch  sind.    Diese  Schnittpunkte 
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selbst  aber  sind  die  Punkte,  in  welchen  eine  Erzeugende  der 
Developpabeln  des  Schattenraumes  die  Fläche  berührt  und 
entsprechen  also  der  Aufgabe 

c)  diejenigen  Erzeugenden  einer  Developpabeln 
zu  bestimmen^  welche  die  gegebene  krumme  Fläche 
berühren.  Man  sieht,  die  Losung  dieser  Aufgabe  erfordei*t, 
für  irgend  einen  ebenen  Schnitt  der  gegebenen  Developpabeln 
die  durch  ihn  gehende  der  krummen  Fläche  umgeschriebene  De- 
veloppable  und  die  gemeinsamen  Erzengenden  beider  aus  den 
gemeinsamen  Punkten  ihrer  Spuren  in  einer  beliebigen  Ebene 
zu  bestimmen.  Man  kann  dazu  speciell  den  unendlich  fernen 
ebenen  Schnitt  wählen^  d.  h.  die  umgeschriebene  Developpable 
für  den  gleichen  Richtungskegel  mit  der  gegebenen  erzeugen 
(§  14).    Endlich  ist  die  Aufgabe 

d)  möglich,  diejenigen  Tangentialebenen  einer  de- 
veloppablen  Fläche  zu  finden,  welche  eine  krumme 
Fläche  berühren;  bilden  wir  wieder  die  der  krummen  Fläche 
umgeschriebene  Developpable  von  demselben  Richtungskegel  mit 
der  gegebenen,  so  sind  die  Spuren  der  gesuchten  Ebenen  in 
einer  festen  Ebene  unter  den  gemeinschaftlichen  Tangenten 
der  bezüglichen  Spuren  beider  Developpabeln. 

Der  Aufgabe  a)  entspricht  dualistisch  das  Problem  e), 
die  Enveloppe  aller  der  Tangentialebenen  der  krummen  Fläche 
zu  bestimmen,  welche  durch  die  aufeinander  folgenden  Er- 
zeugenden einer  developpabeln  Fläche  gehen. 

1)  Man  erörtere  näher  die  Beziehung  der  Rückkehrkante  einer 
Developpabeln  im  Schnittpunkte  mit  einer  krummen  Fläche  zur 
Durchdringungscurve  der  Developpabeln  mit  der  krummen  Fläche 
—  etwa  an  dem  Beispiel  der  Schnittpunkte  einer  Schraubenlinie  mit 
einer  Rotationsfläche  zweiten  Grades. 

2)  Man  discutiere  die  Construction  derjenigen  Tangentialebenen 
einer  krummen  Fläche,  welche  zugleich  Schmiegungsebenen  einer 
gegebenen  cylindrischen  Schraubenlinie  sind.  In  welcher  Beziehung 
steht  dieselbe  zu  dem  Problem  der  Beleuchtungsconstructionen  ? 

3)  Welche  Folgerungen  erlauben  die  Betrachtungen  dieses  und 
des  vorigen  §  für  die  Selbstschattengrenze  (Halbschatten  und  Voll- 
schatten) und  die  Grenze  des  Schlagschattens  auf  sich  selbst  an 
einer  krummen  Fläche  und  für  Licht  aus  einer  endlich  ausgedehnten 
Quelle? 

76.  Wir  wenden  uns  zu  den  Beziehungen  von  zwei 
krummen  Flächen  zu  einander,  wobei  wir  insbesondere 
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die  eine  oder  beide  als  Botationsflächen  denken  werden.  Zwei 
krumme  Flächen  besitzen 

a)  im  Allgemeinen  eine  gemeinsam  aufgeschriebene 
Curve  und 

b)  eine  gemeinsam  umgeschriebene  Deyeloppable; 
man  kann  insbesondere  nach  ihren  gemeinschaftlichen  Punkten 
auf  einer  Ebene  oder  einer  developpabeln  oder  krummen  Flache, 
nach  ihren  gemeinschaftlichen  Tangentialebenen  durch  einen 
Punkt  oder  mit  einer  Fläche,  nach  ihren  gemeinschaftlichen 
Tangenten  durch  einen  Punkt,  in  einer  Ebene  oder  durch 
eine  Gerade  fragen,  sieht  aber  sofort,  dass  die  letzteren  Auf- 
gaben theils  auf  frühere,  theils  auf  die  ersteren  zurückkom- 
men.    Nur  mit  diesen  wollen  wir  uns  noch  beschäftigen. 

Die  gemeinsame  Curve  oder  Durchdringungscurve  von 
zwei  Flächen  F, ,  Fj  wird  durch  Hilfsflächen  H«  wie  folgt  be- 
^  stimmt:  Man  construiert  eine  Hilfsfläche  H<,  verzeichnet  ihre 
Schnittlinie  Oi,-  mit  der  Fläche  Ff  und  ebenso  ihre  Schnitt- 
linie C%i  mit  der  Fläche  F,  und  bestimmt  die  gemeinsamen 
Punkte  Pni  dieser  Curven;  sie  sind  Punkte  der  gemeinsamen 
Curve  @i2<  ^^  kommt  hiernach  nur  darauf  au,  ein  System 
solcher  Hilfsflächen  H^  zu  ermitteln,  dessen  Schnitte  mit  den 
Flächen  Fj ,  Fj  bequem  und  sicher  zu  construieren  sind. 

Ebenso  wird  die  gemeinsam  umgeschriebene  Develop- 
p  abl  e  von  zwei  Flächen  Ff ,  F,  durch  Hilfsflächen  H|  construiert^ 
indem  man  die  gemeinschaftlichen  Developpabeln  Duf  I>si  der- 
selben mit  F, ,  Fj  fespective  ermittelt  und  die  gemeinschaft- 
lichen Tangentialebenen  derselben  bestimmt;  diese  sind  Ebenen 
der  gemeinsamen  Developpabeln  S)i2*  Die  Aufsuchung  eines 
Systems  solcher  Hilfsflächen  H,-,  deren  gemeinsame  Develop- 
pabeln mit  F, ,  Fj  bequem  und  sicher  genug  zu  verzeichnen 
sind,  ist  das  Wesentliche.  Es  ist  dasselbe  Princip,  welches 
schon  bei  der  Construction  ebener  Schnitte  und  Berührungs- 
kegel und  allererst  schon  beim  Durchschnitt  zweier  Ebenen 
zur  Anwendung  gekommen  ist.  Im  Allgemeinen  können  für 
das  Problem  a)  als  Hilfsflächen  Ebenen  und  für  das  Problem 
b)  Punkte  verwendet  werden;  und  man  wird  die  vollständige 
Lösung  der  Probleme  erlangen,  wenn  man  alle  Ebenen  H. 
eines  Büschels,  respective  alle  Punkte  ffi  einer  Reihe  nach 
einander   benutzt;   insbesondere  darf  die  Scheitelkante  dieses 
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Büschels  oder  die  Gerade  dieser  Reihe  als  unendlich  ferne 
Gerade  oder  als  Stellung  einer  Ebene  gewählt  werden.  Sei  sie 
z.  B.  die  Stellung  der  ersten  Projectionsebene.  Dann  schneidet 
eine  Parallelebene  H<  derselben  beide  Flächen  F, ,  Fj  in  Curven^ 
deren  erste  Projectionen  Qu,  C2/  zu  verzeichnen  sind;  ihre 
Durchschnittspunkte  sind  die  ersten  Projectionen  der  bezüg- 
lichen Punkte  voii  €,2  und  die  zweiten  Projectionen  derselben 
liegen  in  der  gleichnamigen  Spur  der  Hilfsebene.  Die  zuge- 
hörigen Taugenten  der  Durchdringungsourre  sind  die  Schnitt- 
linien der  entsprechenden  Tangentialebenen  beider  ITlächen. 


Andererseits  bestimmt  eine  in  der  ersten  Projectionsebene 
enthaltene  Richtung  mit  beiden  Flächen  Berührungscylinder, 
deren  Spuren  in  der  zweiten  Projectionsebene  wir  uns  be- 
stimmt denken;  die  gemeinsamen  Tangenten  dieser  Spuren 
sind  die  zweiten  Spuren  gemeinsamer  Tangentialebenen,  deren 
erste  Spuren  jene  Richtung  haben.  Die  zugehörigen  Erzeugen- 
den der  gemeinsamen  Developpabeln  sind  die  Verbindungs- 
linien der  entsprechenden  Berührungspunkte  auf  beiden  Flächen. 

Wenn  man  im  ersten  Falle  die  Hilfsebene  parallel  sich 
selbst  stetig  durch  alle  die  Lagen  führt,  in  denen  sie  zugleich 
beide  Flächen  F|,  Fj  schneidet,  so  hat  man  die  Durch  drin- 
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gungscurve  i).  h.  alle  ihre  Paukte  und  Taugen ten  vollständig 
erbalten.  Und  wenn  im  zweiten  Falle  die  Richtung  in  der 
festen  £bene  stetig  durch  alle  die  Lageu  bewegt  wird,  in 
denen  sie  mit  beiden  Flächen  Berührungscjlinder  bestimmt, 
so  hat  man  alle  Ebenen  und  Elrzeugenden  der  gemeinsamen 
Deyeloppabeln  gefunden.  Die  aufeinander  folgenden  Lagen 
der  Ebene  und  des  Punktes  liefern  dabei  aufeinander  folgende 
Gruppeu  von  Punkten  und  Tangenten  der  Gurve,  respective 
Gruppeu  von  Ebenen  und  Erzeugenden. 

Die  vorigen  Erörterungen  geben  die  ganz  allgemeinen 
Lösungen  für  die  iu  Rede  stehenden  Probleme.  In  besondern 
Fällen  gestattet  die  gewonnene  Methode  zweckmässige  Modifi- 
cationei);  und  es  kann  auch  geschehen,  dass  andere  üilfsflächen 
besser  als  die  Ebene  und  der  Punkt  zum  Ziele  fuhren.  Wenn  die 
eine  der  Flächen  eine  Rotationsfläche  ist,  so  geben  die  Normal- 
ebenen zu  ihrer  Axe  oder  die  durch  die  Axe  gehenden  Ebenen 
das  bequeme  System  der  Hilfsebenen,  und  die  Punkte  der 
Axe  selbst  oder  der  zu  ihr  normalen  Stellung  das  der  Hilfs- 
punkte; denn  jene  führen  auf  Parallelkreise  und  Meridiane 
als  Schnitte,  diese  auf  Parallelkreisberührungskegel  und  Meri- 
dianberührungscylinder  als  Developpable. 

Wir  besprechen  den  Fall  von  zwei  Rotationsflächen 
etwas  näher  und  unterscheiden  die  beiden  Lagen,  wo  ihre  Axen 
a ,  a*  in  -einer  Ebene  liegen,  und  wo  sie  sich  kreuzen.  Durch 
Transformation  des  Projectionssystems  kann  in  beiden  Fällen 
bewirkt  werden,  dass  die  Axe  a  der  Axe  OZ  parallel  und  zugleich 
die  Axe  a*  der  zweiten  Projectionsebene  parallel  ist. 

Liegen  die  Axen  a,  a*  in  einer  Ebene,  so  können 
sie  zuerst  insbesondere  parallel  zu  einander,  also  beide  zu 
OZ  parallel  sein;  dann  sind  für  die  Bestimmung  der  Durch- 
dringung die  zu  ihnen  normalen  Hilfsebenen,  welche  beide 
Flächen  in  Parallelkreisen  schneiden,  zu  wählen;  jede  der- 
selben liefert  im  Allgemeinen  zwei  zur  Ebene  aa*  symmetrisch 
gelegene  Punkte  der  Curve  und  man  bestimmt  leicht  die  zu- 
gehörigen Taugenten. 

Für  die  gemeinsame  Developpable  sind  die  Berührungs- 
cylinder  für  parallele  Meridiane  oder  die  Parallelkreisberühr- 
ungskegel von  einerlei  Winkel  an  der  Spitze  zu  benutzen; 
jedes  Paar   derselben   liefert   eine  Gruppe   gemeinschaftlicher 
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Tangentialebenen  und  zugehöriger  Erzeugenden  der  Develop- 
pabeln.  Es  erhellt,  dass  die  Ebene  öä*  die  Ebene  einer  Dop- 
pelcurve  der  Developpabeln  ist,  entsprechend  dem  zu  dieser 
Ebene  normalen  doppelt  berührenden  Cylinder  der  Durch- 
dringungscurve. 

Wenn  die  Axen  a,  a*  sich  sehneiden,  so  würden 
die  zu  a  normalen  Ebenen  nur  die  eine  Fläche  in  Parallel- 
kreiseu  schneiden  und  die  zu  a  normalen  Richtungen  würden 
nur  mit  dieser  Fläche  Meridianberührungscy linder  bestimmen; 
die  Schnitte  respective  Berührungscylinder  der  andern  wären 
mühsam  zu  construieren.  Dagegen  bietet  ein  System  concen- 
trischer  Kugeln  aus  dem  Schnittpunkte  a^  a*  der  Axen  als 
Mittelpunkt  alle  Vortheile  eines  Hilfsflächensystems  dar  (Fig. 
125).  Eine  solche  Kugel,  welche  beide  Flächen,  d.  i.  deren 
Umriss  die  Umrisse  M;^  M^.«*  beider  Rotationsflächen,  schnei- 
det, hat  mit  jeder  der  Flächen  ein  System  von  Parallelkreisen 
gemein;  sind  P,  P*  ein  Paar  solcher  durch  dieselbe  Kugel  des 
Systems  erhaltener  Parallelkreise  beider  Flächen,  so  schneiden 
sich  dieselben  im  Allgemeinen  in  zwei  Punkten  P^,  P.^^  welche 
der  Üurchdringungscurve  angehören.  Nach  wie  vor  ist  der  zur 
Ebene  aa*  normale  Cylinder  durch  die  Curve  ein  doppeltpro- 
jicierender  oder  doppeltberührender.  Die  Fig.  125  enthält  auch 
die  Construction  der  Tangeute  /  im  Punkte  P  an  die  Durch- 
driugungscurve;  man  wird  sie  leicht  erklären. 

Jede  Kugel  des  Systems  hat  auch  (Fig.  126)  mit  jeder 
der  beiden  Flächen  ein  System  von  Parallel kreisberührungs- 
kegeln  zur  gemeinsam  umgeschriebenen  Developpabeln ;  ein  sol- 
cher Kegel  der  einen  und  einer  der  andern  Fläche  haben  mit 
einander  zwei  Tangentialebenen  gemein,  welche  zur  gemein- 
schaftlichen Developpabeln  der  Rotationsflächen  gehören,  und 
die  Verbindungslinien  e  der  zugehörigen  Paare  der  Berührungs- 
punkte entsprechen  ihnen  als  Erzeugende.  Die  gemeinschaft- 
liche Meridianebene  ist  eine  Ebene  orthogonaler  Symmetrie 
für  die  developpable  Fläche. 

1)  Die  Durchdringung  einer  Rotationsfläche  mit  einem  geraden 
CoDoid,  dessen  Bichtungsebene  zur  Axe  derselben  normal  ist,  wird 
mittelst  Hilfsebenen  von  der  Stellung  dieser  Rieh  tun  gsebene  con- 
struiert;  als  Beispiel  dient  die  Durchdringung  des  Torus  mit  der 
Wölbfläche  des  Einganges  in  den  runden  Thurni. 

2)  Wenn  die  Axe  einer  Rotationsfläche  zugleich  Leitlinie  einer 
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Begelfläche  ist,  so  ist  das  Büschel  der  Meridianebenen  der  ersteren 
vorzüglich  geeignet  für  die  Construction  der  Durchdringungscnrre. 

3)  Die  gemeinschaftlich  umgeschriebene  De  veloppable  einer  Rota- 
tionsfläche und  einer  windschiefen  Begelfläche  kann  ermittelt  werden, 
indem  man  die  Ebenen  durch  die  Erzeugenden  der  letzteren  be- 
stimmt, welche  die  erstere  berühren  und  die  Berührungspunkte  ver- 
bindet. Wie  gestaltet  sich  dies  in  den  vorhergehenden  Fällen? 

4)  Man  verzeichne  die  Schnittcurve  eines  Botationsellipsoidos 
mit  der  Fläche  einer  scharfgängigen  oder  einer  flachgängigen 
Schraube. 

5)  Construiere  die  Durchdringung  eines  hyperbolischen  Para- 
boloides  und  einer  Kugel. 

Fig.  its. 


<r". 


6)  Zwei  Rotationsflächen  von  einerlei  Axe  haben  ein  System 
von  Parallelkreisen  zur  gemeinsamen  Curve  und  ein  System  von 
Parallelkreisberührungskegeln  zur  gemeinsam  umgeschriebenen  De- 
veloppabeln.    Man  wende  dies  auf  das  System  von  zwei  Kugeln  an. 

7)  Für  die  gemeinsame  Curve  und  Developpable  von  zwei  Rota- 
tionsflächen, unter  denen  eine  Kugel  ist,  können  die  zur  Axe  der 
andern  normalen  Ebenen  und  Richtungen  als  Hilfs- Ebenen  und 
Punkte  verwendet  werden. 

8)  Die  Tangente  der  Durchdringungscurve  von  zwei  krummen 
Flächen  ist  die  Normale  zu  der  Ebene,  welche  von  den  Normalen 
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der  beiden  FlHchen  im  BerUhrungE punkte  bestimmt  wird.  Dieser 
Satz  gestattet  bei  den  RotationsS Sehen  besonders  bequeme  Benutzung. 
77.  Wenn  die  Äxen  a,  a*  der  Rotationsflächen 
nicht  in  der  nämlichen  Ebene  liegen,  während  jedoch 
a  parallel  OZ  und  o*  parallel  XOZ  ist,  so  benutzt  mau  zur 
Construction  der  gemeinsamen  Curre  Hilfaebenen,  die  zur 
Axe  a  normal  sind;  jede  derselben  schneidet  die  erste  Ro- 
tationsfläche in  einem  Parallelkreis  P  nnd  die  zweite  in  einer 

Fig.  UI. 


Curve  C,  deren  erste  Projection  mit  Bilfe  der  Parallelkreise 
Pf*  der  Fläche  constniiert  wird,  und  deren  Durchschuitt^punkte 
P,,  /*,  mit  P  der  Dnrchdringung8cnr?e  angehören.  (Fig.  127.) 
Die  Ebene  des  Parallels  P  schneidet  die  Ebene  eines  Parallel- 
kreises Pf*  in  einer  zu  OK  parallelen  Geraden  und  diese  den 
Kreis  Pj*  in  zwei  Punkten  jener  Curve  C.  Die  Tangente  /  der 
Durchdringungscurve  wird  am  bequemsten  als  Normale  der 
Ebene  bestimmt,   welche  die  Normalen   der  Flächen   im   Be- 
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rübrungspunkt  enthält.  Iii  der  Figur  ist  sie  für  den  Punkt 
P,  construiert;  n  und  n*  sind  die  Normalen  der  Flächen  in 
diesem  Punkte  ^  $, ,  ^2  ^i®  Spuren  der  durch  sie  bestimmten 
Ebene,  als  deren  Normale  aus  P^  sich  i  ergiebt. 

Auch  das  Büschel  der  Meridianebenen  der  Fläche 
von  der  Axe  a  Hesse  sich  mit  Vortheil  zur  Construction  ver- 
wenden . 

Zur  Bestimmung  der  gemeinschaftlichen  Developpabeln 
zweier  solchen  Flächen  bedarf  es  gleichfalls  keiner  neuen 
Mittel.  Alle  zur  Axe  a  normalen  Richtungen  bestimmen 
mit  der  zu  dieser  gehörigen  Fläche  Meridianberührungscylin- 
der,  mit  der  von  der  Axe  a*  Berührungscy linder,  welche  man 
ohue  Schwierigkeit  mittelst  des  Systems  der  Parallelkreis- 
berührungskegel  der  Fläche  um  a*  construiert;  die  gemein- 
schaftlichen Tangentialebenen  gehören  der  Developpabeln  an, 
und  die  Verbindungslinien  der  Paare  der  Berührungspunkte 
sind  die  entsprechenden  Erzeugenden. 

Andrerseits  liefern  die  Punkte  der  Axe  a*  mit  der  zu- 
gehörigen Fläche  Parallelkreisberührungskegel ,  mit  der  von  a 
Berührungskegel,  die  man  mit  Hilfe  der  Schaar  der  Parallel- 
kreisberührungskegel dieser  Fläche  construiert;  die  gemein- 
samen Tangentialebenen  solcher  concentrischer  Kegel  gehören 
zur  Developpabcin. 

Sind  die  betrachteten  Flächen  Flächen  zweiten  Gra- 
des, so  lässt  sich  eine  noch  bequemere  Construction  gewin- 
nen. Wir  denken  die  Axen  a,  a*  als  parallel  zur  zweiten 
Projectionsebeue  durch  ihre  zweiten  Projectionen  und  ihren 
kürzesten  Abstand  bestimmt,  dazu  die  Umrissmeridiane  Id^« 
und  TSix$*  der  Flächen  gegeben,  beispielsweise  als  Ellipsen 
mit  den  Mittelpunkten  C,  C*  und  den  in  a,  a*  respective 
fallenden  Axen  AB ,  A*B*  und  den  dazu  normalen  D£,  D^E*. 
Denken  wir  nuu  aus  C  ein  zu  a*,  C*, .  .  .  ähuliches  und  ähn- 
lich gelegenes  Botations-ElUpsoid  construiert,  das  mit  dem 
gegebenen  a,  6^,  .  .  .  einerlei  Aequatorhalbmesser  hat,  so  be- 
rührt dies  dritte  EUipsoid  jenes  erste  a,  C^,  .  .  .  in  zwei  Punk- 
ten des  Aequators  auf  dem  zur  zweiten  Projectionsebeue  nor- 
malen Durchmesser  und  schneidet  es  folglich  in  zwei  Ellipsen, 
deren  Ebenen  zweite  projicierende  Ebenen  sind.  Jede  Ebene, 
welche  zur  Ebene  einer  dieser  Ellipsen  parallel  ist,  schneidet 
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die  beiden  gegebenen  Ellipsoide  in  ähnlichen  und  ähnlich 
gelegenen  Ellipsen,  deren  eine  Axe  zur  zweiten  Projiections- 
ebene  normal  und  die  andere  zu  ihr  parallel  ist.  Wählt  man 
also  zur  ersten  Projectionsebene  eine  Ebene,  in  welcher  diese 
Ellipse  als  Kreis  projiciert  wird^  so  erhält  man  die  Durch- 
dringungscurve  beider  Ellipsoide  durch  ein  System  von  Hilfs- 
kreisen in  diesem  Projectionssjstem  construiert.  (§  44, 3.) 
Offenbar  genügen  vier  verschiedene  Stellungen  der  ersten 
Projectionsebene  den  Bedingungen  der  Construction. 

Die  Beziehungen  von  drei  krummen  Flächen  zu 
einander  können  nur  in  speciellen  Fällen  zu  besonderen  Er- 
örterungen Anlass  geben.  Im  Allgemeinen  besitzen  sie  eine 
Gruppe  gemeinsamer  Punkte  und  eine  Gruppe  gemeinsamer 
Tangentialebenen;  jene  sind  die  gemeinschaftlichen  Punkte 
der  Curven,  welche  eine  von  ihnen  mit  den  beiden  andern 
gemein  hat;  diese  die  gemeinschaftlichen  Tangentialebenen 
der  Developpabeln ,  welche  einer  von  ihnen  mit  den  beiden 
andern  gemeinschaftlich  umgeschrieben  sind. 

Die  Zahl  der  gemeinsamen  Punkte  ist  das  Product  der 
Ordnungszahlen  der  Flächen ;  die  der  gemeinsamen  Tangential- 
ebenen das  ihrer  Classenzahlen. 

Sind  zwei  der  drei  Flächen  Rotationsflächen  von  einerlei 
Axe,  so  dass  ihre  Schuittcnrven  Parallelkreise  und  ihre  ge- 
meinsam umgeschriebenen  Developpabeln  Parallelkreisberühr- 
ungskegel  sind,  so  hat  man  nur  die  gemeinsamen  Punkte  dieser 
Ejreise  respective  die  gemeinsamen  Tangentialebenen  dieser 
Kegel  mit  der  dritten  Fläche  zu  bestimmen. 

Drei  Kugeln  haben  nur  zwei  gemeinsame  Punkte  im  End- 
lichen^ weil  sie  den  unendlich  fernen  imaginären  Kugelkreis 
gemein  haben.  Sie  haben  aber  im  Allgemeinen  acht  gemein- 
same Tangentialebenen. 

Drei  Hyperboloide  mit  einer  gemeinsamen  Er- 
zeugenden haben  (vergl.  §  45)  nur  vier  gemeinsame  Punkte 
und  Tangentialebenen  ausser  dieser. 

1)  Man  construiere  die  Durchdringungscurve  eines  einfachen 
Rotationshjperboloides  mit  einem  Rotationsellipsoid  bei  sich  kreuzen- 
den Axen. 

2)  Wenn  ist  die  Methode  der  Hilfskreise  auf  die  Construction 
der  Durchdringungscurve  zweier  Rotationsflächen  zweiten  Grades 
nicht  anwendbar? 
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3)  Lässt  sich  eine  analoge  Methode  zur  Construction  der  ge- 
meinsam umgeschriebenen  Developpabeln  von  zwei  Rotationsflächen 
zweiten  Grades  anwenden? 

4)  Die  gemeinsam  umgeschriebene  Developpable  von  zwei  Flächen 
begrenzt  den  Halb-  und  Eernschattenraum  der  einen,  wenn  die 
andere  leuchtend  gedacht  wird. 

5)  Man  bestimme  die  gemeinsamen  Punkte  und  Tangential- 
ebenen von  drei  Engeln. 

6)  Wenn  von  drei  betrachteten  Flächen  zwei  Kugeln  sind  and 
eine  derselben  oder  beide  als  leuchtend  angesehen  wird,  welche 
Bedeutung  haben  die  Berührungspunkte  der  dritten  Fläche  mit  den 
allen  drei  Flächen  gemeinsamen  Tangentialebenen  im  Sinne  der 
Schattenconstrnction  ? 

7)  Ein  sehr  specieller  Fall  von  der  Durchdringung  von  drei 
Rotationsflächen  ist  enthalten  in  der  aus  dem  Alterthum  stammen- 
den Lösung  des  Problems  von  den  zwei  mittleren  Proportionalen 
BCy  BD  zu  zwei  geraden  Strecken  AB  und  B E^  also  in  der  Be- 
stimmung der  Strecken  BCy  BD^  so  dass  man  hat 

ABl  BC=  BCx  BD  =  BDiBE. 

Archytas  von  Taren t,  ein  Zeitgenosse  Piatos,  hat  für  dieselbe 
folgende  Construction  gegeben:  Man  lege  durch  die  grössere  der 
gegebenen « Strecken  AB  zwei  zu  einander  rechtwinklige  Ebenen 
xZy  xy  und  beschreibe  in  ihnen  Kreise  über  AB  als  Durchmesser; 
über  dem  Kreise  \n  xy  denke  man  den  geraden  Cjlinder  C,  und 
den  Kreis  \vl  xz  lasse  man  um  die  durch  A  gehende  Erzeugende 
des  Cylinders  —  wir  denken  sie  als  Axe  z  —  rotieren  und  be- 
trachte den  erzeugten  Torus  T.  Endlich  trage  man  die  Länge  B  E 
als  Sehne  von  A  aus  in  einen  dieser  Kreise  ein  und  drehe  sie  um 
den  gemeinsamen  Durchmesser  AB^  so  dass  sie  einen  Kegel  K 
beschreibt.  Die  Durchschnittspunkte  der  drei  Flächen  O,  T  und  K 
bestimmen  durch  den  Abstand  von  A  die  erste  und  durch  den  Ab- 
stand des  Fusspunktes  der  zugehörigen  Cylindererzeugenden  m  xy 
von  A  die  zweite  mittlere  Proportionale.  Da  die  Grundrisse  der 
Durchdringungen  CK  und  CT  mit  dem  Basiskreise  des  Cjlinders 
zusammenfallen,  so  hat  man  nur  die  Aufrisse  zu  bestimmen;  man 
wird  dies  für  die  Durchdringung  von  Cjlinder  und  Kegel  und  für 
die  Durchdringung  von  Cy linder  und  Torus  zugleich  mittelst  Hilfs- 
ebenen durch  die  Axe  z  oder  die  Cylindererzeugende  in  A  thun 
und  erhält  eine  sehr  einfache  Construction.  Die  Lösung  beruht 
durchaus  auf  dem  Satze,  dass  im  rechtwinkligen  Dreiecke  jede  Ka- 
thete die  mittlere  geometrische  Proportionale  zwischen  der  Hypo- 
tenuse und  ihrem  durch  die  zugehörige  Höhe  begi'enzten  anliegenden 
Abschnitt  ist. 

Schlussbetrachtung.  Wir  fanden  die  wichtigsten  Bei- 
spiele technischer  Verwendung  unter  den  Flächen,  welche  durch 
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Rotation  resp.  Schraubung  einer  unveränderlichen  Curve  um 
eine  feste  Gerade  oder  Axe  hervorgebracht  werden,  und  dem- 
nächst unter  den  windschiefen  Regelflächen;  und  in  Bezug  auf 
diese  letzteren  ergab  sich  in  §  54  ^  dass  die  Bewegung  einer 
geraden  Linie  längs  drei  Leitcurveu,  die  das  windschiefe  Flä- 
chenelement erzeugt,  als  eine  unendlich  kleine  Schraubung 
augesehen  werden  kann,  so  dass  die  Gesammtbewegung  der 
Geraden  sich  aus  solchen  Schraubungen  zusammensetzen  lässt. 
Wir  fügen  hier  den  allgemeinen  Nachweis  hinzu,  dass  die 
Ueberführung  eines  starren  Systems  (speciell  eines 
festen  Körpers)  aus  einer  Lage  in  eine  beliebige  an- 
dere immer  und  stets  nur  auf  eine  Weise  durch  eine 
Schraubung  vollzogen  werden  kann.  Man  nennt  die 
Axe  dieser  Schraubung  die  Centralaxe  der  beiden  Lagen 
des  Systems  oder  der  beiden  gleichstimmig  congruenten  Räume, 
und  es  ist  klar,  dass  die  fragliche  Ueberführung  durch  eine 
Verschiebung  in  der  Richtung  dieser  Axe  um  einen  ge- 
wissen Betrag  ^e  ^^^  ^^^^  nachmalige  Drehung  um  die- 
selbe um  einen  unter  einer  vollen  Umdrehung  liegenden  Winkel 
6  vollzogen  werden  kann;  denn  aus  dem  gleichzeitigen  und 
gleichförmigen  Vollzug  dieser  beiden  Bewegungen  besteht  die 
Schraubung.  Wir  führen  den  fraglichen  Nachweis  wie  immer 
durch  die  Cönstruction  der  Behauptung,  also  der  Centralaxe 
und  der  Grossen  Hq  und  6. 

Sind  E  und  E'  zwei  entsprechende  Ebenen  der  gleich- 
stimmig congruenten  Räume,  in  ihnen  g,  g  resp.  zwei  ent- 
sprechende Gerade  und  auf  diesen  wieder  A,  Ä  zwei  ent- 
sprechende Punkte^  so  denke  man  in  E  resp.  E'  die  Senkrechten 
Ä,  H  ZM  g,  g'  durch  A  resp.  A'  und  ausserdem  rechtwinklig 
zu  E  resp.  B'  durch  A,  A'  die  Geraden  /,  /'  und  trage  von 
A  auf  gj  h,  l  eine  bestimmte  Länge  e  ab  bis  Ag^  A^^  Ai] 
sodann  von  A'  auf  g\  h%  V  dieselbe  Länge  bis  ^/,  A^,  Ai 
resp.  in  der  Art;  dass  von  Ai  resp.  ^/  aus  gesehen  die 
Quadranten  von  Ag  nach  Ah  um  A  und  von  Ag  nach  A/i  um 
A'  in  einerlei  Drehungssinn  liegen.  Man  lege  endlich  durch 
4»  ^t  die  Parallelebenen  E*,  E*'  zu  E  resp.  E'  und  durch 
Ag,  Ag  die  Parallelebenen  F*,  P*'  zu  P  oder  hl  und  P' 
oder  Ä'/'.  Dann  entsprechen  die  Paare  von  Ebenen  E,  E*  und 
E'y  E*'  einander;    und  weil   die   ihren   Büscheln    gemeinsame 

Fiedler,  danUillende  Geometrie.  II.  3.  Aufl.  34 
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unendlich  ferne  Ebene  sich  selbst  entspricht  ^  so  sind  diese 
Büschel  perspectivisch  und  die  parallelen  Geraden  EE',  E*B^ 
bestimmen  mit  der  unendlich  fernen  Geraden  e^  ihrer  Ebene 

OD 

das  zu  beiden  perspectivische  Strahlenbüschel.  Das  Gleiche 
gilt  für  die  Ebenenbüschel  FF*  F'F*';  die  parallelen  Geraden 
FF',  F*F*'  bestimmen  mit  der  unendlich  fernen  Geraden  f^ 
ihrer  Ebene  ein  zu  beiden  perspectivisches  Strahlenbüschel. 
Der  Schnittpunkt  der  unendlich  fernen  Geraden  e^  und  f^  ist 
als  Schnitt  von  drei  Paaren  entsprechender  Ebenen  ein  sich 
selbst  entsprechender  Punkt  Z  beider  Bäume  oder  eine  sich 
selbst  entsprechende  Richtung  in  denselben.  Legen  wir  zo 
dieser  Richtung  durch  die  entsprechenden  Punkte  A^  Ä  Nor- 
malebenen N,  N',  so  sind  diese  einander  entsprechend,  and 
ziehen  wir  in  dieser  Richtung  durch  irgend  welche  entsprech- 
ende Punkte  P^  P'  der  Räume  gerade  Linien,  so  entsprechen 
auch  diese  und  ihre  Schnittpunkte  mit  N,  19"  resp.  einander. 
Die  Orthogonalprojectionen  entsprechender  Figuren  beider 
Räume  auf  die  parallelen  Ebenen  N,  N'  bilden  somit  zwei 
congruente  Figuren  von  gleichem  Drehungssinn,  welche  also 
durch  Verschiebung  der  einen  N'  um  den  Abstand  Aq  von  bei- 
den in  der  Richtung  ihrer  Normalen  und  eine  nachmalige 
DrehuDg  6  von  N'  in  N  um  einen  bestimmten  Punkt  0  der- 
selben zur  Deckung  gebracht  werden  können.  Und  es  ist 
evident,  dass  mit  dieser  Deckung  zugleich  die  vollständige 
Deckung  beider  Raumfiguren  selbst  herbeigeführt  wird.  Die 
Normale  zu  N  in  0  ist  nun  eine  sich  selbst  entsprechende 
Gerade,  weil  sie  die  entsprechenden  Punkte  Oj  0>  mit  dem 
sich  selbst  entsprechenden  Punkte  Z  verbindet;  jedem  ihrer 
Punkte  entspricht  ein  anderer  im  Abstand  h^  von  ihm  bei 
constantem  Sinn,  so  dass  beide  sich  selbst  entsprechenden 
Punkte  dieser  vereinigten  projecti vischen  Reihen  im  Unend- 
lichen, d.  h.  in  der  Richtung  Z  vereinigt  sind. 

Wenn  der  ungestrichene  Raum  längs  dieser  Geraden  gleich- 
förmig so  verschoben  und  zugleich  um  dieselbe  Gerade  gleich- 
formig  so  gedreht  wird^  dass  die  Verschiebung  um  h^  und  die 
Drehung  um  0  aus  der  Anfangslage  A  gleichzeitig  vollendet 
sind  mit  dem  Uebergang  in  die  Endlage  Äy  so  hat  man  die 
Schraubung  ausgeführt,  welche  dieser  Ueberführung  entspricht. 
Die  Gonstruction  des  Punktes  0  der  Centralaxe  in  der  Ebene 
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N  geschieht  also  einfach  so :  Wir  ziehen  durch  Ä^  Äg  und  Ag 
Gerade  in  der  Richtung  Z  bis  N  in  A^^  Agif,  Ags  und  ver- 
zeichnen in  N  die  senkrecht  Halbierenden  zu  den  Strecken 
AAyy  AgffAgii]  Abt  Schnittpunkt  derselben  ist  0  und  der 
Winkel  AOAjf  =  Ag^OAgif  ist  der  Drehungswinkel  9. 

Es  ist  hiernach  auch  evident;  dass  die  Richtung  der  Cen- 
tralaxe  als  die  Normale  der  Ebene  erhalten  wird,   welche  die 
drei  Punkte  bestimmen,  die  man  erhält,  wenn  man  die  Längen 
AÄy  AgAgj  ^hAh  zwischen  drei  Paaren  entsprechender  Punkte 
nach  Grosse,   Richtung  und  Sinn  von  irgend  einem  Punkte 
aus  abträgt.     Aus   ihr  wird   die  Grosse  Hq  der  Verschiebung 
und  6  der  Drehung  wie  vorher  bestimmt.     Fallen  die  Ebenen 
N  und  JX',  die  durch  ein  Paar  entsprechender  Punkte  A,   Ä 
normal  zur   Axenrichtung  gehen ,    in  einander ,    so   wird   der 
feste  £orper  durch  reine   Rotation  aus  seiner  Anfangslage 
in  seine  Endlage  übergeführt.    Liegen  ein  Paar  der  entsprech- 
enden Punkte  AÄ  in  einer  Geraden^  welche  die  Axenrichtung 
hat,    so  liegen  alle  Paare  in  soicheu  Geraden  und  die  Ueber- 
führung  geschieht  durch  reine  Parallelverschiebung  oder  Trans- 
lation.      Der    allgemeine    Fall    ist   die    Ueberführung    durch 
Schraubung.     Die  CylinderflächeU;  die  Rotationsflächen  und 
die  Schraubungsflächen  sind   im  Grunde  genommen   die  geo- 
metrischen Yeranschaulichungen  der  drei  Typen  der  Bewegung 
starrer  Systeme  oder  fester  Körper. 

Sind  nun  S,  S',  S",  S"  .  .  .  eine  Reihe  von  nahe  benach- 
barten Lagen  des  bewegten  starren  Systems  und  eonstruiert 
man  für  die  aufeinander  folgenden  S',  8";  S'-,  S'";  etc.;  ebenso 
wie  für  S;  S'  die  Axe  a  und  die  Verschiebung  h  wie  die  Dre- 
hung 0,  die  Axen  a^^  a^^  ...  und  die  Verschiebungen  h^y  h^^ 
.  .  .  wie  die  Drehungen  Oj,  B.^;  .  .  .  so  werden  diese  Axen 
benachbart  und  die  zugehörigen  Verschiebungen  und  Drehungen 
um  so  kleiner,  je  näher  einander  jene  Lagen  genommen  sind. 
Die  Axen  bilden  die  Erzeugenden  einer  windschiefen  Regel- 
fläche A.  Während  der  Körper  die  Schraubung  um  die  Are  a, 
vollzieht;  fallt  eine  gewisse  Linie  a(  desselben  mit  a^  zu- 
sammen; die  durch  die  folgende  Schraubung  aus  ihr  heraus- 
rückt, während  nun  eine  zweite  Linie  a^  des  Körpers  mit  a.^ 
zusammenfallt;  die  sie  wieder  bei  der  nächsten  Schraubung 
verlässt.     Die  Folge   dieser  Geraden  ist  eine  Regel  fläche  des 

3t* 
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bewegten  Raumes  A',  welche  mit  der  vorher  betrachteten  A  in 
jedem  der  Bewegungsstadien  eine  Erzeugende  gemein  hat  und 
sie  längs  derselben  berührt.  Und  die  Bewegung  kann  als  ein 
Gleiten  und  Rollen  jener  Regelfläche  auf  dieser  angesehen  werden . 

Für  die  Bestimmung  der  Elemente  solcher  nnendlieh 
kleinen  Schraubungen  treten  an  Stelle  der  endlichen  Distanzen 
entsprechender  Punktepaare  die  Bewegungsrichtungen  und  die 
Geschwindigkeiten  der  einzelnen  Punkte. 

Indem  wir  zu  Schraubungen  yon  endlicher  Grösse  zurück- 
kehren, wollen  wir  fQr  drei  beliebige  Lagen  eines  starren 
Systems  Sj ,  S,,  83  die  Axen  der  Schraubungen  bestimmt 
denken ;  durch  die  sie  in  einander  übergehen;  sagen  wir  für 
die  Ueberführung  von  S.^  in  83  die  Axe  a^ ,  für  die  von  83  in 
8|  die  Axe  aj  und  für  die  von  8,  nach  82  die  Axe  a,.  Sind 
dann  n,;  n^,  n^  die  gemeinsamen  Normalen  dieser  Axen  in 
den  Paaren  a^,  a^]  a^,  a,;  a^^  a^y  ho  sind  8,^  82,  83  zu 
einer  und  derselben  Figur  8  symmetrisch  in  Rota- 
tionssymmetrie für  die  Axen  n,,  ^2)^3  resp.  (Vergl. 
die  Schlussbetrachtuug  des  ersten  Bandes.)  — 

Wir  sahen ;  dass  die  entwickelbaren  Flächen  Enveloppen 
einer  Ebene  sind,  deren  aufeinander  folgende  Lagen  die  ge- 
raden Erzeugenden  und  die  Berührungslinien  derselben  mit  der 
Enveloppe  sind.  Wir  konnten  die  Rotationsflächen  als  Enve- 
loppen ihrer  Parallelkreisberührungskegel  resp.  Meridianberühr- 
ungscylinder  und  auch  als  die  Enveloppen  ihrer  Parallelkreis- 
berührungskugeln  ansehen  und  erhielten  im  ersten  und  dritten 
Falle  die  Parallelkreise ,  im  zweiten  Falle  die  Meridiane  als 
Durchschnitte  benachbarter  Lagen  der  umhüllten  Fläche  und 
Berührungslinien  derselben  mit  der  Enveloppe ;  in  dem  beson- 
deren Falle  des  Toms  konnten  wir  die  umhüllten  Flächen  auch 
als  Lagen  einer  in  Rotation  um  die  Axe  begriffenen  Kugel 
ansehen  und  die  Meridiane  als  Schnitte  der  benachbarten  Lagen 
und  Berührungslinien  mit  der  Enveloppe  erhalten.  Und  im 
Falle  des  Archimedischen  Schlangenrohres  oder  der  Serpertine 
sahen  wir  mit  Vortheil  die  Fläche  als  Enveloppe  einer  Kugel 
von  unveränderlichem  Radius  an^  deren  Mittelpunkt  eine  Schran* 
benlinie  durchläuft;  die  Durchschnitte  benachbarter  Lagen  und 
daher  die  Berührungskreise  mit  der  Enveloppe  sind  die  zu  den 
Tangenten  der  Schraubenlinie  in  den  bezüglichen  Mittelpunkten 
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der  Kugeln  normalen  Hauptscbnitte  derselben.   In  allen  diesen 
Fällen  sind  diese  Berührangslinien  der  umhüllten  Flächen  mit 
der  Enveloppe  zugleich  Krümmungslinien   der  letzteren;   wir 
haben   eine   Fläche   mit  einem  System   kreisförmiger    Krüm- 
mungslinien  vor  uns,  und  für  die  Normalen  derselben  längs 
einer  solchen  kreisförmigen  Krümmungslinie  erhalten  wir  einen 
festen  Schnittpunkt  ^  der  zugleich  das  eine  der  beiden  Haupt- 
krümmungscentren  der  Fläche  in  allen  Punkten  von  jener  ist. 
Der  eine  Mantel  der  Fläche   der  Hauptkrümmungscentra  ist 
auf  eine  Linie  reduciert,  bei  den  Rotationsflächen  auf  die  Axe^ 
bei  der  Serpentine  auf  die  Schraubenlinie  der  Centra  der  um- 
hüllten Kugeln.  Nicht  so  bei  den  Flächen  zweiten  Grades  u.s.  w., 
die  wir   auch   als   Enveloppen  veränderlicher  Kegel  und  Cy- 
linder    ansehen    können.     Ihnen    kam    die   Erzeugbarkeit   als 
Regelflächen  in   doppeltem  Sinne  zu,    die  die  entwickelbaren 
Flächen    erzeugt   im   Falle  der   Beschränkung,   dass  sich  die 
aufeinander  folgenden  Lagen  der  erzeugenden  Geraden  schnei- 
den müssen.    Die  collineare  Umbildung  dieser  Raumgebilde, 
mit  Einschluss  der  Specialfälle   der  Affinität  und  der  In- 
volution, gab  uns  ein  wichtiges  Untersuchungsmittel;  es  ver- 
band uns  die  specielleu   Flächen  zweiten  Grades,  die  Kugel 
und  die  gleichseitigen   Rotationshyperboloide,  mit  den  allge- 
meinen; im  Speciellen  die  Flächen  derselben  Art  unter  einander; 
es  führte  von  den  Developpabeln  gleichen  Fallens   von   45® 
durch   eine   Gurve  zu  den   allgemeinen  Developpabeln   durch 
zwei  Kegelschnitte  oder  durch  eine  Curve  und  einen  Kegel- 
schnitt, im  Besonderen  zu  den  Focaldeveloppabeln,  nicht  ohne 
eigenthümliche  Yermittelung  der  cyklographischen  Grundan- 
schauung.    Es  wäre  nicht  schwer  und  ist  zu   empfehlen,   die 
coUinearen    und    affinen    Umformungen    der    Rotations-    und 
Schraubungsflächen  allgemein  zu  charakterisieren.     Man  sieht 
sofort,    dass  die  Regelflächen  bei   solcher  Umformung   ihren 
Charakter  nicht  verlieren.     Und  auch  durch  reciproke  Um- 
formung (vergl.  §  47)  geht  die  Erzeugung  der  Regelflächen 
aus  drei  Leitcurven  nur  über  in  diejenige  aus  drei  Leitdeve- 
loppabeln,  und  der  Grad  der  erzeugten  Fläche  bleibt  erhalten, 
was  bei  den  Reciprokeu  der  Rotationsflächen,  diejenigen  zweiten 
Grades  ausgenommen,  in  der  Regel  nicht  der  Fall  ist.    Für 
die  collineare  Umformung  beliebiger  Flächen  sei  bemerkt,  dass 
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die  Haupttangentencurven  ihren  Charakter  behalten,  während 
die  Krümmuugslinien  sich  in  Gurven  verwandeln,  für  deren 
Punkte  diejenigen  Strahlen  eine  developpable  Fläche  bilden, 
die  den  zugehörigen  Tangentialebenen  der  Fläche  in  Polar- 
systemen im  Bündel  über  einem  festen  nicht  reellen  Kegel- 
schnitt als  Directrix  entsprechen;  nämlich  über  dem  Bilde  des 
unendlich  fernen  imaginären  Kreises. 

Wir  könnten  nun  durch  collineare  und  reciproke  Um- 
formung z.  B.  noch  die  fundamentalen  Relationen  zwischen 
den  charakteristischen  Zahlen  der  algebraischen  ebenen  Curveii 
und  Kegel  ableiten,  die  wir  in  §  1 ,  Anmerkung  angefühlt  und 
weiterhin  mehrfach  benutzt  haben;  wir  ziehen  es  jedoch  ror, 
dieselben  im  Zusammenhange  mit  der  allgemeinen  Coordinaten- 
theorie  im  dritten  Bande  zu  entwickeln. 

Aber  wir  haben  ausser  den  projectivischen  Umformungen 
noch  die  metrische  Transformation  der  Inversion  oder 
der  reciproken  Radien  wesentlich  hervortreten  sehen  und 
wollen  uns  desshalb  schliesslich  Rechenschaft  geben  über  die 
besondere  Bedeutung,  die  ihr  in  dem  betrachteten  Formen- 
gebiete zukommt.  Wir  erinnern  dazu  ihre  Haupteigenschaften. 
Sie  liefert  zu  jedem  Punkte  P  auf  der  von  ihm  nach  dem  An- 
fangspunkte 0  gehenden  Geraden  einen  entsprechenden  Punkt 
P'  in  solcher  Lage,  dass  das  Product  der  Entfernungen  OP.ÜP' 
einen  nach  Grosse  und  Vorzeichen  constanten  Werth  p  bat. 
[Vergl.  §  32,  2;  §  33  und  I,  §  (36 «i).]  Denken  wir  also  0  ab 
Anfangspunkt  rechtwinkliger  Cartesischer  Coordinaten,  so  er- 
geben sich  aus  den  Coordinaten  x,  y,  z  des  Punktes  P  die 
Coordinaten  x\  y,  z   des  Punktes  P'  in  der  aus 

X  :  x'  ==  y  :  y  ==  z  :  z  =^  OP :  OP' 


=  yx^  +  y'  +  z'  :  /x^  +  y  2  +  z'2 
und 

ix'  +  yH 
entspringenden  Form 
px 

""  ^x'  +  y'  +  z^'  y 
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z')(.x'^  +  y''  + 

z^). 
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etc. 
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Da  die  Gleichang  des  imaginären  unendlich  fernen  Kreises 

x^  +  y''  +  z^  =  0 
aussagt,  dass  die  Quadrate  der  Distanzen  des  Anfangspunktes  von 
allen  Punkten  einer  von  ihm  nach  einem  Punkte  dieses  Kreises 
J  gehenden  Geraden  verschwinden,  so  folgt;  dass  alle  Punkte 
einer  solchen  Geraden  oder  einer  Nullkugel  erzeugenden 
dem  Fusspunkte  derselben  im  Kreise  /  entsprechen;  wir  haben 
also  in  der  Abbildung  durch  Inversion  neben  dem  involutorisch 
eindeutigen  Entsprechen  der  reellen  Punkte  im  Allgemeinen 
ein  vieldeutiges  Entsprechen  zwischen  den  Punkten  eines  ima- 
ginären Kegelschnittes  in  reeller  Ebene  und  denen  eines  über 
ihm  stehenden  imaginären  Kegels  von  reellem  Scheitel. 

Zwei  Paare  resp.  drei  Paare  von  entsprechenden  Punkten 
P, P,',  P^Pif  P3P3  liegen  wegen  OP .  OP  =  p  in  einem  Kreise 
resp.  in  einer  Kugel,  welche  die  um  0  mit  den  Radius  p^  be- 
schriebene Directrixkugel  orthogonal  (im  Kalle  negativer  Potenz 
ihre  Symmetriekugel  diametral)  durchschneiden.  Die  Geraden 
P^Pi  und  P(  P2  machen  mit  den  Radien vectoren  0/\,  OP^ 
gleiche  Winkel  von  entgegengesetztem  Drehungssinn;  also 
auch  die  Tangenten  entsprechender  Gurven  in  entsprechenden 
Punkten  und  die  Tangentialebenen  entsprechender  Flächen  in 
entsprechenden  Punkten  mit  dem  Radiusvector  der  letzteren, 
wobei  noch  die  Normalen  der  inversen  Flächen  in  den  ent- 
sprechenden Punkten  mit  dem  Radiusvector  in  einer  Ebene 
liegen.  In  Folge  dessen  sind  die  von  zwei  Curven  resp.  Flächen 
oder  von  Curve  und  Fläche  der  einen  Figur  gebildeten  Winkel 
den  Winkeln  der  inversen  Curven  resp.  Flächen  oder  Curven 
und  Flächen  gleich  —  conforme  oder  winkeltreue  Abbildung. 

Die  vorbetrachteten  zur  Directrixkugel  orthogonalen  Kreise 
und  Kugeln  entsprechen  sich  selbst;  nämlich  jedem  ihrer 
Punkte  entspricht  der  andere ;  der  mit  ihm  in  einer  Geraden 
aus  0  liegt.  Zu  ihnen  gehören  die  Ebenen  und  geraden  Linien 
durch  Oy  deren  Punkten  andere  in  ihnen  gelegene  Punkte  ent- 
sprechen. Sich  selbst  entsprechende  Punkte  sind  nur  die  der 
Directrixkugel.  Ueberdiess  aber  entspricht  jeder  Ebene  eine 
Kugel  und  jeder  geraden  Linie  ein  Kreis,  welche  durch  den 
Anfangspunkt  0  hindurchgehen  und  die  die  Ebene  resp.  Gerade 
zu  ihrer  Potenzebene  resp.  Potenzlinie  mit  der  Directrixkugel 
haben.     So  entspricht  der  unendlich   fernen  Ebene  die  Kugel 
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vom  Radius  Null  aus  0  und  der  von  0  nach  dem  imaginären 
Kreis  gehende  Kegel.  Man  erhält  nach  den  obigen  Gleichungen 
aus  (vergl.  §  40,  6) 

5^  +  »?y  +  ?^  +  l  =  ^ 
durch  Inversion 

und  die  DiflFerenz  hiervon  mit  x^  -{-  y'^  -{-  z^  =^  p  ist  die  Glei- 
chung der  gegebenen  Ebene.  Der  der  geraden  Linie  g  ent- 
sprechende Kreis  veird  durch  die  Ebene  Og  aus  jeder  der 
Kugeln  ausgeschnitten ;  die  den  durch  g  gehenden  Ebenen 
entsprechen. 

Ausnahme  von  diesen  Gesetzen  machen  nur  die  geraden 
Linien^  die  den  unendlich  fernen  imaginären  Kreis 
J  treffen  und  die  Ebenen^  die  ihn  berühren.  Einer 
Geraden  in  der  unendlich  fernen  Ebene  entsprechen  die  zwei 
NuUkugelerzeugenden  aus  0,  welche  sie  schneiden.  Einer  Ge- 
raden, die  den  imaginären  Kreis  einmal  trifft,  entspricht  ausser 
dem  von  0  nach  diesem  Punkte  gehenden  Strahl,  der  dem- 
selben allein  entspricht,  notb wendig  eine  zweite  imaginäre 
Gerade;  diese  geht  durch  den  Punkt,  in  welchem  die  gegebene 
Gerade  die  Directrixkugel  trifft,  der  sich  selbst  entspricht,  und 
durch  den  Punkt  des  imaginären  Kreises  im  Unendlichen,  in 
dessen  Verbindungslinie  mit  0  dieselbe  den  projicierenden  Kegel 
desselben  aus  0  zum  zweiten  Male  schneidet.  Weil  auf  einer 
beliebigen  Ebene  zwei  Büschel  solcher  Geraden  existieren,  deren 
jedes  eine  Gerade  nach  einem  beliebigen  Punkte  der  Ebene 
schickt,  so  enthält  die  entsprechende  Kugel  zwei  Schaaren 
punktiert  imaginärer  Geraden;  für  jeden  ihrer  Punkte  die  zwei 
in  ihm  die  Kugel  berührenden  und  den  imaginären  Kreis  im 
Unendlichen  schneidenden  Geraden.  Der  projicierende  Kegel 
des  Kreises  /  aus  einem  beliebigen  Punkte  ist  daher  ent- 
sprechend dem  projicierenden  Kegel  desselben  Kreises  aus  dem 
entsprechenden  Punkte,  einer  Nullkugel  ist  eine  Nullkugel 
invers.  Einer  Ebene,  die  den  Kreis  /  berührt,  wird  eine  Kugel 
durch  0  entsprechen,  deren  zwei  Systeme  von  geraden  Erzeu- 
genden in  eines  zusammenfallen,  in  der  That  ein  nicht  reeller 
Kegel  zweiten  Grades  durch  den  Kreis  7.  Denken  wir  die 
reelle  gerade  Linie  der  betrachteten  Ebene,  so  geht  durch  die- 
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selbe  ausser  der  betrachteten  noch  eine  zweite  den  Kreis  / 
berührende  Ebene ;  beiden  Ebenen  entsprechen  diejenigen  beiden 
Eegel  zweiten  Grades,  welche  den  reellen  der  bezeichneten 
geraden  Linie  entsprechenden  Kreis  aus  0  mit  dem  Kreise  / 
verbinden.  Die  Scheitel  dieser  Kegel  sind  singulare  Focal- 
punkte  jenes  Kreises;  sie  sind  die  Centra  der  Nullkugeln, 
die  durch  denselben  hindurchgehen.  [Yergl.  §  32;  17  mit  §  47, 25 
und  I,  §  (7).] 

Bei  dem  Zusanmienhange  dieser  Erörterungen  mit  der 
Lehre  yon  den  Brennpunkten  und  Focalcurven  der 
Curven  und  Flächen  haben  wir  noch  zu  verweilen.  Die 
Brennpunkte  eines  Kegelschnittes  sind  die  im  Endlichen  lie- 
genden Schnittpunkte  derjenigen  vier  unter  seinen  Tangenten, 
welche  durch  die  imaginären  Kreispunkte  seiner  Ebene  gehen 
(1,  §  36;  2).  Der  reelle  Focalkegelschnitt  eines  Kegelschnittes 
ist  die  zweite  reelle  Doppelcurve  der  developpabeln  Fläche^ 
die  diese  mit  dem  Kreise  /  bestimmt;  durch  jeden  Punkt  der 
Focaicurye  gehen  somit  zwei  Nullkugelerzeugende,  die  den 
gegebenen  Kegelschnitt  treffen  oder  er  ist  Mittelpunkt  einer 
Nullkugel;  die  den  Kegelschnitt  doppelt  berührt.  Die  Focalde- 
yeloppable  ist  die  Enyeloppe  dieser  Nullkugeln  und  aller  der 
anderen,  die  aus  Punkten  ihrer  Mantellinien  beschrieben  werden 
können.  (Yergl.  §  47, 25.)  Die  Brennpunkte  des  gegebenen 
Kegelschnittes  sind  die  Durchschnitte  seiner  Ebene  mit  seinen 
Focalkegelschnitten;  die  reellen  insbesondere  die  reellen  Mit- 
telpunkte Yon  Nullkugeln  in  seiner  Ebene  oder  von  unendlich 
kleinen  Kreisen,  die  ihn  doppelt  berühren  (§  32,  2  für  r?  «»  0 
resp.  r^  »b  Q.)  Dass  dann  die  projicierenden  Kegel  des  gege- 
benen aus  einem  solchen  Punkte  des  Focalkegelschnittes  Ro- 
tationskegel sind  (§  9;  9);  ist  offenbar;  sie  berühren  den  Kreis 
J  doppelt.  Wir  erinnern  nun  daran  (§  47 ,  26  f.) ;  dass  die 
Focalkegelschnitte  der  Flächen  zweiten  Grades  ganz 
auf  die  gleiche  Weise  entstanden  und  dass  ihre  Punkte  desshalb 
als  Mittelpunkte  von  die  Fläche  doppelt  berührenden  Nullkugeln 
und  als  Scheitel  von  Berührungskegeln  erkannt  werden,  welche 
B>otationskegel  sind.  Die  zugehörigen  Tangenten  der  Focal- 
curven sind  die  Rotationsaxen ;  weil  die  Schnittlinien  der  zu 
jenen  zwei  Berührungspunkten  gehörigen  Tangentialebenen  der 
Focaldeveloppabeln  und  der  Fläche  und  die  Polargeraden  dieser 
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Tangenten  oder  die  Verbindungslinien  der  Berührungspunkte 
der  zugehörigen  Tangentialebenen^  die  natürlich  auf  der  Haupt* 
ebene  der  Fläche  normal  sind,  in  welcher  diese  liegeUi  bilden 
je  einen  Gylinder  zweiten  Grades;   die  Reciproke  des  Focal- 
kegelschnittes  in  Bezug  auf  den  zugehörigen  Hauptschnitt  der 
Fläche  ist  sein  Normalschnitt;  etc.    Wenn  wir  noch  beifügen, 
dass  in  derselben  Weise,  nämlich  als  Doppelcurren  der  dem 
Kreise  J  und  irgend  einer  gegebenen  Curve  oder  Fläche  ge- 
meinsam umgeschriebenen  Dereloppabeln,   ihrer  Focaldeye- 
loppabeln,    die  Focalcurven   jeder   Curve   und    resp. 
Fläche  gefunden  werden,  und  dass  die  Schnittpunkte  derselben 
mit  der  Tangenten  fläche  der  Curve  respective  der  gegebenen 
Fläche  als    die    Brennpunkte    resp.    Nabelpunkte    dieser 
Curve  und  Fläche  benannt  werden,  so  ist  damit  die  allgemeine 
Theorie  der  Focalpunkte  und  -Curven  gegeben«  Und  es  ergiebt 
sich  unmittelbar  der  Satz,  der  diese  Theorie  eben  hierher  ge- 
hörig macht,  dass  jedem  Focalpunkte  einer  Curve  oder 
Fläche    immer   ein  Focalpunkt   der  inversen  Curve 
respi  der  inversen  Fläche  entspricht.    Man  wird  hier- 
nach sofort  die  Inversen  der  Focalcurven  einer  Fläche  zweiter 
Ordnung    oder    einer  Schaar  von   Confocalen  charakterisieren 
können.    Wir  wollen  nur  noch  hervorheben,  dass  die  Berühr- 
uugscurve  der  Focaldeveloppabeln  einer  Fläche  stets  eine  ima- 
ginäre Krümmungslinie  der  Flache  sein  muss,  weil  die  zu 
ihren  Punkten  gehörigen  Normalen  eine  entwickelbare  Fläche 
bilden,  nämlich  jene  selbst.    Im  Uebrigen  erinnern  wir  an  die 
Beispiele.     Bei  den  Rotationsflächen  zweiten  Grades,  wie  bei 
allen  Rotationsflächen,  ist  die  Axe  eine  Focalcurve;  rotierte 
der  erzeugende  Kegelschnitt  um  die  Hauptaxe,  so  beschreiben 
seine  imaginären  Brennpunkte  einen  nicht  reellen  Focalkreis 
und  die  reellen  Brennpunkte  markieren  in  der  Axe  die  Centra 
der  beiden  Nullkugeln,  welche  sich  in  jenem  durchschneiden; 
rotierte   er  um  die  Nebenaxe,  so  erzeugen  die  reellen  Brenn- 
punkte einen  Focalkreis  und  die  Centra  der  Nullkugeln,  die 
durch  ihn  gehen,  sind  die  imaginären  Brennpunkte  in  der  Axe. 
Üie  zu  diesen  Brennpunkten  in  der  Axe  gehörigen  Nullkugeln 
berühren  aber  längs  eines  nicht  reellen  Parallelkreises  statt 
nur   in    zwei  Punkten   die  Fläche;    statt  Linien   ent^reehen 
ihnen  Ebenen  als  Directrixen. 
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Die  Inverse  einer  Kugel  ist  stets  wieder  eine  Kugel, 
die  Inverse  einer  Kugelenveloppe,  wie  die  Rotationsflächen 
sind  oder  die  Serpentine,  ist  stets  wieder  eine  Kugelenve- 
loppe.    Der  Kugel 

entspricht  die  Kugel 

die  mit  jener  und  der  Kugel  aus  dem  Anfangspunkte  vom 
Radiusquadrat  p  die  nämliche  Potenzebene 

2  {ax  +  ßy  +  yz)  -  («'  +  ^'  +  y^  ~  r^)  -  p 
hat. 

Von  den  Rotationsflächen  als  Kugelenveloppen  kann  noch 
folgendes  Nähere  gesagt  werden.  Die  umhüllten  Kugeln  werden 
von  der  Aze  und  von  den  Meridianebenen  der  Rotationsfläche 
orthogonal  geschnitten  und  die  Inverse  der  Rotationsfläche 
umhüllt  daher  ein  System  von  Kugeln,  welche  von  den  Kugeln 
eines  Büschels  und  von  dem  gemeinsamen  durch  0  gehenden 
Kreise  desselben  orthogonal  geschnitten  werden,  welches  also 
insbesondere  die  beiden  Nullkugeln  dieses  Büschels  enthält. 
Denkt  man  dies  System  von  einem  der  beiden  Nullkugelcentra 
als  Anfangspunkt  transformiert,  so  geht  es  in  ein  System  von 
Ebenen  durch  diesen  Punkt  über,  d.  h.  jede  Rotations- 
fläche kann  als  Inverse  einer  Kegelfläche  ange- 
sehen werden. 

Man  sieht  aus  den  vorigen  Gleichungen  zugleich,  dass 
einer  Fläche  zweiten  Grades  im  Allgemeinen  eine 
Fläche  vierter  Ordnung  entspricht,  während  ein  Para- 
boloid  als  Inverse  eine  Fläche  dritter  Ordnung  liefert; 
so  wie  dass  jene  doppelt  und  diese  einfach  durch  den  ima- 
ginären Kreis  /hindurchgeht.  (§  40, 6 f.)  Wir  führen  das  näher 
aus.  Jedem  unendlich  fernen  Punkte  entspricht  invers  der  An- 
fangspunkt in  der  nach  jenem  hingebenden  Geraden,  jeder  un- 
endlich fernen  Geraden  der  Anfangspunkt  in  allen  Strahlen  auf 
der  nach  jener  gehenden  Ebene  —  ihren  Schnittpunkten  mit  J 
insbesondere  die  ganzen  Strahlen  nach  denselben  aus  dem  An- 
fangspunkte. Darum  entspricht  der  Ebene  eine  Kugel,  die  den 
Anfangspunkt  enthält  und  die  Parallelebene  durch  ihn  zu  ihr 
berührt.    Die  Inverse  zu  einer  Fläche  zweiten  Grades  hat  den 
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Anfangspunkt  zum  Doppelpunkt  mit  dem  projicierenden  Kegel 
ihrer  Fluchtlinie  als  Kegel  der  dreipunktigen  Tangenten,  etc. 
Der  imaginäre  Kugelkreis  im  Unendlichen  gehört  einfach  zum 
Bilde  der  Ebene,  weil  jeder  nach  ihm  gehende  Strahl  aas  O  sie 
einfach  schneidet;  er  gehört  zweifach  zur  Inversen  der  Fläche 
zweiten  Grades^  etc.    Weil  allen  Kreisen  und  Kugeln  durch  den 
Anfangspunkt  gerade  Linien  und  Ebenen  entsprechen,  so  ist  im 
Allgemeinen  die  Ordnungszahl   der  Inversen  einer  Fläche  das 
Doppelte  ihrer  Ordnungszahl,  wie  es   die  Gleichungen   bestä- 
tigen.    Eine   ebene   Curve  verwandelt  sich  in  die  sphärische 
Curve,    in  welcher  ihr  projicierender  Kegel   aus   0  von    der 
ihrer  Ebene  entsprechenden  Kugel  durch  0  geschnitten   wird^ 
ein  Kegelschnitt  also  in  eine  singulare  sphärische  Curve  vierter 
Ordnung   erster   Art.     Für  die  Inversen   des  Kreises  gilt  der 
Satz  in  §  34^  Fig.  72;    zwei   zu  einander  inverse  Kreise   sind 
zwei  Kreisschnitte  desselben  Kegels  von  verschiedenen  Schaaren. 
Enthält   die  Fläche    den   imaginären  Kreis  J ,    so   entspricht 
diesem  der  ihn  projicierende   imaginäre  Kegel  aus   0   und   es 
tritt  eine  Erniedrigung  der  Ordnungszahl  der  inversen  Fläche 
um  zwei  Einheiten  ein;  enthält  jene  ihn  doppelt;  so  erniedrig 
sich  die  Ordnungszahl  um  vier  Einheiten^  etc.     Sie  erniedrigt 
sich  auch;  wenn  die  Originalfläche  einfach,  doppelt,  etc.  durch 
den  Anfangspunkt  geht  und  zwar  um  Eins,  Zwei;  etc.  resp., 
durch  Ausscheiden  der  unendlich  fernen  Ebene.   So  entsprechen 
der  Kugel  die  Kugel,  und  der  Kugel  wie  der  Ebene  durch  den 
Anfangspunkt  die  Ebene. 

Den  Flächen  zweiten  Grades  entsprechen  im  Allge- 
meinen Flächen  vierter  Ordnung;  die  den  Anfangspunkt 
zum  Doppelpunkt  und  den  Kreis  J  im  Unendlichen  zur  Dop- 
pelcurve  haben.  Weil  durch  jeden  Punkt  der  Originalfläche 
zwei  reelle  oder  imaginäre  Gerade  und  ebenso  zwei  Kreise 
gehen,  die  ganz  in  ihr  liegen;  so  gehen  durch  jeden  Punkt  der 
Inversen  zwei  reelle  oder  imaginäre  Kreise,  die  den  in  ihr 
doppelten  Anfangspunkt  enthalten;  und  überdiess  zwei  Kreise, 
die  ihn  nicht  enthalten;  jene  wie  diese  liegen  je  in  einer  Kugel, 
die  die  Fläche  doppelt  berührt  —  wobei  jedoch  für  die  erste 
die  eine  der  Berührungen  immer  in  den  Doppelpunkt  fällt. 
(Vergl.  §  20.)  Geht  die  Originalfläche  durch  den  Anfangspunkt 
(§  40;  7);  so  ist  die  Inverse  von  der  dritten  Ordnung  und  ent- 
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hält  den  Kreis  J  einfach ;  die  zugehörigen  Geraden  der  Fläche 
entsprechen  sich  selbst  und  die  zugehörigen  Kreisschnitte  lie- 
fern zwei  Gerade  der  inversen  Fläche.  In  jedem  Falle  ent- 
sprechen den  vier  Paaren  von' Erzeugenden  der  Originalfläche, 
die  den  imaginären  Kreis  /  schneiden^  je  zwei^  also  zusammen 
sechszehn  nicht  reelle  Gerade  der  Inversen^  die  den 
Kreis  J  schneiden;  und  weil  die  vier  Ebenen  jener  Paare  durch 
den  Mittelpunkt  der  Originalfläche  gehen,  so  folgen  besondere 
Lagenbeziehungen  für  jenesechszehn  Geraden.  Wenn 
die  Inverse  dritter  Ordnung  ist  und  den  Kreis  /  einfach  enthält, 
so  führen  die  durch  ihre  unendlich  ferne  Gerade  an  sie  gehen- 
den Tangentialebenen  je  auf  ein  weiteres  Paar  in  ihr  gelegener 
Geraden;  denn  jede  derselben  schneidet  sie  noch  in  einem  Kegel- 
schnitt, der  im  Berührungspunkte  eineu  Doppelpunkt  haben 
muss.  Die  Bestimmung  der  Anzahl  dieser  Ebenen  ist  die  der 
Anzahl  der  dreifach  berührenden  Ebenen  einer  cubischen  Fläche 
durch  eine  ihrer  Geraden.  Für  alle  diese  Flächen,  die  den  Kreis 
/  enthalten,  können  zweierlei  Focalcurven  unterschieden 
werden,  nämlich  neben  den  oben  definierten  die  dieser  Singu- 
larität entsprechenden  Doppelcurven  der  Developpabeln ,  die 
aus  den  in  Punkten  des  Kreises  J  berührenden  Tangentialebenen 
der  Fläche  gebildet  wird.  Ein  Berührungskegel  einer  sol- 
chen Fläche  hat  die  Geraden  zu  Focalen,  in  welchen  die  von 
seinem  Scheitel  ausgehenden  Tangentialebenen  der  einen  und 
der  andern  Focaldeveloppabeln  sich  schneiden. 

Ist  das  Original  ein  Kegel  zweiten  Grades,  so  entspricht 
seinem  Mittelpunkte  ein  zweiter  vom  Anfangspunkt  verschie- 
^dener  Doppelpunkt  der  Inversen,  durch  den  alle  diejenigen 
Kreise  derselben  auch  gehen,  die  den  geraden  Mantellinien  des 
Originalkegels  entsprechen,  und  da  der  Kegel  längs  einer  ganzen 
Erzengenden  von  derselben  Ebene  berührt  wird,  so  wird  die  In- 
verse längs  eines  solchen  Kreises  von  einer  und  der- 
selben Kugel  berührt,  so  dass  diese  Kreise  zugleich  Krüm- 
mungslinien der  Bildfläche  sind  und  sich  ein  Mantel  ihrer 
Fläche  der  Hauptkrümmungscentra  auf  eine  Curve, 
nämlich  den  Ort  der  Mittelpunkte  dieser  Kugeln, 
red u eiert.  Dass  den  Osculationskreisen  einer  Gurve  die  der 
inversen  Gurve  und  dass  die  die  letzteren  mit  0  verbindenden  Ku- 
geln  den  Schmiegungsebenen  von  jeuer  entsprechen,  ist  evident; 
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auch  müssen  den  Kugeln,  welche  eine  Flache  in  einem  gege- 
benen Punkte  stationär  berühren  (§  49),  diejenigen  entsprechen, 
welche  die  Inyerse  derselben  im  entsprechenden  Punkte  sta- 
tionär berühren ;  und  somit  den  Krümmungslinien  der  Original- 
fläche die  Krümmungslinien  der  inversen  Fläche  —  wie  dies 
bei  den  geraden  Erzeugenden  des  Kegels  und  den  entsprech- 
enden Kreisen  seines  Bildes  der  Fall  war.  Das  zweite  System 
der  Krümmungslinien  des  Kegels,  das  System  seiner  Schnitte 
mit  den  um  seinen  Mittelpunkt  beschriebenen  Kugeln,  geht 
über  in  das  zweite  zum  ersten  rechtwinklige  System  der  Krüm- 
mungslinien der  Inversen,  orthogonale  Durchdringungen  der- 
selben mit  den  Kugeln,  die  jenem  concentrischeii  System  ent- 
sprechen. Die  Anwendung  auf  die  allgemeine  Rotationsfläche 
ist  offenbar. 

Für  eine  Rotationsfläche  zweiten  Grades  als  Original  er- 
hält man  als  Inverse  nach  dem  Obigen  eine  Fläche  mit  drei 
Doppelpunkten,  von  denen  zwei  imaginär  sind;  wenn  aber  die 
Fläche  speciell  ein  Rotationskegel  ist^  so  hat  die  Inverse 
vier  Doppelpunkte,  von  denen  zwei  reell  sind.  Da  seine 
Kreisschnitte  zugleich  das  zweite  System  seiner  Krümmungs- 
linien bilden,  so  hat  die  inverse  Fläche  zwei  Systeme  von 
Kreisen  mit  je  ringsum  berührender  Kagel,  so  dass  beide 
Mäntel  der  Fläche  der  Hauptkrümmungscentra  auf 
Linien  reduciert  sind.  Man  zeigt  leicht,  dass  die  Natur  der 
Fläche  als  Enveloppe  zweier  Scharren  von  Kugeln,  deren  jede 
alle  Kugeln  der  anderen  Schaar  berührt,  die  nothwendige  Folge 
der  Voraussetzung  ist,  dass  die  beiden  Mäntel  der  Fläche  der 
Hauptkrümmungscentra  sich  auf  Curven  reduciereif  oder  dass 
alle  Normalen  der  Fläche  zwei  feste  Curven  schneiden;  auch 
dass  diese  Curven  zwei  Kegelschnitte  in  zu  einander  normalen 
Ebenen  sein  müssen,  von  denen  jeder  die  Scheitel  des  anderen 
zu  Brennpunkten  und  seine  Brennpunkte  zu  Scheiteln  hat. 
Diese  Inverse  ist  die  Dupin'sche  Cyklide.  Der  Rotations- 
kegel kann  durch  drei  seiner  Tangentialebenen  in  vierdeutiger 
Weise  oder  durch  zwei  seiner  eingeschriebenen  Kugeln  und 
einen  ihrer  Aehnlichkeitspunkte  bestimmt  werden.  Somit  ist 
auch  seine  Inverse  durch  drei  Kugeln,  die  den  Anfangspunkt 
enthalten,  wie  auch  durch  zwei  beliebige  Kugeln  und  einen 
Punkt  bestimmt;  sie  ist  die  Enveloppe  aller  Kugeln,  die  jene 
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berühren;  mit  Bücksicht  auf  die  Gleichartigkeit  oder  ungleich- 
artigkeit  dieser  Berührungen,  und  sie  hat  immer  die  Ebene 
der  Centra  der  drei  Kugeln  zu  einer  Ebene  orthogonaler  Sym- 
metrie. Wenn  insbesondere  die  drei  gegebenen  Kugeln  ihre 
Mittelpunkte  in  derselben  Geraden  haben,  so  ist  die  zugehörige 
Cyklide  die  Enveloppe  der  durch  Drehung  einer  sie  berühren* 
den  Kugel  um  diese  Centrale  entstehenden  Lagen  und  somit 
ein  Torus,  so  dass  man  diese  früher  betrachtete  Fläche  auch 
als  Rotations  cyklide  bezeichnen  kann.  Je  nachdem  jene 
rotierende  Kugel  die  Centrale  nicht  trifft,  berührt  oder  in  zwei 
Punkten  schneidet,  hat  man  die  drei  Formen  des  Torus  ohne 
reelle  Doppelpunkte,  mit  zwei  vereinigten  und  mit  zwei  ge- 
trennten Doppelpunkten  in  der  Axe.  Sie  zeigen  gleichmässig 
die  Eigenschaft,  dass  die  Berührungspunkte  sammtlicher  Kugeln  , 
der  Enveloppe  mit  einer  der  festen  Kugeln  einen  Kreis  auf 
dieser  bilden,  den  Parallelkreis,  den  dieselbe  mit  ihr  gemein 
hat.  Die  Meridiane  des  Torus  bilden  das  durch  die  be- 
zeichneten Doppelpunkte  gehende  System  seiner  Krümmungs- 
linienkreise.  Die  allgemeine  Dupin'sche  Cyklide  kann  durch 
Inversion  stets  in  diese  specielle  Form  übexgeführt  werden^ 
während  offenbar  zugleich  allgemein  jede  Inverse  einer  solchen 
Cyklide  eine  solche  bleibt,  nämlich  Eniceloppe  der  einfach 
unendlich  vielen  Kugeln,  welche  drei  gegebene  in  bestimmter 
Art  berühren.  Jene  specielle  Abbildung  wird  erreicht  durch 
jede  Inversion,  deren  Anfangspunkt  dem  zu  den  Qauptkreisen 
in  der  Ebene  der  Centra  der  drei  gegebenen  Kugeln  zugleich 
orthogonalen  Kreise  angehört  und  ist  somit  in  einfach  un- 
endlich vielen  Arten  möglich,  wenn  dieser  Orthogonalkreis 
reell  ist.  Wir  wissen  aber  anderseits,  dass  im  Falle  seiner 
Nichtrealität  die  gegebenen  Kugeln  zwei  reelle  gemeinsame 
Punkte  haben,  ihre  Schnitte  mit  der  gemeinsamen  Potenzaxe, 
und  dass  sie  durch  Inversionen  mit  diesen  als  Anfangspunkten 
gleichzeitig  in  Ebenen  übergehen. 

Die  Botationscyklide  zeigt  uns  ihre  Meridiane  als  in  einem 
Kugelbündel  gelegen,  dessen  Potenzaxe  die  Rotationsaxe  ist, 
die  Parallelkreise  in  einem  Kugelbündel,  dessen  sämmtliche 
Kugeln  von  dieser  rechtwinklig  geschnitten  werden,  während 
seine  Potenzaxe  die  Stellung  der  Normalebenen  der  vorigen 
ist.    Alle  Orthogonalkugeln  eines  jeden  dieser  Bündel  gehören 
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dem  anderen  an,  dem  ersten  insbesondere  die  Meridianebenen, 
welche  die  Orthogonalkugeln  des  zweiten  sind;  unter  den 
Kugeln  des  letzteren  sind  zwei  Ebenen^  welche  den  Torus  in 
je  einem  Parallelkreise  berühren.  Durch  jeden  beliebigen  Punkt 
gehen  zwei  Kugeln,  die  den  Torus  in  Kreisen  berühren;  und 
zwar  in  Meridianen  für  einen  Punkt  im  Innern  der  Gyklide, 
jedoch  nicht  im  Innern  der  Linse  zwischen  beiden  Hälfben  des 
Meridians ;  wenn  diese  sich  schneiden;  dagegen  in  Parallel- 
kreisen  für  einen  Punkt  ausserhalb  der  Cyklide  oder  im  Innern 
jener  Linse;  und  in  einem  Parallelkreis  und  einem  Meridian 
für  jeden  Punkt  der  Fläche  selbst.  Aus  diesen  Eigenschaften 
entspringen  durch  Inversion  die  allgemeinen  Eigenschaften 
der  Dupin'schen  Cyklide.  Die  yier  Dupin^schen  Cykliden  zu 
drei  beliebig  angenommenen  Kugeln  haben  im  Allgemeinen 
die  vier  Aehnlichkeitsaxen  der  Kugeln  resp.  zu  ihren  zweiten 
Potenzaxen;  ihre  der  ersten  Potenzaxe  parallelen  Polaren  in  den 
gegebenen  Kugeln  liefern  durch  die  Schnitte  ihrer  Yerbind- 
ungsebenen  mit  dieser  in  den  zugehörigen  Kugeln  die  Kreise 
auf  diesen,  deren  Punkte  Berührungsstellen  derselben  mit 
Punkten  des  berührenden  Systems  sind;  drei  zusammengehörige 
liegen  immer  in  einer  Ebene  durch  jene  Aehnlichkeitsaxe. 

Die  Kegelschnitte ;  welche  die  Orte  der  Mittelpunkte  der 
Kugeln  beider  Systeme  bilden,  sind  Focalkegelschnittevon 
einander  und  von  der  Cyklide;  in  dem  besonderen  Falle 
des  Torus  die  Rotationsaxe  und  der  vom  Mittelpunkte  der  um« 
hüllten  Kugel  beschriebene  Parallelkreis.  Die  Cyklide  kann 
also  auch  als  die  Enveloppe  einer  Kugel  bezeichnet  werden, 
die  eine  feste  Kugel  stets  berührt,  während  ihr  Mittelpunkt 
einen  Kegelschnitt  durchläuft;  der  Mittelpunkt  der  festen  Kugel 
muss  in  dem  Focalkegelschnitte  dieses  letzteren  liegen  —  man 
vergl.  die  Distanzrelationen,  die  zwischen  zwei  solchen  Kegel- 
schnitten bestehen.  (Zusatz  zu  p.  387,  Z.  3  v.  o.) 


Quellen-  und  Literatur-Nachweisungen 

zum  zweiten  Theil. 


Zuerst  ein  Paar  Nachträge  zu  der  Literatur  des  ersten  Theilea 
S.  Aufl.  188:^.  Ich  hatte  in  der  vorigen  Auflage  als  eines  Vorgängers  in 
Betreff  der  Verbindung  der  Centralprojection  mit  der  darstellenden 
Geometrie  G.  Scl^reiber's  gedacht  (Vorrede  p.  VII)  und  finde  nun  in 
p.  365,  zu  §§  4*2  und  43,  Zeile  6  Tor  eine  die  Worte  von  daher  einzu- 
schalten: auch  G.  Schreiber  hatte  dieselbe  in  seinem  Werke  von  1839 
„Geometrisches  Portfolio"  in  die  darstellende  Geometrie  eingeführt. 

Ferner  ist  ebenda  p.  363  in  der  Note  zu  §  33,8  am  Schlüsse  hinzu- 
zufügen: Siehe  auch  „Sitzungsberichte  der  k.  Böhmischen  Gesellschaft 
der  Wissensch/'  vom  4.  Juni  1875  „Beiträge  zur  Construction  der  Kegel- 
schnitte  aus  Punkten  und  Tangenten  durch  Collineation"  von  C.  Pelz. 

Ebenso  p.  363,  Note  zu  §  35  und  §  36  am  Schlüsse  der  Satz:  „Eine 
treffliche  Studie  über  die  Krümmungshalbmesser-  Constructionen  der  Ke- 

gelschnitte  veröffentlichte  C.  Pelz  in   den  „Sitzungsber.  der  k.  Böhm, 
esellsch.  der  Wissenschaften*'  vom  4.  April  1879.  ^ 

Abschnitt  A. 

Zu  §  1  vergleiche  man  meine  deutsche  Bearbeitung  von  G.  Sa  Imon's 
Higher  plane  Unrves  „Analytische  Geometrie  der  höheren  ebenen  Curven*', 
2.  Aufl.  Leipzig  1882.  Im  vorliegenden  Werke  erhalten  im  dritten  Bande 
die  Plücker'schen  Gleichungen  zwischen  den  Gharakterzahlen  einer  iJ- 
gebrabchen  Curve  ihre  Begründung. 

In  §  2  ist  die  Darstellung  der  natürlichen  Singularitäten  einer  dop- 
pelt gekrümmten  Curve  und  die  ihrer  Verbindunc^en  mit  einander  neu; 
ebenso  die  Erläuterung  der  Operationen:  Abwickelung,  Rectification  und 
Construction  des  Bichtungskegels  als  einer  geschlossenen  Gruppe.  In 
dieser  Weise  verknüj^fte  ich  die  Singularitäten  der  Curven  mit  denen 
ihrer  Bilder  immer  m  meinen  Vorlesungen.  Wiener  hat  die  acht 
zu  unterscheidenden  Fälle  durch  Modelle  (Verlag  von  Brill  in  Darm- 
stAdt)  veranschaulicht  und  in  „Zeitschrift  für  M^hematik  und -Physik'* 
Bd.  25,  p.  95  besprochen.  Vergl.  v.  Staudt^s  „Geometrie  der  Lage'* 
Nr.  209. 

§§  4  f.  Die  consequente  Benutzung  der  centrischen  Collineation  für 
die  Behiuidlang  der  ebenen  Querschnitte  der  Kegelflächen  war  (1870) 
neu  in  diesem  Euehe.  Ausfcthrangen  für  Parallelprojection  gab  das  Pro- 
gramm der  Cantenschule  in  Bern  für  1875  von  A.  Benteli  (25  p.  4<'.  8  Taf.). 

§  6.  Die  einfache  Construction  der  Bilder  der  Asymptoten  und  der 
Asymptoten  des  Bildes  wurde  in  der  2.  Aufl.  (1875)  dieses  Buches,  mit 
der  jetzigen  Fig.  24  angegeben ;  die  eingehendere  Entwicklung  an  Hand 
von  Fig.  23  theilte  ich  zuerst  mit  in  Bd.  24  der  „Vierteljahrsschrift  der 
Züricher  Naturforsch.  Gesellschaft^'  (1879)  in  „Geometrische  Mitthei- 
lungen'*  III,  p.  190  f.    Die  zahlreichen  Specialfälle  sind  neu. 

§  8.  Zu  den  Anwendungen  der  Eigenschaften  der  Rotationscylinder 
siehe  Monge 's  „G^om^trie  descriptive*'  Nr.  31. 
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§  9.  Für  einiffe  Beispiele  dieses  §  vergl.  man  J.  Steinerne  „Vor- 
lesungen über  synöietische  Geometrie'*  I.  Tneil.  Die  Theorie  der  Kegel- 
schnitte in  elementarer  Darstellungi  bearb.  von  Geiser.  LeipEig  1867. 
§  24,  p.  161. 

§  11.  Zur  Entwickelung  des  Aenderungsgesetzes  der  Erfimmun^- 
radien  durch  Abwickelung  vergl.  man  de  la  Gournerie's  „Traitä  de 
G^om^trie  descriptiv^*  t.  II,  p.  59,  Nr.  474. 

§  18.  Der  Nachweis  der  Existenz  und  die  Benutzung  der  Doppel- 
curyen  der  entwickelbaren  Schraubenfläche  war  neu  in  diesem  Bache 
wie  in  meinen  Vorlesuugen  von  1861.  Vergl.  Beisp.  10).  Die  Anwen- 
dung der  Cyklographie  auf  die  Kreise volvente  im  Beisp.  6)  ist  neu; 
ebenso  die  Behandlung  der  Schraube olinie  bei  allgemeiner  Lage  der 
Aze  hier  in  12)  und  in  §.  14,  lo. 

§  15,8.  Vergl.  die  Note  von  Reye  in  der  „Zeitschrift  för  Maihem. 
und  Physik**  Bd.  16^  p.  64.  Der  Satz  ist  ein  specieller  Fall  von  der  im 
3.  Bd.  dieses  Werkes  allgemein  zu  entwickelnden  Eigenschaft  der  Null- 
curven. 

§  16,  5.  Der  Relation  der  beiden  Krümmungsradien  in  diesem  Bei- 
spiele entsprechen  allgemeine  Gesetze  der  Abhängigkeit  der  Krdmmun^ 
von  zwei  Curven,  welche  die  nämliche  Fläche  der  Hauptnormalen  be- 
sitzen. Man  sehe  über  dies  viel  behandelte  Problem  die  schOne  Ab- 
handlung von  A.  Mannheim  in  „Liouville^s  Journal"  Bd.  17  (2.  Serie} 
p. 406f.  Die  Bemerkung  für  |3=a 45^  hat,  wie  ich  finde.  J.  Steiner  schon 
gemacht  in  der  am  25.  April  1839  in  der  Akad.  d.  W.  zu  Berlin  ge- 
lesenen Abhandlung  „Ueber  einige  allgemeine  Eigenschaften  der  Cnrven 
von  doppelter  Krümmunff".  Merkwürdigerweise  aber  bezeichnet  er  die 
beiden  Schraubenlinien  ais  „symmetrisch  gleich  d.  h.  die  eine  rechts  die 
andere  links  um  den  Gylinder  gewunden*'. 

§  17,  p.  99  unten.  Ueber  die  Construction  des  Krflmmungscenimms 
einer  Curve  in  einem  ihrer  Punkte  aus  den  Krümmongscentren  ihrer 
Projectionen  (§  1,]<^)  vergleiche  man  Dupin's  Abhandlung  in  Bd.  7  von 
»,Gergonne,  Annales"  p.  18—28;  ebenda  Bd.  15,  p.  245  einen  Anfsats 
von  Poncelet. 

§  17, 13.  Verffl.  Molin 's  Abhandlung  in  „Liouville*8  Jonmal**  t.  1, 
2.  S^rie,  p.  265.  Oder  die  Schrift  von  W.  Schell  ,, Allgemeine  Theorie 
der  Curven  doppelter  Krümmung**.  Leipzig  1859.    Hiernir  p.  86  f. 

§  18.  Die  Bestimmung  der  unendlichen  Aeste  der  Durchdringonga- 
curve  und  ihres  Bildes  ist  neu. 

§  20.  Die  geometrische  Betrachtung  der  Durchdringungscurve  war 
fast  vollständig  neu  in  diesem  Buche;  so  insbesondere  die  Entstehung 
von  Rückkehrpunkten  und  isolierten  Doppelpunkten ;  weiterhin  bei  denen 
der  Kegel  zweiten  Grades  die  Nachweisung  der  Verbindungsgeraden 
der  scheinbaren  Doppelpunkte  und  die  Lehre  von  den  supplementären 
Kegelspitzen,  dem  Quadrupel  und  den  involutorischen  Symmetrien  der 
Curve  und  ihrer  Tangrentenfläche.  Man  vergleiche,  was  in  den  Werken 
von  Leroy  und  von  ae  la  Gournerie  dazu  beigebracht  ist,  z.  B.  an 
der  orthogonal  symmetrischen  Durchdringung  der  Tafel  111,  §  25,9.  Bei 
Leroy  Fig.  73  und  Nr.  310;  bei  de  la  Gournerie  Fig.  138,  Nr.  247. 

§  21.  Die  für  die  doppelt  gekrümmten  Curven  dritter  Ordnung  ein- 
geführten Benennungen  ffab  in  einer  lesenswerthen  Abhandlung  im 
10.  Bd.  des  „Archiv  der  Mathematik  und  Physik'*  (1847)  Seydewitz. 
Für  weiteres,  besonders  auch  die  Arbeiten  von  Chasles,  Schröter, 
Cremen a  über  diese  Curven,  vergl.  meine  deutsche  Bearbeitung  von 
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G.  Salmon^B  Werk  ,,AnaIytische  Geometrie  des  Raumes"  Bd. 2,  p.  117 f. 
3.  Aufl.    Leipzig  1880. 

§§  22—24.  Vergleiche  die  kurze  aber  classische  Abhandlung  von 
A.  Cayley  „Liouville'B  Journal**  t.  10,  p.  245  (1845);  dazu  die  von 
G.  Salmon  in  ,, Cambridge  and  Dublin  Mathem.  Joum/*  Bd.  5,  p.  24 
(1850).  Ihre  Verbindung  mit  der  darstellenden  Geometrie  zeichnete  zuerst 
dies  Buch. 

§  25,  2  f.  Die  Kegelschnittprojection  der  Durchdringungscurve  von 
zwei  Keeeln  zweiten  Grades  ist  neu;  ich  gab  sie  und  die  daran  sich 
knüpfende  projectivische  Beziehung  der  Kegelschnitte  des  Büschels  und 
der  Schaar  aus  zwei  Kegelschnitten  zuerst  m  der  Naturf.  Gesellsch.  In 
Zürich  im  Juli  1883.   Vergl.  „Vierteljahrsschriff*  Bd.  28,  p.  289f. 

Zu  Beisp.  9)  sei  erwähnt  die  Abhandlung  von  Wiener  „Ueber 
scheinbare  Unstetigkeit  geometrischer  Constructionen**  in  der  „Zeitschrift 
für  Mathematik  und  Physik**  Bd.  12,  p.  375 f.,  Nr.  16 f. 

Zur  Frage  der  Realität  der  Punkte  mit  stationären  Ebenen  in  der 
Curve  vierter  Ordnung  erster  Art  vergl.  man  v.  Stau  dt  „Beiträge  zur 
Geometrie  der  Lage''  (1860)  Nr.  560  und  weiterhin  in  diesem  Buche 

§  45,  26,  16,  89. 

§  26.  Die  Beispiele  sind  fast  alle  neu.  Sie  gehören  za  der  Arbeit, 
aus  welcher  die  unter  §  25,  s  eben  erwähnte  MitUieilung  vom  Juli  1883 
geflossen  war.  Ihre  Skizze  gebe  ich  in  Bd.  29  der  „Vierte\jahrschnft** 
als  „Geometrische  Mittheilungen**,  VI.  Die  projicierenden  Kegel  der 
Curven  vierter  Ordnung  erster  Art  liefern  im  Allgemeinen  alle  Formen 
der  Kegel  vierter  und  dritter  Ordnung  von  den  Geschlechtem  Eins  und 
Null.  Die  der  darstellend  ffeometrischen  Behandlung  entsprechenden 
einfachen  Constructionen  sind  durchweg  weiterführend.  Die  Construction 
der  Curven  dritter  Ordnung  aus  projecti vischen  Involutionen  hatte  ich 
einst  auf  diesem  Wege  gefunden,  aber  nicht  veröffentlicht.  Die  Ver- 
vollständigung des  hier  Gegebenen  ist  kurz  angedeutet  bei  der  Betrach- 
tung der  Durchdringung  von  Flächen  zweiten  Grades  und  des  durch 
sie  bestimmten  Flächenbüsche Is  in  §  45,  sowie  den  dual  entsprechenden 
Erörterungen  des  §  46. 

Abschnitt  B. 

§  28.  Die  kurze  beispielsweise  Auseinandersetzung  über  die  topo- 
graphischen Flächen  und  ihre  Verwendung  ist  neu  hinzugefügt. 

• 

§§  Bl,  32.  Die  gegebene  Behandlung  der  Netzhyperboloide  war 
nur  zum  kleineren  Theile  schon  in  meiner  „Cyklo^pi^phie**  (Leipzig  1882) 
gegeben.  Die  aus  den  Eigenschatten  paralielaxiger  Netzhyperboloide 
folgenden  Eigenschaften  der  Kegelschnitte  wurden  dort  auch  nur  am 
Schlüsse  kurz  berührt  Ich  skizzierte  die  Ausführung  in  der  mathem. 
Section  der  Versammlung  der  Schweizerischen  Natunorscher  in  Zürich 
am  8.  Aug.  1883  und  die  aus  der  Betrachtung  der  reellen  Kegel  des 
Büschels  insbesondere  hervorgebenden  Eigenschaften  speciell  in  einem 
Vortrage  in  der  Züricher  Naturi'.  Gesellschaft  am  17.  Dec.  1883  — 
von  dem  ein  Auszug  gedruckt  ist  in  Bd.  28,  p.  407  f.  der  „Vierteljahr- 
schritV\  Eine  geschlossene  Ausführung  der  zahlreichen  Ergebnisse  ver- 
öffentlichte ich  in  Bd.  5  der  „Acta  Mathematica'*  p.  331—408  mit 
2  Tafeln.  Dort  ist  auch  über  die  Beziehung  der  Ergebnisse  zu  den  Ab- 
handlungen von  J.  Steiner  von  1847  und  1852  iu  „Grelle 's  Journal** 
Bd.  37,  p.  161  —  192  und  ebenda  Bd.  45,  p.  189  —  211  und  212—224  die 
genaue  Auskunft  gegeben. 

Sowie  in  §  32, <  f.  die  Relationen  entwickelt  sind,  die  aus  der  Ver- 
bindung eines  der  Hyperboloide  mit  den  beiden  eigentlichen  Kegeln 
des  Büschels  entspringen,  so  ist  es  auch  lehrreich,  die  Relationen  zwi- 
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sehen  drei  Hyperboloiden  desselben  Büschels  anfEnstelien,  oder  Bwiaehen 
Radien  und  Centraldistanzen  von  drei  Kreisen  mit  derselben  Centrale  nnd 
ihren  constanten  Tangenten  (resp.  SehnenOSummen  und  Differenzen  för 
den  von  ihnen  allen  doppelt  berührten  Aegelschnitt.  Ich  gab  sie  in 
der  Anm.  auf  p.  403  der  vorgenannten  Abhandlung  an.  Für  dff  d^^  d^ 
als  die  resp.  auf  die  Ereispaare  2  nnd  3,  3  und  I,  1  und  2  besüglichen 
Distanzsummen,  für  die  Centraldistanzen 

so  dass  Ci-\-  Cf-\-  c»=^0  ist,  und  ri,  r«,  r,  als  die  Radien  der  Kreise 
1,.  2,  3  resp.  erhält  man  als  Ausdruck  der  Bedingung  dafür,  daes  die 
drei  besüglicben  Hyperboloide  sich  in  demselben  Kegelschnitt  durch- 
dringen, die  Relationen 

d^t^-^S,       d,««-^i5,       d,««-^5 
<kC9  c,c,  ^        C,Ci 

mit 

8 «  c^c^c^  +  c, r,*  +  CtTt*  +  Caf,«. 

Dieselben  umfassen  natürlich  die  Beziehunffen  zweier  Hyperboloide 
und  eines  Kegels  oder  eines  Hyperboloides  und  beider  Kegel  oder  der 
doppelt  berührenden  Kreise  zu  den  Brennpunkten  als  Specialfälle. 

Ueberdies  aber  ist  für  S^O  auch  dt'»0,  d.  h.  die  Hyperboloide 
des  Büschels  haben  einerlei  Hauptebene  oder  die  betrachteten  Kreise 
gehören  zu  demselben  BüscheL    Die  Gleichung 

CiCfCt  +  Cif^*  +  c,r,«  +  c^u^  —  0    oder    ^  1  —  /'^  +  ^  +  ül- 

ist  die  Grundgleichung  für  die  rechnende  Behandlong  der  Lehre  von 
den  Kreisbüscneln,  wie  ich  solches  etwas  näher  ausgeführt  habe  in 
einem  Vortrag  in  der  „Naturf.  Gesellsch.  zu  Zürich**  siehe  „Vierte^ahr- 
Schrift**  Bd.  29  „Geometrische  Mittheilungen*'  VII. 

§  Sft,  13.  Vergl.  die  analytische  Entwickelung  von  J.  A.  Serret 
im  37.  Bd.  des  „Journal  f.  Mathem.**  (1847).  Aber  schon  Format  hatte 
in  dem  Tractat  „Du  Contact  des  spnäres**,  den  Hachette  im  ersten 
Bd.  des  „Jonmal  de  T^cole  polytechnique*'  wieder  bekannt  machte, 
16  Probleme  über  die  Bestimmung  von  Kugeln  aus  Berührungsbedin- 
gungen  mit  Punkten,  Ebenen  und  Kugeln  geometrisch  gelOst. 


8S,  84.  Für  die  Untersuchung  der  Kuffeln.  und  ihrer  linearen 
Systeme,  sowie  die  auf  die  Geometrie  auf  der  Kugel  bezügliche,  die  in 
der  Construction  der  unter  Winkeln  von  vorgeschriebenen  Cosinus- 
werthen  schneidenden  Kreise  auf  einer  Kugel  zu  drei  gegebenen  Kreisen 
derselben  in  Tafel  V  ausgeht,  giebt  die  „Cyklographie**  vieles  Weitere. 

Zu  §  35  vergl.  man  die  Behandlung  des  einfachen  Hyperboloides  in 
de  la  Gournerie's  „Trait^**  in  Livre  VII,  Chap.  IV  No.  681—743; 
die  des  hyperbolischen  Paraboloides  findet  man  in  den  X^o.  586  bis  612. 

Der  Satz  in  Beisp.  9)  scheint  zuerst  von  G.  Bauer  in  der  Sitzung 
vom  5.  Juni  1880  der  Mathem. -physik.  Classe  der  k.  Bayr.  Akad.  der 
Wissensch.  zu  München  allgemein  ausgesprochen  worden  zu  sein;  hier 
ergebt  er  sich  direct  aas  der  Construction.  Vorher  war  er  für  die  recht- 
winkligen Parallelepipeda  der  gleichseitigen  Hyperboloide  von  H.Vogt 
bewiesen  im  „Journal  f.  Mathem.**  Bd.  86,  p.  297. 

Zu  §  86, 12f.  vergl.  I,  §  11,  6.  Dazu  als  Quelle  meine  „Geom.  Mit- 
theilungen'* in  Bd.  24  der  „Vierteil ahrschrift**  p.  151  f.  Die  Eneugangen 
aus  gleichwinkligen  Ebenenbüscheln  waren  trotz  so  vielfacher  Be- 
handlung  seit  Hachette,  Chasles  und  Steiner  etc.,  Schröter 
unbemerkt  geblieben;  und  doch  sind  die  Regeischaaren,  ans  welchen 
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die  Oomplexe  coUinearer  Bäume  im  Falle  der  Aehnlichkeit  und  der 
Congruenz  Bich  Ensammensetzen,  Bämmtüch  von  dieser  Art.  Der  ein- 
fache Uebergang  von  der  8teiner*sclien  zu  meiner  Erzeugung  wurde  von 
F.  Ruth  entwickelt,  der  zur  Zeit  der  Bearbeitung  jener  MitÜieilung 
mein  ZuhOrer  war  (p.  154  a.  a.  O.).  Siehe  auch  Salmon-Fiedler  „  Analyt. 
Geometrie  des  Raumes*'  Bd.  I,  §  121  der  3.  Aufl.  und  weiterhin. 

Zu  §  88  vergl.  man  J.  Steine r's  „Systematische  Entwickelung " 
§  67,  p.  242—247  und  §  Ölf..  p.  187f. 

Ebenso  zu  §*ft9  v.  6taudt*s  ,,Greometrie  der  Lage*'  §25  und  seine 
„Beiträge'*  §  2  und  §  32.  Noch  sei  die  gedrängte  Darstellung  in  Zech 
„Die  honere  Geometrie**  p.  59f.  erwähnt.  (Stut^art  1857.)  Zu  Beisp.  10) 
siehe  Monge  „Geometrie  descriptive"  No.  36,  37. 

§  41,  2 f.  C.  Pelz  gab  die  directe  Bestimmung  der  Azen  der  Schat- 
tengrenze und  des  Schia^chattens  auf  die  den  Hauptebenen  der  Fläche 
(§  42)  parallelen  Projectionsebenen  in  den  „Sitzungsberichten  der  k. 
Böhm.  Gesellsch.  der  Wissensch."  vom  12.  Dec.  1879. 

'  §  42.  Die  Construction  der  Azen  der  Fläche  zweiten  Grades  ward 
in  diesem  Buche  zum  ersten  Male  ausgeführt;  sonst  war  es  üblich,  sie 
als  Erj^ebniss  der  analytischen  Geome&ie  vorauszusetzen. 

*  Die  Centralprojection  der  Flächen  zweiten  Grades  auf  eine  Kreis- 
schnittebene  behandelt  C.  Pelz  im  „Archiv  für  Mathem.  und  Physik'* 
Bd.  62,  p.  813.    Vergl.  Poncelet's  „Trait^**  No.  36,  37. 

§  48.  Betrachtungen  über  die  Flächen  zweiten  Grades  als  Reliefs 
von  anderen  solchen  Flächen  findet  man  zum  ersten  Male  in  Poncelet's 
berühmtem  ^,Suppldment  sur  les  Proprio tds  projectives  des  Figures  dans 
Tespace"  am  Scnlnsse  seines  ,,Traite  des  Propriät^s  projectives  des  Fi- 
gures" Paris  1882  (Bd.  1  der  2.  Ausg.)  und  zwar  in  Nr.  629£ 


44,  45.  Zu  den  einfachen  Systemen  von  Flächen  zweiten  Grades 
ist  zu' studieren  v.  Staudt's  „Beitrage**  §§  36  und  37.  Die  Kenntniss 
des  gemeinsamen  Quadrupels  harmonischer  Pole  und  Polarebenen  für 
das  Büschel  von  Flächen  zweiten  Grades  ist  Poncelet's  glänzende 
Entdeckung^  Siehe  das  vorher  citierte  „Supplement*'  Nr.  611  f.,  speciell 
Nr.  6 16 f.  JSs  ist  vom  höchsten  Interesse,  zu  sehen,  wie  bei  Fr e zier 
(„Traitä  de  St^räotomie**^  vergl.  Bd.  I,  Note  zu  §  46)  schon  Alles  auf 
diese  Entdeckung  hindrängt,  ohne  sie  zu  erschliessen.  ( vergl.  die  Pariser 
Ausg.  von  1764,  p.  68  bis  166  und  die  zugehörigen  Figuren.) 

§  46.  Für  die  projectivische  Theorie  des  projicierenden  Kegels  der 
Raumcurve  vierter  Ordnung  erster  Art  ist  zu  vergleichen  die  Abhand- 
lung von  H.  G.  Zeuthen  „Nogle  Egenskaber  ved  Kurver  af  fjerde  orden 
med  to  Dobbelpunkter'*.    Kopenhagen  1879. 

Die  Construction  der  Fläche  zweiten  Grades  durch  neun  Punkte  auf 
p.  369  ist  von  J.  Steiner  (1836),  siehe  „Journal  für  Mathem.'*  Sd.  68 
p.  191.  Man  vergl.  auch  H.  Müll  er 's  Darstellung  der  analogen  Con- 
struction von  Chasles  (1866)  in  Bd.  1,  p.  627  der  „Mathem.  Annalen". 
Die  rein  lineare,  welche  ich  ausserdem  gebe,  ist  von  meinem  Assistenten 
Dr.  Beyel  in  Bd.  29  der  „Zeitschrift  für  Mathem.  u.  Physik"  p.  170f. 

§  47-  Die  zwei  Kegelschnitten  umgeschriebene  developpable  Fläche 
hat  mit  den  allgemeinen  flilfsmitteln  der  analytischen  Geometrie  de  la 
Gournerie  untersucht  in  Bd.  2  seines  „Traitd**  Livr.  VI,  Chap.  II. 
Die  einfache  Ableitung  der  Gleichungen  der  neuen  Doppelcnrven ,  die 
ich  gebe,  ist  neu.  Ebenso  die  ganze  Behau dlnng[  des  Normalenproblems 
der  ebenen  Curven,  ihrer  Symmetrie-  oder  Halbierungscurven  und  Svm- 
metriepunkte.  Neu  ist  auch  der  daraus  nach  der  Methode  der  Cyklo- 
graphie  entspringende  Uebergang  zu  den  Focalcurven. 
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Zu  Beisp.  27)  mag  auf  die  iubaltreicbe  Note  von  Ghasles  in  Beiner 
„Geschichte  der  Geometrie'*  (Deutsch  v.  Sohnke)  p.  413  f.  spec.  p  419 
verwiesen  -werden.  Vergl.  auch  Emil  Weyr  „üeber  KrüromungslinieD 
der  Flächen  zweiten  Grades  und  confocale  Systeme  solcher  Flächen*^ 
in  den  Sitzungsberichten  der  k.  Akad  d.  V^i^sensch.  zu  Wien  vom 
Juni  1868.  umfassend  ist  die  Lehre  von  den  confocalen  Flächen  zweiten 
Grades  behandelt  in  meiner  Bearbeitung  nach  G.  Salmon  „Analyt.  Geom. 
des  Raumes'*  Bd.  1,  3.  Aufl. 

Die  Entwickelung  der  Projectivität  zwischen  den  Flächen  des  Bü- 
schels und  denen  der  Schaar  aus  denselben  zwei  Flächen  zweiten  Grades 
in  Beisp.  38  f.  ist  neu. 

§  47,  30.  Vergl.  die  Darstellung  der  Ertimmungslinien  des  dreiaxigen 
EUipsoides  in  Monge's  ,,Gdom^trie  descriptive'*. 

§  49.  Für  das  Studium  der  Lehre  von  den  Erümmungsverhältnissen 
der  Flächen  ist  auf  die  grundlegenden  Arbeiten  von  Eni  er,  Monge, 
Dupin  und  Gauss  zu  verweisen.  Die  ausführliche  und  tüchtige  Dar- 
stellung der  Elemente  in  de  la  Gournerie's  ,/rrait^''  Bd.  3,  Livre  YlII 
verdient  Empfehlung. 

Abschnitt  C. 

§§  50  f.  Für  die  Theorie  der  windschiefen  Begelflächen  vergleiche 
man  Salmon-Fiedler,  „Ana.ytische  Geometrie  aes  Baumes**,  Bd.  I 
(3.  Aufl.)  p.  288  f.,  besonders  auch  die  zugehörigen  Literatumoten. 

§  57,12f.  Man  vergleiche  de  la  Gournerie's  „Traitd"  Bd.8,  No.882 
bis  887;  überhaupt  die  sorgfältige  Darstellung  der  Lehre  von  den  „Snr- 
faces  gauches"  ebenda  Bd.  2,  No.  613—639. 

§  56,  4.  Man  findet  die  Behandlung  eines  speciellen  Falles  hiervon 
in  analytischer  Form  bei  J.  Magnus  ,, Aufgaben  und  Lehrsätze"  etc. 
Bd.  2,  §  90  und  §  87  (123). 

§  56,  6  und  §  58t  5.  Das  Cylindroid  der  neueren  Mechanik  findet 
sich  zuerst  (1865)  in  Plücker's  Abhandlung  „On  a  new  geometry  of 
Space**  „Londoner  Philos.  Transactions**,  Bd.  155,  p.  756,  Formeln  88). 
Der  Name  rührt  von  Cayiey  her.  Vergl.  meine  Abhandlung  „Geometrie 
und  Geomechanik.  Eine  Ueberslcht  zur  Kennzeichnung  ihres  Zusammen- 
hang^** etc.  in  Bd.  21  der  „Vierteljahrschrift  der  Naturf.  Ges.  zu  Zürich** 
p.  186-228. 

§  57,  10.  Die  allgemeine  Theorie  der  hier  zunächst  für  den  Fall  der 
geraden  Erzeugenden  berührten  Familie  von  Flächen  ist  als  Theorie  des 
«.Surfaces  hälicoides**  behandelt  in  de  la  Gournerie's  „Traitä**  Bd.  3, 
No.  956—967  und  No.  1042—1053.  Auf  den  ersten  Abschnitt  folgen  da- 
selbst bis  Nr.  1041  die  Theorie  der  developpabeln  und  der  beiden  ge- 
schlossenen windschiefen  Schraubenflächen. 

§  60.  Die  Regelflächen  dritten  Grades  sind  in  der  ,,Ana]yt.  Geo- 
metrie des  Raumes*'  Bd.  2,  p.  365f.  behandelt  und  man  findet  dort  auch 
p.  LI  f.,  140  f.  die  nöthigen  Literaturangaben. 

§  60,  3f.  Man  studiere  die  Abhandlung  von  Cremona  „Litomo 
alla  curve  gobba  della  quart'  ordine  per  la  quäle  passa  una  sola  super- 
ficie  di  secondo  grado*',  ^,  Annali  di  Matematica"  Bd.  4. 

§  61  f.  Die  Verbindung  von  Rotations  -  und  Schraubungsflächen, 
die  die  Bildung  der  Anschauungen  wesentlich  erleichtert,  ist  neu.  In 
Pohlke's  j^Darstellende  Geometrie**  2.  Abthlg.  (Berlin  1876]  findet  man 
im  9.  Gap.  die  Schraubungsflächen  als  Spiralflächen  ausführlich  be- 
handelt.   Vergleiche  die  Citate  unter  §  57,  lu. 
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§  65.  VergL  Mon^e^s  ,,G^om^trie  descriptive**  Nr.  30.  Zu  S.  470 f. 
auch  Staudigl  in  „Sitzungsberichte  der  k.  Akad.  der  WiasenBch.  zu 
Wien'*  Bd.  68  „Bestimmung  von  Tangenten  an  die  Selbstschattengrenze 
von  Rotationsflächen'*  und  C.  Pelz'  scnöne  Ausfuhrung  über  den  gleichen 
Gegenstand,  ebenda  im  79.  Bd. 

§  68y  12.  Diese  Betrachtung  scheint  zuerst  durchgeführt  worden  zu 
sein  von  Dunesme  „Comptes  rendus**  1857,  2.  Aus  der  italienischen 
üebersetzung  meines  Buches  lernte  ich  6.  Bruno's  Abhandlung  in  den 
,, Annali  di  Matern.**  von  1863,  p.  18  kennen. 

§  69.  Man  vergi.  für  die  Darstellung  in  Centralprojection  Cou- 
sinery's  „G^om^tne  perspective'*  p.  67  und  80,  Tafel  VI  mit  Niem- 
tschick*s  Abhandlung  „Directe  Construction  der  Contoaren  von  Rota- 
tionsflächen in  orthogonalen  und  perspectivischen  Darstellungen**.  Wien 
1866.    ,, Sitzungsberichte  der  k.  k.  Akad.  d.  Wissensch.**  Bd.  62. 

§  69,  6 f.  Man  vergl.  J.  Steiner's  Abh.  y.  1847,  in  „Gesammelte 
Werke**  Bd.  2,  p.  402f.,  wo  die  Betrachtung  für  schräge  Parallelpro- 
jection  geführt  ist. 

Zu  §  69t  10 f.  sehe  man  Ghasles'  „Geschichte  der  Geometrie** 
(Sohnke*s  Uebers.)  p.  419  für  eine  andere  Behandlung  in  Orthogonalpro- 
jection  (vergl.  hier  §  42,  n);  für  die  hier  gegebene  aber  die  schöne  Arbeit 
von  C.  Pelz  „Ueber  eine  allgemeine  Besammungsart  der  Brennpunkte 
von  Contouren  der  Flächen  zweiten  Grades**.  ^, Sitzungsberichte  der  k. 
Akad.  d.   Wissensch.  zu  Wien**  vom  Januar  1877  und  vom  März  1878. 


Ht  72.  Für  zahlreiche  Ausführungen  vergleiche  man  Tilscher's 
Werk  ,,Die  Lehre  der  geometrischen  Beleuchtungsconstructionen**.  Wien 
1862.  Für  den  besonderen  Fall  des  dreiaxigen  Ellipsoides  etwa  auch 
Eontny's  Abhandlung  im  „Archiv  der  Mathem.  u.  Physik*'  von  1866. 
Eine  Studie  über  die  Isophoten  gab  Burmester  in  zwei  Abhandlungen 
in  der  „Zeitschrift  für  Muthem.  u.  Phvsik**  Bd.  1'6  und  14:  aus  ihr  ent- 
stand desselben  Autors  weiter  führende  „Theorie  u.  Darstellung  der  Be- 
leuchtung gesetzmässig  gestalteter  Flächen**.   (Leipzig  1871.) 

§  78 »4.  Zum  Studium  kann  dienen  die  Abhandlung  von  Vialla 
„Memoire  snr  la  vis  Saint-Gilles**  im  , .Journal  de  P^cole  polytechnique**, 
Bd.  21,  p.  191  (5  Tafeln).    Paris  1868. 

Die  Ausführung  der  Beleuchtungsconstruction  in  Tafel  XVI  ist  1865 
durch  meinen  Assistenten  in  Prag  R.  Morst adt  nach  meiner  Disposition 
gemacht  worden. 

§  77,7.    Vergleiche  Flauti  „Geometria  di  Sito**,  III  (Napoli  1842) 

S.  192  f.  und  P.  Tanne  ry  in  „Mdm.  de  la  Soc.  des  Sciences  phys.  et  nat. 
e  Bordeaux**  2.  8^r.  t.  2,  p.  277.  Zur  Schlussbetrachtung  ist  zu  ver- 
gleichen  fulr  den  ersten  Theil  Chasles*  Arbeit  von  1830  „Bulletin  des 
ciences  Mathäm.**  t.  14,  p.  '622  mit  Ausführungen  in  „Comptes  rendus** 
t.  16,  51,  52;  für  den  Satz  p.  532  die  Note  von  Halphen  in  „Nouvelles 
Annales**  8«  S^r.  t  1,  p.  296. 

Sodann  f&r  die  Theorie  der  Inversion  als  erstePublicationJ.Plücker^s 
„Anal.  geom.  Entwickelungen '*  Bd.  1  (1828)  No.  184 f.  und  dessen  Ab- 
handlung in  Bd.  It  p.  219  von  „Grelles  Journal".  Ihm  war  in  der  Ent- 
deckung wahrscheinlich  J  Steiner  vorausgegangen,  vergl.  die  Lehre 
von  der  gemeinschaftlichen  Potenz  in  §  III  der  Abhandlung  in  Bd.  1 
von  „Crelle's  Journal**  (1826)  161  f. 

Und  in  Bezug  auf  die  Gykliden  Dupin's  „Applications  de  G^om^trie** 
p.  200;  ferner  MazwelTs  Arbeit  in  Bd.  9,  p.  111  des  „Quarterly  Journal 
of  Math.**  mit  ihren  guten  stereoskopischen  Darstellungen,  und  D  ar  b  o  u  x* 
Werk  „Sur  une  Glasse  remarquable  des  Gourbes  et  des  Surfaces  alg^- 
briques.**    (Paris  i873.) 
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Die  Zfthlen  bestimmen  die  Selten  dee  Bache«;  die  gesperrt  gedruckten  Worte  gelten 
immer  auch  für  die  dnrch  —  mit  ihrem  Satse  rerbondenen  nachfolgenden  ▲nafohrungea. 

IbbilduDg,  conforme  535  —  der  Kugel  auf  die  Ebene  361  —  cjklo- 
graphische  der  Punkte  de&  Baumes  62  f.  (eiehe  Cyklographie). 

Abwickelung  und  Aufwickelung  der  entwickelten  SchranbeD- 
fläche  93  f.  —  des  Cviinders  65  —  des  Kegels  speciell  Rotation skegeU 
63  f.f  66  f.  —  einer  DeTcloppabeln  auf  eine  andere  104  —  einer  Kegel- 
durchdrin^ng  mit  einem  i^egel  113. 

Aehnliche  Curven  in  perspectivischer  Lage  20,  34.  Aehnlich- 
keit  der  Parallelschnitte  von  Kegeln  26,  45  —  der  Schnitte  eines  Hy- 
perboloides und  seines  Asymptotenkegels  217,  295.  Aehnlichkeitskreis 
2 10 f.,  235 f.  Aehnlichkeitakugeln  von  zwei,  drei«  vier  Kugeln  255. 
Aehnlichkeitspunkte ,  Axen  und  Ebenen  von  Kugeln  248,  259  f.,  274. 
Aequator  einer  Eotationsfläche  457.    Aequatorscnraubenlinie  461. 

Affinität  bei  Behandlung  der  Flächen  zweiten  Grades  324,  330, 
344  —  der  Cyliuderquerschnitte  25  —  der  Developpabelu  von  gleichezD 
Fallen  durch  einen  Kegelschnitt  381  —  der  Flächen  zweiten  Grades 
344  —  von  Kegelouerschnittbildern  44.    AfBnitätsaxe  (krumme)  der  Pro- 

1'ectionen  einer  Kegelfläche  21,  32.  Arcbytas  von  den  zwei  mittleren 
Proportionalen  528.  Arten  der  Cykliden  542 f.  --  der  Flächen  zweiten 
Graaes  313  f.  —  der  Begelflächen  aus  drei  Leitcurven  403—412  —  der 
Schraubungsflächen  461.  , 

Asymptoten  der  ebenen  Curven  7,  39  —  der  doppelt  gekrümmten 
Curven  107  --  der  Selbschattencurve  einer  Regelfläche  437  —  der 
Bilder  der  Curven  40 f.  —  der  Querschnitte  eines  Kegels  29,  39 

—  einer  developpabelu  Fläche  86,  90  —  einer  Fläche  zweiten  Grade? 
324  —  eines  einfachen  Hyperboloides  301  —  einer  Regelfläche  437  f. 
Asymptotenkegel  des  einfachen  Hyperboloides  205,  293 f.  —  der 
Fläche  zweiten  Grades  316  f.  Asymptotische  Ebenen  und  Developpable 
einer  Regelfiäche  438  f.  Axe  der  llotations-  und  Schraubungraäeben 
455  f.,  458 f.  Axen  des  Ellipsoides  329  f.  —  der  Flächen  zweiten  Grade« 
327 f.,  361  —  des  Kegels  vom  zweiten  Grade  3*29  —  des  Kreisbildes 
340.    Axonometrie,  allgemeine  und  orthogonale  314  f. 

Beleuchtung,  objective  und  subjective  498  f.,  500  f.  Beleuchtungs- 
constructionen  473,  497 f.  —  der  Cylinderflächen  505 f. —  der  ent- 
wickelbaren Flächen  501  —  der  Kugel  508  f.  —  der  Reffelflächen  502 

—  der  Rotationsflächen  502,  506  i\  —  der  Rotationskegel  502  f.,  504  f. 

—  der  Schraubungsflächen  502 ,  511  f.  Berührung,  stationäre  121 , 
159 f.,  359,  363  —  der  Flächen  zweiten  Grades  nach  einem  Kegel- 
schnitt 347,  351  —  zwischen  gleichseitigen  parallelaxigen  Rotations- 
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hyperboloiden  232  —  Eegelflächeo  118 f.,  121  ~  krammen  Flächen 
894  —  Engeln  236,  259,  274  —  Original  und  Belief  340  —  Begelflächen, 
längs  einer  Geraden  418,  488  f. 

Berührungscjlinder  von  Flächen  zweiten  Grades  292  —  von 
Begelflächen  43H,  437  —  von  Rotations-  und  Schraubungsflächen  482  f., 
485,  497  —  Ton  Terrainflächen  196.  fierührungske^el  von  Flächen 
zweiten  Grades  292^  308  —  von  Begelflächen  433 f.,  insbesondere  aus 
einem  Punkte  derselben  487,  451  —  von  Botationsflächen  479  f.,  484  f. 

—  von  Schraubungsflächen  482  f.  Berührnngsknoten  einer  Curve  92. 
Beziehungen  von  drei  krummen  Flächen  473,  527  —  von  Gurven  und 
Developpabeln  78 f.,  87,  384  —  von  Curven  und  Developpabeln  zu 
krummen  Flächen  473,  497  f.,  513 f.,  518. 

Bild  der  Curve  im  Baume  132 f.  —  aus  einem  beliebigen 
Punkte  133  —  aus  einem  ihrer  Punkte  144,  148,  182  —  aus  einem 
Punkte  ihrer  Tangentenfläche  143,  180  —  aus  einem  stationären  Punkte 
144.    Bild  der  Raumcurve  dritter  Ordnung  141. 

Bilder  der  Curve  vierter  Ordnung  erster  Art  180f.,  185 

—  aus  einer  Ecke  des  Quadrupels  182  —  aus  einem  Punkte  im 
Mantel  eines  doppelt  projicierenden  Eeffels  181  —  ihrer  Tangenten- 
fläche  180,  372  —  in  der  Doppelcurve  der  Tangentenfläche  148,  181 

—  mit  Doppelpunkt  183  f.  —  mit  Spitze  185.  Bilder  der  Schrauben- 
linie 136 f.,  145.  Binormale  einer  Curve  99  f.  Bisekanten  der  Curve 
vierter  Ordnung  erster  Art  359  f.  Bfindel  von  Engeln  243  f.  Büschel 
von  Eegelschnitten  362  f.  —  von  Flächen  zweiten  Grades  359—363, 
364—368,  390 f.,  speciell  ohne  reelle  Eegel  363  —  von  gleichseitigen 
parallelaxigen  Botationshyperboloiden  217  f.  —  von  Engeln  243  — 
und  Schaaren  von  orthogonalen  Hyperboloiden  289  f. 

Brennkreise  und  Brennpunkte  der  Botationsflächen  zweiten  Grades 
331,  341,  343  f.  Brennpunkte  des  Cartesischen  Ovals  188  —  der 
Curven  und  Flächen  überhaupt  537  —  der  Eegelschnitte  aus  parallel- 
axigen gleichseitigen  Botationshyperboloiden  236—239  —  der  Umrisse 
von  Flächen  zweiten  Grades  493  f. 

Cardioide  132.    Centralaxe  der  Bewegung  starrer  Svsteme  529  f. 

Centralprojeotion  einer  Curve  mit  einfacnen  Singularitäten  7 

—  eines  einfachen  Hyperboloides  (allgemeine)  803  f.  ~  einer  Fläche 
zweiten  Grades  322,  326;  speciell  aus  einem  ihrer  Punkte  363  f.  — 
eines  gleichseitigen  Botationshyperboloides  208  f.  —  einer  Eegelfläche 
21  —  einer  Engel  208,  491  —  einer  Begelfläche  280  f.,  446  f.  —  einer 
Botationsfläche  468,  484  f.,  488  f. 

Centralpunkt  der  Erzeugenden  einer  Begelfläche  291^  423  f. 
Centrisch    collineare   Umformung   einer   Baumcurve    116.     Cen- 
trische  C olline ation  der  Eugel  336  f.  —  der  Querschnitte  der  Ke- 

feifläche  24  f.,  27  f.  Centrische  involutoriche  CoUineation 
er  Flächen  zweiten  Grades  308  —  der  Durchdringung  von  zwei 
Flächen  zweiten  Grades  157 f.,  352 f.,  373 f.  —  der  ^meinsamen  De- 
veloppabeln derselben  378 f.  Charaktere  des  Bildes  emer  algebraischen 
Baumcurve  134—136.  C lasse  einer  Curve  4,  6  —  eines  Eegels  25. 
Collineare  Umformung  533.  Collineation  der  Curven  vierter  Ord- 
nung erster  Art  mit  Spitze  161.  Concavität  und  Convezität  4.  Con- 
choide  der  Ellipse  486  f.  Conflguration ,  cyklische,  sphärische  257. 
Confocale  Flächen  zweiten  Grades  378,  388  f.  Congroienz  der  Pa- 
rallel- und  Antiparallel -Schnitte  bei  Cylindem  26  —  gleichlanger 
Stücke  derselben  Schraubenlinie  73  —  gleichstimmige  der  Bäume  529 f. 
Conjugierte  Durchmesser  und  Diametralebenen  der  Fläche  zweiten 
Grades  317  f.  —  Elemente  in  Bezug  auf  die' Fläche  zweiten  Grades 
307  — -  Gebilde  zu  Strahlen  und  Ebenen  im  Flächenbüschel  zweiten 
Grades  367,  371.    Conoide  404,  407. 
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GoDstructionen  der  Kegelschnitte  aus  doppelt  berfibrenden 
Kreisen  226 f.  —  dritten  Grades  327  f.,  361  f.  >-  ersten  Grades  370, 
416 f.,  432  —  zweiten  Grades  151  f.,  210,  297 f.,  869f.,  464f.,  496  f. 
Contingenzwinkel  8.  Coordinaten  (v.  Cartesios,  Plücker)  198|  229,  836, 
237f.,  253,  317f.,  381f.,  386,  466,  534f.,  589.  Cnrve  algebraische  4  —  als 
Ort  resp.  £nyeloppe  1,9  —  doppelt  gekrümmte  7  —  dritter  Ordnon^, 
doppelt  ffekrümmte  116,  125,  Ulf.,  161,  352;  ihre  Arten  125 f.,  1S2, 
Gonstructionen  146 f.,  147,  352,  Degenerationsformen  123  —  130  — 
dritter  Ordnung,  ebene  148,  182,  372,  singnl&re  und  circnlare  184  f.  — 
erster  und  zweiter  Ordnung  116  —  vierter  Ordnung  erster  Art, 
eintheüige  121,  156,  zweithenige  121,  156,  252f.;  mit  Doppelpunkt  116f., 
362,  mit  Spitze  120,  359;  sphärische  183  —  in  der  Ebene  mit  zwei  Dop- 
pelpunkten 184f.,  364f.,  bicirculare  162,  184,  370—  zweiter  Art  451  — 
mit  zwei  stationären  Erzengenden  451  f.  Öurven  auf  Kegelflächeo  19. 
Cuspidalpunkt  einer  Fläche  402 f.,  429,  448 f.,  543.  Cyküsche  Ebenen 
der  Flächen  zweiten  Grades  383  f.,  337,  839  f.  Cyklographie  62  f.,  188, 
213,  254,  274,  381  f.,  386.  Cykloide  17,  74.  Cjlinder  15.  Cylindroid 
410  f.,  422,  434  —  orthogonales  406  f.,  435  f.,  441,  450 f. 

Developpable  8,  78,  192,  199  —  doppelt  berahrende  einer  Baumcnrre 
77,  83;  einer  Regelfläche  436,  einer  krummen  Fläche  überhaupt  515  — 
dritter  Classe  131,  147  f.  —  durch  zwei  Kegelschnitte  147,  378  f.  — 
gleichen  Fallens  78,  86,  380  f.  —  gleicher  Beleuchtung^intensität  498, 
500  —  tangierende  einer  krummen  Fläche  394  —  von  zwei  Flächen 
zweiten  GrcMles  345  f.,  372 f.,  389 f.,  speciell  der  confocalen  386  f.;  toq 
zwei  krummen  Flächen  520,  speciell  Rotationsflächen  522  f. 

Diametralebenen  der  Flächen  zweiten  Grades  312  —  conju- 
gierte  Tripel  316  —  gemeinsame  von  zwei  Flächen  zweiten  Grades 
335.  Directrixen  des  Kegelschnittes  220  —  einer  Fläche  zweiten 
Grades  537  f.  Doppelberührung  zwischen  Querschnitt  und  Dmriss  478. 
491.  Doppeicurven  der  developpabeln  Schraubenfläche  77f.,  80  — 
der  Developpabeln  überhaupt  140  —  der  Raumcurve  vierter  Ord- 
nung erster  Art  158 f.,  175 f.,  354;  mit  Doppelpunkt  158 f.,  mit  Spitse 
159,  mit  zwei  Doppelpunkten  161.  Doppeicurven  der  windschiefen 
Regelflächen  428 f.,  436  —  der  Rotationsflächen  457  Zus.  Doppel- 
developpable  der  Regelflächen  429,  436  —  der  Rotationsflächen 
457  Zus.  Doppelpunkt  der  ebenen  Gurve  2,  134,  188,  516  —  der 
Raumcurve  11,  116,  122,  358  —  des  Bildes  einer  Raumcurve  149  — 
der  krummen  Fläche  198  f.,  457  Zus.  —  des  Querschnittes  einer  De- 
veloppabeln 138  —  einer  Regelfläche  433. 

Doppeltangente  einer  ebenen  Cnrve  2  —  des  Bildes  einer 
Raumcurve  135  —  des  Querschnittes  einer  Developpabeln  378 f.  Dop- 
peltangentialebenen einer  Developpabeln  11  —  einer  Raumcurve 
82  f.,  135,  137.  Doppeltprojicierender  Aegel  einer  Curve  vierter  Ord- 
nung^erster  Art  1511.,  354. 

Doppelverhältniss  an  den  Tangenten  und  Bisekanten  der  Gurre 
vierter  Ordnung  erster  Art  172 f.—  in  den  Erzeugenden  der  gemeinsamen 
Developpabeln  zweier  Flächen  zweiten  Grades  385  —  von  vier  Geraden 
einer  Regelschaar  284  f.  —  von  vier  Punkten  einer  Curve  vierter  Ord* 
nung  zweiter  Art  451.  Domspitze  3,  145.  Drehungssinn  der 
Schraubenlinie  72  —  in  consruenten  Eläumen  529.  Dualität  der 
darstellenden  geometrischen  Hauptaufgaben  über  krumme  Fl&ohen  474 
—  der  gemeinsamen  Curve  und  Developpabeln  von  Flächen  zweiten 
Grades  373  —  der  Operationen  zur  Behandlung  von  Curven  und  De- 
veloppabeln 13,  100. 

Durchdringung  106,  156,  178  f.  —  einer  krummen  Fläche  mit 
einer  Developpabeln  418,  mit  ihrem  Berührungskegel  514  f.  —  mit  der 
Developpabeln  von  gleichem  Fallen  384  ~  parallolaxiger  gleichseitiger 
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RotatioDRliyperboloide  225  —  von  Kegel-  und  Rotationsfläche  513  f.  — 
von  Kugeln  274  —  von  Regelfläche  und  Developpabeln  800,  302  — 
von  zwei  Flächen  zweiten  Grades  345 f.,  352 f.,  526 f.  —  von  zwei 
krummen  Flächen  191,  520  f.,  524  —  von  zwei  Rotationsflächen  522  f. 
Durchmesser  der  Flächen  zweiten  Grades  31 2 f.  —  conjusierte  Tripel 
316  f.  —  gemeinsames  Tripel  von  zwei  concentrischen  Fläcnen  zweiien 
Grades  332,  335. 

Ebenen,  stationäre  der  Developpabeln  10,  98,  139,  145,  160,  363,  380. 
Ebenenbüschel,  projectivische  147,  276,  449,  451.  Ebenenpaar  202. 
Eiementargebilde  erster  Stufe  148,  276,  449.  Ellipse  485,  specielle  223, 
382  f.,  385.  Elliptische  Flächen  zweiter  Ordnung  305 f.  Endstellen 
reeller  Curvenbilder  170.  Entwickelbarkeit  9.  Entwickelung  12.  Er- 
zeugende (Gerade)  der  Developpabeln  8  f.  —  der  Kegelflächen  15^ 
51  —  der  Regelfläche  400,  speciell  doppelte  422,  429  —  des  Hyper- 
boloides parallel  einer  Ebene  301.  Erzeugnisse  projectivischer  Gebilde 
erster  Stufe  275  f.,  285f.    Erzeugung  der  Flächen  aus  Curven  189 

—  aus  Developpabeln  457,  speciell  der  Flächen  zweiten  Grades  313  f., 
319,  der  Regelflächen  400 f.,  der  Rotations-  und  Schraubunffsflächen 
455  f. ,  458  f.  Evolvente  des  Kreises  75  f.  Evolventen  und  Evoluten 
einer  Curve  5,  lOOf.,  102f.,  104.  Evolventen- und  Evolutenfläche  lOOf., 
103.    Ezcentrität,  lineare  und  numerische  221. 

Flächen  der  Hauptkrümmungscentra  einer  krummen  399,  auf  Linien 
reduciert  542  —  krumme  189f.  —  zweiten  Grades  200,  310,  391. 
Arten  275 f.>  305 f.,  818  f.  Construction  und  Darstellung  aus  verschie- 
denen Daten  313,  319;  316,  325 f.;  343 f.,  350f.;  insbesondere  aus  neun 
Punkten  oder  Tangentialebenen  369—372,  378.  Gleichungen  317  f. 
Flächenbüschel  zweiten  Grades  357—368.  Flächenschaar  zweiton  Grades 
376 f.  Fluchtlinie  der  Developpabeln  127 f.  —  des  einfachen  Hyper- 
boloides 280  —  des  Kegels  20 f.  —  der  Regelflächen  438 f.,  speciell 
dritten  Grades  449.  Focalcurven  und  Focaldeveloppable  der  Flächen 
537»  speciell  zweiton  Grades  386 f.,  388,  insbesondere  der  Rotations- 
flächen 331,  343  f  Focalgerade  im  Kesel  zweiten  Grades,  Zusatz  zn 
p.  887  und  541.    Focalkegelschnitte  60  f.,  537,  544. 

Gang  und  Ganghöhe  der  Schraubenlinie  72,  458.  Gegenaxen  der  Colli- 
neation,  convergente  und  parallele  38.  Gemeinsames  Paar  von  zwei 
Involutionen  152,  336.  Gemeinsames  Quadrupel  harmonischer  Pole  etc. 
für  zwei  Flächen  zweiton  Grades  356  f.  Gemeinsames  Tripel  conju- 
giertor  Durchmesser  332 ,  835.  Geodätische  Linien  auf  Develop- 
pabeln 102  —  auf  Kegeln  67  —  auf  krummen  Flächen  369,  472.  Geo- 
dätische Stollen  im  Querschnitt  einer  Developpabeln  71,  90.  Gerade, 
Slanierte  und  punktierto  305,  536,  541.  Gerade  und  Fläche  zweiten 
rrades  297 f.,  809 f.  —  Regelfläche  440  —  Rotationsfläche  495 f.  Ge- 
schlecht der  Curven  und  Kegel  4,  136  —  der  Querschnitto  einer 
Regelfläche  486.  Grad  der  windschiefen  Regelfläche  412 f.  Grenz- 
punkte reell  doppelter  Curven  882,  402. 

Hauptaxen,   -Ebenen  und  -Schnitto  der  Flächen  zweiton  Grades  327 

—  der  Kegel  329  —  der  Paraboloide  und  Cylinder  329.  Hauptkrüm- 
mungscentra einer  Fläche  894.  Hauptnormale  einer  Curve  99.  Haupt- 
normalschnitto  einer  Fläche  in  einem  ihrer  Punkte  398.  Haupttan- 
genten einer  Fläche  190,  392  —  der  Kugel  191,  536  —  einer  Regel- 
fläche 431  —  und  Tan{<entenkegel  311.  Haupttangentencurven 
einer  Fläche  395  f.  —  einer  Regelfläche  432  ~  einer  Rotationsfläche 
469.  Hanpttangentenkegel  im  Doppelpunkte  einer  Fläche  199.  Hellig- 
keit 500.  Helligkeitsvertheilung  auf  krummen  Flächen  498 f,  510.  Hilfs  - 
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ebenen  104,  474 f.,  ihre  Grenzlaffon  104,  106  —  mit  Ereisprojectioii 
Flächen  sveiten  QradeB  348 f.  Hyperbel,  gleichseitige  210,  223,  329, 
885.  Hyperboloid,  einfaches  277,  333  ^  Constraction  aus  verschie- 
denen Daten  277,  280,  282  f.,  297  ->  und  gerade  Linie  212,  297  f.,  301 

—  mit  rectangpalären  Tripeln  von  Erzeu^nden  oder  asymptotiscfaen 
£benen  296 f.  ->  orthogonales  287 f.  —-zweifaches  212.  Hyperboloid 
der  Haupttangenten  län^  der  Erzeugenden  einer  Begelfläohe  490 f.  — 
OBculierendes  einer  Rotationsfläche  470  f.  Hyperboloide,  die  eine  Be^el- 
fläche  längs  einer  Erzeugenden  berühren  290  f.,  802,  418  f.  Hyper- 
boloidische  Gruppen  von  Geraden  172  f.,  174,  176,  293. 

Identität  der  Flächen  zweiter  Ordnung  und  Classe  810;  286 f.,  Sil, 
318  —  der  Tangentenfläche  der  Baumcurve  dritter  Ordnung  mit  der 
Developpabeln  dritter  Classe  Ulf. ,  147  —  der  Durchdrinffung  der 
Flächen  zweiten  Grades  mit  der  von  Kegeln  366.  Indica&iz  einer 
Fläche  in  einem  Punkte  393.  Inflexion  bei  ebenen  Curven  2,  4  — 
der  Spur  einer  Developpabeln  139,  I4Sf.  —  der  Transformierten  einer 
Curve  durch  Abwickelung  68 f.,  71  —  des  Bildes  einer  Baumcurve  135  f., 
143 f.,  speciell  der  Schraubenlinie  74,  82,  87.  Intensitätslinien 
500 f.,  der  Flächen  zweiten  Grades  501  —  der  Kugelen veloppen  610 

—  der  Rotationsflächen  509  f.  —  der  Serpentine  61 1  f. 

Interpretation  der  Figuren  nach  verschiedenen  Projectionsmethoden 
35,  46.  Invariante,  absolute,  der  Curve  dritter  Ordnung  187.  Inversion 
oder  Abbildung  durch  reciproke  Radien  210,  213,  246,  255,  267  f.,  260, 
264,  273  f.,  534  f.,  540  f. 

Involution  der  conjugierten  Tangenten  in  einem  Flächenponkte 
310  f.,  392  f.  —  geschaarte  der  Flächen  zweiten  Grades  mit  sich  selbst 
310  —  harmonischer  Pole  und  Polarebenen  einer  Geraden  310.  Invo- 
lutioQseigenschaften  der  Büschel  und  Schaaren  von  Flächen  zweiten 
Grades  360  f.,  374  f.,  380.  Isolierte  Punkte  resp.  Tanffenteo  der 
ebenen  Curven  4 ,  der  Raumcurven  119  —  Gerade  resp.  Curve  einer 
Fläche  449.     Isophoten  444. 

Kegelflächen  15f.,  21.  Kegelflächen  zweiten  Grades  52,  114,  202, 
276  —  aus  orthogonalen  Ebenenbüscheln  resp.  Strahlenpaaren  287  f., 
293  —  im  Flächenbüschel  344  f.,  358;  speciell  der  gleichseitigen  &o- 
tationshyperboloide  218,  220  f. 

Kegelschnitte  58f,  276;  speciell  degenerierte  201  f.  —  als  Bilder 
der  Raumcurven  vierter  Ordnung  erster  Art  356,  496  —  als  Durch- 
dringungen 123,  207  f.,  218  f.,  223  f,  345  f.,  526  f.  —  als  Querschnitte 
57  f,  43  f,  213  f.,  216  f.,  291  f.,  320,  322  f..  434  f.  ~  als  singpilär  in 
der  Flächenschaar  zweiten  Grades  374  —  Construction  ans  verschie- 
denen Daten  220,  226  f.,  228f.,  230—288,  851.  Kegelschnittbfischei  und 
Schaar  aus  zwei  Kegelschnitten  162  f.  —  Kehlkreis  der  Rotationsfläche 
204,  457.    Kehlschraubenlinie  einer  Schraubungsfläche  461.    Kreis  44 

—  cubischer  131  f.  —  eine  Fläche  erzeugend  458,  461  —  imaginärer 
im  Unendlichen  319,  535  —  rein  imaginärer  229,  235  —  und  gleich- 
seitige Hyperbel  in  involntorischer  uoUineation  241  f. ,  252.  Kreis- 
buscnel  165,  548. 

Kreise  auf  der  Kugel  266  f.,  272  f. ->  doppelt  berührende  eines 
Kegelschnittes  226  f. ,  228  f. ,  '230  f. ,  232  f. ,  381  f. ,  883  f.  Kreispunkte 
478;  siehe  Nabelpunkte.  Kreisschnitte  der  Flächen  zweiten  Grades 
326,  332  f.,  334;  speciell  als  Kugehreliefs  337  f.,  347  f.  —  des  Toros  478. 
Krümmungsaxen  einer  Curve  und  Fläche  derselben  99.  Krflmmungs- 
kreise  4,  6,  15,  74;  der  Ellipse  im  Scheitel  97;  der  Kegelschnitte  380  f., 
382  f.  Krömmungslinien  der  Developpabeln  102  f  —  der  Flächen 
897,  speciell  zweiten  Grades  389  —  der  Rotationsflächen  469,  472  — 
imaginäre  539  —  bei  der  Inversion  542.    Krümmungsmittelpunkte  der 
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Schraubenlinie  96.  Engel  als  Fläche  zweiten  Grades  206,  240f.,  318 f., 
322  —  aus  orthogonalen  Bündeln  844  f.  —  centralprojectivische  Be- 
handlung 260f.,  491  —  gemeinsame  zu  yier  Netzen  254.  Eugelbuschel, 
Bündel  und  Netze  243  f.,  speciell  conische  245.  Kugel-  (resp.  Kreis-) 
Conoid  407.    Kugeldurchdringungen  aus  hyperbolischen  für  rein  ima- 

Sisare  Distanzen  235  f.  Kugeln  berührend  zu  vier  gegebenen  259  — 
üsohel  und  Schaar  aus  zwei  391  —  doppelt  berührend  zn  einer  Fläche 
zweiten  Grades  240,  832,  334,  338  f.;  zu  einer  Cyklide  543  --  einge- 
schrieben einer  Rotationsfläche  62,  471  —  gleichwinklig  zu  Paaren  von 
Kugeln  resp.  zu  fünf  Kugeln  256  f. 

Lage,  perspectivische  der  gemeinsamen  Curve  und  Developpabeln  von 
zwei  Flächen  zweiten  Grades  376.    Leitcurve  einer  Kegelfläche  16 

—  einer  windschiefen  ßegelfläche  400  f.  Leitdeveloppable  einer  Be- 
gelfläche  400  f.    Lineare  Systeme  von  Kugeln  244  f. 

Bbzimalstellen  der  Helligkeit  302,  498,  510,  512.  Maximum  der  Summe 
und  Minimum  der  Differenz  der  kleinsten  Halbsehnen  zweier  Kreise 
für  ihre  Aehnliohkeitspunkte  274.  Meridiane  (Meridianberührungs- 
oylinder)  der  Rotationsflächen  204,  215,  331,  455  f.  —  der  Schraubungs- 
flächen  460.    Mittelpunkt  der  Fläche  zweiten  Grades  805,  312,  316 

—  des  Keffels  15  —  des  Kugelreliefs  338  —  des  Querschnittes  und 
QuerBchnitU}ildes  vom  Kegel  zweiten  Grades,  Zus.  zu  p.  46.  Mittel- 
punktscurve  der  Flächen  zweiten  Grades  eines  Büschels  218,  860 f., 
389;  einer  Schaar  379.  Modellierung,  centrisch  coUineare  der  Flä- 
chen zweiten  Grades  334  f.  —  collineare,  krummer  Flächen  533. 

Nabelpunkte  der  Flächen  393  f.,  538,  speciell  zweiten  Grades  333,  389. 
Näherungsconstructionen  bei  Curven  5,  6.  Neiguog  der  Schraubenlinie 
72.  Netz  von  Kugeln  244 f.  Niveaulinien  193.  Normale  einer  Fläche 
190  —  einer  Rotationsfläche  469. 

Normalen  eines  Kegelschnittes  221  f.,  223,  383  f.  —  parallel 
einer  Ebene  497  —  einer  Geraden  441,  498.  Normalenbündel  einer 
krummen  Fläche  398,  408,  419,  434  t  Normalenflächen,  developpable 
längs  KrOmmungslinien  897  f.  Normalenkegel  der  Rotationsflächen 
54.471.  Normalenparaboloid  einer  Regelfläche  291,  419.  N orm al- 
so nnitt  eines  Gyünders  34,  50  —  einer  Schraubnngsfläche  460.  Null- 
kugel 319,  386,  535f. 

Ordnung  einer  Curve  4,  6  —  eines  Kegels  25  —  einer  krummen 
Fläche  189.    Orthogonales  Tripel  conjugierter  Durchmesser  332  f. 

—  im  Polarbündel  829.  Orthogonalität  319  —  und  Polarität  in 
Bezv^  auf  die  Kugel  268.  Orthoj^onalkreis,  reeller  208  —  rein 
imagmärer  206.    Orthogonalsystem  im  Bündel  319. 

Osculation,  zweipnnktige  von  Regelflächen  420.  Osculationsebene 
einer  Ranmcurve  9,  112  f.,  115.  Osculationsebenen  durch  einen  Punkt 
84,  86.  OscuUerende  Fläche  zweiten  Grades  zu  einer  Fläche  für  einen 
Punkt  892.  Oscnlierendes  Hyperboloid  der  Rotationsfläche  fflr  einen 
Parallelkreis  470  f.,  482.    Ovalen  des  Cartesius  187  f. 

Parabel  48  f.  Parabolische  Punkte  und  Curve  einer  Fläche  191,  394, 
471.  Parabolischer  Cy linder  230.  Parabolischer  Ast  einer  Curve  7, 
26,  84,  43,  112,  489. 

Paraboloid,  elliptisches  318  —  hyperbolisches  198,  276  f.,  28i, 
286  f.,  334,  338  f.;  gleichseitiges  287,  420;  orthogonales  290  >>  berüh- 
rendes einer  Regelfläche  längs  einer  Erzeugenden  419  —  der  Haupt- 
tangenten derseioen  432  —  der  Normalen  291,  419  f.,  426.  Parallel- 
curve  eines  Kegelschnittes  883  f. ,  495.    Parallelepipede  auf  dem  ein- 
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fachen  Hyperboloid  278  f  ,  281.  Parallelkreiee  und  Parallelkreisberühr- 
UDgskegei  der  Rotationsflächen  204,  215,  331,  455  f.  Parallelprojectioix« 
allgemeine  21,  35,  48,  304  f.,  321,  453  f.,  463.  Parallelverschieban^ 
486  f.,  531.  Parameter  des  windschiefen  Flächenelementes  423  f.,  428. 
Parasitische  Theile  einer  Carve  24,  402  —  einer  Developpabeln 
24,  403.  Pascal'sches  und  Brianchon'sches  Sechskant  279,  309.  Pas- 
cal'sche  Schnecke  188.  Plücker's  Gleichungen  4.  Plücker-Cayley'a 
Gleichungen  136,  140.  Pol  einer  Ebene  309.  Polarebene  eines  Punktes 
307.  Polarebenenbündel  und  Büschel  eines  Punktes  und  einer  Punkt- 
reihe 308  f.,  360.  Polarcurve  einer  Ebene  360,  368.  Polarfläche  einer 
Curve  99.  Polarhyperboloid  und  Polarlinie  einer  Geraden  360,  309  f. 
Polarität  der  Flächen  zweiten  Grades  52,  306-312;  der  Kugel  319. 
Polar-Reciprocität  308.  Polarsystem  308,  312  f.  Polartetraeder  siehe 
Quadrupel.  Polgerade  einer  Ebene  in  der  Schaar  379.  Potenzkreia 
210.  Potenzlinie  223 f.,  238,  253.  Potenzebene  242 f.,  252 f.  Princip 
für  Construction  der  Durchdringungen  28.  Projection  des  Punktes 
einer  Developpabeln  13,  92;  emer  Fläche  zweiten  Grades  325;  einer 
Regelfläche  440;  einer  Rotationsfläche  464;  im  einfachen  Hyperboloid 
299,  301;  im  hyperbolischen  Paraboloid  300  ~  einer  Fläche  zweiten 
Grades  aus  einem  ihrer  Punkte  363 f.  —  einer  Raumcnrve  23.  Pro- 
jectivität  der  Kegelschnitte  und  Flächen  zweiten  Grades  von  Büschel 
und  Schaar  aus  zwei  solchen  163  f.,  390  f  —  der  Reihen  und  Büschel 
von  Punkten  und  Tangentialebenen  einer  Regelfläche  284,  414  f.  — 
der  in  den  Erzeugenden  der  Regelflächen  durch  ihre  Üaupttangenten- 
curven  gebildeten  Reihen  432.  Projicierender  Kegel  der  Curve  vierter 
Ordnung  erster  Art  364  f.  Punkte  einer  Curve  1  —  höchste  und 
tiefste  476  —  hyperbolische  und  elliptische  einer  Fläche  191. 

(Quadrupel  harmonischer  Pole  etc.  153 f.,  171  f.,  307  —  als  Bestim- 
mungsmittel der  Fläche  zweiten  Grades  311  f.,  316  —  gemeinsames 
von  zwei  Flächen  355,  362  ~  Construction  aus  drei  Ecken  361  — 
aus  zwei  Ecken  oder  Flächen  152  f.,  167,  171,  183,  361,  379,  381  f.  — 
aus  einer  Ecke  335 f.,  361.  Quadratische  Systeme  von  Kreisen  und 
Kugebi  247  f. 

Querschnitt  der  Developpabeln  137f.,  144f.,  speciell  der  Kegel- 
fläche 27  f ,  30  f.,  33  f.,  36  f ,  57  f ,  46  f.,  49  f.  und  der  Schraubenfläche 
89 f.,  91,  140  —  der  Flächen  zweiten  Grades  291  f.,  293  f.,  322  1, 
speciell  des  gleichseitigen  Rotationshyperboloides  213  f.  —  der  Regel - 
flächen  433  f.,  449  der  Rotationsflächen  474 f.,  478 f.  —  der  Schraa- 
bungsflächen  477  -  der  topographischen  Flächen  194  f. 

Radicalaxe  etc.  siehe  Potenzlinie.  Raumcurven,  metrische  Eigenschaften 
94  f.  (sonst  siehe  Curve)  —  vierter  Ordnung  erster  Art  114  f.,  mit  ein, 
zwei,  drei  Symmetrieebenen  166 f.,  173 f.,  177  f.,  183;  176  f.,  182  f. 
Realität  der  Elemente  des  gemeinsamen  Quadrupels  357,  361.  363. 
Reciprocalfiguren  372  f.  Reciprocität  der  Curven  vierter  Ordnung 
mit  Spitze  171  f.  —  unter  den  Charakteren  der  Curven  und  Develop- 
pabeln 141.  Reciproke  Bündel  345  —  Umformung  53:).  Rectif'i- 
cation  des  Kreises  65  —  durch  Abwickelung  12.  Rectificierende  De- 
veloppable  100,  103.    Reflexlicht  bei  paralleler  Beleuchtung  500.    Re  - 

gelflächen  192,  400 f bestimmter  Grade  413 f.  —  zweiten  Grades 

200t'.  —  dritten  Grades  445-454  —  in  Beziehung  zu  anderen  Gebilden 
440,  443;  441  f.,  443  f.  445  f.  Regionen  elliptischer  und  hvperbolischer 
•Punkte  einer  Fläche  191.  Richtungskegei  der  Developpabeln  12, 
81,  84 f.,  86  —  der  Regelflächen  438.  Rotation  531  —  emer  Curve 
455  —  einer  Developpabeln  457.  Rotationscylinder  53,  durch  eine 
Ellipse  61.  Rotationsflächen  455  f.  —  zweiten  Grades  250,  277, 
331,  335,   341;   240,  3411.,   350,  484,   491   —  und  Developpable  473. 
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Rotationshyperboloide  278^  294,  466;  speciell  gleichBeitige  202  f.  Bo- 
tatiODBkegel  60 f.,  im  Büschel  219 f.  —  durch  einen  Kegelschnitt  60 
—  durch  zwei  Kreise  einer  Kugel  265  —  einer  Fläche  zweiten  Grades 
umgeschrieben  388  f.  BotationB-STmmetrie  327 ,  532.  Rückkehrcurve 
einer  Developpabeln  91.  Rückkehrerzeugende  einer  Develop- 
pabeln  25,  135,  143  f.;  402  f.;  486  —  einer  Regelfläche  402,  426  f. 
Rückkehrpunkt  einer  Curve  2»  10,  120,  135,  144. 

Säule,  gewundene  461.  Schaar  yon  Curven  resp.  Flächen  zweiten  Grades 
875  f.  —  von  Confocalen  388.  Schablonenbildung  12.  Schattencon- 
struction  473.  Schattengrenze  nnd  Schattenraum  bei  Deve- 
loppabeln  22,  85  —  bei  krummen  Flächen  195,  316.  324,  377,  433, 
436f.,  440,  445,  485  f.,  498,  513.  Scheitel  der  Curven  vierter  Ord- 
nung erster  Art  170,  182  —  der  Flächen  zweiten  Gradee  327,  329  — 
in  der  Abwickelung  des  Kegelquerschnittes  65,  71.  Scheiteiberühr- 
nngskugel  230.  Schlagschatten  auf  Flächen  350,  443  f.,  514  — 
einer  Fläche  auf  sich  selbst  196,  514  f.,  517.  äcbliessungsproblem 
216.  Schmiegungskugel  einer  Curve  11,^  15,  74,  99.  Schnabelspitze 
3,  14  f.,  145.  Schnittpunkte  der  geraden  Linie  mit  Develop- 
pabebi  21,  92  —  mit  krummen  Flächen  309  f.,  325,  440 f.,  495  f. 
Schnittpunkte  der  krummen  Linie  mit  einer  Ebene  13  —  mit 
ihrem.  Krümmungskreis  26,  ihrer  Tangente  25  —  mit  einer  Fläche 
302.  Schnittpunkte  von  drei  Flächen  527  f.  Schraubenflächen  404  f., 
409,  420,  434,  437,  439,  459.  Schraubenlinie  71  f.,  74,  76  f.,  78, 
80,  82  f.,  96,  103,  444.  Schraubung  529.  Schraubungsflächen  459, 
464,  466,  469,  483,  487,  510  f.  Serpentine  461,  497.  Singulare 
Curven  krummer  Flächen  199  —  Erzeugende  der  Regelflächen  402  f., 
436  —  Punkte  im  Umriss  der  Rotationsflächen  490  f.,  495.  Singu- 
laritäten der  ebenen  Curven  2,  26  —  der  Kegel  25  —  der  Ranm- 
cnrven  und  Developpabeln  10  f.,  14  f.,  25  f.,  142  —  im  Querschnitt  der 
Developpabeln  90  ^  Sinusoide  71.  Sphärik  260.  Sphärische  Curve 
103  f.  —  Kreise  266  f.,  269  —  Ke^ekchnitte  270.  Spitze  im  Bild 
einer  Curve  88  f.,  146,  180  —  in  emer  Curve  120  f.,  122.  Spur  von 
Developpabeln  10,  19,  30,  75  f.,  137  f.,  142,  185,  372  f.;  für  besondere 
Lagen  115  f. ^  144  f.,  147  f.,  186,  362  f.  —  von  Regelflächen  280,  293, 
433.  Stationäre  Elemente  von  Curven  und  Developpabeln  3,  10,  14  f., 
73,  98,  103  f.,  160  f.  Stereoeraphische  Projection  260  f.,  351.  Stric- 
tionBiinie  der  Fläche  der  Binormalen  103  —  einer  Regelfläche  291, 
423,  427  f.  Symmetrien,  involutorische,  der  Flächen  zweiten  Grades 
3151,  325,  831  —  der  gemeinsamen  Curven  und  Developpabeln  der- 
selben 354  f.,  376 f.  —  der  Querschnitte  von  Rotationsflächen  475  — 
der  Tanffentenkegel  etc.  481,  486.  Symmetrielinien  nnd  -Punkte  von 
Curven  derselben  Ebene  384. 

Tangenten  ebener  Curven  1,  3,  10,  26,  79,  138,  140,  232,  234,  320,  433, 
474  f.  —  gewundener  Curven  9,  86,  105,  117,  524;  der  Schattengrenze 
482;  der  Transformierten  durch  Abwickelung  64  —  krummer  Flächen 
190,  speciell  conjugierte  393.  Tangentenfläche  der  Curve  8.  Tanffen- 
ti^-  und  Polarebene  308.  Tangentialebenen  einer  Developpabeln 
9,  22,  51  f.,  53,  84  f.,  118  —  einer  krummen  Fläche  190,  194,  401, 
450,  467  f.,  483;  speciell  stationäre  192,  394  —  durch  eine  Gerade  196, 
298,  309  f.,  440,  495  —  gemeinsam  mit  einem  Kegel  302,  515  —  mit 
einer  oder  zwei  anderen  520  f. ,  527  f.  Tangentialebenenbüschel  der 
Raumcnrve  vierter  Ordnung  durch  Tangente  oder  Bisekante  173,  385. 
Topographische  Fläche  192  f.,  197  f.  Torsionswinkel  8.  Torus  471,  481  f., 
404 f.,  517,  623,  543.  Transformation  durch  Abwickelung  63,  104; 
durch  reciproke  Radien  siehe  Inversion.  Translation  531.  Trans- 
versalen zu  vier  Geraden  300  —  zu  drei  Geraden  und  einem  Kegel- 
schnitt 302. 
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Trirectangnläre  Ecken,  perspectiTifiche  in  peisp.  coUinearen  Bftn- 
dein  289.    Typen  der  windecliiefen  Regelflächen  403  f. 

Uebersicht  der  Probleme  beafiglich  krummer  Flächen  472  f.  Uml^rong 
der  Eegelqnerschnitte  in  die  Bildebene  47.  UmrisBe  der  Developpabeln 
22f ,  56f.,  85  —  der  Flächen  zweiten  Grades  210,  281,  293f.,  325,  S51, 
491  f.,  der  Flächen  des  Büschels  365  f.  —  krummer  Flächen  anderer 
Art  196,  433,  436f.,  465f.,  483,  487f.,  490f.  —  und  Focalcnryen  60,  388, 
541.  Undulation  bei  ebenen  Curven  und  bei  Kegeln  145.  Unendliche 
Aeste  der  Curven  7,  26,  29,  108,  112  —  der  Cur?enbilder  110,  112. 
Unveränderlichkeit  des  Krümmungsradius  bei  Abwickelung  mit  der 
Tangentenfläche  15,  70. 

Veränderung  des  Krümmungsradius  durch  Abwickelung  69.  Verbind- 
nngsebene  der  Bisekanten  einer  Curve  vierter  Ordnung  erster  Art  aus 
einem  Funkte  149 f.,  360,  364.  Vereinigung  von  Singularitäten  einer 
Curve  14f.,  88,  145,  148  Zusatz. 

Verschwindungslinie  eines  Kegels  20,  eines  Hyperboloides  282. 
Verschwindungspunkte  einer  Curve  40  f.  Yielfachheit  der  Leitcurven 
und  Developpabeln  401  f.  Vierpunktig  berührende  Kegelschnitte  so 
Kreisen  230  f:  Vierseite,  windschiefe  201,  280,  282,  289.  Vis  St.  Gilles 
461.    Volumengleichheit  der  Paralielepipede  eines  Hyperboloides  28  t. 

Wechselsehnen  und  Wechselschnitte  211.  Windschiefes  Flächenelement 
426 f.  Winkelschnittprobleme  der  Kreise  und  Kugeln  224 f.,  249, 
255  —  der  Kreise  auf  der  Kugel  270 f.  Wölbfläche  des  Einganffes 
in  den  runden  Thurm  404 f.,  421,  440,  583  —  des  schiefen  Dardi- 
ganges  410,  417,  434,  439. 

Zerfallen  der  Raumcurven  vierter  Ordnung  erster  Art  123 f.,  128 f.,  190, 
852  --  der  Mittelpunktscurve  des  Büschels  361.  Zwei  Schrauben- 
linien mit  gemeinsamen  Hauptnormalen  103  —  Tripel  eines  Polar- 
systems 296  f. 
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